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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

[-1,1] ARALIGINDA BERSTEIN-STANCU OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI VE YAKLASIM HIZI

Omer Seyfettin YUCEL

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalh

Damsman: Doc. Dr. Aydin iZGI
Yil: 2019, Sayfa:52

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Bu tezde ele alman konu ve
konu ile baglantili literatiirdeki ¢aligmalardan kisaca s6z edilmistir. Ayn1 zamanda bu tez kullanilan
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. ikinci boliimde Berstein ve Stancu polinomlar ile ilgili
yapilan ¢alismalar kisaca sunulmustur. Ugiincii boliimde tezde kullanilacak materyal ve yontemlerden
bahsedilmistir. Dordiincii boliimde ise, operatoriimiiziin yaklagim teorileri ile ilgili 6nceki
calismalardan bahsedilmistir. Ugiincii boliimde bu tezde kullanilan materyal ve ydntemden kisaca
bahsedilmistir. Dordiincii boliimde ise, operatoriimiiz ile ilgili lineer pozitif operatorlerde kullanilan
bir takim yontem ve hesaplamalar yapilmistir, Maple bilgisayar programindan faydalanarak
operatoriimiizle yapilan yaklasim i¢in bazi grafikler c¢izdirilmis ve hata miktarlart i¢in niimerik
degerler hesaplanmuistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein polinomlari, korovkin teoremi, yaklagim, yaklasim hizi,
lineer pozitif operatérler.
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MasterThesis

APPROXIMATION PROPERTIES OF BERNSTEIN-STANCU OPERATORS AND RATE OF
APPROXIMATION ON INTERVAL [-1,1]

Omer Seyfettin YUCEL

Harran University
Graduate School of Natural andAppliedSciences
Department of Mathematic

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aydin iZGi
Year: 2019, Page:52

This present thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introdiction. The topic of
thesis and papers dealing to this topic in the literature are briefly mentioned. Furthermore , basic
definitions and theorems used in this thesis are given. In the second chapter, studies related to Berstein
and Stantu's polynomial are presented. In the third chapter, materials and methods which are used
throughout the thesis are mentoined . In the fourth chapter there are calculations and methods used in
operators are made for our operator. Using computer program, Maple some graphics are drown and
numerical values are calculated for miscalculations about our approach with operator.

KEY WORDS: Bernstein polynomial, korovkin theorem, approximation, rate of approximation,
linear positive operators.
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1.GIRIS

Giliniimiizde nitelikleri ve ¢alismasi zor olan fonksiyonlari daha kullanisli hale
getirmek i¢in doniistiiriicti bir polinom fonksiyonuna ihtiya¢ duyuluyor. Bu durumda

yaklagim teorisi devreye giriyor.

K. Weierstrass tarafindan 1885'te ve Weierstrass yaklasim teoremi olarak

bilinen teorem, yaklasim teorisinin temek bir sonucudur. Herhangi bir f e C[a,b] ve

g >0verildiginde,reel katsayili Oyle bir P polinomu vardir ki her xe[a,b]igin

Ip(x)— f (X)| < olur.

Weierstrass teoreminin ilk ispati, uzun ve karmasikti. Bu durum, daha kisa ve

anlasilir bir ispat i¢in pek ¢ok iinlii matematikc¢iyi harekete gecirmistir.

E. Borel 1905'te ( Borel,E. 1905). (1871-1956) asagidaki f fonksiyonundan

tiretilen polinom dizileri ile f ¢ e yaklasilabilecegini gdstermistir.

( m 1
S PP
nl™ n
m—1 m
gn,m(x)=é nx —(m-—1), <Sx<—
n n
m m+1
—-nx+ (m+1), — <x <
n n

m
n

Burada g,,, , (%) = 1 negatif olmay1p en fazla 1 degerini alir ve g, , (—) = 1dir.
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qnm, her Xe [0,1] icin

1
|gn,m(x) - Qn,m(x)l < F

sartin1 saglayan bir polinom olsun. P, nin f yakinsadigini gostermek zor degildir.

Ancak Bernstein polinomlari ile bunu ispatlamak daha tatmin edicidir.

Bernstein polinomlar1 1912 de

n

Bu(fi0) = ) () (k1 - x)"""f(%) , 0<x<1

k=0
seklinde tanimlanmistir. Stancu 1969' da Bernstein polinomlarini

n

. n y AN (k + a)
Bu(fi) = ) ()@ Q-0 f((1p),  0<asp
k=0
seklinde genellestirmistir. Bu calismada
x € [-1,1] ve 0 < a < B olmak iizere;
n
1 n k+a
. — il k _ Nk _
S50 =57 ) () A+ -0 f (255 -1)

k=0

modifikasyonunun  yaklagimini  ve  yaklasim  Ozelliklerini  inceleyecegiz.
Tanimladigimiz operatériin Korovkin (1953 ) teoremin sartlarin1 ve [—1,1] simetrik
araliginda lineer pozitif tanimli oldugu incelenmistir. Ayrica siireklilik modiilii
yardimiyla yaklagim hizi ve momentleri hesaplanmuistir.



1.GIRIS Omer Seyfettin YUCEL

1.1.Temel Kavramlar
Tanmm 1.1.1

X ve Y normlu iki fonksiyon uzayr olsun. X ' den alinan herhangi bir
f fonksiyonunu Y ' de bir g fonksiyonuna karsilik getiren L:X — Y fonksiyonuna
doniisiim veya operator denir.

Tanim 1.1.2 Lineer operator

X ve Y aym A cismi tlizerinde tanimli iki lineer fonksiyon uzay olsun.

L: X — Y operatorii verilsin. Eger Vx,y € X ve Va, 8 € A igin

L(ax + fy) = aL(x) + BL(y)

kosulunu sagliyorsa o zaman L operatoriine lineer operator denir.

Tamm 1.1.3 Operatoriin pozitifligi

X*={feX:f=>0}, Yt ={geV:g>0}x olmak iizere L operatori X*
kiimesinin her elemam Y* kiimesinin bir elemani egliyorsa yani, f bir fonksiyon
L bir operator olmak iizere f > 0icin L(f;x) = Osaglaniyorsa L operatdriine
pozitif operatdr denir. Hem lineerlik hem de pozitif sartin1 saglayan operatorlere

lineer pozitif operatorler denir.

Teorem 1.1.4

Lineer pozitif operatér monotondur .Yani ;

h(x) <r(x) = L(h;x) < L(r; x) dir.
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Ispat 1.1.4

L lineer pozitif operator oldugundan, L(X*) c YT saglanir. Yanif(x) =0
oldugunda L(h; x) = 0 olur. O halde her x igin

h(x) <r(x)

ise
r(x) —h(x) =0

olur. L operatorii pozitif oldugundan;

L(r(x) —h(x);x) =0
olur. L operatorii lineer oldugundan

L(r(x);x) — L(h(x);x) 20 = L(h(x);x) < L(r(x);x)
olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Teorem 1.1.5

L lineer pozitif operator olmak tizere, |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.
Ispat 1.1.5

Herhangi bir h fonksiyonu igin ;

—|h| < h < |h| (1.1.1)

dir. L operatorii lineer oldugundan dolayt monoton artandir. O halde;

L(=|hr]) < L(h) < L|(R)]
yazabiliriz. L lineer oldugundan

L(=IhD) = =L(lnD
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dir. Elde edilen bu esitlikte(1.1.1)'de yerine yazilirsa;

—L(IhD < L(h) < L(IhD) = IL(M| < L(|hD
olur ki buda ispat1 tamamlar (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim 1.1.6

XcRvelX iizerinde taniml biitiin fonksiyonlarin kiimesi
F(X)olsun. d:N — F(X) seklinde tannmli d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi

denir. Terimler fi, f5, f5 ile gosterilir. Dizi (f,,) ile gosterilir.

Tanim 1.1.7

T = {L:C[a.b] - C]a, b]: L lineer pozitif operatér }, N = {1,2,3,...}olsun.
L: N — T seklinde tanimli L fonksiyonun lineer pozitif operatorii dizisi ad1 verilir ve

(Ly) = (L1, Ly, Ls, .....).

Tanim 1.1.8

f € Cla, b] olmak iizere C[a, b] lizerinde taniml1 norm;

max
as<x<b

1fllcra,p1 = |f ()]

ile tanimlanir.
Tanim 1.1.9

A c R, F: A - Rbir fonksiyon ve aeA olmak tizere her € > 0 igin [x — a| < &
oldugundan |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde 6 = (&) sayis1 var ise f fonksiyonu
a noktasinda siireklidir (Balci, 2012).
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Tanim 1.1.10

X c R f:X — N bir fonksiyon olsun, eger her &> 0 sayis1 ve her x; x,e X
noktalar1 igin |x; — x,| < § oldugunda|f(x;) — f(x,)| < € olacak sekilde yalnizca
€'na bagl § = §(¢) sayisi var ise f fonksiyonu X kiimesi tizerinde diizgiin stireklidir

( Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Teorem 1.1.11
x€[0,1],0 < ay, < 1 oldugunda

Ln(f; x) = Z f(ak,n)Pk,n(x) , Pk,n(x) >0
k=0

pozitif operator dizisinin n — ooi¢in[0,1] araliginda f fonksiyonu diizgiin yakinsak

olabilmesi igin gerekli ve yeterli {i¢ kosul vardir. H. Bohman bunlari;

L.(f;x) 31 (1.1.2)
L,(t;x) 3 x (1.1.3)
L,(t?%x) =3 x? (1.1..4)

seklinde ifade etmistir. Asikadir ki Bohman'in arastirdigi operatorlerin degeri f

fonksiyonunun [0,1] araliginin digindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P.Korovkin, Bohman'in kosullarinin genel halde de gecerli
oldugunu gérmiis ve genel bir teorem ispatlamistir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995;

Korovkin,1953).
Teorem 1.1.12 ( P.P Korovkin Teoremi):

Eger L, lineer pozitif dizisi [a,b]aralhiginda (1.1.2),(1.1.3) ve (1.1.4)
kosullarini sagliyorsa o takdirde C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirli her

hangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo oldugunda;

L,(f;x) 3 f(x), a<x<bh
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olur. Bu ifadeye es deger olarak asagidaki gosterimler de kullanilir.
”Ln(f) _f”C[a,b] -0 (Tl - 00)

max

lim L (f;0) — f(x)| =0

nboqg<x<bhb

Ispat 1.1.12

f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugu igin 6yle bir M > 0 sayisi bulabilir Ki;
tiim x' ler i¢in

If()l <M (1.1.5)
saglanir. Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimi geregi
V € > 0 sayisina karsilik oyle bir § > 0 bulabiliriz ki t € (—oo,+)ve x € [a, b]

i¢in
|t —x| <6
oldugunda;
lf@) - fl)l<e (1.1.6)

(1.1.6) esitsizligi; x, t € [a, b] oldugundan f fonksiyonu [a, b] de stirekli oldugu igin
x € [a,b], t & [a,b] oldugunda ise f fonksiyonu a ve b noktalarinda sirasiyla soldan

ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in saglanir.

Her xela,b]; f(x) <M M >0 vardir.

[t — x| It —x| |t—x|?
< <

t—x| =6 = >1=1 <=5

|t — x| = doldugunda ise (1.1.5) ve liggen esitsizliginden;



1.GIRIS Omer Seyfettin YUCEL

|t — x|?

FO = fI<IfOI+1f ()l < 2M < 2M —;

olur. O halde;
|t —x| < &igin |[f(6) = f(x)] <&
[t —x| =6

icin

|t — x|?

IF® - FCOl < 2M —

elde edilir. Dolayisiyla V t € R ve xe [a, b] i¢in

|t — x]|?
62

If (&) — fO)] <e+2M (1.1.7)

dir. Simdi (1.1.2),(1.1.3) ve (1.1.4) kosullari1 gergekleyen (L,) lineer operator

dizisinin,
lim 1Ly (f) = flleiae) = 0

esitligini sagladigin1 géstermelidir. (L,,) operatoriiniin lineerliginden;

L (f(8);2) = fFQI| = ILa(F(£); %) = fF(x) + L (f (x); %) = Ly (f (x); X))

|Ln (f (£ %) = L (f ()5 %) + L (f ()5 %) — fF ()]
= [Ln(f(®) = F(x); %) + ()L (15 %) — 1

dir. Burada tiggen esitsizligini kullanilarak;

I (f(0); x) = fFOO| < |Lp(f () = FC; 0| + 1f (OIILn (15 %) — 1] (1.1.8)

elde edilir.(1.1.2)" den
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ILnf (©) = fO); x| < [La(If () = fCO] 201

seklinde yazilir. Bu durumda (1.1.2)ve (1.1.5)" den dolay: (1.1.8) esitsizligi;

1L (f () %) = fFOO| < L (If (©) = FC %) + M|Ly (15 ) — 1

olarak yazilabilir.(L,,) monoton artan oldugundan (1.1.7)" den;

[t — x|

62

IL,(f(t);x) — f(x)| £ L, ((e +2M );x> + M|L,(1;x) — 1](1.1.9)

elde edilir. Ote yandan (L) lineer pozitif oldugu dikkate almirsa;

% 2 |t — x|?
L, £+2MT ;x | =Ly(gx) + L, | 2M 52 ;X

=clL. (1 ZML 2 2 2.
=elL,(1;x) + 52 n(te —2xt + x%; x)

M 2 2 2 2 2
=elL,(1;x) + 2 52 {L,(t*;x) —x* —x*+ 2x° — 2x L, (t; x) + x°L,,(1; x)}

M 2 2 2 2 2
=¢L,(1;x) + 2 52 {L,(t*;x) —x*+ 2x* — 2x L,,(t; x) + x*L,,(1; x) — x*}

M
=¢eL,(1;x) + 25{(Ln(t2;x) —x2) = 2x(L,(t;x) — x) + x?(L,,(1;x) — 1)}

elde edilir. Bu ifadenin (1.1.9)' de yerine yazilmasiyla;

|L,(f (&) — f(x); x)| < eLp,(1;%)
M
+2§{(Ln(t2:X) —x2) = 2x(Lp(t; x) — x) + x2(Ly(1;x) — 1) + M|L,(1;x) — 1]}
elde edilen bu ifade de (1.1.2), (1.1.3)ve(1.1.4) kosullarinin kullanilmasiyla;

. M M
(O = F 0| S e+ 225 =2 (14253
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elde edilen bu ifadeyi her ¢’ > 0 i¢in
Lo (f(£); %) — fO)| < &
saglanir.Yani
lim [, (f) = fllcrap) = 0
olur. Boylece ispat tamamlanmis olur ( Hacisalihoglu ve Haciyev,1995).

Tanim 1.1.12

f la, b] araliginda tamiml bir fonksiyon ve x, € (a, b) olsun.

i £~ f (o)
m-——-—-——---

X—Xg X — xO
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

Bu deger f (x,) veya % ile gosterilir.

i £ = f(xo)
m-—-————-

X—Xg X — xO

= f’(xo)

dir ( Thomas,Finney, 1984).

Teorem 1.1.13

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve
f(a) = f(b) olsun. Bu durumda f'(c) = 0 olacak bi¢cimde en az bir ¢ € (a, b)vardir

( Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

10
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Tanim 1.1.14

(a,b) € Rarahiginda (n + 1). mertebeden tiirevlenebilen f:(a,b) - R
fonksiyonu ve bir x, € (a, b) noktasi verilmis olsun. Bu durumda
f (xo) JED) £ (xo)
f(xo) + T (x —xp) +--+ y (x — xo)™ :Z ] (x — x)¥
! ! L k!

dir ( Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Tanim 1.1.15

S.Bernstein' in 1912 yilinda bahsettigi Weierstrass yaklagim teoremi polinomu

asagidaki gibi tanimlanmugtir.

0 < x < 1lolmak {izere bu polinom

n

B,(f;x) = Z f (S) Ckxk (1 —x)nk

k=0

seklindedir (Bernstein,1912). C¥ burada
¢t = () ==

dir.

(1.9) tanmimlanan Bernstein operatorii igin;
B,(L;x) =1

B,(t;x) = x

x(1—x
B, (t%; x) = x? +—( )

sartlar1 saglanir.

11

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)
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Tanim 1.1.16

[a, b] araliginda tanimli f fonksiyonu verilsin.[0, b — a] araliginda tanimli

w(8) = w(f,8) = {sup|f(x2) = fF(x)|: |x2 — x| < 6, %1, %, € [a, b]}

fonksiyonuna f" in siireklilik modiilii denir ( Shevchuk, 1992).
Teorem 1.1.17

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

surekli modiila

Y1) }si_I}(l) w()=0

y3) w(8;+98;) < w(by) + w(6,)
y:y) o®nd) <nw(d),nez’

ys) 1f(0) = fO)l < w(f;lt —x])

|t — x|
5

Ye) w(f;lt—XI)S<1+ )w(f;S)

ozelliklerini saglar (Altomare ve Campiti, 1994).

12
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2.0ONCEKIi CALISMALAR

1912 yilinda Bernstein tarafindan x € [0,1]araliginda

n

B,(f;x) = z f (g) Ckxk (1 —x)n 7k

k=0
seklinde  gosterilmistir. [0,1] araligi tizerinde olan bir f  fonksiyonuna
yaklasilabilecegi ispatlanmustir.

1932 yilinda Voronswkaja tarafindan f € C2[—1,1] ve f, f’, f"'fonksiyonlar1

[0,1] araliginda sinirl1 ise;

—x(1—x)

lim n (B,(f3x) = f()) = —

f" ()

esitsizliginin saglandig1 gdsterilmistir.

1935 yilinda T. Popoviciu tarafindan w(f;§) ile f fonkisyonunun siireklilik

modiili gosterilmek lizere

F(0) = Ba(f; 0 < Cw %)

olduguna ispatlanmistir.

H.Bohman 1951 yilinda lineer pozitif operator dizisinin siirekli bir fonksiyona

yakinsakligini [0,1] araliginda incelemistir. Bohman'in tanimladig1 operator soyledir.

n
Ln(f; x) = Z f(ak,n) Pk,n' Pk,n =0
k=0

dir. 1912 yilindan giiniimiize kadar Bernstein polinomunu bir ¢ok genellesmesi

tanimlanmis ve yaklasim ozellikleri incelenmistir. Stancu tarafindan 1969 yilinda

apB
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kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak tizere,

Suas 132 = 211 (1) () o -
k=0

seklinde tanimlanan P, ,:C[0,1] - C[0,1] Berstein-Stancu  polinomudur.

Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin [0,1] araliginda 0 < a < 8 kosulunu saglayan

her a, § reel say1 i¢in f siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yaklastigini gostermistir.

2011 yilinda Aysegiil Cilonun Dog¢.Dr Aydm IZGI damsmaliginda 2012
yilinda bitirdigi yiiksek lisans tezinde g¢alistig1 operatdr Schurer tipinde modifiye

edilmistir.

Aysegiil Cilo'nun calistig1 operator asagidaki sekildedir.

C,(f3 %) =2inzn:(Z)(1+x)k(1—x)n-kf(§—1), —1<x<1

n
k=0

bu calismamizda asagidaki operatdrii inceleyecegiz.

x€[-1L1lve0 <a <p

n

$ulfi2) =55 Y (1) L+ 205G =07 (25 1)
k=0

seklinde tanimlanmastir.

14



3.MATERYAL ve YONTEM Omer Seyfettin YUCEL

3.MATERYAL ve YONTEM

3.1 Materyal

Bu caligmada ilgili kaynak kitaplar, makaleler ve internet {izerinden yapilan

arastirmalardan yararlanilmistir.

3.2 Yontem

Bernstein ve Stancu ile ilgili galigmalar incelenmis ve S, (f; x) operatori diger
operatorlerle karsilastirilmistir. Elde edilen ¢alismanin sonucunda grafik ve nlimerik
tablosu olusturulmustur.

Bu calismada elde edilen grafikler ve niimerik degerler hesaplanirken

bilgisayar programi Maple kullanilmstir.

15
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde tanimlamis oldugumuz S, (f; x) operatoriin lineer pozitif oldugu
ve Korovkin teoremi sartlarini sagladigi gosterilmistir. AyricaS, (f; x) operatoriiniin

merkezi momentleri, yaklasim hizi ve asimptotik yaklasim hesaplanacaktir.
Tanim 4.1

Kabul edelim ki x € [-1,1] ve 0 < a < B olsun

n

S, (1:%) = zinz (Z) (1+2)*(1 - x)n—kf(zflig 4 1)
k=0

seklinde tamimli  lineer  pozitif operatore S, (f;x) operatére denir.

S, (f; x) operatoriiniin lineer ve pozitif bir operator oldugu inceleyelim.
Lineerlik:

Her f,g € [-1,1] ve her a, b € R igin,

1w "
s (00 om0 - 55 () ot o 2
k=0

zizn: (1+x)k(1—x)nk(bg)(2 +a—1)

n

- —z )@+ 0k -0k £ (2 k+“—1)

2n — th
ZLIZ (1+x)k(1—x)”"‘g(2:12‘)

= aS,(f(t); x) + bS,(g(t); x)

oldugundan S,,(f; x) lineer operatordiir.

16
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Pozitiflik:
k,n € Ni¢in ve x € [—1,1] i¢in

Zin(:) (14201 —x)"*>0

oldugundan f = 0 ise S, (f;x) =0 olur. Buna gore S,(f;x) lineer pozitif bir
operatordiir.

Lemma 4.1.1

Herx € [—1,1] i¢in(4.1)’de tanimis oldugumuz operator asagidaki sonuglari

saglar.

y1) Sa(Lx)=1

i 20—
RCED T

y2) Sp(t;x) =x

_ (1+ 2,6’)n+ﬁ’2x2 A 2Qa —B)nx_l_n + (B — 2a)?
(n+ B)? (n+ B)? (n + B)?

y3) Sp(t?x) = x?

3(1+ B)n? + (382 —2)n+ B3 3

Vs) Sp(t3x) = x° — (n+ )3

=3(B —2a)n* —=3Qa—p)n , —3n*>—(2—3B*+12af)n
(n+ B T (n+ f)?

6n2f +3(2a — B — 4a®)n — 12a%B + 6ap* — 3
+ (n+B)3

—2(3 =2 + (=11 +68*)n* +2(3 + 2p°)n + p*
X
(n+p)*

ys) Sp(t*x) =x* -

—4B(n%? -3n+2)n
(n+p)*

3

2

6(1 —4a)n3+ 227 — 12ap + 36*)n? — (6 — 4af + f?*)n
+ X
(n+ B)*

17
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12(1 — 2a)n3 + 4(22 — 12a? — 6B)n? — 4(12 — 2B + 12a?B — 6aB? + B3)n
+ X
(n+B)*

—8n3a + (23 — 24af — 24a*)n? — 2(3 + 16a3 + 12ap — 38%)n
+
(n+p)*
—32a3p + 24a?B? — 8ap?® + p*
i +B)"

Ispat:

Y1)

| —

Sp(1;%) = = zn: (Z) (1+2)*(1 —x)" .1

k=0

N

n

I+x+1—-x)" = Z(Z) (1 +2)*(1 —x)"*

k=0

on = izn: (Z) (1401 = x)" = — n = 1

2" on
k=0
S,(L;x)=1
y2)
1 = n e (k+a)
S, (t:x) = z_n;(k) 1+ 01 - x) k(z (n+ﬁ)—1)

B 22_”2 (Z) (14051 - x)n—k% a ZL”Z (Z) A+ -x)"*.1
=0

2~ n B k
=2_n;)(k) (1+x)k(1 — x)" k(n+ﬁ)

+ zini (Z) (1 + k(1 - x)n*

k=0

(n+p)

n

2 n(n —1)! e 2a
:2”(n+,8)k:1(n—k)!k(k—1)!k(1+x)k(1_x) tarp !

18
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n—-1
o 2a
= 57n +ﬁ)( +x)k=0( @+ ok R
_ 2n 1 -1 2a
BT N TTer
=n(1+x)+ 2a o B Za B
m+p) (+p) (n+B) (n+ﬁ’)
SN B Za B
S0 = e T B
y3)
1~ n - (k+a) 3
S, (t%x) = 2_”;(") 1+ x)*(1 —x) k(z (n+ﬁ)—1>
1o wi[ et @ (k+a)
_2_";,(")(1+x)k(1"‘) iNcET (n+ﬁ)+1l
4 > n oy (k4 a)?
=2—n;(k)(1+X)k(1—X) k(n+—ﬁ)2
4~ m e (k+a)
—z—nz(k)(1+x)k(1—x) k—(n+ﬁ)

&
Il

0

NgE

1
tom

n
70
2n
k=0

(:) 1+ —-x)"k 1

&
Il

0

(k% + 2ka + a?)

(1+x)k(1 —x)"k

()

(n+ B)?
—ii (1401 — gk EFD Ly
A n+p)
4 n _ k?
z—kZ () 1 +08a -2 TR
_an k n—k k 4-6!2
to Z A+0" (=" st s
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‘ - ta +1
m+p) (m+p)

—;Z ) (@ + 0k -0

4N m o kk—=1) +k
=2—n;(k)(1+x)"(1—x) e
8a~ B k Aor?
+2—nkzzo(k)(1+x)k(1—x) k(n+,8)2+(n+ﬁ)2
AN - 4a
_2_";(;()(1+x)"(1—X) s s A
n—1
4n n—1 - 4g
_2"(n+ﬁ)(1+x)k=0( k )(1”)"(1—96) -t
4TL(TL—1) Zn v n-—2 k n—k-2
~2n(n +3)2(1+ x) ( )(1+X) (1-x)
k=0
4 n—1 1
+W(1 +0 ) (1) a0k -
k=0
n-1
8an n—1 o 42
Fmrgr a9 () AR
4n(n—1) - 4n .
=it gy (L H 2 g (L 02
8an ~ 4a?
Yot g T e
___ n-1__ 3@
- (n+p)? g (n+ p)>? x (n +,3)2 CEYOE
g syt
(n+p) SANCEY

= 2—(1+2ﬁ)n+'82 2_|_2(20£—ﬁ)n .|.n+(,3—20£)2
(n+p)? g (n+ p)? x (n + B)?
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A+28n+p* , 2Qa—pfn  n+(B—2a)

St =2 = e T
Y4)

1oym ekt Y

Sn(ts,X) = Z—n;(k) (1 +X)k(1 —X) k(ZW— 1)

1 v e G+ ) k+a)? (k+a)
Z_RZ (1+x)k(1—x) kl T +,3)3_12(n+ﬁ)2+6(n+,8)_1l

Nlm

< n o (k+a)?
kZ k)(1+x)k(1—x) k(n+—ﬁ)3

(k + a)?

Z )1+ 2k - )nk( O

+ Z%ZO (1) @+ 0 -0 g‘l - ;’g
—zlnzn: (Z) 1+ x0kA -0k 1
=
- 23;) (1) 1+ 1 e X 3":5:;;‘12 + o)
- ;—zkzo () a+xra—ome & N z)
+2%kzn:=0 () a+0ka- x)n-kg:—g -
2> (-

240 _ k?
+2—n;)(k) A+ ="k s

2402 - m ~ k 8a3
= Z(k)(1+x)k(1—x) R P
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;_izn: (1 +x)*(1 = x)"* n -]:-2,8)2

_ 24_:‘2 (L4201 -0"" o fﬁ)z B (nliaﬁz)z

+ 2%2:) (Z (1421 —x)"* C .l|c. 5 (n6-lfzﬁ) -
;Z (1 + k(1 -k X 1)(1((n_+2;; —

M_nazn: ) (L + 20k —x)n %

S kz (a0t a o s gy

_ “_n“Z (:) (1+x)k1 —x)"* n f B2 (n1J2ra;)2
35 s ettt

_;_62 (1) @+ 2k -0t ﬁ

&
Il
=}
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T —
24_:”211: ) (@ + 20k —x)n n fﬁ)3
szzkznzo (1+20%(1—x)"" " .|].(,3)3 * (n8f;)3

_ ;_ikzr:o( ) (14 x)k(1 —x)nk I(C,(lk;g;z

_;_ikzn: ( ) @+ 2k =)k ﬁ

_224_11“2 (1 +x) 1 —x)n* n fﬁ)z I (nl-zl-aﬁz)2

N zini (Z A+0F =" f 't (n6fﬁ) -

8 S (=D —2)(n—3)!

T 2n(n+ B)° £ (n— k) k(k — Dk — 2)(k = 3)!
X (1 — x)nk
’ Zn(nzj AP L (n —nk(; ;(i)inlg(i)!_ Thads
" 2”(n2jr- BE k; = _nk(; ,:(?!_ ik @ +0ka
- 2”(n1-6+ B3 k (n —nk(; Zé)!— Dk A+0f 1 -x
* 2n(i4f B L _nk(; ;(i)fng(i)!_ ik (=
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240 =  nm-1)!

e B L (n— k) k(k — D! k(14 x)*(1—x)"*

240> =  nn-1)! - 8a3
P A7 & otkGe— D¢ DT

12 v  am-1Dn-2)
- 2n(n + B)? £ (n— k) k(k — D(k - 2)!

k(k—1(1+x)x(1—x)"k

12 w nm-1)!

- 2'(n+ B)? Ls(n—K)'k(k — D! k(14 x)*(1—x)"*

24« nn—-1)! 12a?
@Dk (140 (-0 -

a 2" (n + B)2 & (n — k)l k(k — 1)! (n + B)2

zn(n6+ YA " ,(n nk(; ;(i)' ik L+ 05— 0™ + (nTﬁ) -1
_ 8n(21:1zn1-|)_(;l); 2 142y kz: - 3) A

+ % (1+x)? ZZ:: (” . 2) (1+0)*(1 — x)nk-2

+ 2“(%1/3)3 (1+x) : (" . 1) (14 2)*(1 — )k

- zn(:fﬁ (1+2) : (") @0k -k

+ Z:n“(”(z ;)]3') (1 + x)? :Z:( ) (1 + 2)%(1 — x)n*2
% (1+2) :_: (" 1) (1 + 2)¢(1 — %)k

4 % 1+ %) 5 (" . 1) (1 + 0k = x)n k1 4 (nSf;)g

==
I
o
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n-2
12n(n—1) n—2 nek—
- 2’1(n—-l-,[3)3’(1+x)2kz=0( k )(1+x)k(1—x) k=2
12n —m-1 et
_Z"(n—+ﬁ)2(1+x);( L)k -
24an = /n-1 e, 1202
_—2"(n+ﬁ)2 (1+x)k=0< I )(1+x)k(1—x) k _(n+'3)2
n—-1
6n n—1 L 6a
+ m(1+x)k=0( k )(1+x)k(1—x) k-1 +(n+ﬁ)_1
8n(n—1)(n—2) nez , 24n(n—1) .
ST aGapr O gy 1O
24n ’ -1 16n 1 on-1
Yrmep Y T mme g Y
24an(n—1) w 24an -
g T e 02
24a’n 4 8a3 12n(n—1) -
+ —2”(n+ﬁ)3(1+x)2 1+(n+,6’)3_2”(n+ﬁ)3 (1 + x)?2n2
_ 12n (14 x0)2m1 — n (140201 — 12a?
2t B R i (n+ B)?
+ on (1+x)2" 1t + ba -1
2t p) (n+B)
B nn—1)(n-2) 6n(n —1) 12n
= 3 B (1+x)3+(n+ﬁ)3 (1+x)2+(n+ﬁ)3(1+x)
3 8n 6an(n—1) 5 12an
(n+,8)3(1+x)+—(n+ﬁ)3 1+ x) +( +ﬁ)3(1+x)
12.a%.n 8a3 _ 3n(n—1) , _ 6n
Y R A ey E er D E Y EAR
_12an (14 12a? N 3n 140+ a .
m+pz TR Bt B
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_ 3(1+ B)n? + (3% —2)n+ B3 3

(n+p)3
=3(B —2a)n* —=3Qa—pn , —3n*—(2—-3B%+12af)n
(n+ B)? T (n+ )3 g

6n’B + 3Q2a — B — 4a®)n — 12a?p + 6ap? — B3
" (n + B)°

3(1+p)n* + (3% —2)n+p° |
- (n+ B)? ¥

Sn(t3; x) = x*

—3(8 —2a)n* —=3Qa—p)n , —3n*—(2-3B%+12af)n
(n+ B)° 4 (m+ B) g

6n?p + 3Q2a — f — 4a®)n — 12a?%B + 6ap? — 3
* (n+ B)?

Ys)

$u(e'520) = 35 ) () (14 20K =" (z - 1)
k=0

1 n ol e+ (k + )3
= z_nz (k) 1+ —x) kl16(n+ﬁ)4‘_32(n+ﬁ)3

k=0

(k + a)? _8(k+a:)+1l

ez Parp

n o (k+a)?
() @+ -0 o
(k + a)?
(n+p)?

[\J|UJ
SN

(1) (1 + 0%t —0m*

(k + a)?
(n+p)?

BIR

(Z) (1 + 0k — x)n*

+

(k+a)
CEOME
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(k* + 4k3a + 6k?a? + 4kad + a*)

n —_
(k) (14 )1 —x)"* T B

(k3 + 3k?a + 3ka? + a®)

(Z) (1 + 0k — x)n*

(n+p)3

+ %ZO (Z) (1 +x) 1= x)"™ - zrnzi“;; =
_ %Zo (Z) (1 +2)%(1 — x)n* gi : ;3 +1
S 2—62 L
* %Z e
+ 52y (s ora-o
=0
-l
_ %ZO (Z) (1+ )% —x)"* n .]ig)s
_ (9267“; (Z) (1 +2*(1 - )" n fzgy
2 (w0 e
4 428_nazn: (:) (1+x0)*A —x)"* n fﬁ)z + (nzja[:)z
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8a

. A,
CEIDNCEY)

— Z )+ 20k - 2k

- — — — 3 _ 2
:EZ(n)(1+x)"(1—x)”"‘k(k 1) (k — 2)(k — 3) + 6k? — 11k? + 6k

27 2, CEOE
64a k(k — 1) (k — 2) + 3k? — 2k
—fz )@+ 0k -y DD

=0
96a% N /n k=D +k
+ = () a+oka-» I

64a® k 16a*
+25 ) (1) @ +0ka - omk -

7 2, CEDIACETIL
i—sz 1+ 041 -k L 1)(’(‘,;2;; e
(926—,1“2 (1 + x)*(1 — x)nk %

= kzo (Dot o -
;—jkz;l: (1+x)(1 —x)nFk W
428_0(20 (0 =0 o

En ) vk Ba
zkz e RN CEYIR

_ EZ (%) 1+ 201 = k(k — 1) (k — 2)(k — 3)

2n £k (n+pB)*
96\ /n k(= 1)k —2)
tan ) () A+ 0 = =

28



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Omer Seyfettin YUCEL

S

| Z’Zﬁ; (1) (1 + 0% =0 l(cik;ﬁ;‘z

4 Zzﬁ; (1) @+ - (n f Dk

~ %Z} (Z) A+ 0" -0 fﬁ)‘*

e ; (1) (1 + 0% =0 l(cik;ﬁ;‘z

_ Zﬁ; (1) @ +x =+ (n +k DE

N Z_:ZO (Z) T+ 0@ =" fﬁ)“

+ 624—0[;, (Z) (1+x0)*(1 - )" k(k& 1+)§fk>‘*_ :

13'2‘0( Zo (1) (1 + 0k =0k l({r(lk;ﬁ;z

T
_ 123“ ,:0 (Z) L+ 2051 —0"" o fﬁ)‘*
N 9232 ZO (Z) (1+2) (1 —x)"* ]((r(zk+_ﬁ;2
LS Qe gl
+ 6233 Z (Z) 1L+ 205 -0 +k DI ("1ia;)4
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32—2 )k -y SEZ D

- z—fzo (Z) (1 +0)K(1 — x)"* ’(‘i’;—_ﬁg

SRy (arora o

+ Z—jki (1) (1 + 0%t —0m* a fﬁ)3
fggijzz 1+ )k =)k %éiﬁig;g

_ ?;n“ki (") (4041~ 2" o fﬁ)3
9232 ZO (L4041 =" o f O

+ i—fi (Z) (1 + 0k = x)n* l((r(lk—i-_ﬁ;z

+ i—f’i (1) @+ 2k -0t o fﬁ)z
428_0{2) (0 =0 o
;Zo ()@ snta- o g

16 ~ am—-1Dm-2)1n-3)(1n—4)!

“n(n + BY* & (n—1)tk(k = Dk — 2)(k — 3)(k — !

x (k=3)1+x)*(1—x)"k
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9%6 ~ nm-10n-2)n-3)
* 20+ B)* £t (n — k) Kk — D)(k — 2)(k — 3)!

x (14 x)k(1 —x)n 7k

k(k—1)(k—2)

288 ~ n(n-Dm-2)
N BY* £y — ) k(k — 1)(k — 2)

x (1 —x)"k

k(k—1)(1 + x)k

n

288 n(n—1)!

T Bt & (n— k) k(k — D! k(14 x)*(1—x)"*

192 ~  n@m-1)!
S 2n(n+ B L (n— k) k(k — 1)!

k(1+x)k(1—x)"*

n

176 nn—1)(n—-2)!
C2n(n+ BY* L (n = k) k(k — Dk = 2)!

k(k—1(1+x)*x(1—x)"Fk

176 ~  n(n—1)!

- 2n(n+ B)* L n— 1) k(k — 1)! k(1+x)k(1—x)n*

64 =  nn—1mn—-2)1n—3)!
+ 20+ B)* Ly (n— )V k(k — Dk — 2)(k — 3)]

X (1+x)f(1—x)n*

k(k—1)(k—2)

192¢ ~ nn—1mn-2)!

i B £yt —RTk(k = Dk - 2)! ke (k= D1 +x) (1 —x)"*

192¢ ~  nm—1)!
NPT BY* £y (n— )k (k — D]

k(1+x)(1—-x)"*

n

128 n(n—1)!
C2'(n+ B L (n =)tk (k - 1)!

k(1+x)(1—-x)"*

n

96a? nn—1)(n—2)! kO — 13(1 .
+2”(n+ﬁ)4k=2(n—k)!k(k—1)(k—2)! (k=D +x)
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24 v~  nan—-1n-2)

¥ 2"(n+ p)? — (n— k) k(k — D(k — 2)! k(k—1)(14x)kx(1—x)"k

n

24 n(n—1)!
T o ¥ p)? Lin—I)k(k — D

k(1+x)k(1—x)nk

48 ~  nn-1)!
T i+ )2 £in—I)k(k — D

k(1+x)k(1 —x)nFk
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2402 8 v namn-1)!

G TP L ok (1 + 201 —x)"*

8a
NCETO
_ 16n(n - 1()7§n+ - fz(n =3 4, x)42 ("~ )+t o
96”;’,3(; fé’;; 2 (14 %7 k: (") @k -
+ % 1+ 1) :=: (" 1) (1 + )1 — x)n
- % (1+2) :) (" )@+ 0k -k
- %(1 + x)? ZZ:: (" 2) (1 + x)*(1 — x)"-2
- %(1 + x)z(" . 1) (1 + 2% (1 — x)"*
+ 64“2&’2;;?;2_ 2 (14 x)3 "23 (n ; 3) (14 x)k(1 — x)n k3
=
+ 12721‘2‘:5:1;)3) (1 +x)? :Z: (" 2) (1 +x)*(1 = x)"F2
+ % 1+ z (" . 1) (1 + 0)k(1 — x)nk1
- % (1+x) 5 (" . 1) (1 + 2)%(1 — x)r*1

==
I
o
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96a’n(n — 1) = /n—2 .
Farpr O )arora o
96a’n ~ m-1 o
+2n(n—+ﬁ)4(1+x)kz;)< k )(1+x)k(1—x) k-1
64a’n ~/m-1 D
ey DN G [ C i et

=
I
o

B 2n(n—1)(n—2)

(1+2)° nZ (n k 3) (1+20)k(1 —x)" k3

2°(n + B)° Z,
96n(n — 1) < /m-2

~ Sy (L kZO( )0k - ok

- 211(:#:/;)3 (1+x) :Z: (" 1) (1 + 2)K(1 — 2"

+ % (1+ ) :=: (" 1) (1 + 2)K(1 — %)

- (926’?(7:1(—:;)13) (1 + x)? :Z: (" 2) (1 + ) (1 — x)n-k-2

- % (1+x) : (" 1) (1 + 2)K(1 — x)nk

+ % (1 +x)? :Z: (" 2) (1 + 2)*(1 = x)"~k2
2"(314: DA k; (" a+nra -y
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S
ey

48an n—1 o 24a?
+—2n(n+ﬁ)2(1+x);( ] )(1+x)k(1—x) Ok

8n S n—1 ket 8a
—m(1+X) ( k )(1+X)k(1—X) k _(Tl+ﬁ)+1

&
Il

0

_len(n—1D(n—2)(n—3) 96n(n—1)(n —2)

(1+x)*2"* + (1+x)32m73

27+ B)* 27+ B)?
288n(n —1) e 288n .
+W(1+x)22 2+2”(n—+ﬁ)4(1+X)2 !
192n noq  176n(n—1) n—
—W(1+X)2 1—2n(n—+ﬁ)4(1+9€)22 2
176n Wy  64an(n—1)(n—2) e
_W(1+X)2 1+ 2"(n+/j‘)4 (1+X)32 3
192an(n—1) e 192an .
Pt T A gy gy P2
128n 0oy, 96a’n(n—1) 3
—m(1+x)2 1+2n(n—+ﬁ)4(1+x)22 2
96a’n . on-1 64an . on-1 16a*
+—2”(n+ﬁ)4( +x) +—2"(n+,8)4( + x) JF(TH_[),)4
32n(n—1)(n—2) s d6n(n—1) n
T wGepr T T mga e (PO
96an _ n n—
_Z”(n—-l-ﬁ)3(1+x)2 1+2”(n—+[>’)2(1+x)2 !
96an(n—1) . 96n .
TG T TGy O
96a’n . 32a3 24n(n—1) .
“Erpr T TG e e T
_|_24—n(1+ )Zn—1+—n(1+ )Zn—l
2" (n + B)? x 2n(n + B)? *
+ 24a” — " (1+x)2m1— 8a +1
m+pE 2"+ p) (n+p)
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23 =2p)n® + (=11 + 68%)n* + 23 + 28°)n + p* W

_ .4
- (n+ B
—4B(n* —3n+2)n
(n+p)*
6(1 — 4a)n’® +2(27 — 12apf + 38*)n* — (6 — 4af + f*)n
+ X
(n+ B)*
12(1 — 2a)n® + 4(22 — 12a? — 6B)n? — 4(12 — 2B + 12a?B — 6aB? + B3)n
+ X
(n+p)*
—8n3a + (23 — 24af — 24a*)n? — 2(3 + 16a3 + 12ap — 38%)n
+
(n+p)*
—32a3p + 24a?B? — 8ap?® + p*
Y m+ B
4on s —2@ 2PN + (11 +6p*)n* + 2@ + 2% )n+ p* ,
S,(t%x) =x CEYOL x
—4B(n* —3n+2)n
(n+p)*
6(1 — 4a)n® +2(27 — 12af +3*)n* — (6 — 4af + f*)n
+ X
(n+p)*
12(1 = 2a)n® + 4(22 — 12a% — 6)n? — 4(12 — 2B + 12a?B — 6af? + B3)n
+ X
(n+ B)*
—8n3a + (23 — 24af — 24a®)n? — 2(3 + 16a + 12aBf — 38%)n
+
(n+ B)*
—32a®B + 24a*B* — 8ap® + p*
¥ (n+ )
Teorem4.1.1

f € (C[—1,1] ve f biitiin reel eksende sinirli olsun o zaman;
Tim 1S, f = fllcp-1. = 0

dir.
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ispat:
Korovkin teoreminden yararlanilarak n — oo i¢in
S (Lx)31

Sa(t;x) 3 x

S, (t?%;x) 3 x?
oldugunu gosterip ispat1 tamamlamis oluruz
lgglooIISnl - 1||c[—1,1] =0

oldugu goriiniiyor. Buldugumuz sonugclari yerine yazarsak

1St — x| e
— X _ = max |X — X — X
= BN CE ) N CR )
_ B 2a- _ 2a
T T ap |(n+[>’)
lim |—2%| 5 0
m -
n-o [(n + )

1S,t% = %l (=11 =
_(1+2,8)n+,82 , 2Qa—p)n n+(ﬁ—2a)2_

2 2

e [ (n+ p)? e (n+p)? * (n+ B)?
i _(1+2,8)n+,82x2+2(2a—,8)nx+n+(,8—2a)2
—1sx<1 (n + p)> (n+p)? (n+B)?

—4((n+ a)B — a?)

(n + p)? >0

n—oo

Lemma4.1.2

S,((t —x)™; x)=m=0,1,2..... olmak {izere

y1) Su(t—0)%x) =1
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B 2a - p
CENCED

y2) Su((t—2)5x) =

—n+,82x2+2,82—4aﬁx+n+(ﬁ—2a)2
(n+p)? (n+p)? (n+p)?

¥3) Sp((t—x)%x) =

243 - B3
7 sulle =0 = S

—3n*f —3(2a — f)n + 6a*B* - °
* (n+ B)? g

(=2 —6af — 3B —12a*)n — 383 + 6ap? — 12a%p
¥ (n+ B .

6n?p + 3Q2a — B — 4a®)n — 12a?B + 6ap? — 3
* (n+ B)?

3n* —2(3+4B —3p%)n+p* ,
(n+ B)* g

ys) Su((t —x)%x) =

—8an® + 24n* + 4f(6a — 38 — 2)n — 8a B’ + 48*
+ X
(n+p)*
—24an® +2(31+ 3a®)n® + 428 — 9 + 3a’p)n + 6* — 24ap> + 6a*p*
+ x
(n+p)*

N (—12(,8 +2a)n® +4(22 — 38 — 6a — 68%)n® — 4(12 — 2B + 6af — 3B% — 12a?B)n
(n+ p)*

48a?p? — 24ap3 + 4B* —8n3a — (23 — 24ap — 24a?)n?
(n+ B)* ) (n+ p)*
—2(16a® + 12ap — 3%*)n + 24a?p? — 8af3 — 32a3p + p*
+
(n+p)*

Ispat:

¥1) Sn((t—x)%x) = S(1;x0)=1
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Y2) Su((t — %)% x)=8,(t; x)+S,(—x; x)
= Sp(t;x) — x5,(1; x)

B B 2 —f
BT RMCEY))

y3) Sp((t —x)%x) = S, (82 — 2xt + x?); x)
= Sn(tz; x) — 2xSy(t; x)+x25n(1; x)

_ 1+ Zﬁ)n+ﬁzx2 N 2Qa —,B)nx_l_n + (B — 2a)?
(n+ B)? (n+ B)? (n + B)?

— 2

B 2 —p
—Zx(x—(n+ﬁ)x+(n+ﬁ))+x2
3 —n+ﬁ2x2 2,82—4a,8x+n+(,8—2a)2
- (n+p)? (n+ B)? (n+ B)?

¥4) Sp((t —x)%x) = Sp((¢3 — 3x%¢ + 3xt? + t3);x)
= S5, (t3%;x) — 3xS,(t?%; x) + 3x2S,(t; x) — x35,,(1; x)

31+pn*+(BB*—2)n+p> . 6(1-nm)n+3ap ,
B (n+ ) T YIE

3

—3(B +4a)n®*+3@2+ p% - 4af)n
’ (n+ B)° g

6(a —1)n?+ (2 -3 —12a%)n — 12a?f + 6aB? — B3
+
(n+ B3

(1+2B)n+ B2 2Qa—-pn  n+ (B —2a)?
‘3"<"2‘ CE ) A vy TRE A ey )
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B Za—ﬁ)_x3

+3x2(x_(n+ﬁ)x+(n+/3)

_@2+38n-p% N —3n’Bf —3(Qa — p)n+ 6a*p* - B>
ICEY (n+ B3 *

(=2 —=6af — 3B —12a*)n — 383 + 6aB? — 12a>p
¥ (n+ B)? g

6n?p + 3Qa — p — 4a®)n — 12a?p + 6ap* — B°
" (n + B)°

¥5) Sp((t— )% x) = S ((¢* — 463x + 662x? — 4tx® + x*); x)
= S5, (t* x) — 4xS,(t3; x) + 6x2S,(t?; x) — 4x3S,(t; x) + x*S,,(1; x)

~2(3+ 28)n° + (11— 659n* = 26 + 2 = B*

4
T m+ B
—4n® + 12n°B — 8nf
(n+p)*
6(1 — 4a)n’® +2(27 — 12apf + 38*)n* — 6(1 + f*)n
+ X
(n+p)*
12(B — 2a)n® + 8(11 — 38 — 6a?)n® — 4(12 — 2B + 12a?B — 6aB? + 3)n
+ X
(n+ p)*
N 4n3B — (25 + 24a + 24af + 24a®)n? + 2(37 + 24a + 36%)n
(n+p)*
N —8an® + (23 — 24a? — 24apf)n? — 6(3 + 16a + 12ap — 3af*)n — 32a® + 24a?p?
(n+p)*
—8ap?® + p*
(n+p)*
e 3(1+p)m* + (3> —2)n+pB° N 3Q2a - pIn® +3(B — 2a)n
“\* (n+ ) ) (n+ ) *

3n2+ (3% — 12af — 2)n N 6n’p +3Q2a — f —4a®)n — 12a?B + 6ap? — 3

(n+ B)3 x (n+B)3
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(1+2B)n+ B2 2Qa—p)n  n+ (B —2a)?
+6x2(x2_ R R e R e )

—4x3(x A 2a_ﬁ)+x4

— X+
n+p) (m+p)
_3n*—-2(3+48-38%)n+p* ,
N (n+B)* *
—8an® + 24n* + 4f(6a — 38 — 2)n — 8af® + 4p*
+ X
(n+p)*
—24an® + 2(31 + 3a®)n® + 42 — 9 + 3a?BIn + 68* — 24aB> + 6a*p>
+ X
(n+p)*
N (—12(ﬁ + 2a)n® + 4(22 — 38 — 6a — 6B%)n? — 4(12 — 2B + 6af — 3% — 12a?B)n
(n+p)*
48a?B? — 24ap3 + 4p* —8n3a — (23 — 24af — 24a*)n?
n+p)* ¥ (n+p)*
—2(16a® + 12ap — 3%*)n + 24a?p? — 8af3 — 32a3p + p*
+
(n+p)*

2 2 4
(n+ FSu((t = 2)%2) < (n + ) <3n o

+24n° + 24afn + 4% |
(n+ p)*

+2(31+ 3a®)n® + 428 + 3a?*B)n + 68* + 6a*B>
+ x
(n+p)*
+88n2 + 428 + 38% + 12a?pf)n + 48a?B? + 4p*
+
(n+p)*

(24ap + 24a®)n? + 6B°n + 24a?p? + p*
’ (n+ B )

oldugundan

lim (n + B)S,,((t—x)*;x) =0
n—00
icinx € [—1,1] elde edilir.
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Teorem 4.1.3

fec[-1,1]veherx € [-1,1] igin |f(x)| < M

ise bu durumda

ISu(f3 %) = F(O < 20 (f, /(f))

Ispat

1Sn (3 %) = FQO| < 1S (f %) = F(0)S5(1; )
< 1Sp(F(0); %) = Su(f (x); %)
< ISp(F(®) = f(x); %)
< Sp(lf @ = f)];x)

|t — x|
|Sn(f;x)_f(x)|ssn<1+ 5 >

w(f, ) siireklilik modiiliiniin 6zelligi kullanirsak

< <5n(1; x) + %Sn(lt —x|; x)) w(f,9)

Cauchy-Schwartz esitsizliginden

< (1+3V5:@ 05 o/, 8)

S<1+%\/—n+[32 2+2ﬁ2—4a/3 +n+(,8—20()2>

m+p2 " m+p)? | (n+p)?
Y P L
- 6. (n+pB)>
5= n + 452
(n+p)?
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kabul edersek

1S (f5x) — f(0)]| < 2w <f; nr 4BZ>

(n+ B)?

Teorem 4.1.3

f ec?[—-1,1])vef,f', f"fonksiyonlar1 [—1,1] araliginda sinirli ise bu,
takdirde

1—x*
5 [ ()

lim (n + £) (Sn(fi0) = f(0) = (=Bx +2a = BAf'(x) +

Biclizi <TBlr.
Ispat:
£ fonksiyonunun x noktasindaki Taylor agilim;
FO = )+ T (=0 + 5 f/G(E =007 + (= 0(6:0)
dir.
(= 02(E0) = (¢ =22 (317 =) + 3 =207+ )
$2F33) = F0O) = Sa(F (D) = S, (1 f ()
= S((f;2) = f(x); %)
= Sa((t =20 () + 5 S (E = DH0L7 () + Sy~ 2)?(t ~ x);)

_ B 2a - B\ _,
_<_(n+ﬂ)x+(n+ﬁ))f(x)

1/—n+ p? 5 2B% — 4ap n+ (B —-2a)%\ _,
E((n+ﬁ)2" HECEY AN YO )f ()

+ S ((t = x)%p(t — x); x)

esitligin her iki tarafin1 n + B carpilirsa
(n+ B)(Sn(f52) = () = (=Bx + 2a = B)f ' (x)
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1/—n+ p? 2% —4af n+ (B —2a)?
+E<<n+ﬁ>2x2+ Y T

+(n + B)S, ((t — x)?u(t — x); x)

)f”(x)

limpu(t—x) =0
t-x
oldugundan p fonksiyonu sinirlidir.

(n+ B) S ((t = x)*u(t — x); x)

< V@ + RS, (e = )% 0y (n + B)S, (u(t — )% x)
Burada lemma 4.1.2 deki ispat (n + £)S,((t — x)*; x)= 0 oldugu gosterilmistir.

1—x?
2

lim (n+ B) (Sp(f;¥) = f(0) = (=Px + 2a = B’ () +——f"' (%)

Teorem

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa, bu takdirde

n+ 452 >a/2
(n+p)?

152 (f5 ) = F Ol cp-111 < M(
Ispat:
Sn(1;x) = 1 oldugundan ve bu operatdriin lineerliginden
1Sn (5 %) = FOO| = 1S (f %) = f ()55 (1; )
= 1Sn(f5 %) = S (f (x); )|
< 1Sn(f(©) = F ()5 0)

dir.

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan

If(@®) = fOl < M[t —x|*
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dir. Bu durumda

1Sn(f5 %) = F(O| < (SpM|t — x]%; x)
Holder esitsizliginden

< MS,((t — x)%x)%/2.8,(1; x)*/?

=MS, (¢ = )% )%

—n+ﬁ2x2+2ﬁ2—4aﬁx+n+(,8—2a)2 @/
(n + B)? (n + B)? (n+ B)?

- n + 482 o
< (G )
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f(x)=G+x?)sin(1+x*)ve a=2, =5 igin grafik ve niimerik

degerler tablosu.

Sekil 4.1. f(x) = (5 + x?)sin(1 + x?) ve a = 2,8 = 5 icin yaklasim  grafigi.

Cizelge 4.1.f (x) = (5 + x?) sin(1 + x2) ve « = 2, = 5 i¢in niimerik degerler tablosu.

X
-1 -0,8 0 0,8 1
n

10 0.07897 0.39932 0.16146 0.71131 0.21443
100 0.10112 0.05180 0.03206 0.07733 0.13760
500 0.02427 0.01064 0.00694 0.01481 0.03575
1000 0.01241 0.00539 0.00351 0.00735 0.01845
10000 0.00127 0.00054 0.00035 0.00073 0.00190
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|S,(f;x) — f(x)| degeri yukarida verilen deger igin hesaplanan niimerik

deger tablosudur.
g(x) = sin ((1 + x2) g) In(1+x?)vea =4, f =5 icin grafik ve niimerik

degerler tablosu.

Sekil 4.2. g(x) = sin ((1 + x2) g) In(1 + x2) ve @ = 4,8 = 5 i¢in yaklasim grafigi.
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Cizelge 4.2.g(x) = sin ((1 + x?%) g) In(1 + x2) ve @ = 4, 8 = 5 icin niimerik degerler tablosu

X
-1 -0,6 0 0,8 1
n

10 0 0.19696 0.07141 0.01778 0
100 0 0.03306 0.00973 0.00615 0
300 0 0.01135 0.00330 0.00230 0
500 0 0.00685 0.00199 0.00141 0
990 0 0.00347 0.00101 0.00072 0

|S,(g; x) — g(x)| degeri yukarida verilen deger igin hesaplanan niimerik deger

tablosudur.
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu ¢alismada operatériiniin her f, g € [—1,1] ve her a, b € R i¢in,

S ((af(t) + bg(t)); x) lineerlik ve k,n € Nigin ve x € [—1,1] i¢in

Zi”(:) A+ -x)"*>0

oldugundan f > 0 ise S,(f;x) =0 olur. Buna gore S, (f;x) lineer pozitif bir

operatort gosterilmistir.f € C[—1,1]vef biitiin reel eksende sinirli olsun o zaman;
lim [1S,f = flig-s,21 = 0

Korovkin sartlar1 ispatlanmistir. S, ((t — x)™; x)= m= 0,1,2..... olmak tizere

merkezi momentleri hesaplanmistir. f € C[—1,1] ve her x € [—-1,1] igin |f(x)| < M

ise bu durumda

n + 432
1So(f52) — f(O] < 2w f, m
siireklilik modiilii hesaplanmustir. f € C?[—1,1] ve f, f', f" fonksiyonlari[—1,1]

araliginda sinirli ise bu, takdirde

1—x*
> f"(x)

lim (n + B) (Sn(fs %) = f()) = (=Px + 2a = B2)f"(x) +
esitligi saglanir.f fonksiyonu Lipschitz kosulu

n +4p2\*?
152 (f5 %) = FNlef-101 = M ((n + /3)2>
hesaplanmastir.
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5.2. Oneriler

Suana kadar yapilan ¢alismalar [0,1] araliginda olup pozitif yar1 eksendedir.
Negatif eksende katilan simetrik bir aralik kullanmak istediginde calistigimiz

operatdre uygun olmalidir.
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