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ÖZET 

 

 

Yüksek Lisans Tezi 

                                     

MODĠFĠYE (p,q)-BERNSTEĠN TĠPĠ OPERATÖRLERĠN YAKLAġIM ÖZELLĠKLERĠ  

 

Engin ÇEVĠK 

 

Harran Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Doç. Dr. Aydın ĠZGĠ 

Yıl: 2019, Sayfa: 43 

 

 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır.  Birinci bölümde lineer pozitif operatör dizisi ve temel özellikleri 

verilmiĢtir. Ayrıca (p,q)-Analiz ve bazı temel kavramları tanıtılmıĢtır. Ġkinci bölümde Bernstein 

operatör dizisi ve geçmiĢten günümüze yapılan bazı genelleĢtirmeleri verilmiĢtir. Üçüncü bölümde 

tezin hazırlanmasında kullanılan materyal ve yöntem ifade edilmiĢtir. Dördüncü bölümde modifiye 

(p,q)-Bernstein tipi  , , ;n p qE f x  operatörü oluĢturulmuĢtur. Bu operatörün düzgün yakınsaklığı, 

süreklilik modülü ile yaklaĢım hızı, Lipschitz sınıfındaki fonksiyonlar ile yaklaĢım hızı incelenmiĢtir. 

Modifiye (p,q)-Bernstein tipi operatörün merkezi momentleri tanımlanarak Voronoskaja tip teoremi 

ispatlanmıĢtır. Ayrıca  , , ;n p qE f x  operatörünün seçilen bir fonksiyona yaklaĢımın bazı n ve x 

değerleri için nümerik değerler çizelgesi hazırlanmıĢtır. BeĢinci bölümde tezimizde elde edilen 

sonuçlar ve öneriler vurgulanmıĢtır. 
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This thesis consists of five sections. In the first section, linear positive operator sequence and basic 

properties are mentioned. Moreover, (p, q) - Analysis and some of its basic concepts are introduced. In 

the second section, Bernstein operator sequences and some generalizations from past to present are 

mentioned. In the third section, the material and method used in the preparation of the thesis are 

stated. In the fourth section modified (p, q)-Bernstein type  , , ;n p qE f x  operator was created. The 

uniform convergence of this operator has been examined; the rate of convergence using modulus of 

continuity and rate of convergence with the Lipschitz class functions have been calculated. By 

defining the  moments of the modified (p,q)-Bernstein type operator, Voronoskaja type theorem has 

been proven. Besides, a numerical values table was prepared for some n and x values of the  

 , , ;n p qE f x  operator's approach to a selected function. In the fifth section, the results and suggestions 

obtained in our thesis are emphasized. 

 

 

 

KEY WORDS: Korovkin theorem, linear positive operators, (p,q)-analysis, modulus of continuity, 
Bernstein polynomials 
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 ,C a b                       ,a b  aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel fonksiyonların uzayı 

 nf x         n N  olmak üzere bir fonksiyon dizisi 

 ;nL f x        n N  olmak üzere bir operatör dizisi 

   nf x f x     nf  fonksiyon dizisi f  fonksiyonuna düzgün yakınsar 

 ;f     f  fonksiyonunun süreklilik modülü 

 MLip     Lipschitz sınıfı fonksiyonlar 
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1.GĠRĠġ 

 

 

YaklaĢımlar teorisi matematiğin birçok dalıyla yakın iliĢkilidir. YaklaĢım 

teorisi bir fonksiyonun, daha kullanıĢlı ve basit olan bir polinom fonksiyon cinsinden 

gösterimini elde etmeyi amaçlar. 

 

Fonksiyon uzaylarında sürekli fonksiyonlara yaklaĢım problemini ilk kez 

Alman matematikçi Weierstrass ele almıĢtır. Sonlu ve sınırlı aralıkta sürekli olan her 

fonksiyona, bu aralıkta yakınsayan bir polinomun varlığı Weierstrass (1885) 

tarafından ispatlanmıĢtır. Rus matematikçi Bernstein (1912), Weierstrass teoremini 

 0,1   aralığında ispatlayarak Bernstein polinomlarının gösterimini vermiĢtir. 

 

Popoviciu (1951), Bohman (1952), ve Korovkin (1953) birbirlerinden bağımsız 

olarak lineer pozitif operatörlerin sürekli fonksiyonlara düzgün yakınsak olması için 

gerekli Ģartları ortaya koymuĢlardır. Bunun yanında “lineer pozitif operatörler” 

kavramını ilk kullanan Korovkin (1953) olmuĢtur.  

 

Korovkin (1953), lineer pozitif operatörleri tanımlayıp, bu operatörlerin 

yaklaĢım özelliğini veren meĢhur teoremini ispatladıktan sonra, aynı zamanda bir 

lineer  pozitif operatör  olan Bernstein polinomları daha ilgi çekici olmuĢ ve bunlarla 

ilgili çalıĢmalar hız kazanmıĢtır. Örneğin Meyer-König ve Zeller operatörleri, Szasz 

operatörleri, Bleimann, Butzer ve Hahn operatörleri tanımlanmıĢ ayrıca bu 

operatörlerin King, Kantorovich, Schurer ve Stancu gibi genelleĢmeleri de 

çalıĢılmıĢtır. 

 

Bu tezde (p,q)-Bernstein tipi bir operatör oluĢturarak, bu operatörün düzgün 

yakınsaklığı, süreklilik modülü ile yaklaĢım hızı, Lipschitz sınıfındaki fonksiyonlar 

ile yaklaĢım hızı incelenmiĢtir. (p,q)-Bernstein tipi operatörün merkezi momentleri 

tanımlanarak Voronoskaja tip teoremi ispatlanmıĢtır. Son olarak da seçilen bir 

fonksiyona yaklaĢımın bazı n ve x değerleri için nümerik değerler çizelgesi 

hazırlanmıĢtır.  
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1.1. Temel Kavramlar 
 

Bu bölümde tezimizde kullanacağımız bazı kavramlar hatırlatılacak, temel 

teoremler ve tanımlar verilecektir. Burada verilecek olan tanım ve teoremler genel 

olduğu için bazılarında kaynak belirtilmemiĢtir. 

 

Tanım 1.1.1. 

 

X  ve Y  reel değerli fonksiyon uzayları olmak üzere,  

 

:T X Y  

 

Ģeklinde tanımlanan dönüĢümlere operatör denir. 

 

Tanım 1.1.2. 

 

X  ve Y  reel değerli fonksiyon uzayları olmak üzere, :T X Y  Ģeklindeki T  

operatörü ,f g X   ve , R    için; 

 

     T f g T f T g              (1.1) 

 

eĢitliğini sağlıyorsa T   operatörüne lineer operatör denir (Korovkin, 1960). 

 

Tanım 1.1.3. 

 

g   bir fonksiyon ve T  bir operatör olmak üzere 

 

0g    iken   0T g       

 

sağlanıyor ise T   operatörüne pozitif operatör denir (Korovkin, 1960). Lineerlik ve 

pozitiflik özelliklerini aynı anda sağlayan operatöre lineer pozitif operatör denir. 
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Tanım 1.1.4. 

 

Bir  ,a b  kapalı aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel değerli 

fonksiyonlardan oluĢan kümeye  ,C a b  fonksiyon uzayı denir. Bu uzaydaki norm, 

 ,f C a b  olmak üzere, 

 

 
 

,
max

C a b a x b
f f x

 
         (1.2) 

 

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

Tanım 1.1.5. 

  

 ,x a b    için  

 

   
   

, ,
lim lim max 0n nC a bn n x a b

g g g x g x
  

   
 
 

 

koĢulu sağlanıyorsa  ng  fonksiyonlar dizisi g  fonksiyonuna  ,C a b   normunda 

düzgün yakınsaktır denir ve  

 

   ng x xg         (1.3) 

 

notasyonu ile gösterilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

Teorem 1.1.1.  

 

  ,f C a b  olsun. 0   için    nf x p x    olacak Ģekilde bir  np x  

polinomu vardır (Weierstrass, 1885).  
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Weierstrass‟ın ortaya koyduğu bu temel teoremin en önemli ispatı Bernstein 

tarafından verilmiĢtir. 

 

Teorem 1.1.2.  

 

 : 0,1f R  olmak üzere, f  fonksiyonunun Bernstein polinomu  

 

   
0

; . . 1 .
n

n kk

n

k

n k
B f x x x f

k n





   
    

  
      (1.4) 

 

ile tanımlanır ve  0,1f C  olmak üzere, 0    için 

 

   ;nf x B f x    

 

dir (Bernstein,1912). Bernstein bu teoremiyle Weierstrass‟ın yaklaĢım teoremini 

gerçekleyen polinomun varlığının yanında bu polinomu da açık bir Ģekilde ifade 

etmiĢtir. 

 

Teorem 1.1.3. (Bohman-Korovkin Teoremi) 

 

 ,f C a b   ve tüm reel eksende  

 

  ff x M          (1.5) 

 

olsun. Eğer  nL   lineer pozitif operatör dizisi,  ,x a b   için 

i.  1, 1nL x   

ii.  ,nL t x x   

iii.  2 2,nL t x x   
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koĢullarını sağlıyorsa, bu durumda  ,f C a b    için  ,a b   de    ;nL f x f x   

dir (Bohman,1952; Korovkin,1953). 

 

Ġspat 

 

Kabul edelim ki,  ,f C a b  olsun. Sürekli fonksiyonların tanımı gereği 

0   sayısına karĢılık öyle bir   bulabiliriz ki t x    için 

 

   f t f x                                                                                           

 

sağlanır. EĢ. (1.5) ve üçgen eĢitsizliğinden  

 

        2 ff t f x f t f x M          (1.6) 

 

yazabiliriz. Eğer, t x     ise 1
t x




  olacağından  

 

 
2

2
1

t x




           (1.7) 

 

olur. EĢ. (1.6) ve EĢ. (1.7) den 

   
 

2

2
2 f

t x
f t f x M




    

 

yazabiliriz. O halde 

 

t x    için    f t f x     

 

t x     için          
 

2

2
2 f

t x
f t f x M
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olur. Dolayısıyla  , ,x t a b    için 

 

     
 

2

2
2 f

t x
f t f x M




         (1.8) 

 

gerçeklenir. (i.), (ii.), (iii.) koĢullarını sağlayan  nL   operatör dizisinin 

 

 
 ,

lim 0n C a bn
L f f


    

 

eĢitliğini sağladığını gösterirsek ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

               

          

         

; ; ; ;

; ; ;

; 1; 1

n n n n

n n n

n n

L f t x f x L f t x f x L f x x L f x x

L f t x L f x x L f x x f x

L f t f x x f x L x

    

   

   

  

 

yazılabilir. Üçgen eĢitsizliğinden  

 

             ; ; 1; 1n n nL f t x f x L f t f x x f x L x       

 

             ; ; 1; 1n n nL f t x f x L f t f x x f x L x       

 

olup EĢ. (1.5) ten 

 

           ; ; 1; 1n n f nL f t x f x L f t f x x M L x       

 

yazabiliriz.  nL  monoton artan olduğundan EĢ. (1.8) den  
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2

2
; 2 ; 1; 1

f

n n f n

M
L f t x f x L t x x M L x



 
      

 
  (1.9) 

 

yazılabilir.  nL  lineer olduğundan 

 

     

   

   

   

   

    

    

  

2 2

2 2

2 2

2

2 2 2 2

2

2

2 2 2

2

2 2

2 2

2

2

2 ; ; 2 ;

1; 2 2 ;

1; 2 ; 2

2 ; 1;

1; 2 ; 2

2 ; 1;

1; 2 ;

2 ;

f f

n n n

f

n n

f

n n

n n

f

n n

n n

f

n n

n n

M M
L t x x L x L t x x

M
L x L t xt x x

M
L x L t x x x x

xL t x x L x

M
L x L t x x x

xL t x x L x x

M
L x L t x x

x x L t x x L

 
 













   
       

   

   

    

 

   

  

  

     1; 1x    

 

yazılabilir. Elde ettiğimiz son ifadeyi EĢ. (1.9) da kullanarak, 

 

         

     

  

2 2

2

2

; 1; 2 ;

2 ; 1; 1

1; 1

f

n n n

n n

f n

M
L f t x f x L x L t x x

x x L t x x L x

M L x




   

   

 

        (1.10) 

 

bulunur. (i.), (ii.), (iii.) koĢullarını EĢ. (1.10) da kullanarak  

 

      lim max ; 0n n
n a x b

L f f L f x f x
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır (Korovkin, 1953; Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 

1995). 

 

Tanım 1.1.6.  

 

 ,g C a b   olsun. 0    için 

 

 
 

   
, ,

; sup
x t a b

t x

g g t g x



 


 

        (1.11) 

 

ile tanımlanan  ;g    ifadesine g   fonksiyonunun süreklilik modülü denir 

(Altomare ve Campiti, 1994). 

 

Tanım 1.1.7.  

 

 0 1  , 0M   ve  , 0,1t x  olmak üzere 

 

   g t g x M t x


          (1.12) 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfına Lipschitz sınıfı fonksiyonlar, M  ye de 

Lipschitz sabiti denir. Bu koĢulun sağlanması halinde  Mg Lip    Ģeklinde yazılır.  

 

Tanım 1.1.8.  

 

:T X Y   lineer pozitif operatör olsun. 1 ,      ve 
1 1

1
 
    olmak 

üzere her ,f g X   için  

 

       
1 1

T fg T f T g
  

        (1.13) 
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dir. Hölder eĢitsizliğinde 2     alınırsa  

 

     2 2; ; ;T fg x T f x T g x         (1.14) 

 

eĢitsizliğine "Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky EĢitsizliği" denir. 

 

1.2. (p,q)-Analiz Hakkında Temel Bilgiler 

 

Bu bölümde tezimizde (p,q) tipli Bernstein operatöründen yararlanacağımız 

için (p,q) hesaplamaları ve gösterimleri ile ilgili gerekli hatırlatmalar yapılacaktır. 

 

q tamsayıları; 

 

 
1

, 0,1,2,..., 0 1
1

n

q

q
n n q

q


   


 ile verilmiĢti. 

 

Bu çalıĢma boyunca (p,q) tamsayıları ve binom katsayıları sırasıyla aĢağıda 

tanımlanmıĢtır; 

 

   
,

, 0,1,2,..., 0 1
n n

p q

p q
n n n q p

p q


     


, 

 

 
   ,

!

! !
p q

n n

k k n k

 
 

 
. 

 

Mursaleen ve ark. (2015), Bernstein-Stancu operatörleri, Bernstein-Shurer 

operatörleri, Bleimann Butzer ve Hahn operatörleri, Bivariate Bleimann Butzer ve 

Hahn operatörleri gibi (p,q) tamsayılarına bağlı yaklaĢım özelliklerini incelemiĢ ve 

çalıĢmalar sunmuĢtur. Biz de bu çalıĢmalardaki gibi (p,q) hesaplamalarında bazı belli 

gösterimleri kullanacağız. 
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Bazı basit hesaplama ve n üzerinde tümevarımla (p,q)-binom açılımını elde 

edebiliriz. 

 

 
    1 1

2 2

,
0 ,

: ,

n k n k k kn
n n k k n k k

p q
k p q

n
ax by p q a b x y

k

   

 



 
   

 


 

 

       2 2 1 1

,
... ,

n n n

p q
x y x y px qy p x q y p x q y      

  

       2 2 1 1

,
1 1 ... .

n n n

p q
x x p qx p q x p q x         

 

Ayrıca aĢağıdaki iliĢkiyi de elde ederiz. 

 

     11 1k n kq n k n p k      . 

 

q ve (p,q) hesaplamalarında birçok detaylı çalıĢmalar mevcuttur (LupaĢ, 1987; 

Sahai ve Yadav, 2007; Sadjang, 2013;  Aral ve ark., 2013; Hounkonnou ve ark., 

2013).  

   

(p,q) hesabında bir  f x  fonksiyonunun türevi 
,p qD f  ile gösterilmiĢ ve 

aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır (Hounkonnou ve ark., 2013). 

 

 
   

 
, , 0p q

f px f qx
D f x x

p q x


 


      (1.2.1) 

 

Ġki fonksiyonun çarpımının türev formülü; 

 

           . . ., , ,D f g x f px D g x D f x g qxp q p q p q  ,   (1.2.2) 

 

ayrıca 



1.GĠRĠġ                                                                                                                          Engin ÇEVĠK 

11 

 

           . . ., , ,D f g x f qx D g x D f x g pxp q p q p q  .   (1.2.3) 

 

ile verilmiĢtir. 

 
1p   için tüm (p,q) analiz hesaplamaları q-analiz hesaplamalarına indirgenir.  
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2. ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 
 

 

1912 yılında S. Bernstein nB  operatör dizilerini aĢağıdaki Ģekilde tanımlamıĢ 

ve yakınsaklık özelliklerini incelemiĢtir (Bernstein, 1912). 

 

   : 0,1 0,1 ,nB C C n N   ve  0,1f C  için, 

     
0

; 1 , 0,1
n

n kk

n

k

n k
B f x x x f x

k n





   
     

  
 .   (2.1) 

 

Bernstein operatörlerinden faydalanarak bu operatörlerin farklı 

modifikasyonları  ve genellemeleri üzerinde birçok çalıĢmalar yapılmıĢtır. Bu 

çalıĢmalardan bazılarına aĢağıda yer verilmiĢtir.  

 

1930 yılında Kantorovich, integrallenebilen fonksiyonlar için aĢağıda verilen 

lineer pozitif operatörü tanımlamıĢ ve yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir 

(Kantorovich, 1930). 

 

   1: 0,1 0,1 ,nK L C   1 0,1f L    ve n N  için,  

       

1

1

0

1

; 1 1

k

nn
n kk

n

k k

n

n
K f x n x x f t dt

k










 
   

 
      (2.2) 

 

1932 yılında Cholodowsky, Bernstein operatörlerinin bir diğer genelleĢmesini 

verdi (Cholodowsky,1932). Bu sayede Bernstein operatörlerinin  0,  aralığında da 

çalıĢılmasını sağladı.  

 

  0, nb  aralığında,  

 
0

; 1

k n k
n

n
n

k n n

nkb x x
B f x f

kn b b





     
      

     
      (2.3) 
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0 nx b   ve nb   pozitif sayı dizisi öyle ki; 

 

lim n
n

b


   ve lim 0n

n

b

n
  dır. 

 

Teorem 1.1.3‟ te verdiğimiz Bohman-Korovkin teoremi (Bohman, 1952; 

Korovkin, 1953) yardımıyla Bernstein operatörleri üzerine yapılan çalıĢmalar daha 

da hız kazanmıĢtır.   

 

Bernstein operatörlerinin bir diğer genelleĢmesi Durmayer (1967) tarafından 

ortaya konmuĢtur. 

 

 1n    ,   1 0,1f L  ve 0 1x    için, 

 

         
1

0 0

; 1 1 1
n

n k n kk k

n

k

n n
D f x n t t f t dt x x

k k

 



    
       

    
   (2.4)   

 

Ģeklindeki operatör Bernstein-Durmayer operatörü olarak bilinir (Durmayer,1967). 

 

YaklaĢım teorisinde Bernstein polinomlarının q-tip genelleĢtirmesi ilk olarak 

LupaĢ (1987) tarafından sunulmuĢtur. 0q   için  

 

 
 

 
 ,

0

, ; ; ,
n

q

n n k

k q

k
L f q x f b x q

n

 
 
 
 

       (2.5) 

 

 

 

 

  

1

2

, 1

0

1

;

1

n n
n kk

q

n k n
j

j

n
q x x

k
b x q

x q x
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 Phillips (1996) ise Bernstein polinomlarının baĢka bir modifikasyonunu ortaya 

koydu. Ayrıca bu polinomlar için Voronovskaja‟nın asimptotik yaklaĢımını ve 

yakınsaklık hızını elde etti. 

 

 0,1f C  için, q tamsayılarına dayalı Bernstein polinomlarının genellemesi  

 

   
 

 
 

1

,

0 0

; 1 , 0,1
n kn

qk s

n q

k sq q

kn
B f x x q x f x

k n

 

 

  
         

    (2.6) 

 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır (Phillips, 1996). 

   

q-Bernstein operatörleri yaklaĢım teorisinde birçok araĢtırmaya konu olmuĢtur. 

Ayrıca merkezi momentler ve hesaplamaları lineer pozitif operatörlerin yaklaĢım 

özelliklerini çalıĢmada çok önemli bir yer tutmaktadır. 

 

Son zamanlarda, Mursaleen ve ark. (2015) yaklaĢım teorisinde (p,q) 

hesaplamaları üzerinde çalıĢıp, Bernstein operatörlerinin (p,q)-analizini ilk kez 

aĢağıdaki Ģekilde tanımladı. 

 

 
 
 

   , , ,

0

; , ; , 0 1 , 0,1
n

n p q n k

k

k
B f x f P p q x q p x

n

 
      

 
   (2.7) 

 

   
1

,

0,

, ;
n k

k s s

n k

sp q

n
P p q x x p q x

k

 



 
  
 

 . 

 

Ġzgi aĢağıda verilen yeni tip Bernstein polinomlarını tanıttı ve yaklaĢım 

özelliklerini inceledi (Ġzgi,2012). 

 

 
 

 
 , , , , ,

0

; , 0 ,
n

n a b n k a b

k

k n a n a
F f x f q x x

n n b n b

  
      
           (2.8) 
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, , 0a b a b     olmak üzere, 

 

 , , ,

n n k

k

n k a b

nn b n a
q x x x

kn a n b


     

     
     

 . 

 

Karahan ve Ġzgi (2018), (2.8) „ de verilen operatörün q-analizini oluĢturarak  

 

 
 

0,
n a

f C
n b

 
  

 

 , ,a b N   ve  0 a b    için, 

 

 
  
  

 
 
 , , , , ,

0

; , 0
n

n a b n k a b

k

k n a n a
F f x f q x x

n n b n b

  
      
    (2.9) 

 

 
 
 

 
 

1

, , ,

0

n
n k

k s

n k a b

s

nn b n a
q x x q x

kn a n b

 



     
             

      

 

Ģeklinde tanımlanan operatörün yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir.   

 

Bu çalıĢmamızın amacı (2.8)„ de verilen yeni tip Bernstein operatörünün 

2
0

3

n
x

n


 


  için (p,q) analizini  yaparak, giriĢ bölümünde bahsettiğimiz yaklaĢım 

özelliklerini incelemektir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 
 

 

3.1. Materyal 
 

Bu çalıĢmamız oluĢturulurken gerek kütüphane gerekse internetten 

araĢtırdığımız konu ile ilgili kitap, makale ve dergilerden yararlanılmıĢtır. Ayrıca 

benzer konularda çalıĢılmıĢ yüksek lisans ve doktora tezleri incelenmiĢtir. Bazı 

grafik ve hesaplamalarda materyal olarak Mapple programı kullanılmıĢtır. 

 

3.2. Yöntem 
 

Tezimizde tanımlayacağımız  , , ;n p qE f x  operatörüne benzer operatörler ve 

bunların üzerinde yapılmıĢ çalıĢmalar incelenmiĢtir.  , , ;n p qE f x  operatörünün 

seçilen bir fonksiyona yaklaĢımın bazı n ve x değerleri için nümerik değerler 

çizelgesi verilmiĢtir. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI VE TARTIġMA 
 

 

Bu bölümde   , , ;n p qE f x  operatörü tanımlanacaktır. Önce   , , ;n p qE f x  

operatörünün lineer pozitif olduğu gösterilecektir. Korovkin teoremi yardımıyla bu 

operatörün düzgün yakınsaklığı ve süreklilik modülü ile yaklaĢım hızının yanında 

Lipschitz sınıfındaki fonksiyonlar ile yaklaĢım hızı incelenecektir.  , , ;n p qE f x  

operatörünün merkezi momentleri tanımlanarak Voronoskaja tip teoremi 

ispatlanacaktır. Son olarak da  , , ;n p qE f x  operatörünün seçilen f  fonksiyonuna 

yaklaĢımının bazı n ve x değerleri için nümerik değerler çizelgesi hazırlanacaktır. 

 

Tanım 4.1. 

 

 

 
,

,

2
0,

3

p q

p q

n
f C

n

 
  

  

  ve 
 

 
,

,

2
0

3

p q

p q

n
x

n


 


 olmak üzere, 

 

   

   

   
 , ,

, , , , ,1
0 , ,2

2 .1
;

3 . .

n
p q p q

n p q n k p qk nn n
k p q p q

n k
E f x f q x

n n p
p




 
 
 
 



 

,   (4.1) 

 

 
 

 

   
 

1 1
, 2

, , ,

0,,

3 2

2 3

n
k k n k

p q k s s

n k p q

sp qp q

n n n
q x p x p q x

kn n

  



    
            

  

 

Ģeklinde tanımlı lineer pozitif operatöre  , , ;n p qE f x  operatörü denir. 

 

 , , ;n p qE f x  operatörünün lineer ve pozitif olduğunu gösterelim. 

 

Lineerlik: 

,a b   ve 
 

 
,

,

2
, 0,

3

p q

p q

n
f g C

n

 
  

  

  için, 
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, ,

, , , ,

, , ,1
0 , , , ,2

, ,

, , ,1
0 , ,2

, ,

1

2

;

2 . 2 .1

3 . . 3 . .

2 .1

3 . .

2 .1

n p q

n
p q p q p q p q

n k p qk n k nn n
k p q p q p q p q

n
p q p q

n k p qk nn n
k p q p q

p q p q

n n

E af t bg t x

n k n k
af bg q x

n n p n n p
p

n k
af q x

n n p
p

n k
bg

p

 







 

     
    

     
    

 
 
 
 








   
 

 

   

   
 

 

   

   
 

     

, , ,

0 , ,

, ,

, , ,1
0 , ,2

, ,

, , ,1
0 , ,2

, , , ,

3 . .

2 .1

3 . .

2 .1

3 . .

; ;

n

n k p qk n
k p q p q

n
p q p q

n k p qk nn n
k p q p q

n
p q p q

n k p qk nn n
k p q p q

n p q n p q

q x
n n p

n k
a f q x

n n p
p

n k
b g q x

n n p
p

aE f t x bE g t x










 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 







  

 

olduğundan  , ,n p qE   lineer bir operatördür. 

 

Pozitiflik: 

 

0,1,...,k n N    ve  
 

 
,

,

2
0

3

p q

p q

n
x

n


 


  için 

 

 

 

   
 

1 1
, 2

0,,

3 2
0

2 3

n
k k n k

p q k s s

sp qp q

n n n
p x p q x

kn n

  



    
             

   

 

olduğundan 0f   ise  

 

 , , ; 0n p qE f x    

 

olur. Buna göre  , , ;n p qE f x  lineer pozitif operatördür. 
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Lemma 4.1. 

 

(4.1)‟ de tanımlamıĢ olduğumuz operatör; 
 

 
,

,

2
0

3

p q

p q

n
x

n


 


  için aĢağıdaki 

eĢitlikleri sağlar. 

a)  , , 1; 1n p qE x    

b)  , , ;n p qE t x x   

c)  
 

   

 

 

1
, ,2 2

, ,

, , ,

2 1
;

3

n
p q p q

n p q

p q p q p q

n q np
E t x x x

n n n

 
 


  

d)  
 

   

 

 

   

 

2
2 2

, , ,3 2 2

, , 2 2

, ,, ,

2 2 2 1
;

3 3

n
p q p q p q n

n p q

p q p qp q p q

n n p q q np
E t x x p x

n nn n




      
    
    
   

  

                      
   

 

3

, , 3

2
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1 2
p q p q

p q

q n n
x

n

 
   

e)  4

, , ;n p qE t x   

         

 

   

 

 

   
 

3 2
2 4 2 33 3
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3 3
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2 2 1 3 3

3 3

nn
p q p q p q

p q p qp q p q
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3 3 2 2
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6
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1 2 3
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b)  , , ;n p qE t x   
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c)  2
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d)  3
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Teorem 4.1. 

 

0 1n nq p     ve 

lim 1n
n

p


  ,  lim 1n
n

q


    

olmak üzere, 
 

 
,

,

2
0,

3

p q

p q

n
f C

n

 
  

  

 ise  , , ;
n nn p qE f x   operatörü f  fonksiyonuna 

 

 
,

,

2
0,

3

p q

p q

n

n

 
 

  

 aralığında düzgün yakınsar.  

 

Ġspat 

 

Teoremin ispatı için Korovkin teoremine dayanarak, aĢağıdaki koĢulların 

sağlandığını göstermek yeterlidir. 

 

   
 

2, ,
0,

3

lim ; ) 0 , 0,1,2
n n

m m
nn p q

n C
n

E t x x m 
  

  

    . 

 

Lemma 4.1. den 

 

 , ,lim 1; ) 1 0
n nn p q

n
E x


   , 

 , ,lim ; ) 0
n nn p q

n
E t x x


    

olduğu açıktır. ġimdi 

 

 2 2

, ,lim ; ) 0
n nn p q

n
E t x x


    

 

olduğunu gösterelim. Lemma 4.1. den, 

 

 

 

 
,

,

2 2

, ,
2
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3

max ;
n n

p qn n

p qn n

n p q
n

x
n

E t x x
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 . 

 

Buradan aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

 

 
 

   

2
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; 2. .

3

n n

n n

n n n n

n
p q n

n p q

p q p q

n p
E t x x

n n

 
  
 
 

 . 

  

Böylece 
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3

lim max ; 0, 0,1,2.
n n

p qn n
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m m

n p q
n n

x
n
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Korovkin teoremi uyarınca istenen sonucu elde ettik.  

 

Lemma 4.2. 

 

 , , ;n p qE f x   operatörü için merkezi momentlerin bazıları Ģöyledir; 

a)   0

, , ; 1n p qE t x x    

b)   1

, , ; 0n p qE t x x    
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c)   
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Ġspat  
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, , , ,; 1; 1n p q n p qE t x x E x     
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, , , , , ,; ; 1; 0n p q n p q n p qE t x x E t x xE x x x        
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Teorem 4.2. (Süreklilik Modülü) 

 

 , , ;n p qE f x   operatörünün süreklilik modülü yardımı ile yaklaĢım hızı 

 

 
,
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2
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  için aĢağıda verilen eĢitsizlik geçerlidir. 
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Ġspat  

 

Süreklilik modülü özelliklerini kullanarak; 
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f t f x f 
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Her iki tarafa operatörümüzü uyguladığımızda ve lineerlik özelliğini de 

kullanarak, 

 

       , , , ,

1
; 1 ; ;n p q n p q n
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E f x f x E t x x f 


 
    

 
 

 

yazılabilir. Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky eĢitsizliği kullanılarak, 

 

        
2

, , , ,

1
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E f x f x E t x x f 


 
    

 
 

 

Lemma 4.2.c. den   2
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bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 



4.ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA                                                       Engin ÇEVĠK 

31 

 

Teorem 4.3. (Voronovskaya Tip Teoremi) 
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2
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p q
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n

 
  

  

 , ,n np q  dizileri için 0 1n nq p    , n   için 

1, 1n np q   ve , , 0 , 1n n
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   . 

 

Ġspat 

 

Taylor formülünü kullanarak, 
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f t f x f x t x f x t x t x t x         

            
2 2/ / /1

;
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f t f x f x t x f x t x t x t x         

 

Burada  lim ; 0
t x

t x
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      , ,,
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1
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2n n n nn n
n p q n p qp q

n f x E t x x f x E t x x      

    2

, , ; ;
n nn p qE t x t x x    

 

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky eĢitsizliğini kullanarak, 

 

          2 42

, , , , , ,; ; ; ; ;
n n n n n nn p q n p q n p qE t x t x x E t x x E t x x      

    2 2

, , ; ; ; 0
n nn p qE t x x x x   . Buradan da, 
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   2
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elde edilir. 

 

Teorem 4.4. 
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Ġspat 

 

   , , ;
n nn p qE f x f x   

 

 

 

   

 

1 1
, ,2

1
0 0,, ,2

3 21

2 3

n n n n

n nn n n n

n
k k n kn

p q p qk s s

n n nn n
k sp qp q p q

n

n nn
p x p q x

kn n
p

  


 

     
             

    

 

   

   
 

, ,

, ,

2

3

n n n n

n n n n

p q p q

k n

np q p q

n k
f f x

n n p 

 
  
 
 

  

 

 

 

 

   

 

1 1
, ,2

1
0 0,, ,2

3 2

2 3

n n n n

n nn n n n

n
k k n kn

p q p qk s s

n n nn n
k sp qp q p q

n

n nnM
p x p q x

kn n
p

  


 

     
             

 

 

  

   

   
, ,

, ,

2

3

n n n n

n n n n

p q p q

k n

np q p q

n k
x

n n p






 


  

 

Hölder eĢitsizliğini kullanarak, 
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Lemma 4.2.c. den  
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Elde edilen ifadede  0,x A   için, 
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,

2
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;
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p q
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bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

Bu aĢamada üzerinde çalıĢtığımız  , , ;n p qE f x   operatörünün 0.99p    ve 

0.98q   seçerek farklı n değerleri için    .sin 2f x x x   fonksiyonuna 

yaklaĢımını gösteren grafikleri ve yaklaĢımın nümerik değerlerini Mapple yazılımı 

yardımıyla tablo halinde verelim. Ayrıca (2.8) de verilen  , , ;n a bF f x   operatörü ile 

 , , ;n p qE f x   operatörünün    .sin 2f x x x  fonksiyonuna yaklaĢımını 

kıyaslayarak nümerik değerler tablosunu oluĢturacağız. 
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ġekil 4.1.  , , ;n p qE f x   operatörünün 10n    için    .sin 2f x x x   fonksiyonuna yaklaĢım grafiği 

 

 

 

ġekil 4.2.  
, ,

;
n p q

E f x   operatörünün  100n   için    .sin 2f x x x   fonksiyonuna yaklaĢım grafiği 
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ġekil 4.3.  , , ;n p qE f x   operatörünün  200n   için    .sin 2f x x x   fonksiyonuna yaklaĢım 

grafiği 

 

  

ġekil 4.4.  , , ;n p qE f x   operatörünün  350n   için    .sin 2f x x x   fonksiyonuna yaklaĢım 

grafiği 
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ġekil 4.1. , ġekil 4.2. , ġekil 4.3 ve ġekil 4.4.„te elde ettiğimiz grafiklere 

baktığımızda yaklaĢık olarak 0.35x   ve 0.75x   değerlerinde diğer x   değerlerine 

nazaran aradaki farkın daha fazla olduğunu görüyoruz. Bu nedenle 0.99p    ve 

0.98q    seçerek f  fonksiyonu ile  , , ;n p qE f x   operatörü arasındaki farkın mutlak 

değerinin nümerik değerler tablosunu oluĢturalım.  

 

Çizelge 4.1.  
, ,

;
n p q

E f x  operatörünün bazı x değerleri için    .sin 2f x x x  fonksiyonuna 

yaklaĢımının nümerik değerler tablosu 

 
 

   n                x 

 

0.35 0.75 

10 0.1533305254 0.1761914947 

50 0.0494244588 0.0644545467 

100 0.0321035635 0.0425978551 

150 0.0265098916 0.0353685770 

200 0.0239933025 0.0320893237 

300 0.0219811124 0.0294553490 

350 0.0215719857 0.0289185971 

400 0.0213329260 0.0286046790 

500 0.0211073542 0.0283083050 

1000 0.0209820313 0.0281435108 

 

Çizelge 4.1. incelendiğinde ” n  ”  için aradaki farkın “ 0 ” a yaklaĢtığı  

görülmektedir.  

 

ġimdi  , , ;n a bF f x   operatörü ile  , , ;n p qE f x   operatörünün “ 2a  , 3b  ” ve 

bazı “ n ” değerleri için     .sin 2f x x x  fonksiyonuna yaklaĢımını kıyaslayalım. 

 

“ 0.999p    ve 0.99q  ”  değerleri seçilerek; 

  

   

   
, ,

, ,

;

;

n p q

n a b

E f x f x

F f x f x




 oranının nümerik değerlerini oluĢturalım.   
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Çizelge 4.2.  , , ;n a bF f x   operatörü ile  , , ;n p qE f x   operatörünün    .sin 2f x x x  fonksiyonuna 

yaklaĢımının nümerik değerler tablosu 

 

 

   n                x 

 

0.35 0.75 

10 1.038447133 1.051518579 

50 1.228780261 1.239104984 

100 1.499044133 1.510034345 

150 1.799886357 1.811671108 

200 2.128083702 2.140561347 

250 2.480045413 2.493065455 

 

Çizelge 4.2. incelendiğinde; 0 M    için  

 

 
   

   
, ,

, ,

;
lim

;

n p q

n
n a b

E f x f x
M

F f x f x





  

 

olduğu görülmektedir. Buna göre   , , ;n a bF f x   operatörü ile  , , ;n p qE f x   

operatörünün yaklaĢım hızlarının denk olduğunu söyleyebiliriz. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

 

5.1. Sonuçlar 

 

(4.1)‟ de tanımlamıĢ olduğumuz  , , ;n p qE f x  operatörünün lineer pozitif 

olduğu gösterilmiĢtir. Ardından Korovkin teoremi yardımıyla  , , ;n p qE f x  

operatörünün f  fonksiyonuna düzgün yakınsadığı görülmüĢtür. 

 

 , , ;n p qE f x  operatörünün bazı merkezi momentleri hesaplanarak süreklilik 

modülü yardımıyla yaklaĢım hızı için 

 

   
 

   

1
,

, ,

, ,

2 2
; 1 . ;

3

n
p q

n p q

p q p q

n p
E f x f x f

n n


  
    

   
   

 

eĢitsizliği elde edilmiĢtir. 

 

Voronovskaya tip teoremi ispatlanarak aĢağıdaki eĢitlik elde edilmiĢtir. 

 

      
 

 / /

, ,,
lim ;

2n nn n
n p qp qn

x x
n E f x f x f x
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Eğer f  fonksiyonu 
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,

2
0,

3

p q

M

p q

n
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n

 
  

  

  koĢulunu sağlıyorsa, 

     

 

 

 

 
,

,

2
,1

,
2

, ,
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3 ,

2

3
;
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n n

p qn n

p q n n

p qn
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p q
n

n p q
C

n p q

n
p A

n
E f x f x M
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eĢitsizliğinin varlığı ispatlanmıĢtır. 
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 , , ;n p qE f x   operatörünün    .sin 2f x x x   fonksiyonuna yaklaĢımı 

Mapple programı yardımıyla bazı “ n ” değerleri için grafik ile gösterilmiĢtir. Ayrıca  

0.35x   ve 0.75x   değerleri, 0.99p    ve 0.98q    seçerek f  fonksiyonu ile 

 , , ;n p qE f x   operatörü arasındaki farkın mutlak değerinin nümerik değerler tablosu 

oluĢturulmuĢtur.  , , ;n a bF f x   operatörü ile  , , ;n p qE f x   operatörünün 

   .sin 2f x x x  fonksiyonuna yaklaĢımını kıyaslayarak nümerik değerler tablosu 

verilmiĢtir. 

 

5.2. Öneriler 

 

(2.8) de verilen  , , ;n a bF f x   operatörü ile çalıĢmamıza konu olan  , , ;n p qE f x   

operatörünün yaklaĢım hızlarının denk olduğunu gördük. Bu nedenle   , , ;n a bF f x   

operatörü yerine   , , ;n p qE f x  operatörü kullanılabilir.  

 

Ayrıca (p,q)-Analiz baĢka operatörlere de uygulanarak daha farklı yaklaĢımlar 

elde edilebilir. 
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