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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
MODIFIYE (p,q)-BERNSTEIN TiPi OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI
Engin CEVIK

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Doc. Dr. Aydin iZGI
Yil: 2019, Sayfa: 43

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde lineer pozitif operator dizisi ve temel dzellikleri
verilmistir. Ayrica (p,g)-Analiz ve bazi temel kavramlar1 tanitilmistir. Ikinci béliimde Bernstein
operatdr dizisi ve gecmisten giiniimiize yapilan bazi genellestirmeleri verilmistir. Uciincii bdliimde
tezin hazirlanmasinda kullanilan materyal ve yontem ifade edilmistir. Dordiincii boliimde modifiye

(p,q)-Bernstein tipi En_p,q(f;x) operatorii olusturulmustur. Bu operatoriin diizgiin yakinsakligi,

stireklilik modiilii ile yaklasim hizi, Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklasim hizi incelenmistir.
Modifiye (p,q)-Bernstein tipi operatdriin merkezi momentleri tanimlanarak Voronoskaja tip teoremi

ispatlanmigtir. Ayrica En’pvq(f;X) operatoriiniin segilen bir fonksiyona yaklasimin bazi n ve x

degerleri i¢in niimerik degerler ¢izelgesi hazirlanmistir. Besinci boliimde tezimizde elde edilen
sonuglar ve oneriler vurgulanmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Korovkin teoremi, lineer pozitif operatorler, (p,q)-analiz, siireklilik
modiilii, Bernstein polinomlari



ABSTRACT

MSc Thesis
APPROXIMATION PROPERTIES OF MODIFIED (p,q)-BERNSTEIN TYPE OPERATORS
Engin CEVIiK

Harran University
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aydin iZGI
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This thesis consists of five sections. In the first section, linear positive operator sequence and basic
properties are mentioned. Moreover, (p, q) - Analysis and some of its basic concepts are introduced. In
the second section, Bernstein operator sequences and some generalizations from past to present are
mentioned. In the third section, the material and method used in the preparation of the thesis are

stated. In the fourth section modified (p, q)-Bernstein type En,p,q(f;x) operator was created. The
uniform convergence of this operator has been examined; the rate of convergence using modulus of
continuity and rate of convergence with the Lipschitz class functions have been calculated. By
defining the moments of the modified (p,q)-Bernstein type operator, VVoronoskaja type theorem has
been proven. Besides, a numerical values table was prepared for some n and x values of the

Enpq ( f; x) operator's approach to a selected function. In the fifth section, the results and suggestions
obtained in our thesis are emphasized.

KEY WORDS: Korovkin theorem, linear positive operators, (p,g)-analysis, modulus of continuity,
Bernstein polynomials
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1.GIRIS

Yaklagimlar teorisi matematigin birgok daliyla yakin iligkilidir. Yaklagim
teorisi bir fonksiyonun, daha kullanigl ve basit olan bir polinom fonksiyon cinsinden

gosterimini elde etmeyi amaglar.

Fonksiyon uzaylarinda stirekli fonksiyonlara yaklasim problemini ilk kez
Alman matematik¢i Weierstrass ele almistir. Sonlu ve sinirlt aralikta stirekli olan her
fonksiyona, bu aralikta yakinsayan bir polinomun varligi Weierstrass (1885)

tarafindan ispatlanmistir. Rus matematik¢i Bernstein (1912), Weierstrass teoremini

[0,1] araliginda ispatlayarak Bernstein polinomlarinin gosterimini vermistir.

Popoviciu (1951), Bohman (1952), ve Korovkin (1953) birbirlerinden bagimsiz
olarak lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsak olmasi igin
gerekli sartlar1 ortaya koymuslardir. Bunun yaninda “lineer pozitif operatorler”

kavramini ilk kullanan Korovkin (1953) olmustur.

Korovkin (1953), lincer pozitif operatorleri tanimlayip, bu operatorlerin
yaklagim 06zelligini veren meshur teoremini ispatladiktan sonra, ayni zamanda bir
lineer pozitif operator olan Bernstein polinomlar: daha ilgi ¢ekici olmus ve bunlarla
ilgili galismalar hiz kazanmustir. Ornegin Meyer-Konig ve Zeller operatorleri, Szasz
operatorleri, Bleimann, Butzer ve Hahn operatorleri tanimlanmis ayrica bu
operatorlerin King, Kantorovich, Schurer ve Stancu gibi genellesmeleri de

caligilmistir.

Bu tezde (p,q)-Bernstein tipi bir operatdr olusturarak, bu operatoriin diizgiin
yakinsakligi, siireklilik modiilii ile yaklagim hizi, Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar
ile yaklasim hizi incelenmistir. (p,q)-Bernstein tipi operatoriin merkezi momentleri
tanimlanarak Voronoskaja tip teoremi ispatlanmistir. Son olarak da secilen bir
fonksiyona yaklagimin bazi n ve x degerleri i¢in niimerik degerler c¢izelgesi

hazirlanmstir.
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1.1. Temel Kavramlar

Bu boéliimde tezimizde kullanacagimiz bazi kavramlar hatirlatilacak, temel
teoremler ve tanimlar verilecektir. Burada verilecek olan tanim ve teoremler genel
oldugu i¢in bazilarinda kaynak belirtilmemistir.
Tamm 1.1.1.

X ve Y reel degerli fonksiyon uzaylar1 olmak iizere,
T:X->Y
seklinde tanimlanan doniisiimlere operatdr denir.

Tanim 1.1.2.

X ve 'Y reel degerli fonksiyon uzaylar1 olmak tizere, T : X =Y seklindeki T

operatorlii V f,ge X ve Va, SR igin;

T(af +8g)=aT (f)+ T () (L.1)
esitligini sagliyorsa T operatoriine lineer operator denir (Korovkin, 1960).
Tamm 1.1.3.

g bir fonksiyon ve T bir operator olmak iizere
g>0 iken T(g)=0

saglaniyor ise T operatdriine pozitif operatdr denir (Korovkin, 1960). Lineerlik ve

pozitiflik 6zelliklerini ayn1 anda saglayan operatore lineer pozitif operatdr denir.
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Tanim 1.1.4.

Bir [a,b] kapali araligi iizerinde tammli ve siirekli tiim reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a,b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm,
f eC[a,b] olmak tizere,

[ #lcjasy = max

a<x<b

f (X)) (1.2)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tanim 1.1.5.

VX e [a, b] icin

lim||g, — 9 =lim max

n—oow Clab] niw xe[ab]

g, (x)-g(x)|=0

kosulu saglaniyorsa (g,) fonksiyonlar dizisi g fonksiyonuna C[a,b] normunda

diizglin yakinsaktir denir ve

g,(x) = 9(x) (1.3)
notasyonu ile gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 1.1.1.

f eC[a,b] olsun. V& >0 igin |f(x)-p,(x)|<& olacak sekilde bir p,(x)

polinomu vardir (Weierstrass, 1885).
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Weierstrass’in ortaya koydugu bu temel teoremin en 6nemli ispatt Bernstein

tarafindan verilmistir.

Teorem 1.1.2.

f :[0,1] > R olmak iizere, f fonksiyonunun Bernstein polinomu

B, (f:x)= HO[E].XK.(l— X)"¢ f (EJ (1.4)

k=

ile tanimlanir ve f €C [0,1] olmak tizere, V& >0 igin
[T (x)-B,(f;x)|<e

dir (Bernstein,1912). Bernstein bu teoremiyle Weierstrass’in yaklasim teoremini
gercekleyen polinomun varliginin yaninda bu polinomu da agik bir sekilde ifade

etmistir.

Teorem 1.1.3. (Bohman-Korovkin Teoremi)

f eC[a,b] ve tiim reel eksende
[T (x)|<M, (1.5)

olsun. Eger (Ln> lineer pozitif operator dizisi, VX e [a, b] icin
i L, (Lx

=1
=X

)
i.  L,(tx)

i, L, (t%x)=x
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kosullarmni sagliyorsa, bu durumda Vf e C[a,b] icin [a,b] de L, (f;x)= f(x)

dir (Bohman,1952; Korovkin,1953).
ispat

Kabul edelim ki, feC[a,b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimi geregi

Ve >0 sayisina karsilik dyle bir § bulabiliriz ki [t—x| <& i¢in

[f(t)-f(x)|<e
saglanir. Es. (1.5) ve liggen esitsizliginden

[£(t)=F ()| <|f(t)]+|f(x)|<2M, (1.6)

t-x

t—x|>5 ise —dib 1 olacagindan

yazabiliriz. Eger,

(t;() 1 (1.7)

olur. Es. (1.6) ve Es. (1.7) den

101 (of=am,

yazabiliriz. O halde

t—X| <& igin |f (t)—f (X)|<g

t-x>5 igin  |f ()~ (0|<2m, <
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olur. Dolayisiyla VXt e [a,b] icin

(t=x)°
\f(t)—f(x)\<g+2|v|f5— (1.8)
gergeklenir. (i.), (ii.), (iii.) kosullarmi saglayan (L,) operator dizisinin

lim

n—oo

L,(f)-f

Cla,b] -

esitligini sagladigin1 gosterirsek ispat tamamlanmais olur.

olup Es. (1.5) ten

Ln(f(t);x)—f(x)‘gLn(

f(t)—f(x)‘;x)jtl\/lf

L, (Lx)-1

yazabiliriz. (Ln) monoton artan oldugundan Es. (1.8) den
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L, (Lx)-1 (1.9)

L, (f(t);x)-f (x)‘s Ln(ngZI\;zf (t—x)z;xj+Mf

yazilabilir. (Ln) lineer oldugundan

M M
Ln(g+2 ;(t—x)z;xj:Ln(g;x)+Ln(2—2f(t—x)2;xj
o o
: M 2 2.
:gLn(l,x)+2?Ln(t - 2xt+x%X)
. Mf 2. 2 2 2
:gLn(l,x)+2?{Ln(t 1 X)=X* =X+ 2X
—2an(t;x)+x2Ln(1;x)}
. Mf 2. 2 2
:gLn(l,x)+2?{Ln(t ,x)—x +2X
—2xL, (t; x)+ 2L, (1;x)—x2}

=eL, (Lx)+2 I\;; {(Ln(tz;x)—xz)

+ 2x(x— L, (t; x))+ x? (Ln (L x)—l)

yazilabilir. Elde ettigimiz son ifadeyi Es. (1.9) da kullanarak,

L, (f (t);x)— f (x)‘SgLn (LX)JFZ%{(H (tz;x)—xz)
#2x(x=L, (%)) + (L, (LX) 1)} (1.10)

+M (L, (Lx)-1)

bulunur. (i.), (ii.), (iii.) kosullarmi Es. (1.10) da kullanarak

L, (f)-f|

= Iim{max

n—o | a<x<b

Ln(f;x)_f(x)\}:o

7
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir (Korovkin, 1953; Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).
Tanim 1.1.6.

g eCla,b] olsun. V>0 igin

w(9:5)=xflﬁp]lg(t)—9(X)l (112)
\t’—eng

ile tanimlanan a)(g;é' ) ifadesine g fonksiyonunun siireklilik modiilii denir

(Altomare ve Campiti, 1994).
Tanimm 1.1.7.

O<a<1, M >0 ve t,xe[0,1] olmak iizere

g (t)-g(x)|<Mt-x" (1.12)

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar, M ye de

Lipschitz sabiti denir. Bu kosulun saglanmasi halinde g € Lip,, (a) seklinde yazilir.
Tanmm 1.1.8.

T:X —>Y lineer pozitif operatdr olsun. 1<a, < Ve l+%=1 olmak
a

tizere her f,ge X i¢in

=

T( f9|)S(T(|f|a))i(T (19l")) (1.13)
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dir. Holder esitsizliginde « = =2 alinirsa

|T(fg;x)|£\/T(fZ;X)\/T(gz;x) (1.14)
esitsizligine "Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Esitsizligi" denir.
1.2. (p,q)-Analiz Hakkinda Temel Bilgiler

Bu béliimde tezimizde (p,q) tipli Bernstein operatdriinden yararlanacagimiz

icin (p,q) hesaplamalar1 ve gosterimleri ile ilgili gerekli hatirlatmalar yapilacaktir.

g tamsayilari;

[n]q = ,Nn=0,12,..., 0<qg<l ile verilmisti.

Bu calisma boyunca (p,q) tamsayilari ve binom katsayilar1 sirasiyla asagida

tanimlanmastir;

, n=0,12,.., 0<g<p<l,

Mursaleen ve ark. (2015), Bernstein-Stancu operatorleri, Bernstein-Shurer
operatorleri, Bleimann Butzer ve Hahn operatorleri, Bivariate Bleimann Butzer ve
Hahn operatorleri gibi (p,q) tamsayilarina bagl yaklasim 6zelliklerini incelemis ve
calismalar sunmustur. Biz de bu ¢aligmalardaki gibi (p,q) hesaplamalarinda bazi belli

gosterimleri kullanacagiz.
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Baz1 basit hesaplama ve n iizerinde timevarimla (p,q)-binom acilimini elde

edebiliriz.

n .
p.g
k=0

n (n—k)(n—k-1) M n
(ax+by) — p 2 q 2 |:k:| an—kbkxn—kyk ’
p.q

(x+y),, = (x+y)(px+ay)(px+a2y)..(p"x+0" ),

(1=x) . =(1=x)(p=ax)(p* =a*x)...(p"* =" *x).
Ayrica asagidaki iligkiyi de elde ederiz.
q‘[n—k+1]=[n+1]- p"*[K].

q ve (p,q) hesaplamalarinda bir¢ok detayli ¢aligmalar mevcuttur (Lupas, 1987;
Sahai ve Yadav, 2007; Sadjang, 2013; Aral ve ark., 2013; Hounkonnou ve ark.,
2013).

(p,q) hesabinda bir f(X) fonksiyonunun tiirevi D, f ile gosterilmis ve

asagidaki gibi tanimlanmistir (Hounkonnou ve ark., 2013).

f (px)— f (ax)
(P-a)x

D, f(x)= , X#0 (1.2.1)

Iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirev formiilii;

Dpq(19)(x)= () pqa(x)+{Ppat (x)}(ax). 122)

ayrica

10
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Dp.q(1)(x)= F (2)-0p g9 (x)+{Pp.q (x)} 9 (px). (123)

ile verilmistir.

p =1 icin tim (p,q) analiz hesaplamalar1 g-analiz hesaplamalarina indirgenir.

11
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2. ONCEKIi CALISMALAR

1912 yilinda S. Bernstein B, operator dizilerini asagidaki sekilde tanimlamis

ve yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir (Bernstein, 1912).

B,:C[0,1] >C[0,1] ,neN ve f eC[0,1] i¢in,

Bn(f;x)=zn:(2jx" (1-x)"™ f(%)  xe[0d]. 2.1)

k=0

Bernstein  operatorlerinden  faydalanarak  bu  operatorlerin  farkli
modifikasyonlar1 ve genellemeleri tizerinde bir¢cok calismalar yapilmistir. Bu

caligmalardan bazilarina asagida yer verilmistir.

1930 yilinda Kantorovich, integrallenebilen fonksiyonlar i¢in asagida verilen
lineer pozitif operatérii tanimlamis ve yaklasim Ozelliklerini incelemistir

(Kantorovich, 1930).

K,:L[0,1]—>C[0,1], ¥f eL[0,1] ve neN igin,

[

Kn(f;x)z(n+1)§(®xk (1—x)"_k nJ:l f(t)dt (2.2)

n+l

1932 yilinda Cholodowsky, Bernstein operatdrlerinin bir diger genellesmesini
verdi (Cholodowsky,1932). Bu sayede Bernstein operatdrlerinin [0,0) araliginda da

calisilmasini sagladi.

[0,b,] araliginda,

O[S

12
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0<x<b, ve b, pozitif say1 dizisi dyle ki;

limb, =0 ve Iimb—“=0 dir.

N—o0 n—oo n

Teorem 1.1.3° te verdigimiz Bohman-Korovkin teoremi (Bohman, 1952;
Korovkin, 1953) yardimiyla Bernstein operatorleri iizerine yapilan ¢aligmalar daha

da hiz kazanmustir.

Bernstein operatorlerinin bir diger genellesmesi Durmayer (1967) tarafindan

ortaya konmustur.

n>1, fel[01] ve 0<x<1 igin,

o, (17%)- 3 (03

k=0

O ey

(Ejtk (1-t)"" f(t)dtJU:jxk 1-x)"™" (24

seklindeki operator Bernstein-Durmayer operatorii olarak bilinir (Durmayer,1967).

Yaklasim teorisinde Bernstein polinomlarinin g-tip genellestirmesi ilk olarak

Lupas (1987) tarafindan sunulmustur. g > 0 igin

k=0

Ln(f,q;x):zn: f {%mek(x;q), (2.5)

13
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Phillips (1996) ise Bernstein polinomlarinin bagka bir modifikasyonunu ortaya
koydu. Ayrica bu polinomlar i¢in Voronovskaja’nin asimptotik yaklagimini ve

yakinsaklik hizini elde etti.

feC [0,1] icin, q tamsayilarina dayali Bernstein polinomlarinin genellemesi

k=0 s=0

Bn,q(f;x)=zn:{:} T (1-a%) f[%} - xe[0] (2.6)

seklinde tanimlanmistir (Phillips, 1996).

g-Bernstein operatorleri yaklagim teorisinde birgok arastirmaya konu olmustur.
Ayrica merkezi momentler ve hesaplamalar1 lineer pozitif operatorlerin yaklagim

ozelliklerini ¢alismada ¢ok dnemli bir yer tutmaktadir.

Son zamanlarda, Mursaleen ve ark. (2015) yaklasim teorisinde (p,q)
hesaplamalar1 iizerinde c¢alisip, Bernstein operatorlerinin (p,q)-analizini ilk kez

asagidaki sekilde tanimladi.

Bn,p,q(f;x) " f(ﬂan'k(p,q;x) , 0<g<p<l, xe[O,l] (2.7)

n—-k-1

P (p.a;x)= [Elq X TT(p*-a’x).

s=0

Izgi asagida verilen yeni tip Bernstein polinomlarmi taniti ve yaklasim

ozelliklerini inceledi (Izgi,2012).

- 3 f[k(n+<':1)]qnykyayb(x) L 0sxsT2, (2.8)

14
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a,beN,0<a<b olmak iizere,

n n-k
q (x): n+by) (n N n+a_x
nk.ab n+a) [k n+b '

Karahan ve Izgi (2018), (2.8) * de verilen operatoriin q-analizini olusturarak

f ec{o,%:iﬂ ,a,beN ve 0<a<b ig¢in,
oy [ [K][n+a] <X<[n+a]
Foap(fix)= 2. f {qun'mb (x),0<x< 5] (2.9)

seklinde tanimlanan operatoriin yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

Bu caligmamizin amaci (2.8)° de verilen yeni tip Bernstein operatoriiniin

0<x< :+§ icin (p,q) analizini yaparak, giris boliimiinde bahsettigimiz yaklagim
+

ozelliklerini incelemektir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Materyal

Bu c¢alismamiz olusturulurken gerek kiitiiphane gerekse internetten
arastirdigimiz konu ile ilgili kitap, makale ve dergilerden yararlanilmistir. Ayrica
benzer konularda calisilmis yiiksek lisans ve doktora tezleri incelenmistir. Bazi

grafik ve hesaplamalarda materyal olarak Mapple programi kullanilmustir.

3.2. Yontem

Tezimizde tanimlayacagimiz E (f;X) operatoriine benzer operatorler ve

bunlarin iizerinde yapilmig calismalar incelenmistir. En’pyq(f;x) OperatOriiniin

secilen bir fonksiyona yaklagimin bazi n ve x degerleri i¢in nlimerik degerler

cizelgesi verilmistir.

16
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolumde En,p,q(f;x) operatorii tanimlanacaktir. Once En'pyq(f;x)

operatoriiniin lineer pozitif oldugu gosterilecektir. Korovkin teoremi yardimiyla bu

operatoriin diizgiin yakinsakligi ve siireklilik modiili ile yaklasim hizinin yaninda

Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklasim hizi incelenecektir. En'pyq(f;x)

operatoriinlin  merkezi momentleri tamimlanarak Voronoskaja tip teoremi

ispatlanacaktir. Son olarak da En’p]q(f;x) operatoriiniin segilen f fonksiyonuna

yaklagiminin bazi n ve x degerleri icin niimerik degerler ¢izelgesi hazirlanacaktir.

Tanim 4.1.

[n+2] [n+2]
feCl0,——"1 | ve ngs[—gp'q olmak iizere,

[n+3]pq n+3]
1 @ [n+2] .[K]
E, . .(fix)= f el P21 q X) , 4.2)
,p,q( ) pn(nz-1) a [[n+3]pq'[n]pq'pk ,k,p,q( )

seklinde tanimli lineer pozitif operatére E, | | (f;X) operatdrii denir.

E,,q(f;X) operatoriiniin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.

Lineerlik:

n+2]
va,beR ve f,geC|0,—="%| icin,
[n+3]

P.g
17
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n +2| [k n+2| .[k
. Z[f[[[ : ’1@ Hlpskn}bg[[ 02, K, B e ()

n+3]pyq.[n]p’q.p

- nil;'—l) n (af){[ [n+2]pq.[k]p’qkn}qn,kp,q(x)

n+3]p’q.[n]pyq.p

* "éL"—l) no(bg)L [n+2]pq'[k]qun]qn,k,p,q(x)

[n+3]p’q.[n]p'q.p

1o In+2],, (K]
—a f p.q p.q ) X
pn(nz—l) — [[n+3]p,q-[”]pq-pkn q ,k,p,q( )
1@ [ [n+2], K]
+b p.q p.9 ) X
pn(nz—l) kog[[n"‘?’]p'q-[n]pq-pkn q ,k,p,q( )

=aE, ( f (t); X)+bEn,p,q (g (t);X)

n.p.q ) lineer bir operatordiir.

oldugundan (E

Pozitiflik:

n+2]
k=01...neN ve 0<x< P9 j¢in
[“+3]qu

[ Al = v

oldugundan f >0 ise

En'p,q(f;x)zo

olur. Buna gore E, . (f;x) lineer pozitif operatdrdiir.

18
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Lemma 4.1.

[n+2]p’q

icin asagidaki
[n+3] ,

(4.1)° de tanimlamis oldugumuz operatér; 0 < X <

esitlikleri saglar.
a) E (LX)

b) E,,q(t:x)=x

1

5
+
N

]p,q p"* X+q[n_1]p,q W2

n+3]p’q [n]P-q [n]P-q

[
[
oo

[l

©) E,,q (tz; x) =

e) E,oq (t“; x)

L[n+2]p,q Js p3n_3 X+[[n+2]P'q ]2 p2n74[n—l]pyqq<3p2+3qp+q3)xz

[n+3],, ) [n],  ([n+3],, [T,
+[[n+2]pq} p”’S[n—l]p’q[n—Z]p]q q"’(3p2+2pq+q2)x3
3
[n+3]p’q [n]p,q
-, 0-2), 03],
- .
[n].,
ispat
1 n+3] " k) nkal [n+2]
E 1 — p.q 2 k p.q s
p 2 p.q p.q p.q

19
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1 [W+QMJ“ngnUn+4M
oI\, ) " (el

p 2 p.q

_ 1 [n+3]p,q LN k(k2—1) kn—k—l s [ +2]p,q s [n+2]qu [k]qu
n(n—l) 2 k p X p 3 _q X 3 k—n
p 2 [n+ ]p,q k=0L™lp,q s=0 [n+ ] [n+ ]p,q[n]pq P
n-1 _
1 [n+3]p’q n [k]p,q n} pk(kz—l)an—k—l o [n+2]pq . 1
pn(l;l [n+2]p,q k=1 [n]p,q K p.q s=0 [n+3]p,q a
n-1 _ . ok
— pn7 [n+3]Pq L n-1 pk(k2 1)-p_k.Xk - ps [n+2]pq qsx
"0 [n+2] k-1 [n+3]
p 2 p.q k=0 dp.g =0 P.q
_ [n e 3]p,q " Sk _1_ (k+l)£k72)xk+l " s [n + 2]p 9 _ Qs
= W09 [nt 2] k| P ST
p 2 P.g k=0 dpa S P.g
(k+1)(k-2) K(k-1)
p 2 =p 2 1 ve n(ln,g) l = (nfll)(nfz) esitliklerini kullanarak,
p o ? p 0 ?
n-1
X n+3]pq H{n—l} My 2 [n+2]
- n-1)(n— ‘ p 2 X ps —Pd qu
p( 1)§ ? n+2]p,q "Z:‘; k p.a s=0 [n+3]p,q
n-1 1 9 n-1
X n+3]p’q p(ni )5“*) [n+2]p]q
(0902 | [n+2] [n+3]
p 2 p.q p.q

20
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2 2
BCACS
k-2n
[n+ﬂanLﬂp22
n-2 _
__1 [n+3]p,q Zn:[k]p,q n} pk(k2—5)xkn_k_1 ps[n+2]pq_qsx [k]p,q
@ [n+2]p,q k=0 [n]p,q K p.a s=0 [n+3]p,q [n]p,q

[k]p,q =p+qlk _1]p,q =[k +1]p’q = p +q[k]p‘q esitligini kullanarak,

n-2
B 1 [n + 3] o 1 =1 kz—zk—A "
= n(n75) [[n + 2] ; k . p X

P 2 _[n]pq p.q
nk2( [n+2]
s P4 S k k
L [p [n+3] q X] (p +a] ]M)
2
1 [n+3]p‘q 1 -1 kz‘zk“‘ = s[n+2]pq i
P 2 [n] p.q p.q p.q
P.g
i)
n-1 n+3 -2 [n— k-k-6  nk-3 n+2
n (1(”_5 ]p,q L[ Z]p,q {nk 2} p 2 Xk+2H p[ B]pq_qsx
p 2 [n] [n+ ]p,q k=0 p.q s=0 [n+ ]p,q
P.q
n-2
- p"x 1 [n+3]‘ 1 [n—1 k(k-1) k2 s[n+2]y .
. | nrg] | &k )P XL Py
Pa p 2 P.g k=0 p.g s=0 P.g

21
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+q[n_1]pvq X 1 [n+3],., s {n—Z} pk(kzil) x¥
[n]p’q p(n—Z)z(n—3) [n+2] ~| g g
n—k-3 n+2
X pS [ + ]qu _qu
520 [n+3]p]q
Cpix 1 ([n+3],, " p(“-l>;"-2> (n+2], )"
[n]p,q p(nil)éniz) [n+2]p,q [n+3]p,q
Cl[rl—l]pqx2 1 [n+3]pq " (n—Z)Z(n—S) [n+2]pq i
+ ’ n— n— ’ p Y
[n]p’q p% [”+2]p,q [n+3]p’q
= n+2]"’q. P x+q[n_1]p’q X2
[n+3],, [nl,, ],

1 [[n+3], " {n} ) (- [n+2)]
- ! p 2 X p’—=2%_g°x
p(zl){[n+2] kZ::; k., o [n+3]

3

3
2,0,
3k-3n
[n +3]p’q [n]p’q p

1 [n+3]p'q "o n k(kTﬂ)kn—k—l S[n+2]pyq . [n+2]iyq[k]?;’q
ol SRR b

o 2 oq ) k=0 $=0 n+3]pq [n+3] ,q[n]p,q
n-3
1 [n+3] nilpn_1]  (kDik-6) )

~ ) 2 [n+2]pq] ko{ k :| P [k+1]2 X

p 2 [n]p'q p.q n p.g

nk2( [n+2]
X p° P4 —g°x

<0 ( [n+3]p'q J

[k -1—1]‘;q = p* +2gp" [k]p,q +q° [k]i,q esitligini kullanarak,

22
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n-3
_ 1 [n+3]p,q | n-1 kz*gk;s 1 T s[n+2]p,q s
= ) ([n+2] 2« L R LT

p.q

p ? [nf,, N
k2 [n+2]
S pP.q S
) 0 [p [n+3] 1 ]

_ 2n2x([n+2]pq 2+2q[n1]pqp"lx2([n+2]p’qj
[n],, ([n+3],, [n],., [n+3],,
+q2[n—1]uq p"?x? [n+2]p‘q]+q3[n1]p’q[n2]p‘q g
[n],., [n+3],, [n],.,
[[nJrZ]p’q Jz o2 x+[[n+2]p"*}(2p+q)q[n1]”“‘ i
[n+3,q ) [n,, (I3, [n],.q
R
[n],,
€) E,pq(thix)
1 [n+3]p’q " T k(kz—l) = s[n+2]p’q .
B “(gﬂ[[nJrz]pJ kz_(;{qup 1 [p [n+3]pyq_q X}
) [n+2]:q[k]:q
[n+3]‘;‘Ol [n]‘;q prkan

23
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k(k -1)

[k +1]3F')‘q = p* +3p2kq[k]pyq +3p*g° [k]i,q +q° [k]ilq

; p4kxk”ﬁl{

n+2]

[n+3] , [n+3]

esitligini kullanarak,

B 3n-3 [n+2]p’q "4 n—1 k(k2—1 = S[n—I—Z]pq .
“wed | feal | 2k " L P e,
P 2 [ ] p.g p.q
n+2 n- kz—gk—B g2 s[n+2]pq
+ n(n—9 n+3 & 0 ]pqp X <0 P [n+3]
p 2
N 3q? n+2 n1n—1] : ]2 pszgkfsxmn-k—z > [n-|-2]p‘q
p"(”z‘g n+3 =Lk, <0 [n+3] .
1l n—1] ,  (kbk-g) == [n+2]
+ k p 2 X +1 ps p.q
n(nzig [ ] sl K p,q[ ]pq g [n+3]p,q
[n+2], [n+2], i p**[n-1] q(3p2+3qp+q2)x2
n+3 n+3 [nﬁq

o*(3p* +2pg+q°*) o

[n+2 J p"*[n- 1 [n- 2]

n+3 [”Eﬂ

@[n-1),,[n-2],,[-3],, ,
[n],.,

24
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Engin CEVIK
Teorem 4.1.

0<q,<p,<1 ve

limp, =1, limq, =1

n—oo

n+2
[ ]pq] ise En.pn.qn(f;x) operatoriic. f fonksiyonuna

olmak tizere, f €C|O0,
[n+3]
p.q

n+2]
0,—"% | araliginda diizgiin yakinsar.
[n+3

p.q
Ispat

Teoremin ispati i¢in Korovkin teoremine dayanarak, asagidaki kosullarin

saglandigin1 gostermek yeterlidir.

lim

N—oo

4. (tm; x)—xm)

[n+2]
°{°m

}:0 , m=0,1,2 .

Lemma 4.1. den

lim

n—o

Enpa (L) _1)H =0,

lim

n—

Enp g (E x)—x)H =0

oldugu agiktir. Simdi

lim

n—o

E,pq (£50) =X )H =0

oldugunu gosterelim. Lemma 4.1. den,

25
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[n+2]pn,qn p:_l _X_i_q“[n_l]pn,qn x2 _ x2

(43,0 [M]he [l
2
{[n+2]pnqn J .an [n—l]pn’qn _1J
[n+3],. ) L Il
a, [n —l]p 0= [n]p P pi™ esitligini kullanarak,
2

_[[n+2], o | 2py

[n+3],,, ) [],.q

Buradan asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

max
[n+2]

xe| 0, Pn.An
[n+3]Pn An

2
< [n+2]pn,qn _ P
[n+3], o ) [l

[n+2] p pn_1
By, (£5%) X <2 Prsth '

[nadly., 40T
Boylece
lim {wazx]pq} E,p.q (t":X)=X"|=0, m=012.
e,

Korovkin teoremi uyarinca istenen sonucu elde ettik.
Lemma 4.2.
Enog ( f; X) operatori i¢in merkezi momentlerin bazilari soyledir;

a) E, ., ((t — x)0 ; x) =1

b) E,,q ((t —x); x) =0

26
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d) En’p'q((t—x)‘l;x)
{p”s[n]f,q( p?+2pg—g?)+ p™°[n],, (~p*+3pa® +q°)
o 3
[l
B p3n—6(p2+ p3+2pq2+q3) X4
3
[l
+[[n+2]p’q H p”’?’[n];q (p*-2pg+0g°)+ p>°[n]. . (—a°-4pa® —3p’*q+2p°)

[n+3],, [T,

[l

p3”6(3p3+3pq2+5p2q+q3)} ,
- X

2

. n+2] pz”“‘[n]p’q(—pz+3pq+q2)—pe’”‘f’(3p2+q2+3pq)x2
[n+3]d [n],.
2l )

+ X
n+3],, ) [nl,.

a) E,,q ((t -x); x) =E,,,(Lx)=1

0) B,y ((t=X)"3X) = By g (6X) = XE, 5 (1) = X=X =0

¢) E,,q ((t— x)= npq(t2 x) 2xx+X°E, 4 (LX)
[ "2y, p X+ Aln-1],, X2 —2x% +X°
3, ], N,

[n+3 p.q [n]p’q [n]P!q

- [n+2]p,q P X_{q[nl]pq _1}(2
] :

d) E,,q ((t—x)4 ; x)

27
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=E, ., (t“; x) —4XE, . (t3; x) +6X°E, . (tz; x) —4X°E, o (X)+X'E, , o (LX)

[n+2] i p%- . [n+2] i pZ”"‘[n—l]p'qq(:’>p2+3pq+q2)x2
[n+3] . [n]sp,q [n+3] ([

p.q p.q

(2L, o7 o), o 2]
n+3] . [”]i,q
+Qﬂn—ﬂan—ﬂmJn—ﬂnqﬂ

[,
4X[([n+z1p,q ] - X{[nw]p,qj(zmq)q[n1]p,q o

[n+3] [n]i’q [n+3]pyq [”]i,q

R L Y L Xg}

[l

n+2 n-1 n-1
+6x° n+2],, p x+q[ b X2 |=4x°x+x*
LURS] M ] R ]

p.q

= q6 [n_l]p'q [n_z]p,q [n_3]p,q -4 q?’[n—l]p’q [n—Z]p,q +6q[n_1]p,q —3jx4
[n]ap,q [n];q [n],
+ [n+2]p'q p™"[n _1]p,q [n _Z]D,q q (3p2 +2pq +q2)
[n+3] . [”]i,q

n+2), @prajaln-1,, o, ne2], pr JXS

(3l [, [n+3]; [n];.q
) [[nw]w } p2n4[n1]p,qq(sp2+sqp+q2>{[m]pq ] p? |
[n+3]p]q [n]i‘q [n+3]p,q [”]i,q

[[n+2], JZ P
[n+3] [ 3

p.q
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{ p"*[n].  (-p*+2pa—q°)+ p"*[n]  (-p°+3pa’+q°)
- 3

[n].,
) p3n—6(p2+ p3+2pq2+q3)}x4

[n],.

. [n+2] V| p™°[n], (p*—2pa+a?)+ p*°[n], . (-9 —4pa’—3p’q+2p°)
[n+3] [n]’
pa P.g

pin-s (3ps_|_3pqz_i_5p2q_|_q3)}x3
3

[,

2 on-4 _iE 2\ 35 (an2 o2
+[[n+2]p'qj p*"*[n], , (=P*+3pa+q°)-p* *(3p*+¢*+3pq)

[nf, "

Teorem 4.2. (Siireklilik Modiilii)

I ( f;X) operatoriintin  siireklilik modiilii yardimi ile yaklagim hizi

n+2
feC !0, {—S]pq] icin asagida verilen esitsizlik gecerlidir.
n+
p.g

E,pq(F3%)—f (%)< {1+ %Ja{ f: [ani"l J
Ispat

Siireklilik modilu 6zelliklerini kullanarak;
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|f(t)-f (x)‘s{1+|t(;—x|]a)(f :5,).

n

Her iki tarafa operatoriimiizii uyguladigimizda ve lineerlik ozelligini de

kullanarak,

E,oq(fix)—f (X)‘S[1+5inEn,p,q (|t—x|;x)ja)( f;5,)

yazilabilir. Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi kullanilarak,

E,,.(f:%)-f (x)\s[ugi\/em ((t—x)z ;x)]w(f;&n)

n

Lemma4.2.c.den E, ((t - X)2 ;X) yerine yazilirsa,

olur.

n-1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3. (Voronovskaya Tip Teoremi)

2 [n+2]p,q .« . . .« . o« .
feC|0, , P, q, dizileri i¢cin 0<q,<p,<1 , n—>ow igin

[n+3]p'q

p,—1 q,—»>1lve pl >o,q > B, 0<a,f<1l ve 0<A<1 olmak iizere,

X(A—ax)

tim[n], o (Bnpq (f:2)=f(x))==—=—1"(x) .

Ispat

Taylor formiiliinii kullanarak,

(0= F(X)+ £ (X)(E=x)+3 £ (x)(t=X)° + au(tix) (%)
f(t)-f(x)= f’(x)(t—x)+% ! (x)(t—x)2 +,u(t;x)(t—x)2

Burada lim 4(t;x) =0 dir. Her iki tarafa operatorii uygulayalim.

[n]pn,qn (En,pn,qn (f ;X)_ f (X))
=[n], . ( F'(X)Enp o (t—x);x)+% fY(X)E,p o ((t—x)2 ;x)

+E, o (,u(t; x)(t—x)* ;x)

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligini kullanarak,

Enp o (,u(t; x)(t—x)’; x) < \/En,pn,qn ((u2 (t;x); x))\/En'pmqn ((t —x)*; x)

E, ,.q (47 (t:X);x)= " (xx)=0. Buradan da,
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Enp (y(t; x)(t-x)*; x) =0 olur.

Iim[n]pmqn (En,pn,qn (&, —x); x) =0

nN—o0

n+2] n-1
. . H ns¥n pn
I'm[n]pn,qn (E”,pn,qn (el_x)z,x) :Xllm[n]pn,qn [n+3]p q

nN—owo N—o0

Pn Ao [n]Pn’Qn

(qn [n _1]pn,qn _[n]pn'qﬂ ) '

. 1
2
X nm[n]pn,qn [n]p p
n—oo

lim[n] . (En,pmqn ((e1 —x)*; x)) = Ax—ax? =x(A-ax)

2€(0,1] ve {p,} dizisine baghdur.

Boylece;
X(A—ax)

Iim[n]pnyqn (En,pn,qn (f;x)—f (x)) % > a4 f"(x)

nN—oo

elde edilir.
Teorem 4.4.

(pn) ve (qn) reel say1 dizisi olmak iizere, 0<q, <p, <1, limp,=1 ve

limqg, =1 dir.

n—w

—

n+2
]pq] ve Xe[O, A] icin

Eger f eLi 0,
ger 1€ Liby [ n-+ 3]
p.q

—

N R

[n+2]pn‘qn
[n+3]

Pn:0n

LI

n-1

Pr A

Enpq (Fix)—f (X)HC{O’[MZ]M

[n+3]

}SM

Py
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ispat

v [n+2]pn,qn [k]pn,an
[n+3]pn,qn [n]pn,qn Py

Holder esitsizligini kullanarak,

oy (1)1 (x)
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Lemma 4.2.c. den

©
=]
AN
>
VR
—
>
+
N
—_—
o
2
>
N—
N|R

Enp o (f;x)-f (x)‘ <M

Elde edilen ifadede x [0, A] igin,

[n+2] 2

pn—lAA

[Ev g (F5X)= £ ()] 1721, ] <M S UL
NPty \ C|:O'[n+3]§:::|_ [n]pn,qn

bulunur ve ispat tamamlanir.

Bu asamada lizerinde ¢alistigimiz Enyp’q(f;x) operatoriiniin p=0.99 ve

q=0.98 segerek farkli n degerleri igin f(x)=x.sin(2x;r) fonksiyonuna

yaklasimini gosteren grafikleri ve yaklasimin niimerik degerlerini Mapple yazilimi

yardimiyla tablo halinde verelim. Ayrica (2.8) de verilen F, ,, (f;X) operatorii ile

E.oq(f5X) operatdriiniin ~ f (x)=x.sin(2xz) fonksiyonuna yaklagimini

kiyaslayarak niimerik degerler tablosunu olusturacagiz.
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f(x)
E, ., (fix)

Sekil4.1. E, ,,(f;x) operatdriinin n=10 igin f(x)=x.sin(2xz) fonksiyonuna yaklasim grafigi

f(x)
E,, (fix)

0.1 n=100

I o - it RN SUN S T SL e . | S S S S S S ——

01 02 03 04 0) 06 0.7 08 09

Sekil 4.2. E, . (f;x) operatoriiniin n=100 igin f(x)=xsin(2xz) fonksiyonuna yaklasim grafigi
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()

Eii,p.q (f; x)
0.1 ] n=200

Sekil 4.3. En,p'q(f;x) operatoriiniin - n =200 igin f(X)=X.Sin(2X7r) fonksiyonuna yaklagim

grafigi

f(x)
Ewnq(flx)

n=7350

g

0.1 02 03 04 0. 06 07 08 09

-0.6

-0.7

Sekil 4.4. En,p'q(f;x) operatoriiniin - n =350 igin f(X)=X.Sin(2X7r) fonksiyonuna yaklagim

grafigi
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Sekil 4.1. , Sekil 4.2. , Sekil 4.3 ve Sekil 4.4.te elde ettigimiz grafiklere
baktigimizda yaklasik olarak x=0.35 ve x=0.75 degerlerinde diger X degerlerine

nazaran aradaki farkin daha fazla oldugunu goriiyoruz. Bu nedenle p=0.99 ve
q=0.98 segerek f fonksiyonu ile E,  (f;x) operatdrii arasindaki farkin mutlak

degerinin niimerik degerler tablosunu olusturalim.

Cizelge 4.1. E , (f:x) operatériiniin bazi X degerleri igin f(X)=X.Sin(2X7r) fonksiyonuna

yaklagiminin niimerik degerler tablosu

n 0.35 0.75

10 0.1533305254 0.1761914947
50 0.0494244588 0.0644545467
100 0.0321035635 0.0425978551
150 0.0265098916 0.0353685770
200 0.0239933025 0.0320893237
300 0.0219811124 0.0294553490
350 0.0215719857 0.0289185971
400 0.0213329260 0.0286046790
500 0.0211073542 0.0283083050
1000 0.0209820313 0.0281435108

2 2

Cizelge 4.1. incelendiginde ”n— o™ ig¢in aradaki farkin “0” a yaklastig

gorilmektedir.

Simdi F,,,(f;x) operatorii ile E, . (f;Xx) operatoriiniin “a=2, b=3" ve

bazi “n” degerleri i¢in f (X) =X.Sin (2X7z) fonksiyonuna yaklagimini kiyaslayalim.

“p=0.999 ve q=0.99" degerleri secilerek;

En,p,q ( f;X)— f (X)‘
Foao (F5%)= f (%)|

oraninin niimerik degerlerini olusturalim.

37



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Engin CEVIK

Cizelge 4.2. F,,, (f;x) operatorii ile E, ,,(f;x) operatérinin f (x)=x.sin(2xz) fonksiyonuna
yaklagiminin niimerik degerler tablosu

n 0.35 0.75
10 1.038447133 1.051518579
50 1.228780261 1.239104984
100 1.499044133 1.510034345
150 1.799886357 1.811671108
200 2.128083702 2.140561347
250 2.480045413 2.493065455

Cizelge 4.2. incelendiginde; 0 <M < oo igin

oldugu goriilmektedir. Buna gére F, ., (f;x) operatori ile E, ,(f;x)

operatoriiniin yaklasim hizlarinin denk oldugunu sdyleyebiliriz.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

(4.1 de tanimlamis oldugumuz Enyp’q(f;x) operatoriiniin  lineer pozitif

oldugu gosterilmistir. Ardindan Korovkin teoremi yardimiyla En'pyq(f;x)

operatoriiniin f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi goriilmiistiir.

En,p,q(f;x) operatdriiniin bazi merkezi momentleri hesaplanarak stireklilik

modiilii yardimiyla yaklagim hizi i¢in

Enp,q<f:x>f<x)‘{“%}‘"[“ on ]

esitsizligi elde edilmistir.

Voronovskaya tip teoremi ispatlanarak asagidaki esitlik elde edilmistir.

X(A—ax)

I!]il;ro]o[n]pnvqn(Envpnvqn(f;x)_f(X)): 2 f//(X) )
_ [n+2]
Eger f fonksiyonu f e Lip, |0, [n—gpq kosulunu sagliyorsa,
+
p.q

[n+2 2
[n+3]

Pn0n

Py A
Enp o (TiX)—f (X)HC{O’[M]M} <M [

PnGn

"o

esitsizliginin varlig ispatlanmustir.
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SH. (f;x)  operatdrinin f (x)=x.sin(2xz)  fonksiyonuna yaklasimi

Mapple programi yardimiyla bazi “n > degerleri i¢in grafik ile gosterilmistir. Ayrica

Xx=0.35 ve x=0.75 degerleri, p=0.99 ve q=0.98 segerek f fonksiyonu ile

I ( f; X) operatorii arasindaki farkin mutlak degerinin niimerik degerler tablosu
olusturulmustur.  F, ., (f;X) operatdrii ile E, . (f;X) operatoriiniin

f (X) =X.sin (2X7z') fonksiyonuna yaklasimini kiyaslayarak niimerik degerler tablosu

verilmistir.

5.2. Oneriler

(2.8) de verilen F, ( f ;X) operatdril ile calismamiza konu olan E, ( f; X)
operatoriiniin yaklasim hizlarinin denk oldugunu gordik. Bu nedenle F, ., ( f;X)

operatdrii yerine E, . ( f;X) operatdrii kullamlabilir.

Ayrica (p,q)-Analiz baska operatorlere de uygulanarak daha farkli yaklasimlar
elde edilebilir.
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