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Bu tez dort béliimden olusmaktadir. i1k boliim giris kismina ayrilmistir. Bu boliimde ele alian konu
ve konu ile baglantili literatiirdeki ¢aligmalardan kisaca soz edilmistir. Ayn1 zamanda kullanilan temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. ikinci béliimde Bernstein ,Stancu ve Schurer polinomlar ile ilgili
yapilan caligmalar kisaca bahsedilmistir. Uciincii boliimde tezde kullanilacak materyal ve
yontemlerden bahsedilmistir. Dordiincti  bolimde ise, operatdrimiz ile ilgili lineer pozitif
operatorlerde kullanilan bazi yontem ve hesaplamalar yapilmistir, Maple bilgisayar programindan
faydalanarak operatoriimiizle yapilan yaklasim ic¢in bazi grafikler ¢izilmis ve hata miktarlart igin

ntimerik degerler hesaplanmistir.
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1.GIRIS ismail GUMER

1. GIRIS

Yaklagim teorisinin amact ¢oziilmesi zor fonksiyonlari daha kullanig hale
getirmek icin yine bir fonksiyon olan polinomlara ihtiya¢ duyariz. Bu durumda

yaklagim teorisi kullanilir.

1885'te K. Weierstrass kapali ve smirh bir aralikta siirekli herbir

fonksiyonapolinomlar ile yaklasilabilecegini gostermistir.

Weierstrass teoreminin ilk ispat1 anlagilmasi zor ve karmasik bir yapidir. Bunu,
daha anlasilir bir yapiya doniistiirmek igin bir ¢ok iinlii matematik¢i bu teorem

iizerinde ¢aligmugtir.

1912 yilinda Bernstein polinomlarini

n

Bu(fi0) = ) (1) (=t g (S) , 0<x<1 (1.1)

k=0
seklinde tanimlanmistir. Bernstein polinomlarini 1962 yilinda Schurer asagidaki

sekilde modifiye ederek tanimlamigtir:

m+p

L (f5x) = Z (m: p) (k1 - x)m“’—"f(%) 0<x<1(12)

k=0
1969 yilinda Stancu Bernstein polinomlarin1 modifiye ederek

n

B0 =y (J@ra-or(ihg) osasp a3
k=0

seklinde tanimlamisti.

2011 yilinda Aysegiil Cilo’nun {ZGI danismanhiginda baslayrp 2012 yilinda
tamamladig1 yiiksek lisans tezinde (sh.2) Uzerinde caligtigi operator

n
1 n 2k
. —_ k —\n-kfl_ _ _
Cn(f,x)—zn;(k)(1+x) (1-x) f(n 1) l<x<1 (14)
olarak tanimlanmaistir.
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Bu calismada (1.4)’teki operator asagidaki sekilde Schurer-Stancu tipinde
modifiye edilmistir :

x € [-1,1]ve 0 < a < B olmak Uzere;

Gy (£:x) = zn—iplf (n ;Z p) (1 +0%1 - X)n+p_kf<2% - 1) (1.5)

k=0

modifikasyonunun  yaklasimmni  ve  yaklasim  ozelliklerini  inceleyecegiz.
Tanimladigimiz  operatériin -~ Korovkin(1953) teoremin  sartlarmi  sagladigi
incelenmigstir. Ayrica siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi Lipschitz sartlari
saglayan fonksiyonlarin yaklagimi incelenmistir. Yine Voronswkaja teoremini

sagladigi gosterilmistir. Ayrica momentleri hesaplanmistir.
1.1.Temel Kavramlar

Tanm 1.1.1
Lineer uzayda tanimlanmis dontistimlere operator denir ( Bayraktar, 2006 ).
Tanmim 1.1.2 Lineer operator

X ve Y ayni cisim uzerinde tanimlanmig lineer iki fonksiyon uzayi olsun.G ,X'

den Y' ye tanimlanmis bir operatdr olsun.Eger Vx,y € X ve Va, f € Rigin

Glax + By) = aG(x) + pG(y)
kosulunu sagliyorsa G operatOriine lineer operator denir.
Tanim 1.1.3 Operatoriin pozitifligi

G operatori (Xt = {f € X:f = 0}) X*kiimesinin her elemam (Y* =
{g €Y:g =0}Y™" kiimesinin bir elemanina esliyorsa yani, f bir fonksiyon G bir
operatdr olmak lzere f = 0icin G(f;x) = 0 saglaniyorsa G operatdriine pozitif
operator denir. Hem lineerlik hem de pozitif sartin1 saglayan operatorlere lineer

pozitif operatorler denir.



1.GIRIS ismail GUMER

Teorem 1.1.4

Lineer pozitif operatér monotondur. Yani ;
flx) < gx)= G6(f;x) < G(g;x)
esitligi saglanir.
Ispat 1.1.4

G lineer pozitif operator icin, G(X*) < Y*saglanir. Yani f(x) = 0 oldugundan
G(f;x) = 0 olur. O halde her x igin

fx) < gx)

oldugundan

g) —fx) =0
olur.
G operatorii pozitif oldugundan;
G(g(x) = f(x);x) =2 0
olur. Goperatorii lineer oldugundan
Gg(x);x) = G(f(x);x) 20 = G(f(x);%) < G(g(x); %)

olur. Ispat tamamlanmus olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 1.1.5
G lineer pozitif operatdr olmak lzere, |G(h)| < G(|h]) esitsizligi saglanir.

Ispat 1.1.5
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Herhangi bir h fonksiyonu icin ;
—|h| < h < |h|
dir.G operatori lineer oldugundan dolay1r monoton artandir.
O halde;
G(—|nD = G(h) < GI(W] (1.6)
yazabiliriz.
G lineer oldugundan
G(~Ihl) = =G(IRI)
dir. Elde edilen bu esitlikte (1.6)'de yerine yazilirsa;
—G(IhD = G(h) < G(IRD) = I6(M] < G(|RD
olur ki buda ispat1 tamamlar (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim 1.1.6

X c R, f:X - Nbir fonksiyon olsun, eger her & > 0 sayis1 ve her x; x,€ X
noktalar1 i¢in |x; — x,| < & oldugunda|f(x;) — f(x,)| < € olacak sekilde yalnzca
€'na bagh 6 = §(¢&) sayisi var ise f fonksiyonu X kiimesi tizerinde diizgiin stireklidir

( Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Tanim 1.1.7

Q = {L:Cl[a.b] — Cla, b]: L lineer pozitif operator },
N ={1,2,3,...}olsun. L: N — Q seklinde tamimlinan diziye lineer pozitif operator

dizisi adi verilir ve (L,) = (L, Ly, Ls, .....)ile gosterilir.
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Tanim 1.1.8

f € Cla, b]olmak Uzere C[a, b] tlizerinde tanimli norm;

max
a<x<b»

Ifllcrap = |f (ol (1.7)

ile tanimlanir.
Tanim 1.1.9

Ac R,F:A - R bir fonksiyon ve aeA olmak tizere her € > 0 igin
|x — a| < 6 oldugundan |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde § = §(&)sayis1 var
ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir(Balci, 2012).

Tanim 1.1.10

XcRveX  lizerinde tamimli  biitin ~ fonksiyonlarm  kiimesi
F(X)olsun. d:N — F(X)seklinde tanimli d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi

denir. Terimler f;, f5, f5 ile gosterilir. Dizi (f,,) ile gosterilir.

Tanmm 1.1.11

fn:la, b] = R siirekli fonksiyonlarin dizisi olsun. Her bir x € [a. b] ve her
€ > 0 icin 6yle bir ny vardir ki her n > nyicin |f,,(x) — f(x)| < € olacak sekilde
ng varsa (fy,)dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir( Shevchuk , 1992).

Tanim 1.1.12

Her x € [a, b]ve her &€ > 0 icin 6yle bir n, vardir ki her n > nyoldugunda ;
[f(x) — f(x)] < € olacak sekilde n, varsa (f,,)dizisi f fonksiyonuna diizglin
yakinsaktir denir ve f;, 3 f ile gosterilir(Shevchuk , 1992).

Teorem 1.1.13

x€[0,1],0 < ay, <1 oldugunda
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Ln(fi0) = ) f(@hn)Pn(0), Pen() 2 0 (18)
k=0

pozitif operator dizisinin n — oo i¢in [0,1]araliginda f fonksiyonu diizgiin yakinsak

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli ii¢ kosul vardir. H. Bohman bunlart,

L,(1;x) 31 (1.9)
L,(t;x) 3 x (1.10)
(1.11)

L,(t?%x) 3 x?
seklinde ifade etmistir. Asikadir ki Bohman'n arastirdigi operatorlerin degeri f

fonksiyonunun [0,1]araliginin digindaki degerlerinden bagimsizdir.

P.P.Korovkin 1953’te, Bohman'm kosullarinin genel halde de gecerli oldugunu

gormiis ve genel bir teorem ispatlamistir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995;
Korovkin,1953).

Teorem 1.1.14 ( P.P Korovkin Teoremi):

Eger L, lineer pozitif dizisi [a, b] araliginda (1.9), (1.10) ve (1.11) kosullarini

sagliyorsa o takdirde C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende smnirli her hangi bir f
fonksiyonu igin n = oo oldugunda;

a<x<b»

Ln(f; x) :)’ f(x)r
olur. Bu ifadeye es deger olarak asagidaki gosterimler de kullanilir.

ILn(f) = fliciap = O (n - o)

M L () = f)l =0

lim
nboqg<x<b>b

Ispat 1.1.14
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f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugu i¢in 6yle bir M > 0 sayis1 bulabilir ki; tim

x'ler igin

lfGol<M (112)
saglanir. Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarm tanimi geregi
V & > 0 sayisia karsilik 6yle bir § > 0 bulabiliriz ki t € (—oo, +)ve x € [a, b]

icin
|t —x| <6

oldugunda;

lf@®) —fx)l<e (1.13)
(1.13) esitsizligi; x,t € [a,b] oldugundan f fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugu
icinx € [a,b], t & [a, b] oldugunda ise f fonksiyonu a ve b noktalarinda sirasiyla

soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in saglanir.

Her xela,b]; f(x) <M M > 0 igin

|t — x| lt —x| |t—x]|?
t—x|=>6= < <

|t — x| = Soldugunda ise (1.12) ve liggen esitsizliginden;

[t—x|?
52

IF@) = FO < IfFO1+ If ()] < 2M < 2M

olur. O halde;
|t — x| < §igin
If(0) = f)l <e
|t —x| =6
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icin

[t — x|?

If(®) = fCOl < 2M —;

elde edilir. Dolayisiyla V t € R ve xe€ [a, b] i¢in

|t — x|?

FO-fl<e+2M—sg;

(1.14)

dr. Simdi (1.9), (1.10) ve (1.11) kosullarim gergekleyen (L, ) lineer operator

dizisinin,
1im 1,(F) = fllcgasy = 0
esitligini sagladigini gostermelidir. (L,,) operatoriiniin lineerliginden;

I (f(); ) — fQOl = [La(F(£);0) = f(0) + Ln(f(x); %) — Ly (f (x); x|

= L, (f(©); %) = Ly (f (x);0) + Ly (f (x); %) — f ()
= L, (f(©) = f(x);2) + F )L, (1;x) — 1]

dir. Burada liggen esitsizligini kullanilarak;

L, (f(©); %) — FOOI < |Lp(f(©) — ;0] + [f (OlILn (1 %) — 1] (1.15)

elde edilir.(1.9)" den

ILnf () — fO)s x| < |Lp(If () — fCo)]; )

seklinde yazilir.Bu durumda (1.9)ve (1.12)' den dolay1 (1.15) esitsizligi;

ILn(f(©); ) — FOO| < L (If (®) — £ GOl %) + MLy, (1) — 1

olarak yazilabilir.(L,,)monoton artan oldugundan (1.14)'den;
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[t — x|?

52

Lo (f(©); %) — fFOOI < Ly ((8 +2M >;X> + ML, (1;x) — 1] (1.16)

elde edilir. Ote yandan (L,,) lineer pozitif oldugu dikkate almirsa;

|t — x|? |t —x|?
L, £+2MT ;x| =L,(x)+ L, | 2M 52 P X

M
=elL,(1;x)+ ZﬁLn(t2 — 2xt + x%;x)

M
=el,(1;x)+ Zﬁ{Ln(tz;x) —x2—x%2+2x? - 2x L, (t;x) + x%L,,(1; x)}

M
=elL,(1;x) + Zﬁ{Ln(tz;x) —x2+2x% —2x L,(t; x) + x%L,,(1; x) — x?}

= Ly (1) + 255 (L (1250 = 22) = 22y (520 = ) + 2Ly (1) — D}

elde edilir. Bu ifadenin (1.16) da yerine yazilmastyla;
|L,(f(t) — f(x);x)| < eL,,(1;x)
M
+2 55 {La(t%0) = 2%) = 22U (6 0) = 2) + x* (Ln(1;%) = 1) + MLy (1;0) = 11}
elde edilen bu ifade de (1.9), (1.10)ve(1.11) kosullarinin kullanilmasiyla;

|L,(f(t) = f(x);x)| < ¢ +£2% = £<1 +2%)

elde edilen bu ifadeyi her ¢’ > 0 i¢in
IL,(f(t);x) — f()| < &

saglanir.Yani

lm L (F) = Flictas = 0
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olur. Boylece ispat tamamlanmis olur( Hacisalihoglu ve Haciyev,1995).
Tanm 1.1.15

fla, b]araliginda tanimli bir fonksiyon ve x, € (a, b) olsun.

li f(x) = f(xo)
im ———

X—Xg X — Xg
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

f( 0)

Bu deger f'(x,) veya —="=ile gosterilir.
lyic_)xO f(xi f(fxo) all f'(xo)

dir ( Thomas,Finney, 1984).
Teorem 1.1.16

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve
f(a) = f(b)olsun.Bu durumda f'(c) = 0 olacak bicimde en az bir ¢ € (a, b)vardir(
Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Tanim 1.1.17

(a,b) c R araliginda(n + 1). mertebeden tirevlenebilen f:(a,b) > R

fonksiyonu ve bir x, € (a, b) noktasi verilmis olsun.Bu durumda

f'(xo) fn( fk 0)
0 = ) e S Z 0% (= )t

f(x) +

dir( Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

10
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Tanim 1.1.18

S.Bernstein' in 1912 yilinda bahsettigi Weierstrass yaklasim teoremi polinomu

asagidaki gibi tanimlanmustir.

0 < x < 1olmak tizere bu polinom

n

B,(f;x) = z f (S) (Z) X (1 = )k (1.17)

k=0
seklindedir(Bernstein,1912).

Burada
ny n!
(k) (n—k)'k!
dir.

(1.17) detanimlanan Bernstein operatorii igin;

B,(1;x) =1 (1.18)
B,(t;x) =x (1.19)
B,(t%x) = x? + x(lT—x) (1.20)

sartlar1 saglanir.
Tanim 1.1.19

[a, b]araliginda tanimli f fonksiyonu verilsin. [0, b — a] araliginda tanimli

w(0) = w(f,8) = {suplf(xz) — fQx)|:|x; — x1| < 6,%1,x;, € [a,b]}

11
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fonksiyonuna f" in stireklilik modilu denir ( Shevchuk, 1992).
Teorem 1.1.20

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

stirekli modlii

Dlimw(6) =0

2) 0<6; <bisew(dy) < w(d,)
3) w(8;+6,) < w(dy) +w(8,)
4) w®ns) <nw(d),nez*

5 If®) = fOl < w(f; 1t —xD

|t — x|

6) w(f;lt—xl)s<1+ _ >w(f;5)

ozelliklerini saglar(Altomare ve Campiti,1994).
Teorem 1.1.21 (Holder esitsizligi)
1 <p < ©wvegq, p’ nin eslenigi olsun. a,, a,, ...a, Ve by, b,, ... b, sayilari

1 1
2|akbk| S<2|ak|p> 2|bk|q
k=1 k=1 =1

p = q = 2 ise Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi denir.
Tanim 1.1.21 (Lipschitz sinifi fonksiyonlar):

0 < a < 1 olmak Uzere;

lf @) — FCOl < Mt — x|
sartin1 saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz smifi fonksiyonlar, M ye de Lipschitz

sabiti denir ve f € Lipy, (a)ile gosterilir.

12
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2. ONCEKI CALISMALAR

1912 yilinda Bernstein tarafindan x € [0,1]araliginda

=3 (5) ()1

k=0
seklinde  gosterilmistir. [0,1] araligi  lizerinde olan bir f  fonksiyonuna

yaklagilabilecegi ispatlanmustur.

1932 yilinda Voronswkaja tarafindan f € C%[—1,1]ve f, f’, f" fonksiyonlari

[0,1] araliginda sinirl1 ise;

—x(1—x)

2 fll(x)

lim n (B (f; ) — f(x)) =

esitsizliginin saglandig1 gosterilmistir.

1935 yilinda T. Popoviciu tarafindan w(f;§) ile f fonkisyonunun sireklilik

moduli gosterilmek tzere

fGO) = Ba(f; 0] < Coo ()

olduguna ispatlanmistir.

H.Bohman 1951 yilinda lineer pozitif operatdr dizisinin stirekli bir fonksiyona

yakmsakligini [0,1] araliginda incelemistir. Bohman'm tanimladigi operator soyledir.

n
Ln(f; X) = Z f(ak,n) Pk,nl Pk,n = 0
k=0

Olarak tanimlanmistir. 1912 yilindan giiniimiize kadar Bernstein polinomunu bir ¢ok
genellesmesi tanimlanmig ve yaklagim o6zellikleri incelenmistir. Schurer tarafindan

1962 yilinda

Lpmp:C[0,p+1] > C[0,1lm € N ve f € C[0,p + 1]

13
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Ly (F3 ) = mzw f (%) (m: p) GO(L — )™k x € [0.1]
k=0

1969 yilinda Stancu tarafindan «,

0<a<§p

kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak iizere,

Snaep (f %) = Z £ () (1) -

= n+p

seklinde tanimlanan S, ,4:C[0,1] - C[0,1] Bernstein-Stancu  polinomudur.
Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin [0,1] arahiginda 0 < a < f kosulunu saglayan
her a, S reel say1 igin f siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yaklastigini gostermistir.
1ZGI danismaliginda 2011 yilinda Aysegiil Cilo'nun 2012 yilinda bitirdigi yiiksek
lisans tezinde ¢alistig1 operatdr Schurer tipinde modifiye edilmistir.

Cilo'nun caligtig1 bu operator asagidaki sekildedir.
10 2k
. - k _ \n—k _ .
Cn(f.x)—znkéo(k)(1+x) (1-x) f(—n 1), 1<x<1

bu calismamizda agagidaki operatorii inceleyecegiz.

x €[-1,1]ve 0 < a < B olsun.

6 () = 7z Zp ("7 P)a+0ra-mrreg (anﬂ% -1)
k=0

seklinde tanimlanmistir

14
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3.MATERYAL ve YONTEM

3.1 Materyal

Bu calismada akademik kitaplar, internet ve makaleler Uzerinden yapilan

arastirmalardan faydalanilmistir.

3.2 Yontem

Bernstein-Stancu-Schurer ile ilgili g¢alismalar incelenmis ve G, (f;x)
operatorii diger operatorlerle karsilastirilmigtir. Elde edilen ¢aligmanin sonucunda
grafik ve niimerik tablosu olusturulmustur.

Bu calismada elde edilen grafikler ve niimerik degerler hesaplanirken

bilgisayar programi Maple kullanilmistir.

15



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ismail GUMER

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bélimde tanimlamis oldugumuz G, (f; x) operatériin lineer pozitif oldugu
veKorovkin teoremi sartlarini sagladigi gosterilmistir.Ayrica G, (f; x) operatdrinin
merkezi momentleri, yaklagim hizi ve asimptotik yaklasim hesaplanmistur.

Tanim 4.1

Farz edelimki x € [-1,1] ve 0 < a < B olsun.

k=0

olacak  bigimde tammli  linecer  pozitif  operatore G, (f; x)operatori

denir. G, (f; x) operatoriiniin lineer ve pozitif bir operator oldugunu gosterelim.
Lineerlik:

Her f,g € [-1,1] ve her a, b € R i¢in,

Go ((af (O + bg(D)); x)

n+p

= ;Z) ("7 P)a+ora- o (2 % -1)
T 2 ("7 P) @+ 04 - 0w og) (2 nkﬂ% -1)
b :Z: ("7 P) a0k - (znkﬂ% -1)

= aG,(f(t); x) + bG, (g(t); x)

16
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olur. O halde G,,(f;x) lineer operatérdir.
Pozitiflik:
k,n € N icinve x € [-1,1] i¢in

1 m+p
2n+P< k

) (14 x)k(1 —x)™P~k >0

Oldugunda f >0 ise G,(f;x)=0 olur. O halde G,(f;x) lineer pozitif bir
operatorddr.

Lemma4.1.1

Her x € [-1,1] icin(4.1)’de tanimladigimiz operator asagidaki sonuglari
saglar.

i) G,(1;x) =1

B 2a-p
BT R T

(1+28)m+p)+p> , 2Qa-pF)(n+p)

i,) G,(t;x) =x

W) G50 =TT T A + B
n+p+ (B —2a)?
(n+p+p)>
. 5.0 _ .3 3A+PM+p)°+BF-2)(n+p)+B°
i,) G,(t%x)=x CETFYOE X

=38 —2a)(n+p)*-3Qa—-p)(n+p) ,
+ X
(n+p+p)?°

3(n+p)?—(2-3p%+12aB)(n+p)
+ X
(n+p+p)3

6(n+p)?p +3Qa—p —4a?)(n+p) — 12a?p + 6ap? — B3
+
(n+p+p)>

23=28)(n+p)+ (11 +6B%)(n+p)?
(n+p+p)*

I5) G,(t%x) =x*— (

17
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2B+ 28)(n+p) + ﬁ‘*) .
+ X

(n+p+p)*

—4p((n+p)*—3(n+p)+2)n
+ X
(n+p+p)*

(6(1 —4a)(n+p)3+ 227 — 12ap + 3B%)(n + p)?
+
(n+p+p)*

_j6—%w+ﬁﬂm+p)x2
(n+p+p)*

(12(1 —2a)(n+p)3+4Q22—-12a%—-6B)(n+ p)?
+
(n+p+p)*

4(12 = 2B + 12a%B — 6aB? + B3 (n +p)
B (n+p+p)* )x

—8(n + p)3a + (23 — 24ap — 24a?)(n + p)?
+
(n+p+p)*

y 23+ 16a3 + 12apf — 3B%)(n+ p)

(n+p+p)*
—32a3B + 24a*B? — 8ap3 + p*
(n+p+p)*
Ispat :
iy)

6.(Lx) = — Ezcﬁm)m+xym—xWW*1

- n+
(1+x+1—x)ktntp-k = Z < I p) (1 +x)*(1 —x)™+Pk

k=0
n+p
n+
ntp — Z < " p) (1 + x)"(l — x)n+p—k
k=0

1

pr 2P = 1 elde edilir.

Gn(l; x) =

18



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ismail GUMER

iz)
1 - n+p _ (k+ a)
G.(t:x) = 2n+P;( . )(1+x)k(1—x)n+p k(zm—1>
_ 2 r§<n+p)(1+x)k(1_x)n+p_km_
2P L\ k (n+p+p)
_ 2 ni(””) (14 01— kK
2P L\ k (n+p+p)
L
(n+p+p)
2n+d)  ~ln+ p\ 4K _
:2”+p(n+p+ﬁ)k=1< ¢ Jaap Ot
. Ll M
(n+p+p)
:—(n(:;i)ﬁ)(1+x)+(71Jrzlﬂ—a+ﬁ)_1
Gn (%) :x_(n+§+ﬁ)x+(n2fp_+ﬁﬁ)
i3)
1 = n+p _ (k + ) ’
G.(t2x) = 2”+pkz=o< ) )(1+x)k(1—x)n+p k(zm—1>
:irlf(nw)(l+x)k(1_x)n+p_kﬂ
2P L\ k (n+p+ p)?
_ §<n+p)(1+x)k(1—x)”+p_km+1
2P L\ k (n+p+p)

19
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n+p

4(n +p) n+p B D=k
Tﬁﬂn+p+ﬁ)k1<k )ﬂ+ﬂg(1 x) n+p
ta +1
(n+p+p)
4 - n+p k2
— k _ n+p—-k
2n+pkzo( ) e
3 n+p + "
_0[ nTp k _ n+p—k
+2n+pkz_0< k )(1+x) (1 x) —(n+p+ﬁ)2

N 4a® _ 2(n+p) L) — 4a 1
(n+p+ p)? (n+p+ﬂ)( *) n+p+p)

n+p
4 n+p el k(k—1)+k
=g ) () )aroa- o e
4a(n +p) 4a? 2(n+p)
+(n+p+ﬁ)2(1+x)+(n+p+ﬁ)2 _(n+p+ﬁ)(1+x)
4a 1
TN
_ (n+p)n+p-1) ,  2(n+p)
= T rprpr T g Ot
4a(n + p) 4q?
(n+p+ﬁ)2(1+x)+(n+p+ﬁ)2
2(n+p) 4a

TS T R CET T R

G(tz-x)=x2—(1+2ﬁ)(n+p)+ﬁ2x2 2Q2a — B)(n+p)
o (n+p+p)? (n+p +p)?

n+p+ (B —2a)?
(n+p+p)?

20
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iy
) 1 al4 n+p _ (k +a) 3
Ga(t%%) = 2”+ka=0< L) ok - k(zm—1>
8 < n+p . (k+a)?
:2n+pkz=0< k )(1+x)k(1—x)”+p km
12 n+p (k4 a)?
R WA vy
6 oy n+p . (k+a)
+2n+pz< k )(1+x)k(1_x)n+pkm_

k=0

n+p
= S (M EP) (4 e - e (Y S Sk o)
VP LNk (n+p+p)3
12 (k2 + 2ka + a?)
n+p + 2ka + «a
— 1 k 1— n+p—k
2n+pkzzo< k )( 2 =x) (n+p+p)?
6 Tl+p k
n+p
1 k 1— n+p—-k
+2n+pkz=0< k )( +x)%( x) (n+p+ﬁ)
+ ba 1
(n+p+p)
8 Tl+p
n+p k n+p-k 1,3
Sp— 3Z< )(1+x) (1 — )Pk
2" P(n+p+p) i\ k
24 Tl+p
a n+p
+ Y (") arnra-omet e
n+p 3
2 P(n+p+ ) o k
n+p

N 24a?
2MP(n+p+ B)3

k

k=0

N 8a3
n+p+p)3

21
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12 Tl+p
_ n+ p k _ n+p-k 1,2
2n+p(n+p+ﬁ)2kz0< k )(1+x) 1= k
24 Tl+p
_ a n+ p k _ n+p—-k
2n+p(n+p+ﬁ)2kz0< k )(1+x) (1 =x) k
12a?
(n+p+p)?
n+p

6 n+p -
+2n+P(n+P+ﬁ)kz=O< k )(Hx)k(l_x) Pk

g 62
(n+p+p)
n+p
_ 8 n+p ey
_2n+p(n+p+ﬁ)3kZO< k )(Hx)k(l_x) v

x(k(k — 1)(k — 2) + 3k? — 2k)

6a(n+p)(n+p—1) , . 12a*(n+p)
mrp+p? O T e

N 8a3 _3(m+p)(n+p-1)
(n+p+p)> (n+p+p)?

(1+x)

(1+x)?

12a(n +p) 12a? 3(n+p)
"t O Taaprpr Tarpep Y

o 6
(n+p+p)

= zf+p ,Z: (" . P) @+ 20k = e k((i; - ;)ikﬁ—)f)
6(n(:?;n++ﬁp)3_ 2 (1+x)? + %(1 + x)

ot D + EEIDEIE D gy
gjig—”:[gﬂm rx) 4 %

22
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e e =y (R
12a? 3(n+p) ba
Torp B T T T e !
_(n+ p)(rz:f;:)ﬁ(g“ P72 (1 4y
B2 (1 4+ B (1)
SR G+ 0¥ g
e e LA
6a

torpep |

_ 2 30D p?+GE - D +p) +F°

(n+p+p)3
—3(8 - 20)(n + p)? —3Qa — P +p)
+ X
(n+p+p)3
—3(n+p)?*+2-3B%+12aB)(n+p)
+ X
(n+p+p)3

6(n+p)*p +3QRa—p —4a*)(n+p) — 12a*p + 6ap? — B3
+
(n+p+p)>

_3(1+ﬁxn+py%f6ﬁ2—ZXn+p)+ﬁ3x3

Gn(t%50) = x° (n+p+p)°

—3(8 —2a)(n+p)2 —3Q2a— P +p) ,
+ X
n+p+p)3

23
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—3(n+p)?+2-3B%+12aB)(n+p)
+ X
(n+p+p)3

6(n+p)’B+3Qa—p —4a*)(n+p)—12a*B + 6aB* — B3
+
(n+p+p)°

a1 n+p S (k+a) !
G,(t%x) = 2n+sz=0< I )(1+x)k(1—x) p k(z—(n+p+ﬁ) )
n+p
_ 16 n+p e et a)?
_2n+pkz=0< k )(1+x)k(1_x) P k(n+p+ﬁ)4
5y TP n+p (1 + K(1 — x)reo—k (k + a)?
_2m¢;;< k ) V. (n+p+p)>
- n+p (1 + )K(1 — x)neo—t (k + a)?
+zn+pk2=0< O ey
B 8 nzﬂ)<n+}9)(1+ )e(1 — )n+p—RM+1
2P L\ k = * n+p+p)
— 16 §<n+p)(1+x)k(1_x)n+p—k
_2n+pk=o k
(k* + 4k3a + 6k2a? + 4ka® + a*)
Xl (n+p+p)* l
n+p
32 n+p ntp—
—2n+pk=0( 2P a0k -

(k3 + 3k?a + 3ka? + a3)
: (n+p+p)3

n+p

24 n+p cep_p K2+ 2ka + a?)
N G [ R Tk

k=0

4(n + p) 8a

Ry A CEr Ey O R

24
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n+p

_ 16 n+p - k*
_2n+pkz=0< k )(1+x)k(1_x) pk(n+p+ﬁ)4

Ba(n+p)n+p—-1)(n+p—2) 3
" (n+p+p)* (142

24a?(n+p)(n+p—1) .
(n+p+p)* (

5 32a3(n +p)
X) + m (1 + X)
16a*

N _4(n+p)(n+p—1)(n+p—2)
(n+p+p)*

(n+p+p)3 (14207

B 24a(n+p)(n+p—1)

1+ Z_M 1+
(n+p+p)3° 1+ (n+p+ﬁ)3( *)
32.a3

6(n+p)n+p-1) 5
Trp+pP T mrprpz Y

24a(n +p)

2407 4(n+p)
—(n+p+ﬁ)2(1+x) +

tptpE  GiprptH

8a L
TrpA B

n+p

— 16 n+p k n+p+-k
=g ) ()@

k=0

lk(k — 1) (k—2)(k—3) + 6k®—11k* + 6k
X

(n+p+p)*
N Ba(n+p)n+p—-—1)(n+p—2)

(n+p+p)* (1+x)°

N 24a’(n+p)(n+p—1)
(n+p+p)*

,  32a%(n+p)
A CETEY L
16a*

N _4(n+p)(n+p—1)(n+p—2)
(n+p+p)*

(n+p+p)3 (14207

B 24a(n+p)(n+p—1)

, 48a*(n+p)
(n+p+p)3 (1+2)

T rprprtY

32.a8 6(n+p)n+p—-1) 5
NCETETOE CETTYO

25
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24a(n + p) 2407 4(n+ p)
(n+p+ﬁ)2(1+x)+(n+p+ﬁ)2_ (n+p+ﬁ)(1+x)
___ 8
n+p+p)
n+p
. DYl
k=0

k(k — 1) (k —2)(k — 3)
Xl (n+p+p)*

+96(n+p)(n+p—1)(n+p—2)

(n+p+p)* Y 4
N 8a(n+P)EZiZ;;))E"+p _2)(1 +x)3
24%(&1?2&"55 —U (1+x)%+ ?jiﬁ—njﬁgz(l +x)
 24a(n+p)(n+p-1) 48a*(n + p)

(n+p+p)3 (147 _(n+p+ﬁ)3(1+x)

32.a8 6(n+p)(n+p—-1)

TGrprBE T T iprpr Y
24a(n + p) 2407 4(n+p)
(n+p+ﬁ)2(1+x)+(n+p+ﬁ)2_ (n+p+ﬁ)(1+x)
8a
NCET TN

:(n+p)(n+p—1)(n+p—2)

(n+p+p)* (1 +x)°

+96(n+p)(n+p—1)(n+p—2)
(n+p+p)*

(1+x)3
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B 44n+p)(n+p—-1)
(n+p+p)*

48(n + p)
01+p-FﬂV(1+x)

1+x)?+

N Ba(n+p)n+p—-—1)(n+p—2)

(n+p+p)* (1+2)

240?(n+p)(n+p—1) ,  32a®(n+p)
S T N CE T Ty i

N 16a*
n+p+p)*

B 4dn+p)n+p—-1n+p-2)

(n+p+p)3 (1+2)

B 24a(n+p)(n+p—1)
(n+p+p)3

B 48a%(n + p)
(n+p+p)3

(1 + x)? (1+x)

b 32.a3 N 6(n+p)(n+p—1)
(n+p+p)3 (n+p+p)?

(1 + x)?

24a(n + p) 2407 4(n+ p)
rp 20t Y aapepr Grprp Y

8a 1
TrpAp

. (2(3—2ﬁ)(n+p)3 + (—11+ 6B%)(n + p)?
x —
(n+p+p)*

2B +2)(n+p) +B*\ ,
* (n+p+p)* )x

—4p((n+p)?=3m+p)+2)(n+p) ,
+ X
n+p+p)*

(6(1 —4a)(n+p)3+ 227 —12ap + 3B%)(n + p)?
+
(n+p+p)*

_j6—%w+ﬁﬂm+p)x2
(n+p+p)*
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(12(1 —2a)(n+p)3+422—-12a%—-6B)(n+ p)?
+
(n+p+p)*

4(12 — 2B + 12a%B — 6aB? + B3)(n + p)
B (n+p+p)* )x

—8(n +p)*a + (23 — 24ap — 24a*)(n + p)?
+
(n+p+p)*

B 23+ 16a3 + 12apf — 38%)(n+ p)
(n+p+p)*

N —32a3pB + 24a%p? — 8apf® + p*
(n+p+p)*

23 -2B8)(n+p)2+ (11 +6B%)(n+ p)?
(n+p+p)*

4 2B+ 283(n+p) + ﬁ‘*) £

(n+p+p)*

N —4B(n+p)?—3(n+p)+2)n

(n+p+p)*

G,(tHhx) =x*— <

3

(6(1 —4a)(n+p)3+ 227 — 12aB + 3B2%)(n + p)?
+
(n+p+p)*

_j6—%w+ﬁﬂm+p)x2
(n+p+p)*

(12(1 —2a)(n+p)3+4Q22—-12a%2—-6B)(n+ p)?
+
(n+p+p)*

4(12 — 2B + 12a%B — 6aB? + B3)(n + p)
B (n+p+p)* )x

—8(n + p)a + (23 — 24ap — 24a?)(n + p)?
+
(n+p+p)*
B 23+ 16a3 + 12apf — 38%)(n+ p)
(n+p+p)*

N —32a3pB + 24a%p? — 8apf® + p*
(n+p+p)*
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Teorem4.1.1

f € C[—1,1] ve f biitiin reel eksende sinirli olsun o zaman;

rlli_I}c}O”an — fllgg=1,1 =0
dir.
Ispat :

Korovkin teoreminden yararlanilarak n — oo igin

G, (1;x) = 1
G,(t;x) 3 x

G, (t?%x) 3 x2
oldugunu gosterip ispat1 tamamlamis oluruz
rli_{{.lo”Gnl - 1||(:[—1,1] =0

oldugu goriiniiyor. Buldugumuz sonuglar1 yerine yazarsak

X — p X+ 2a-F —x|
m+p+p)” (+p+p)
B 2a-B | 2a
_(n+p+ﬁ)x+(n+p+ﬁ) _|(n+p+ﬁ)|

NGnt — xllcj=1,1) = _max,

max
—-1<x<1

I | 2a | 0
— | >
Rt n+p+p)

(1+28)(n+p)+ 5
(+p+p?

—1<x<1

1Gat? = x?llggs 1y = max [ -

2Qa —B)(n+p) n+p+ (B —2a)?
m++p+ B2 | (+p+p)?

|
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B —4((n +p+a)p — az)
Bl (n+p+p)?

—4((n+p+a)p—a?)

(n+p+ p)? =0

lim||G,t? — x2|[¢j=1,1; = lim ‘
n—-oo ’ n—oo

Lemma 4.1.2
G,((t —x)™;x),m=0,1,2,... olmak Uzere
) G((t—x)%x)=1

B 2a-p
N N CETET)

) Gu((t—x)5x) =

—n—p+p> ,  2p?—4ap n+p+ (B —2a)?

) G =50 = G T Y P 2T it p ¥ B

(2+38)(n+p)—B°

Ll-) Gn((t_x)3;x) = (n+p +ﬁ)3

—3(n+p)?*B —3QRa—L)(n+p)+6a’p>—p> |
+ X
(n+p+p)3

N ((—2 —6af —3B —12a*)(n +p)
(n+p+p)3

—3p3% + 6aB? — 12a?p
" (n+p+p)> )x

6(n+p)’p+3Qa—pL—4a®)(n+p)
+
(n+p+p)3
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—12a%p + 6ap? — B3
(n+p+p)3

3(n+p)’ —2B+48 =30+ p) +4* ,
(n+p+p)*

Is) Gu((t—0)%x) =

. (—8a(n +p)3 + 24(n+ p)?
(n+p+p)*

-Mﬁwa—sﬁ—ZXn+p}—&w3+M¢>3
+ X
(n+p+p)*

N (—24a(n +p)3 +2(3B1+3a®)n*+ 428 — 9 + 3a?B)(n+ p)
(n+p+p)*

6B* — 24apB® + 6a2ﬁ2> 5
(n+p+p)*

<—12(ﬁ +2a)(n+p)3 + 422 -38 — 6a—6L%)(n+p)?
+
(n+p+p)*

_4(12 - 2B + 6ap — 3B* — 12a*B) (n + p)
(n+p+p)*

48a?p? — 24af® + 4ﬁ4>
(n+p+p)*
N —8n3a — (23 — 24ap — 24a?)(n + p)?
(n+p+p)*

+_—2(16a34-12aﬁ-—3ﬁ2)01+-p)
(n+p+p)*

4_24a2ﬁ2——8aﬁ3—-32a3ﬁ+ﬁ4
(n+p+p)*

Ispat :

) G ((t—2%x) =G, (1;x)=1
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) Gu((t — )Y %)=G, (& x)+Gr (—x; %)
= G,(t;x) — xG,(1; x)

_ p 2 —f
B T ET)

I3) G,((t—x)%x) = Gy ((t% — 2xt + x?);x)
= G,(t%x) — 2xG,(t; x)+x%G,(1; x)

, (@+2p)(n+p)+p° w2 4 22a—p)n+p)
(n+p+p)? (n+p+p)?

n+p+ (B —2a)?

(n+p+p)3
p 20— 5
_ﬁxQ_Tn+p+ﬁfHYn+p+ﬁQ+x

_ —n—p+p* _ 2B*—4ap n+ (B — 2a)?
T rptBp T rp+BE T (ntp+p)?
i) Go((t—x)%x) = Gn((t® — 3x2t + 3xt? + t3); x)

= G, (t3;x) — 3xG,(t%; x) + 3x2G,(t; x) — x3G,,(1;x)

, 3+ m+p)+BpE-2)n+p)+p3
X — X
(n+p+p)3

6(1—n—p)(n+p)+3af ,
" (n+p+p)3 g

—-3B+4a)(n+p)*+3Q2+p%—4aB)(n+p)
+ X
(n+p+p)3

6(a—1D)(n+p)?+R2-38—-12a®>)(n+p)
+
(n+p+p)3
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—12a%p + 6ap? — p3
(n+p+p)3

L (xz @420+ p) + 52,
(n+p+p)?

2Q2a — B)n n+ (B - 2a)2>
m+p+p2  (ntp+p)?

2 p 2¢ —p 3
_Bx<x_m+p+ﬁfHYn+p+m)_x
_Q+3p)m+p) =B ,

(n+p+p)3

-3 +p)?*B —3QRa—L)(n+p)+6a’p>—p> |
+ X
(n+p+p)3

y ((—2 —6af — 3B —12a?)(n +p)
(n+p+p)3

—3B3% + 6aB? — 12a?p
¥ (n+p+p)> )x

6(n+p)?B+3Q2a—p—4a?)(n+p)
+
(n+p+p)3

—12a%p + 6ap? — p3
(n+p+p)3

I5) G ((t—x)%x) = Gn((t* — 4t3x + 6t2x2 — 4tx® + x*); x)
= G, (t*x) — 4xG,(t3 x)

+6x2G, (t% x) — 4x3G, (t; x) + x*G,(1; x)

- (—2(3 +28)(n +p)?
¥ (n+p+p)*
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mrqw%m+pﬁ—26+2WXn+m—ﬁv 4
+ X
(n+p+p)*

—4(n+p)?+12(n+p)’B-8(n+p)f .
+ X

(n+p+p)*
(6(1 —4a)(n+p)3+ 227 —12ap + 38%)(n + p)?
+
(n+p+p)*

_+—6(1+1F)01+p)>x2
n+p+p)*

(12(ﬁ —2a)(n+p)®+8(11-3p8 —6a?)(n+p)?
+
(n+p+p)*

4(12 = 2B + 12a2B — 6aB? + B3)(n + p)
Bl (n+p+p)* )x

4(n+p)3p — (25 + 24a + 24af + 24a*)(n + p)?
+
(n+p+p)*

N 237 + 24a + 3B*)(n +p)

(n+p+p)*

—8a(n+ p)3 + (23 — 24a? — 24apf)(n + p)?

+
(n+p+p)*

—6(3 + 16a3® + 12ap — 3aB*)n — 32a3 + 24a?p?

+
(n+p+p)*
—8ap3 + p*
(n+p+p)*
<3 31+ (n+p)*+Bp*=2D(n+p) +5°
—4x | x> — X
(n+p+p)3

3QRa-B)(n+p)?+3(B-2a)(n+p) ,
+ X
(n+p+p)3
3(n+p)?2+ (Bp%2—12af —2)(n+p)

* (n+p+p)3

6(n+p)2B+3Qa—p —4a®)(n+p)—12a%p + 6ap* — B3
+
(n+p+p)3
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_@+2)(n+p)+ %,
(n+p+p)?

+ 6x? (xz

2(2a—ﬁ)(n+p)x+n+P+(ﬁ—2a)2>
(n+p+p)? (n+p+p)?

B 2 —f 4
_Yn+p+ﬁfﬂfn+p+ﬁﬁ+x

— 4x3 (x

:3(n+p)2—2(3+4ﬁ—E’>ﬁ2)(n+p)+ﬁ4x4
(n+p+p)*

. (—8a(n +p)3 + 24(n+ p)?
(n+p+p)*

zwwa—sﬁ—DOHﬂﬂ—8wﬁ+4ﬁ>3
+ X
(n+p+p)*

—24a(n+p)3 +2(31 +3a?)(n + p)?
( (n+p+p)*

428 —9 + 3a?B)(n+p) + 68* — 24apB® + 6a2,82> 5
+ X
(n+p+p)*

(—12(ﬁ +2a)(n+p)3+4(22—-38—6a—6B%)(n+ p)?
+
(n+p+p)*

_ 4(12 - 28 + 6ap — 3% — 12a*B) (n + p)

(n+p+p)*
48a?p? — 24af® + 4ﬁ4>
(n+p+p)*

—8(n + p)*a — (23 — 24ap — 24a?)(n + p)?
+
(n+p+p)*

+_—2(16a34-12aﬁ-—3ﬁ2)01+-p)
(n+p+p)*

4_24a2ﬁ2——8aﬁ3—-32a3ﬁ+ﬁ4
(n+p+p)*

3(n+p)?+ p%(n+p) +ﬁ4x4

(n+p +B)G(t - )% ) < ( CETFYOE
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+24(n + p)? + 24aB(n +p) + 4B* |
+ X
(n+p+p)3
(+2(31+—3a%(n4—py
(n+p+p)3

428 + 3a?B)(n+p) + 68* + 6a2ﬁ2> 5
+ X
(n+p+p)°

(88(n—kp)24-4(2ﬁ'F3ﬁ24‘12a23)01+lﬂ
+
(n+p+p)3

48a?%p? + 4ﬁ4> (24ap + 24a?)(n + p)?
(n+p+p)> (n+p+p)>

N 6B%(n +p) + 24a?p? + p*
(n+p+p)3

Burada lim (n + p + B) G, ((t — x)*; x)= 0 oldugu goriiliir.
n—0o

Teorem 4.1.3

fec[—-1,1]veherx € [-1,1]icin [f(x)| <M

Ise bu durumda
. n+p+4p2
|G (f5x) — QO] < 2w (f, /m)

1Gn(f; %) = FOOI < 16 (f5 %) = f () G (1; %)

Ispat

< G (f(); %) — G (f (x); )]

IA

G (f(£) = f(x); )]

IA

G (1f(®) = FCO; )

1Ga(Fi2) = FGOI < G, (1 + 't;x'>

w(f, 8) streklilik modiiliiniin 6zelligi kullanirsak
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< (Gn(l;x) +%Gn(|t - xI;x))w(f, 5)

Cauchy-Schwartz esitsizliginden

< (1437 2%50) w0

IA

s rpipr Tarpep T mrprp2
5= /%kabuledersek
162 (i) — f)] < 20| £; /%

Teorem 4.1.3

1\[—n—p+ﬁ2 , . 2B*—4ap n+p+ (B —2a)?

IA

f € C?[-1,1] ve f,f’, f" fonksiyonlar1 [—1,1] araliginda smirh ise butakdirde

1—x?
00

lim (n +p +B) (Gu(f;2) = f(0) = (=Bx + 20— f'(0) +

esitligi saglanir.
Ispat:
f fonksiyonununx noktasindaki Taylor agilimi;
1 ! 1 " 2 2
f@& =f0) + 3/ —x) + o f1(0)(E = x)* + (¢ —2)*u(6 %)
dir.

1 1
(t — )2u(t; %) = (£ — x)? <§f”’(x)(t =)+ A -0+ )
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Gn(f; %) = f(x) = G, (f (£); x) — G, (1; ) f ()
= Gp((f;2) — f(x); x)

1
= Gu((t=ix)f () +5 Gul( = 2% () +

+G, (¢ = x)?p(t — x); x)

_ p 20—
_<_(n+p+ﬁ)x+(n+p+ﬁ)

)@

1 —n+p? , 2p°—4af  n+(B-200%
+5<(n+p+ﬁ)2x Tatprprt T (n+p+ﬁ)2>f ()

+ G ((t —2)?p(t — x); x)
esitligin her iki tarafint n + p + B carpilirsa
(n+p+B)(Ga(f;%) = fF(X)) = (—Bx + 2a — B)f'(x)

1(-n—p+p* , 2B°—4ap
+§<(n+p+ﬁ)x Tt

n+p+ (B —2a)?
(n+p+p)

>fll (x)
+(n+p + )G, ((t — )t — x); %)
limp(t—x)=0
t-x
oldugundan p fonksiyonu simnirhidir.

(n+p+ B) G ((t — x)?u(t — x);x)

<V +p+ )G ((t — )5 x)y (n+p + B) Gy (u(t — x)% x)
dir.
Burada lemma 4.1.2 deki ispat (n + p + B)G,,((t — x)*; x)= 0 oldugu gosterilmistir.
Boylece istenilen sonug elde edilmistir:

1 —x?
2

lim (n+p + B) (Gu(f;0) = F(0)) = (=px + 2a = B2f' () + ——f" (%)
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Teorem

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa, bu takdirde

n+p+4ﬁ2>a/2
(n+p+p)?

G (f; %) — fFOlg-1,11 < M(
Ispat:
G,(1;x) = 1 oldugundan ve bu operatériin lineerliginden
G (f52) — fCO] = 1Gn(f5 %) — F ()G (15 2]
=[G, (f; %) — G (f (x); %)
< |G, (f(t) — f(x); x)|dur.
f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan
|f(t) — f(x)| < M|t — x|*dir. Bu durumda
G, (f5; %) = fFOO)] < (GuMIt — x]% x)
Holder esitsizliginden

< MG, ((t —x)?;x)%/2.G,(1; x)*/?

=MG,((t — x)% x)*/?

= M(_n_—pwz 2 4 26 — 4afs n+p+(ﬁ—2a)2>a/2
< (n+p+ﬁ)2x (n+P+ﬁ)2x e

n+p+ 4p2 a/2
= M((n+p+ﬁ)2>

olarak bulunur.
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_ £
g —- GJ‘?

Sekil 4.1.n=20p = 2,a =1, = 1,2i¢in Gn(f; X )operatérinin
f(x) = (5 + x?) sin(1 + x2) fonksiyonuna yaklasim grafigi.

Sekil4.2. n=50p =2, =1, =1,2i¢in Gn(f; x)operatijri]ni]n
f(x) = (5 + x?) sin(1 + x2)fonksiyonuna yaklasim grafigi.
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Sekil 4.3. n=75p = 2,a = 1,8 = 1,2 igin G,,(f; x) operatoriiniin
f(x) = (5 + x?)sin(1 + x2)fonksiyonuna yaklasim grafigi.

Sekil 4.4. G, (f; x)operatoriinin f(x) = (5 + x2) sin(1 + x?) fonksiyonuna yaklasim grafigi

41



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ismail GUMER

Cizelge 4.1. Farkh n ve x degerleri igin Gn(f; X )operatérinin f(x) = (5 + x2) sin(1 + x2)
fonksiyonuna yaklagimi igin hesaplanan niimerik degerler tablosu

n X -0,5 0,2 0,5 0,8 0,9 0,95

20| 0.838180 | 0.779184 | 0.683269 | 0.378303 | 0.176704 | 0.002638

50| 0.518194 | 0.511859 | 0.416449 | 0.208656 | 0.080094 | 0.008515

75| 0.386961 | 0.391106 | 0.311114 | 0.150975| 0.150975 | 0.007424

150 | 0.218109 | 0.226941 | 0.175947 | 0.082264 | 0.027688 | 0.004749

500 | 0.071418 | 0.076196 | 0.057889 | 0.026273 | 0.008365 | 0.001676

900 | 0.040356 | 0.043285 | 0.032751 | 0.014774 | 0.004651 | 0.000960
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5.SONUCLAR ve ONERILER
5.1. Sonuglar
Bu ¢alismada operatoriiniin her f,g € [—1,1] ve her a, b € R igin,

G, ((af(t) + bg(t));x) lineerlik ve k,n € N icin ve x € [—1,1] icin

1 m+p
ik

)(1 + x)(1 = x)™Pk >0

oldugundan f >0 ise G,(f;x) =0 olur. Buna gore G,(f;x) lineer pozitif bir

operatorii gosterilmistir. f € C[—1,1] ve f biitiin reel eksende sinirli olsun o zaman;
rlli_I}c}o”an — fllgg=1,1 =0

Korovkin sartlar1 ispatlanmustir.G, ((t — x)™; x)m= 0,1,2..... olmak (izere merkezi

momentleri hesaplanmustir. f € C[—1,1] ve her x € [-1,1] i¢in |f(x)| < M

|G, (f;x) — f()| < 20| f, %

siireklilik modiilii  hesaplanmistir. f € C%[—1,1]ve f, f', f" fonksiyonlari[—1,1]

ise bu durumda

araliginda sinirli ise bu, takdirde

1—x?
e

lim G+ p + ) (Gu(F5 0 = F()) = (=P +2a = Ff' () +
esitligi saglanir.f fonksiyonu Lipschitz kosulu

n+p+4ﬁ2>a/2

G, (f;x) — f(x)”c[—m] =M (m

hesaplanmuigtir.
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5.2. Oneriler

Calismamizda kullandigimiz operatér, a,p ve b degerleri arasindaki fark
arttikcaSchurer-Stancu operatorii daha giizel yaklagsmaktadir. a, p veb degerleri farki
az olursa Schurer-Stancu operatoriile operatoriimiiz denk olmaktadir.Daha giizel
yaklagim elde etmek i¢in a, p ve b degerlerini degistirerek incelemek gerekir.
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