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ONSOZ

Bu calismada , giinliik hayatimizin hemen her aninda karsilastigimiz kuyruk sistemleri
matematiksel olarak incelenmistir. Kuyruk sistemleri genelde rastsal olarak isledigi i¢in
oncelikle Stokastik Siirecler ve Markov Zincirleri incelenmis daha sonra kuyruk
sistemlerinden sekiz tane modelin performans Olciitleri Olasilik Teorisi metotlart ile
bulunmustur. Ayrica bulunan bu performans 0lgiitleri i¢in Java programlama dili ile bir
uygulama gelistirilmistir.
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OZET

Glinliik yasamimizda, kuyrukta bekleyen insanlar ve araglar ile her zaman karsilasiriz.
Bunlar arasinda macga gitmek icin giseden bilet almak isteyen sporseverlerin olugturdugu bilet
kuyrugunu, hastanelerdeki hasta kuyrugunu, bankalarda paralarini almak i¢in siraya girip
bekleyen emekli memurlarin ve biiylik magazalarda kasiyere ddemede bulunmak i¢in sira
bekleyen miisteriler kuyrugunu sayabiliriz. S6zli edilen bu kuyruklarin olusumundaki tek
neden hizmet igin gelen miisteri istemlerinin aninda karsilanamamasidir. Boylece kuyruk,
sinirlt bir hizmet nedeniyle geciken bir bekleme dizisi (hatt1) durumudur.

Bu calismada, karsilastigimiz bu tiir kuyruklarin matematiksel olarak modellenmesi ve
performans 6lgiitlerinin bulunmasi amaglanmistir. Oncelilikle Kuyruk Teorisi’nin temelini
olusturan Stokastik Siiregler ve bu konunun 6zel bir hali olan Markov Siiregleri, Poisson
Siirecleri ve Dogum-Oliim Siiregleri incelenmistir. Bu inceleme sonucunda elde ettigimiz
sonuclarla Kuyruk Teorisi’ne ait yedi tane model incelenerek model performans olgiitleri
bulunmugtur. Elbette bu modellerden elde ettigimiz sonuglar yilizde yiiz bir ger¢ekligi ortaya
koymaz. Ciinkii kuyruk teorisi temelde Olasilik Teorisine dayandigi i¢in sadece tahminsel azi
sonuglar elde edebiliriz. Ancak uygulamada uzun bir siire sistemimizi analiz edersek teori ile

pratikte elde ettigimiz sonuglarin birbirleri ile cok uyum i¢inde oldugunu gorebiliriz.
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ABSTRACT

In daily life we always encounter with people and vehicles that waiting in queue. As
an example of this situation we can see ticket queue formed by football fans, the line formed
by retired civil servants in a bank, customer waiting in line in a supermarket for making
payment, passenger queue for a minibus, the long vehicle queue in rush hours and lunch
queues formed by university students in a dining hall. The only reason for the mentioned
queues is the inability of meeting customer's demand instantaneously. Thus, the queue
stemmed from the insufficient and limited services is a waiting sequence situation.

In the present study, the aim is to model the mentioned queues mathematically and to
determine the performance criterion of these models. An application is developed with Java
program language in order to measure the performance criterions. With this aim firstly
Stochastic Processes and its special kind Markov Chains, Poisson Process and Birth-Dead
processes are analyzed. With the results obtained from the analysis, eight models that
belonged to the Queue Theory are examined. It is evident that the results we obtained from
these models do not exactly fit with the facts. Since the Queue Theory basically depends on
Probability Theory, we can obtain only some predictive results. However, if the system

analyzed for a long time period we can see that our results fit with the facts.
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GIRIS

Bekleme hatt1 veya kuyruk, bir hizmet birimine gelen miisterilerin birimin bagka bir
miisteriye hizmet vermesi nedeniyle olusturduklar1 birikimdir. Bu agiklamadan anlasilacagi
tizere hizmet veren bir¢cok kurulusun, bu hizmet sirasinda kuyruk durumlartyla karsilagsmasi
olasidir. Ornegin hastahanede bekleyen hastalar, bankada hizmet almak icin sirada bekleyen
insanlar veya bir alisveris merkezinde iicret ddemek igin kasada bekleyen insanlar. iste bu
kuyruklarin olusum nedeni hizmet almak icin gelen miisterilerin isteklerinin aninda
karsilanmamasidir.

Giliniimiizde isletmelerin en 6nemli sorunlarindan biri de miisterilerine etkin bir servis
sistemi olusturamamalaridir. Etkin bir servis sistemi olusturmada isletme i¢in 6nemli olan iki
nokta vardir. Bunlardan birincisi gelen miisteriye en az siirede hizmet vermek, ikincisi ise bu
hizmet i¢in optimum sayida personel istihdam edebilmek. Ciinkii miisteri gereginden fazla
bekletilirse, miisteriyi kaybetme riski olusur. Ote yandan miisteriye kisa siirede hizmet
vermek amaci ile fazla miktarda personel istihdam edilirse bu da isletmeye ek maliyet
getirecektir. Yani yonetici hem servis maliyetini en diisiik seviyede tutmak ve servis niteligini
yiikseltmeyi ve de miisterilerine en kisa siirede hizmet vermeyi amacglamalidir. Iste bu

amaclarin gerceklestirilmesi bekleme hatt1 modellerinin kullanilmasi ile miimkiindiir.

1. STOKASTIK SURECLER

1.1 Tanim ve Temel Kavramlar

Bir stokastik siire¢ (X, (w) ; wO Q , tU T), (Q,F,P) olasilik uzaymda tanimlanmis

ve bir reel parametre ile indislenmis rastsal degiskenler ailesi olarak tanimlanabilir. Burada T

parametre uzaymi gostermektedir. Genel olarak ¢ parametresi zaman, 7 olaylarin zaman

aralig ve X, siirecin ¢ anindaki durumunu tanimlar. Ornegin bir kuyruk sisteminde ¢ anindaki

miisteri sayis1 veya ¢ aninda gaz molekiillerinin durumu. X, (w) stokastik siirecinin alabilecegi

degerlerin kiimesi D durum uzayini gosterir ve bir stokastik stireg

X,.wW): T ———p D
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seklinde bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

X,(w) Stokastik Siirecinde ¢ parametresini sabit olarak kabul ettigimizde X,(w) bir
rastsal degisken W ’y1 sabit tuttugumuzda ise reel degiskenli bir fonksiyon olacaktir.

Durum uzay: D siirekli veya kesikli degerlerden olusabilir. Bu degerlere gore X, (w)

siireci  stirekli-durumlu  stokastik siire¢ veya kesikli-durumlu stokastik siire¢ olarak

adlandirilir. Ayni sekilde zaman kiimesi 7 de siirekli veya kesikli olabilir. 7 siirekli degerler

alabiliyorsa, X,(w) siireci siirekli-zamanl stokastik siire¢ olarak ve eger T kesikli degerlerle

smirlanmus ise, X, (w) siireci kesikli-zamanl stokastik siire¢ olarak adlandirilir.

1.2 Bagimsiz Artimh Siiregler

{X,(w): (U T} bir stokastik siire¢ ve #, < #; < ...... olmak iizere
{X,- X, i# j } kiimesinin elemanlar: birbirlerinden bagimsiz ise { X, : tJ T } stokastik

slirecine bagimsiz artimli siire¢ denir. Bu siiregte X,., - X, artimi #’den bagimsiz ise bu

siirece Duragan Bagimsiz Artimli Siire¢ denir. ( Inal, 1988, 2)
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2. MARKOV ZINCIiRLERI

Markov Zincirleri, birbirleri ile bagimli bulunan bir dizi rastsal degiskenin durumlarini
aciklama ve gelecek durumlaria yonelik ongoriilerde bulunmak icin kullanilan yontemlerden
biridir. Buradaki rastsal degiskenler bagimli olduklar1 i¢in analizleri zordur. Ancak Andrey

Markov kismi de olsa bir bagimsizlik 6ne siirmiistiir. Bunu da su sekilde agiklayabiliriz:

Sistemin ¢, aninda, belirlenen bir durumda olma olasiligt ge¢misten tamamen

bagimsiz olup yalnizca 7., anindaki durumuna baghdir. Yani,

=0,1,2,....... N Ve Lgslipereennnns ,1, degerleri igin

P(X,=10,/Xy= Qg X =i, )=P(X,=i,/X_=1,.) (2.1)
esitligini saglayan X, Stokastik Siirecine Markov Zinciri denir.

Simdi konuyu bir 6rnekle agiklamaya calisalim.

Ornek :

Bir 6grenci her sabah okuluna otobiis ya da trenle gitmektedir. Herhangi bir sabah
trenle giderse, sonraki sabah otobiisle gidiyor. Herhangi bir sabah otobiisle giderse sonraki
sabah 0,30 olasilikla otobiisii ya da 0,70 olasilikla treni segiyor. Eger trenle giderse, sonraki
sabah otobiisle gidiyor. Bu olayin Markov Zinciri olup olmadigini inceleyelim.

Cozim:

Bir olayin Markov Zincir olmasi i¢in olaymn sadece kendinden bir Onceki olaya
bagimli olmasi gerekir. Ornegimize baktigimizda herhangi bir sabah tren ya da otobiisii segme
bir Onceki sabah tren ya da otobiisle gitmis olmasma bagli, daha onceki giinlerden

bagimsizdir. Bu durum da otobiis ya da treni se¢me olay1 bir Markov Zinciridir.
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2.1 Kesikli Parametreli Markov Zincirleri

{X,(w): (U T} stokastik siireci (2.1) esitligini saglayan bir Markov Siireci olsun. Bu

siirecin durum uzay: kesikli degerlerden olusuyor ise X,(w) siirecine Kesikli Parametreli

Markov Siireci denir. (Inria, 2004, 5 )

2.2 Gecis Olasihiklar: Matrisi

{X,: t=0,1...... } Markov Zinciri ¢ aninda i durumunda iken sonraki adimda j

durumunda bulunma olasiligi bir adim ge¢is olasiligt olarak tanimlanir. Bu durumu

matematiksel olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz.
P (ijy=P(X,. = j/ X, =1) (2.2.1)
Burada gegis olasiliklarinin gecis zamanina bagh oldugu acgik¢a goriilmektedir. Gegis

olasiliklar1 gecis zamanina bagl degilse Markov Zinciri duragan gegis olasiliklarina sahiptir

Ve

P (ij)=P(X,., = j/ X, = D)=P(X, = jIX,= i) (2.22)
seklinde gosterilir. (Inal, 1988, 7 )

n adim gecis olasiliklarini da
P'(i,j)= P(X,., = jIX, =)= P(X, = jlX,=i) (2.2.3)

seklinde tanimlayabiliriz.

Gegis olasiliklar1 duragan , durum uzay1 D = (0,1,.....) ve P(X, = j/X, = i) olan bir

X, Markov Zincirinin gegis olasiliklar1 matrisi

0 1 2 _
0| P0,0) P@©,1) P®02)...
P(1,00 P(1,1) P(12)....

P(2,0) P(2,1) P(2,2)... seklinde gosterilir.

l\)b—‘
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Durum uzay1 sonlu ise

o 1 2 n .
1| P0,0) PWO,1) ... P(O,n)
2| P(1,0) P(1,1) ... P(l,n)
m| P(m,0) P(m,1) ... P(mn)

Bu matrisin her bir P(i,j) elemani i¢in ,

PGij)2 0 ij=0,12,...c.....

Z PG, )= 1 1=0,1,2,...... (her bir satir toplami 1°dir)

J
2.3 Baslangic Olasilik Vektorii

Stokastik siirecin baslangi¢ anindaki olasiliklar1 gosteren vektore baslangic olasilik

vektorii denir.
Py(i)= P(X, =1) i0 D seklinde gosterilir.

Bu olasiliklardan olusan vektorii 7, ile gosterelim.
mo=[F,B,...] durum uzayi sonsuz
m,=[F,P,..... B, ] durum uzayi sonlu

k adim olasilik vektoriinii 7, ile gosterirsek
m,=[RY,P",..]  durum uzay sonsuz

k k k
n.=[P",B“,....,P" ] durum uzay: sonlu

bi¢iminde gosterebiliriz. (Inal, 1988, 11-12)
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Simdi de T, ile P arasindaki iliskiyi inceleyelim
Kabul edelim ki silirecimiz baslangic aninda i durumunda ve bir adim sonra j

durumuna geger.

P(X, = j)= Z P(X,= DP(X,= j/X,=i)= Z o (DP(, ) (2.3.1)

Matris notasyonu ile

P=P" = 1,P seklinde yazabiliriz. (2.3.2)
n. adimdaki olasilik vektériinii de P" = P(X, = j): jU D seklinde yazarsak

Pj(n) = P(X, = j)= Z PXz=jlX, =DP(X,, =1

pP"=pr'p
:Pn'ZPZ

=n,P" (2.3.3)
seklinde bulunur.

Bu konu ile ilgili 6rnek uygulamalar asagidadir.

Uygulama 1 :

152 Y1l boyunca yapilan gézlemlerde 30 yil tagkinlar goriilmistiir. Taskin goriilmeyen
122 il i¢inde bir sonraki yil tagkin goriilmeyen yillarin sayis1 97; 1 tagskin goriilen yillarin
sayist 23; 2 taskin goriilen yillarin sayist 2’dir. Taskin goriilen 30 yilin 27’°sinde 1 taskin
goriilmiis olup 1 taskin goriilen yillar1 izleyen yillarin 22’°sinde taskin goriilmemis, 4’tinde 1
tagkin , 1’inde 2 tagkin gorilmistiir. 2 taskin goriilen 3 yili izleyen yillarin 2’sinde taskin
goriilmemis, 1’inde 1 tagkin goriilmiistiir.

a ) Gegis olasiliklarini hesaplayimiz.

b ) 3 il ist iiste tagkin goriiliip 4. yilda tagskin goriilmemesi olaymin olasiligini

hesaplayiniz.
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Coziim:

a ) Ardisik yillardaki tagskin sayilarinin 3 durumlu (0 taskin, 1 taskin, 2 tagkin) bir

Markov zinciri olusturdugu kabul edilirse:

= 97 = - 23 = =2 =

Py =977 0795 By = 23 0= 0189 | P, = 2= 0,016
:22 = = 4 = = l =

Ry=22/.=0815 | B =%,,=0148 P,z 1/ 20037

Py= %0667 , Py= }4=0333  P,=0f=0

10,795 0,189 00160
p— 50,815 0,148 0,037%

70,667 0333 0 B

Burada 2 durumlu yeni bir Markov Zinciri goz Oniine almak gerekir. 0 durumu taskin

goriilmemesini, 1 durumu tagkin goriilmesini ifade etmektedir.

Buna gore 1 durumu daha 6nce goz dniine alinan siiregteki 1 ve 2 durumlarini kapsamaktadir.

Gegis olasiliklari:
Py = 9757 0,795 LBy = B 202005
Py= 2220, 2=0800 | B, =41t 10 <0200

00,795 0,205)0

P= [ [
20,800 0,200 7

b) P= P’ *P,=(0,2) *0.8= 0,0064 olur. Burada B, = 0,2 ardisik iki yil taskin

goriilmesi olasihigi, B, = 0,8 tagkin goriilen bir y1l1 izleyen yilda tagkin goriilmemesi
olasiligidir.

Uygulama 2 :

Verilen durumda A,B ve C sirketleri sirasiyla kozmetik marketlerinin %60,%30
ve %10’una sahiptir. Onceki veriler gdsteriyor ki miisteriler sirketlerini aylik periyotlarla

degistirmektedir. P ge¢is matrisi bir aydan, gelecek aya gegisteki olasiliklar1 gdsteriyor.



Gelecek Durum

A B C

A/.s 4 .1\

Mevcut Durum B 3 3 4

Baslangi¢ olasilik vektorii ;

m,= [.6 3 .1]

a) Bir miisterinin A’dan B’ye ge¢cme olasiligi1?

b) Birinci ayin sonunda her sirketin market paylagimini bulun.

¢) Ikinci ayin sonunda her sirketin Pazar paylasimimni bulun.

a) P12 =4
b)  PO=T,P

C) S 401
PO=[6 3 .1] 3 3 4. = [.41 .38 .21]
2 .5 3

sonugcta birinci ayin sonunda

A=%41

B=%38

C=%21

17
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c)  P®=p0p

[41 38 211 | 3 3 4 = [.361 .383 .256]

\.2 5 .3/

2.4 Siirekli Parametreli Markov Zincirleri

(Q,F,P) olasilik uzay1 , X, = X,(w) (wOQ ¢20)ve D= (0,12,....... ,N)

olsun.Varsayalim her bir 0 < s < ¢ igin agsagidaki esitlik dogrudur.

P(X,=j/X,0suss, X, =0)= P(X,=j/X, =i (2.4.1)
(2.4.1) esitligini saglayan X, siirecine Siirekli Parametreli Markov Zinciri denir. (Inria, 2004,

14) Markov Siirecinin durum uzayi1 sonlu ve sayilabilir ise Markov Zinciri, sonsuz ise Markov

Streci olarak adlandirilir.

(C.OTP. Fyres ) arasinda tam bir bagimsizlik olmayip zayif bir bagimsizlik vardir. Her bir
anda siirecin bu durumda olmasi yalnizca bir 6nceki duruma baghdir.

X, 0<u<s
A

v

0 S t

Sekil 2.1 Siirekli Parametreli Markov Zincirinin Yapisi

Sekil 2.1°e gore B (s,8)= P(X, = j/X = 1i) dir. Bu olasiligin anlami s aninda i
durumunda olan zincirin, ¢ aninda j durumunda olmasi olasiligidir. Yani (#-s) zaman iginde i
durumundan j durumuna gecis olasiligidir.

P, (s,1) olasilip1 yalnzca (z-s)’e bagl ise Markov Zincirine Homojen Markov Zinciri
denir ve

P (s,0)= B(t- s) (24.2)

seklinde gosterilir.
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Genel olarak bu tiir Markov Zincirlerini £, (¢) seklinde yazabiliriz. F,(?) : t zamani

icinde i’den j’ye gecis olasiligidir ve

P()=P(X, = j/ X, = i) (2.4.3)

seklinde gosterebiliriz.
2.5 Gegis Olasiliklar:

Siirekli parametreli Markov Siirecinde gecis olasiliklarinin nasil hesaplanacagi A.N.
Kolmogorov tarafindan gosterilmistir. A.N.Kolmogorov bu hesaplama i¢in bir denklem

sistemi kullanmustir.

2.5.1. Kolmogorov’un Birinci ve Tkinci Denklem Sistemi

P (t)=P(X,= j/X,=1) seklinde tammlamistik. Bu olasiliklar #'nin sifira yakin

degerleri i¢in belli ise bu olasiliklar1 tiim #’ler i¢gin tanimlamak miimkiindjir.

Bunun i¢in;

a, = lim ™ i 0, = X (2.5.1.1)

R U
Seklinde tanimlamalar1 yapalim. Burada @; ’ye ge¢is orani denir ve &, ’ler belli ise her bir

P, (#) tanimlanabilir.
FO)=P(X, = jIX,=D=F(X, = )) (2.5.1.2)

bu esitlikte i siirecin baglangic anindaki durumunu gostermektedir.

Simdi sistemin baglangigta i durumunda iken (t+s) zaman sonra j durumunda bulunma
olasiligin1 bulalim. Bunun i¢in sistemin baslangi¢ aninda i (X, = i), s aninda k (X = k)
durumunda ve (t+s) aninda j durumunda olsun.( X, = j)

P (t+s)= B(X,, = J) buolasiligi bulmak icin Tam Olasilik formiiliinii kullanalim.
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N N
By(tt s)= ZOP,-(XM = JIX = BFR(X, = k)= ZOP,-;C(S)P(XM = JIX = k)

=Y P(s)P, (1) (2.5.1.3)

0

(2.5.1.2) denkleminde her iki tarafin s’ye gore tiirevini alip s yerine sifir yazarsak .

N

P, (¥)= Z P, (O)Pk_,]. () (2.5.1.4)
=0

denklemini elde ederiz.

P, (0)= yazabiliriz.

Ciinkii  £;(0)= P(X, = j/X,=1) vyani baglangi¢ aninda i durumunda olan siirecin

zaman ge¢medigi takdirde durumunu degistirmeyecegi bellidir. Bu durumda F;(0)=0, dir.

O halde;
P.(t)- P,(0 ,
a; = li?M = P,(0) seklinde bulunur.

Bu esitligi (2.5.1.3) ’de yerine yazarsak;

JAGE Z a, By (1) (2.5.1.5)

elde ederiz ve bu denkleme Kolmogorov’un birinci denklem sistemi denir.

(2.5.1.2) denkleminde #’ye gore tlirev alip ¢ yerine sifir yazarsak

P,(s)= ZN Py (s)ay, (2.5.1.6)

elde edilir ve bu denklem de Kolmogorov’un ikinci denklem sistemidir.
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2.5.2 Markov Zincirinin Herhangi Bir durumda Bulunma Siiresi

T, Markov Zincirinin k durumunda bulunma siiresi ise 7; *nin dagilim fonksiyonu

P(T, < t)= 1- e™" geklindedir.
Bu teoremi ispatlamak icin P(T, < t)=1- P(T, 2 t) esitligi geregi P(T} 2 1) yi

bulmamiz yeterlidir.

Sekil 2.2 Markov Siirecinin k Durumunda Bulunma Siiresi

Kabul edelim ki (0,7) araligin da silirecimiz k durumundadir. Ele aldigimiz bu (0-¢)

araligini kiiciik araliklara bolelim.

T i

o L2 wn,
n n n
- < S t t 2t
Sistem (0-f) araliginda k durumunda bulundugu i¢in bu arliklarin [ (0-—), (—-—)
n n o n
...... ] hepsinde k durumundadir. Bu olaya 4, dersek ;
P(4,)= PIX(Y )7 6 XY )7 Ko X7 k1 Xy = K} =12, 2.5.2.1)

Seklinde yazabiliriz. Bu olay n’ye bagli olup ¢ sabittir.

(0-t) araliginda k durumunda bulunma siiresini

P(T, 2 1)= P 4,) (2.52.2)
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biciminde yazilabilir.
A <A< oldugu i¢in 4, dizisi monoton artandir. Olasilik Teorisine gore
monoton olaylar dizisinin limiti mevcuttur. O halde

P(ﬁ;l A.)= P(lim 4,) seklinde yazabiliriz. (Shahbazov, 2005, 58 )

Ancak burada olaylar ayrik oldugu i¢in ayr1 ayri1 olasiliklart hesaplamamiz

gerekecektir. Bunun yerine

P(4) = P{X( % )= k,X(z% )= K X(1- (”;ll)t) = k) (2.5.2.3)
seklinde ifade edersck

=P (Y1) P () Py () o P (V)

- pkk(%)]” (2.5.2.4)
bulunur.

Olasilik teorisinin siireklilik teoremine gore;

P(lim4,) = imP(4,) ve

P(T, 2 t)= lim|P, ( % )]n seklinde bulunur. Simdi bu limiti hesaplayalim.

Pkk%>]” = [P = 1°

n - ® iken yukarida goriilen belirsizlik ortaya ¢ikar. Bu belirsizlikten kurtulmak i¢in

lim|
o ©

P(T, 2 1) = lim|P, (%)‘nzliggll t P, (%) - lln ve bu esitlikte ( £y (%) - 1)=0, yazalim

1 na , l
= limg(l + n)ﬁ E , lim(1+ n)"=¢€ oldugunu gbéz oniine alirsak
n- o n- 0

_ lim(no,)
=en® bulunur.
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P (1)~ P, (0)

lin;l na, = linmq % £ = ayt seklinde bulunur. Bu durumda
n

P(T, 2 t) = ayt ve T, min dagilim fonksiyonu,
P(T, <t)=1- ™ (2.5.2.5)

seklinde elde ederiz.
Bu konu ile ilgili bir 6rnek uygulama asagidadir.

Uygulama ;

Bir makine t siiresi i¢inde bozuk veya ¢alisir durumda bulunabilir. 0 ile ¢alisir durumu

1 ile de bozuk durumu gosterelim ve 7; makinenin ¢alisir durumda , 7; makinenin bozuk

durumda kalma siiresi olsun. 7, A parametreli , 7; ise # parametreli tistel dagilima sahip

oldugunu kabul edelim ve bir adim gegis olasilig1 matrisini bulalim.

P(T, < t)=1-¢"

P(T, <t)=1-¢"
P,(t)= P(X, = jlX,=1) (i,j =0,1) ve matrisimiz

0Py (1) £y (D0

P —
W =T BoF

seklindedir.

Gegis oranlar1 matrisi de

Oa,, a, )0
= o [ olacaktir.
0490 anll

(2.5.2.5) “da elde ettigimiz sonuca gore ;
gy = = A

(2.5.1.6) denklemine gore gecis matrisimizdeki olasilik degerlerini bulalim.

1
Py (1) = Z By (D)ay, = By(t)ay t By (Day,
o



= - APy ()t (1 Py ()H
== (M DR (O U

Po(t) + (A + §)Py(t) = ¢ simdi esitligin her iki tarafim1  e®**" ile ¢arpalim.

e RO+ (A + )Ry (e = pett

[Py ()e ] = petth esitligin her iki tarafinin integralini alalim.

t
Poo(t)e(AUl)t _ 1: Iue(/\+u)t

0

Ra(®= & (14 [ e d)

0

_ :u + A e-(/Hu)t
Atu A+

Pyt By ()=1 oldugu igin

A _ A e-(Mu)t
At Aty

Py ()= 1- By(?) =

Ayni sekilde F,(?) icin asagidaki denklemi yazabiliriz.

i
B (@)= Z B,()ay, = F(t)a,,+ B, (H)a,,
20

= A= B (0)- 1P, ()

Bu diferansiyel denklemi ¢ozersek

- /‘ l'*' S(A e
P“(t)_A+ﬂ+/\+lle

Py()=1- B(?)= ﬁ' ﬁe-(hu)t bulunur.

24
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3. POISSON SURECI

X,(w) (wDQ ,¢20) siireci asagidaki dzellikleri sagliyorsa, X, (W) ye Poisson
Stireci denir. ( Taha, 2007, 41 )
1. { X,(w), wO Q , ¢2 0 } kararl ve bagimsiz araliklara sahiptir.
2. X(0)=0

3.4, nin dagilimi X, ~ Poisson(/‘ ), A>0 yani Poisson Siirecinin herhangi bir # aninda k
degerini alma ihtimali:

(A t)ke-At

P( Xt =k)= o

(3.1)

Not: Kararlt Araliklar herhangi bir zaman araliinda olan olaylarin sayisinin dagiliminin
yalnizca araligin uzunluguna baglh oldugu; Bagimsiz Araliklar ise Ortlismeyen zaman

araliklarinda meydana gelen olaylarin sayisinin birbirinden bagimsiz oldugu anlamina gelir.
Simdi Poisson Siirecine ait bazi 6zellikleri inceleyelim.

1. Poisson Siirecinde ¢ok kii¢iik zaman araliklarinda iki ve daha fazla olayin meydana gelmesi

olasilig: sifirdir. Yani;

o POX(2 2)

-0 t

- 0 olur. 3.2)

P(X(t2 2)=1-P(X, = 0)+ P(X, = 1) yazabiliriz.

_ (A t)Oe-M

1 _-ht
0 e’ ve P(X,=1)= W%: Ate""  bulunur.

P(X, = 0)

A te”"" Taylor serisine gore acarsak

2 3 n
Ae "' =At(1- A+ ag”_do7, 907, R))
2! 3! n!

burada R, kalan terim olup

-At n-1
R (A1)

= - ] seklinde bulunur ve 7 - 0 i¢in R, - Oolacaktr.
n-1!
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. At
Not : A(?) t'ye bagl bir fonksiyon olsun. 1}%}% = 0 ise A(?)’ye o(t) fonksiyonu denir.

Taylor serisinde ve sonrasindaki terimleri o(f) fonksiyonu seklinde

(11)?
21

2 2
yazabiliriz. Ciinkii U 2” ifadesinde £+ 0 icin U 21) . 0 oldugu acikea gorilmektedir. O
t t

halde
Ne "' =At(l- At+ o(t))=At- (At)* + o(t)=At+ o(t) seklinde bulunur.

((A#)*terimi ¢ - 0 igin sifira yaklastigindan o(¢) fonksiyonu olarak yazilmistir. )

Bulmus oldugumuz bu sonuglari (3.2) de yerine yazarsak

-t + + -t + -At + 1
lim &AW € A iy 0O i € AL izl ortadan
-0 t - 0 t -0 ¢ - 0 t 0
kaldirmak igin

L’ Hospital kuralin1 uygularsak
lim o714 ) = 0 seklinde bulunur.

2. Poisson Siirecinde olaylar arasinda gegen zamanin dagilim fonksiyonu A¢ parametreli tistel

dagilima sahiptir.
Varsayalim X, n ile (n-I).ci olaylar arasinda gecen siire ve X, birinci olay

gerceklesinceye kadar gecen stiredir.

Once P(X, < t) yani X, in dagilim fonksiyonunu bulalim

i
o DRPOPIINY !
(X g={ X =t}= (N(D=1)

Sekil 3.1 Poisson Siirecinde 11k Olay Gergeklesene Kadar Gegen Siire



P(X,$t)= P(N,21)=1- P(N, = 0)=]-¢"*

Dolayisiyla

P(X, < t)=

0 , diger durumlarda

1
yani X, ortalamas1 — olan iistel dagilima uyan bir rastsal degiskendir.

A

X, ’nin dagilimini bulalim.

—* L )
=
X; \I X<t
.J.D(X2 >HX; = 5)=?
X
. t+s
| H: e 3¢ |
s -
Xz
P(}f2 >t Xl —§) = P(N(t-l—s)-N(S):D} = P(N(T)ZO) oy gt

Sekil 3.2 Poisson Siirecinde Ikinci Olay Gergeklesene Kadar Gegen Siire

27

(3.3)

; 1 -
P(X,<t)=1- ¢ bulunur. Yani X, ’de I ortalamal1 iistel dagilima sahiptir.

Dolayisiyla Poisson Siirecinde olaylar arasinda gegen zaman tistel dagilima sahiptir.

3. Varsayalm ki X, X,,...,X, oranlar1 4,4 ,,........ ,A, olan bagimsiz iissel degiskenler

olsun.

Bu rastsal degiskenlerin minimumunun dagilimi (4, + A, + ...+ )¢ parametreli iistel

dagilima sahiptir.

Yani ;



28

n

Sy At
P{min(X,X,,...,X, <t)}=1-e Zl (3.4)

Ispat icin 6nce P{min(X,,X,,...., X, > £)} olasihig bulalim.

P{min(X,, X,,.. X, > )} =P(X,> t,X, > t,... X, > 1)= P(X,> OP(X, > )..P(X, > 1)

—e Mt gl | oM
ve
P{min(X,,X,,...., X, < )} =1- e-”.e-“t....e_“tzl -(Zlh)t (3.5)
- e 1=
bulunur.

4. (0,t) Araliginda 1 olay oldugu verildiginde bu olayin zamaninin dagilimi [0,t) araligindaki

diizgiin dagilimdir.

[0.5) aralifinda 1 olay

81 \Z’ 1

3 |

) arahfinda 0 olay

L
]
P
sn<tisc N(t)=n [s

Sekil 3.3 Poisson Siirecinde ( 0-t ) Araliginda Gergeklesen Olay Sayisi

Sekilde de goriildiigii gibi (0-s) araliginda bir olay (s-t ) araliginda da hi¢ olay olmamustir.

s,N, =1 ,
olasiligin1 hesaplamamiz gerekecektir.

t

S, <
O halde PE :
P(S, < s,N, = 1)=P([0,s] de 1 olay, [s,t]’ de 0 olay) = P([0,s]” de 1 olay).P([s,t]’ de 0 olay)

= hse ™ (3.6)

P([0,s]’ de 1 olay)=P(X(s)= 1) = (/\S)l#
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[A (t_ S)]Oe-/\(t-s)
0!

= o)

P([s,t]’ de 0 olay)=P(X(¢- 5)= 0) =

1 -t
P(N, = 1):= (“% Mee 3.7)

PESI < S,N[ = I)H_Ase_“.e_“t"‘) S

=— 3.8
N =1 Ate™" t (-8)

Dolayisiyla [0,t) araliginda yalnizca 1 olay oldugu verildiginde bu olayin zamaninin
dagilim

[0,t) araligindaki diizgiin dagilimdir.
Ciinkii X [0,t) araliginda diizgiin dagilmis ise yogunluk fonksiyonu;

1 1
Sr(x)= o, v dagilim fonksiyonu

s
t

P(X< 5)= f dx = = seklindedir. (3.9)
0

~N |
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4. DOGUM-OLUM SURECLERI

4.1 Tanmim

Durum uzay1 D = { 0,1,2,....} olan bir {X, ¢#2 0} Markov Zincirini géz 6niine
alalim.

F,(t)= P(X,,, = j/X =) (4.1.1)
olsun ve F(?), asagida verilen dzellikleri saglasin.

1. P(X(tt h)=k/IX@)=k-1)= A, ht o(h)

2. P(X(t+ h)=k/IX(@)=k+1)=y h+t o(h)

3. P(X(t+ h)y=k/X(@)=k)y=1-A,h- y h+ o(h)

4, P(X(t+ h)=k/X(t)=s5)= o(h) ,( | s-k |2 2)

Bu durum da X, siirecine Dogum-C)liim stireci denir ve 4, ve [, strastyla dogum ve

Olim oranlar1 olarak isimlendirilir. (Cooper, 1981, 5) Yukarida verilen ozelliklere gore,

biiyiikliigii k olan bir sistemin ¢ok kiigiik bir zaman araliginda ( bu zaman arali§1 4 olarak

kabul edildi) bir birey artmasi olasihigi 4,/ + o(h), bir birey azalmas olasihg1 {2+ o(h) ve

degismeme olasihgr 1- A, h- i ht o(h) “dir.

. h
Burada o(/) fonksiyonu lim O(h) - 0 seklinde tanimlanir.

Bir populasyondaki artis ve azaliglarin olasiliklar1 hesaplanabiliyorsa bu populasyonun
zaman i¢indeki biiylikliigli dogum-6liim siireclerine goére belirlenebilir. Bu anlamda kuyruk
sistemlerinde miisterilerin gelis ve ayrilislart dogum ve 6liim siireglerine gore oldugu goriiliir.
Ciinkli Kuyruk sistemine yeni bir birimin gelmesi dogum ve hizmet alan miisterinin sistemden
ayrilist 6liim olarak ifade edilebilir. Ayrica

Sisteme gelis oran1 1, (n=0,1,2,....)

Sistemden ayrilislar f/, (n=0,1,2,...)

olarak kabul edilirse dogum- 6liim siirecleri asagidaki sekille ifade edilebilir.
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Sekil 4.1 Dogum-Oliim Siiregleri i¢in Oran Diyagrami

4.2 Denge denklemleri

Denge denklemleri, sistemin belirlenen bir n durumuna girig oraninin, bu durumdan

¢ikis oranina esit olmasi gerektigini ifade eder. Yani,
Giris Oran1 = Cikis Orani 4.2.1)
Bu denklemleri yazmak i¢in Sekil 4.1 deki n durumunu g6z 6niine alalim. Sistemin n
durumuna girisi i¢in sistem n-1 durumundadir ve bir dogum gerceklesir veya n+1
durumundadir bir 6liim gerceklesir. Sistemin n durumundan ¢ikmasi i¢in sistem n durumunda

iken bir dogum veya 6liim olayinin meydana gelmesi gerekir.

O halde denklemleri agsagidaki sekilde yazabiliriz.

0 durumu APy = U,P

1 durumu MBI B = A Byt P

(4.2.2)

k durumu MNPt Po= A P+l Py

yukaridaki denklemleri diizenlersek

APy = i1, P,



MPB = §,P,

AP = Py

Ak])k - luk+lpk+]

genel olarak n durumu i¢in

Anf)n = l‘l n+1Pn+1 n=0,1,2,

seklinde bulunur.

Bu denklemleri ¢ozdiigimiizde ise

p=lup
iy
PZ:A_II:AOAlpo
[1 LY
P3: A_2P2: MPO
Hs LYY
P - AoAyeid P, n=0.12
/Jlﬂz ....... /Jn

seklinde elde edilir.

A
Budenklemde ————
U el

Olasilik Teorisine gore Z P, =1 dirve P, = C,F, yerine yazilirsa

n=1

ifadesine C, dersek P, = C,F, olur.

32

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)
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1 1
PU+C+C+oy=1 07 T e 42.6
0 1 2 ) 1+2Cn_1+2|-| J ()
n=1 n=1 j=1 :u j

elde edilir. ( Bobbio ve Accademico, 1999, 9 )
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5. KUYRUK SISTEMLERI TEORISi

5.1 Tanim ve Tarihce

Kuyruk, bir hizmet birimine gelen miisterilerin hizmet biriminin mesgul olmasi1 nedeni
ile olusturduklar1 birikimdir. Gliniimiizde artan niifusa paralel olarak hizmet birimine gelen
kisi sayis1 da artmaktadir. Bu durumda, zaman kaybimi en aza indirgeyerek isteklere nasil
cevap verilecegi sorusu ortaya g¢ikmaktadir. BoOyle bir sorunla ilk defa ilgilenen kisi
Danimarkali elektrik miithendisi A.K. Erlang’dur.

Kuyruk Teorisi, gelislerin ve hizmet siirelerinin rastsal oldugu bir sistemde sistem
davranigin1 anlayabilmek amaci ile model gelistirme ugrasilar ile baslamistir. A.K. Erlang
1909 yilinda Application of the Theory of Probability to Telephhone Trung Problems isimli
kitabin1 yayimlayarak bu konuda ki ilk calismayi yapmistir. Daha sonra 1927°de Molina,
1928’de Fry, 1930 ve 1934°de Pollaczek, 1931 ve 1932’de Khintchine bu konuda g¢alisma
yapan onemli bilim adamlaridir. 1950 yilindan sonra da yapilan bu kuramsal caligmalarin
isletmelerde, hastanelerde, depolama ve benzeri yerlerde olusan kuyruklarda uygulanmaya
baslanmistir.

Giliniimiizde bu konu ile ilgili calismalar devam etmekte ve Kuyruk Teorisi veya

Bekleme Hatt1 Teorisi isminde pek ¢ok yayin bulunmaktadir.

5.2 Kuyruk Sistemi Parametreleri

Bir kuyruk sistemini tanimlamak i¢in asagidaki verilerin bilinmesi gerekir
1. Sisteme gelisler

Miisterilerin sisteme gelis anlar1 rastsal olup dagilim fonksiyonunu P(E<t)=A(¢) seklinde

gosterebiliriz. A(f) fonksiyonunun uygulamada genel olarak Poisson dagilimina uydugunu ve
bunun sonucu olarak ta gelisler arasi siirenin iistel dagilima uygun oldugunu sdyleyebiliriz.
2. Servis siiresi
Servis siiresi de bir rastsal degiskendir. Bunu 1) ile gdsterirsek dagilim fonksiyonu
P(n<t)=D(?) seklinde yazilabilir.
Hizmet siiresinin uygulamada genel olarak {istel dagilima uydugu goriilmiistiir.
3. Servis hizmeti sunan kanal sayist. (¢)

4. Kuyruk uzunlugu
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Kuyruk, servis sistemindeki hizmet almayan miisterilerden olugsmaktadir. Sonlu ya da sonsuz
biiyiikliikte olabilmektedir.

5.Gelis Kaynagi
Hizmet almak i¢in sisteme gelen miisteri popiilasyonunun biiyiikliglinii ifade etmektedir.
Sonlu veya sonsuz olabilir.

6.Servis disiplini

Sistemin igleyis amacina gore degisiklik gostermektedir.

FCFS (First Come First Served) : Ilk gelen ilk hizmeti alir
LCFS (Last Come First Served) :Son gelen ilk hizmeti alir
SIRO (Service In Random Order) :Rasgele servis

GD (General Service Discipline) :Genel servis disiplini

Bu ¢alismada inceledigimiz biitlin kuyruk sistemlerinde FCFS disiplini gecerlidir.
5.3 Kuyruk Sistemlerinde Notasyon

Kuyruk Sistemlerinin ana karakteristikleri uluslararast kabul edilen ve Kendall-Lee

Taha gosterimi olarak isimlendirilen asagidaki formatta verilmektedir.

(a/b/c):(d/e/f)
Bu dizilisteki harflerin ifade ettikleri anlamlar asagidaki gibidir.

a : Sisteme gelislerin dagilima.

b : Servis zamanlarinin dagilisi.

¢ : Sistemde bulunan paralel servis kanallarinin sayisi.

d : Servis disiplini.

e : Kuyruk ve servis dahil olmak {izere sistemde miisaade edilen en ¢ok birey sayist.

f: Sisteme gelis kaynaginin biiytikligi.
Yukarida verilen sembollerin yerine kullanilan standart notasyonlar asagidaki gibi olup,
kuyruk yapilart hakkinda 6nemli bilgiler tagimaktadirlar.

M: Poisson (veya Markovian) gelis ve ayrilis dagilimlarini temsil etmektedir. Bu bilgi
ayn1 zamanda gelisler aras1 veya servis siiresinin iistel alabilecegini gosterir.

D: Bu bilgi bir sabit olabilecegi gibi deterministik gelisler aras1 veya servis siiresi
olabilir.

Ex. « parametreli gelisler aras1 veya servis zamaninin dagilisinin Erlang veya Gamma
dagilisi.

GI: Gelislerin veya gelisler arasi siirenin genel bagimsiz dagilimai.
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G: Ayrilis veya servis siiresinin genel dagilimi.

N(?): taninda kuyruk sistemindeki miisteri sayis1
N, (#) : t aminda kuyruktaki miisteri sayis1
W, . Herhangi bir miisteri i¢in sistemde bekleme zamanu.

W, : Herhangi bir miisteri i¢in kuyrukta bekleme zamani.

0

L, : Kuyruk sisteminde beklenen miisteri sayisidir ve L =Z nP, seklinde hesaplanir.

n=1

L, : Kuyrukta beklenen miisteri sayist ve c kanal sayisi olmak iizere L,=

J (n- 0P,

seklinde bulunur.

5.4 Little Formiilii

Little Formiilii kuyruk uzunlugu ile bekleme siiresi arasindaki bagintiy1 ifade eder ve

bu baginti
L =AW, Little Formiilii 1

L, =AW, Little Formilli 2 seklindedir.

A(t) : 0dan tanna dek birikimli gelisler

D,(¢) : 0 dant anina dek sistemden birikimli ayriliglar
D,(#) : 0dantamna dek kuyruktan birikimli ayriliglar

W (n) : n’ ninci miisterinin sistem zamani

L (t) s :taninda sistemdeki miisteri sayisi

olmak iizere asagidaki grafigi inceleyelim.
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Miisteri
( "
Al
5 —— /
4 —— x
3 JR
L
2 R — £
v D (1)
1
11 gFamarn

Grafik 5.1 Kuyruk Sistemlerinde Birimlerin Sisteme Giris ve Cikis Anlari

Yukaridaki birikimli gelis ve ayrilis grafiginde her bir dikey dogru bir miisteriyi temsil
etmektedir. Dogrularin yatay eksen lizerindeki yerleri ise bir olayr ( gelis, ayrilis) temsil
etmektedir. Gelis grafigindeki dikey dogrular miisteri gelis zamanlarina, ayrilis
diyagramindaki dikey dogrular ise miisterilerin sistemden ayrildiklar1 siirelere karsilik
gelmektedirler. Grafigin herhangi bir andaki ytikseklikleri, sistemde belirli bir noktay1 gecmis

olan miisteri sayisini gosterir.

Varsayalim a siirecin baglangi¢c an1 ve b de bitis an1 olsun. Bu durumda sistemde ve

kuyruktaki ortalama miisteri sayis1

b b
L (t)dt L. (t)dt
.[ ) ve I (@ 5.4.1
L -4 LS -4
1 b- a b- a

olacaktir. (Willig, 1999, 7)

Payda toplam yerine integral olmasmin nedeni zamanin siirekli olmasidir. L, (f) nin

integrali, a ile b aralifinda, A(?) ile D(?) arasinda kalan alana esittir.

Sistemde ve kuyrukta ortalama bekleme zamani ise;
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Y W, (n) D
= B ve g ik N (542)

seklinde olacaktir. (Willig, 1999, 7)

(5.4.1) ve (5.4.2) denklemlerine baktigimiz da L, denkleminde pay ile ¥, denklemindeki

N b
pay ve L, denklemindeki pay W, denklemindeki pay esittir. Z W, (n)= JLq (t)dt
n=1 a

Cinkii  (5.4.1) denklemi alan1 dikey toplam ile, (5.4.2) ise yatay integral ile
hesaplanmaktadir. Her iki yontemde ayni1 alani, farkli yollarla 6lgmektedir ve dolayisi ile esit

olmak zorundadir. Bu alani tiim miisterilerin toplam kuyrukta bekleme zamani olarak

yorumlayabiliriz:
Yani ;
w =" 1 - " yazabiliriz.
N " b-a
Bu iki denklemden
NW, = (b- a)L, (5.4.3)
yazabiliriz.

A, [a,b] araliginda ortalama gelis orani, yani birim zamanda gelen ortalama miisteri sayisidir

veE

A= b2 ‘dir. 1 (3) denkleminde yerine yazilirsa
-a

L,= AW, Little Formiilii 1 (5.4.5)
Ayni sonug sistemde harcanan zaman i¢inde gegerlidir.

L =)W, Little Formiilii 2 (5.4.6)
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55(M\M\1):(GD\w\ o) Kuyruk Modeli

Bu modelde hizmet sistemi bir tane kanaldan olusur. Hizmet almak i¢in siteme gelen
miisteri eger kanal bos ise hemen hizmeti alir ve sistemi terk eder, dolu ise kuyruga girerek

beklemeye baglar.

Sisteme gelisler Af parametreli Poisson dagilimina, dolayisiyla geligler arasi siire iistel
dagilima sahiptir. Hizmet stireleri ise pf parametreli iistel dagilima sahiptir .

X, = t aninda sistemde bulunan miisteri sayisi

p= Xy_ , ortalama hizmet siiresi i¢inde sisteme gelen ortalama miisteri sayisi

Sistemde herhangi bir anda k tane miisteri bulunmasi olasiligini hesaplayalim. Bu olasiligida

mP(X, = k)= B, (5.5.1)

Seklinde tanimlayalim.

Bu limiti hesaplamak igin P <1 olmalidir. Aksi halde sistemde devamli olarak

biiyiiyen bir kuyruk olur. & ’y1 hesaplamadan 6nce sistemin i durumundan j durumuna gegis

orani olan a; ’leri bulalim.

Varsayalim sistem herhangi bir anda k durumundadir. k durumunda kalma siiresi 7},

olsun. 7; ’nin dagilimy;
P(T;<t)=1- g™ U (5.5.2)
seklindedir.

Sistem k durumunda iken yeni bir miisterinin gelmesi ile (k+1) durumuna veya bir

miisterinin hizmet alarak sistemi terk etmesi ile (k-1) durumuna geger. Burada sisteme gelisler

aras1 siireleri § ile hizmet siirelerini de n ile gosterelim.(& ve 1 rastsal degiskendir.) Sistemin

k durumunu degistirmesi & ve 1 ‘dan hangisinin dnce gergeklestigine baglidir. Bu durumda;

T, =min (&, ) seklinde olacaktir.

P(T, <t)=1-P(T,2 t)ve P( T, 2 t)=P{min (§>t,)>t)} yazabiliriz. Burada & ve 1

birbirinden bagimsiz rastsal degiskenler oldugu i¢in
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P{min (§ >t, > t)}=P(E > t)P(n > t)= e ' . = (5.5.3)

P(T, <t)=1-¢ )1 (5.54)
seklinde bulunur.
Yani sistemin k durumunda kalma siiresi (A+p1) parametreli listel dagilima sahiptir.

Simdi sistemin k durumundan k+1 durumuna ge¢gme olasiligini bulalim.

X, A

L, T
] ) P A~ A

> Ty

T, i

k ~N

I";ﬂ-
1
0 T, >t

Grafik 5.2 Markov Zincirinin ydriingesi

Sistem k durumunda iken (k+1) durumuna gegme olasilig1

T = PES )= ny Jeg (X9 ydxdy

Seklinde hesaplanir ve ffn (*Y) & ve n rastsal degiskenlerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonudur.

& ve n bagimsiz oldugu i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ayr1 ayr1 olasilik yogunluk

fonksiyonlarinin ¢arpimi olacaktir.

Jea (V)= pe ™k e (5.5.5)

m - lUx -Ax 0 -xy -Ax T - -
K’K”:)J;SJyue ) et dXdyzfoue“ !))l e’ dxdy:{)p e“y(l-e”)dy

0 0 A
= e dy-pf &0 dy =1
0 0

TYREY (5.5.6)
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Ayn1 yontemle 7 ¢ -, de bulabiliriz.

Tekr=Bn<t) = )] fog (0 ydedy =ﬁ (5.5.7)

seklinde bulunur
Ak x+1= A (sisteme yeni miisterini gelmesi)
Ak x-1= W (sistemden miisterinin ¢ikis1)

Ak x = - (M) (sistemin k durumunda kalmasi)
| i-k| 2 2 ise @; =0 olur.

Ciinki sisteme bir anda sadece tek miisteri gelir veya sistemden bir miisteri hizmet

alarak sistemden ayrilir.

Z Pa, =0 denklemi |i-k| € 2 oldugundan asagidaki gibi yazilir.
=0

- B+ P+ B =0 (5.5.8)

Sistem sifir durumunda ise sistemden ¢ikis olmaz sadece gelis olur. Denklemde k

yerine sifir yazarsak agagidaki denklemi elde ederiz.

-ADo+up,=0 (5.5.9)
(5.5.7) denklemin de her iki tarafi p’ye bolersek ve p = ﬂ_ oldugunu goz oniine alirsak

denklemler su sekilde olacaktir.
Peii- (+p) B +p Py =0 (5.5.10)
- pFP+P =0 (5.5.11)

(5.5.10) denklemi ikinci dereceden fark denklemi ve (5.5.11) denklemi baslangi¢

kosuludur. Aranan fonksiyon F,’dir. P, =x diyelim. Bu durumda (5.5.10) denklemi su

sekilde olacaktir.
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x2- (14+p) X+ p=0 (5.5.12)

Denklemi ¢ozdiiglimiizde;

w20 p)E(E p)(It p)-4p _(1*p)t (1= p)
, ) :

Kokler reel ve birbirinden farkli

(5.5.10) denklemini bu koklerle ifade edersek
P.=cx+c,ch=c,+c,p” (5.5.13)

Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.

Bulmus oldugumuz £, ve B, ’i (5.5.13) denkleminde yerine yazarsak
plete)tetep=0

-¢(1-p)=0 (5.5.14)

P <1 oldugui¢in ¢, =0 olur. Bu durumda denklemimiz
P.=cp” (5.5.15)
olacaktir.

P, bir olasilik oldugu igin, Olasilik Teorisi’ne gore

0 [ [

1
ZPK:I’ZcszZI’ czz p*=1 ¢ p=1vecz=1-p bulunur.

Ko K0 Ko 1-
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1. Sistemde k tane miisteri bulunma olasilig;

P(X, = k)y=(1-p)p*  (k=0,1,2,......). (5.5.16)

seklinde bulunur

2. Sistemdeki ortalama miisteri sayis1 (L)

0

L=EXt=i KP(X, = k) =Y k(- p)pkz(l-p)i kp*=(1-p )P Z kp !

K=0

A
, bu esitlikte P = U_ yerine yazilirsa:

=(1-P )P

Y
_% y—A

(1-p)*  1-

L= (5.5.17)

olur.

3. Miisterinin sistemde kalma siiresini hesaplayalim

W, , Miisterinin sisteme girisi ile ¢ikis1 arasindaki siire olsun. Kabul edelim ki miisteri

sisteme geldiginde sistemde n tane miisteri var. Bu durumda;

W=n,+0,% ... +1 ,.1 olacaktir.

Nysll e ayn1 dagilima sahip rastsal degiskenlerdir.
N, <n,’dir. Clinkii birinci miisteri hizmet almaya basladiktan sonra ikinci miisteri
gelmistir ve birinci miisteri hizmet siiresinin bir kismini harcamugtir.

* . . .
N, kalan hizmet siiresi olsun
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N

Sekil 5.1 Hizmet Almaya Baslayan Miisterinin Kalan Hizmet Siiresi
Ancak tstel dagilimin belleksizlik 6zelliginden dolay1 kalan hizmet siiresi de lstel

dagilima sahip olacaktir. yani 1, =1,

W, ’in dagilim fonksiyonunu bulalim.

POV, < 1) :i P(T<t/X,= K)P(X, = k) (Tam olasilik formiiliine gore)
:Z PO 40,4 e, N, <d-p)p”
=0

=(1- p)z PO +0o et <Op " (5.5.18)
=0

. G X, = Exp(F) ve §,= X+ X, + ... + X, olsun.

S, “nin yogunluk fonksiyonu;

BD™

Js (0= (n- 1)1 (5.5.19)
seklinde bulunur.(Shahbazov, 2005, 154 )
Buna gore W, ’in dagilim fonksiyonu
Ui,
POV. < 1) =(1- p )Zop kJOuTe'“”du (5.5.20)

k

k-
= — yazlirsa

p
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& (hu)t
PW_ <t)y=(Q1-p) J'OZ %e " du (5.5.21)
=) .

© xk
Z —=¢", x[J [ Formiiline gore
= k!
© A k
Z A - (5.5.22)
-y k!
olacaktir.

POW.<t) =(u-) )I;e'““e“‘du

POV, < 1) = j;(u ey = - e

bdylece

PW.<t) = < (5.5.23)

seklinde bulunur.
Yani her bir miisterinin sistemde kalma siiresi (4 - 1) parametreli iistel dagilima
sahiptir. Miisterilerin sistemde harcadiklar1 ortalama siire ise bu dagilimin beklenen degeri

olacaktir.

0

- 1
E(W,)= Jx(u - D)e " dx = e (5.5.24)
x=0

4. Kuyrukta bekleme siiresi (W)

Sistemde bekleme siiresi kuyrukta bekleme siiresi ile hizmet alma stiresinin toplamidir. Yani;

W, =W, +1 (5.5.25)
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N : bir miisterinin hizmet siiresi olup ¥ parametreli iistel dagilima sahiptir.
P(T <t)=1-¢ #* (5.5.26)

Miisterinin kuyrukta bekleme siiresini bulmak i¢in rastsal degiskenin Laplace
Doniigtimiinii kullanacagiz. Bu nedenle oncelikle Laplace Doniisiimii agiklayalim.

X rastsal degiskenin dagilim fonksiyonu £'(x), yogunluk fonksiyonu da f(x) olsun.
Bu durumda X ‘in Laplace Doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir. (Widder, 1946, 3 )

F (s) ZI e fy(x)dx 520 (5.5.27)

s-reel yada complex olabilir.

Ayn1 zamanda (5.5.27 ) esitligi e ™ tesadiifi degiskeninin beklenen degeridir yani

Ee ™ = J'+: e o (x)dx (5.5.28)

seklinde yazilabilir. (Shahbazov, 2005, 245 )

Ayrica X ve Y bagimsiz rastsal degiskenler ise bunlarin toplaminin Laplace Doniistimii

F(X+Y)=F(X)F(®) (5.5.29)
seklinde olacaktir.(Willig, 1999, 38 )

Kuyrukta bekleme siiresinin Laplace Déniisiimiinii (W, (s) ) bulalim.
N bir miisterinin hizmet siiresi olmak iizere
W, =W, +1
(5.5.29) formiiliine gore
W, (s)=W,(sN (s) (5.5.30)

[

n(s)= Ee™ = j e fy()dx=[ e pe dx

0

0

=Hje'(s+u)xdx=_

0

-00_0=
S+,U(e e)s+ﬂ

[ 0

W.(s) = Ie'txfr(t)dt =J e (=AY D = - ) )J o gy
0 0 h
e R N el

Lt m (5.5.31)
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N (s) ve W (s) (5.5.29) esitliginde yerine koyalim.

- - (s)

T ,( s g (5.5.32)

Ln(g:(“_AXS+u):a- ysrHm At

)
(st p-1) L

=(-p)+ p (5.5.33)

st u-A

(5.5.33) esitliginde (1-p) sabit ve de (4 - 1) parametreli iistel dagilimm

L
st U=

Laplace Doniistimiidiir.

O halde kuyrukta bekleme zamaninin dagilim fonksiyonu

Fy ()= (1-p) +p (1- ¢ “™"") bulunur.

“(u-A)e
[ l'pe 9 tZO

(5.5.34)
FWq ()= <
, d.d.

\

Miisterinin kuyrukta ortalama bekleme zamanini bulmak i¢in bu dagilimin beklenen degerini

bulmaliyiz.
EW)= EW,)+ EQ)

1 1 1 1 -0+
— cEW)t— EW=——-—= L P (5.5.35)

i I TR

seklinde bulunur.




Sistemdeki ortalama miisteri sayis1 (L)

L =AW, (Little Formiilii)

Kuyruktaki ortalama miisteri sayisi (Lq )

Lq=AW,_ (Little Formiili)

2

A _ P
p=-A)y 1-p

56(M\M\1):(GD\K\ow) Kuyruk Modeli
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(5.5.36)

(5.5.37)

Bu kuyruk modelinde sistem belirli sayida (K tane) miisteriye hizmet verebilir. Sistem

en fazla K tane miisteriye hizmet verebilecegi i¢cin kuyrukta en fazla K-1 sayida miisteri

bulunur. Sistem dolu iken yeni bir miisteri geldiginde sistemi terk etmelidir. Trafik

yogunlugunun () birden kiigiik olma gibi bir kosulu yoktur. Cilinkii kuyruk uzunlugu K-1

daha fazla olamaz.

Sistem parametreleri

P, Sistemin dolu olma olasiligi olmak iizere



Etkin gelis orani;
A,=A(1A-PR)

Etkin trafik yogunlugu ;

/‘e
pe:_
#

seklindedir. ( Taha ,2007, 62 )

Sistemin bos olma olasiligini bulalim ( £y)

P =PFp" n=12,........ K
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(5.6.1)

(5.6.2)

(5.6.3)

MM\ sistemi ile ayni sekilde bulunur ancak P ’nun 1’e esit olup olmamasina gore farkli

degerler alir.

p # 1 durumu i¢in

K K K l_pK+1
P=1,) Pp"=PF) p"=F
nZO ;0 ’ 0;0 ’ l'p
_ 1-p
Po'l_pKn
bulunur

p =1 durumu igin
K K
Y Pp"=RY p" =R (I+1+ . A)=F(K+ 1) =1
n=0 n=0 D e ——

K+1 tane

1

P =
*K+1

bulunur.

Sistemde n tane miisteri bulunma olasiligini bulalim (F,)

(5.6.4)

(5.6.5)
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P, M\M\1 modelinde bulmus oldugumuz formiil ile aymidir. Ancak P ’nun almis

oldugu degere gore farklilik gosterir.

p # 1 durumu icin

P=Pp" , K= l-p% denklem de yerine yazilirsa

d-p)y”
b = TR (5.6.6)

seklinde bulunur

p =1 durumu igin

P=Pp" ,P= denklem de yerine yazilirsa

K+1

= 5.6.7
K+1 ( )

seklinde bulunur.
Sistemdeki ortalama miisteri sayis1 (L)

p # 1 durumu

(K Dpt e KpFA
(1-p " Ha-p)

p _ (K+Dpt
1I-p  (d-p*h

(5.6.8)
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bulunur.

p = 1 durumu igin

. = 1 1 & 1 K(K+1)_ K
L= P, = = = =
nZ " ;onlﬂl K+lnzon K+1 2 9 (5.6.9)

Kuyruk uzunlugu (L)

Kuyruk uzunlugu sistemdeki ortalama miisteri sayisindan servis kanalinin mesgul olma

siire oranini ¢ikartmakla bulunur.

P ¢ 1 durumu

A 1-p*
L,=L-(1-F,) bu denklemde, 1-F,= H_e = % yerine yazilirsa

p-p")
W (5.6.10)

seklinde bulunur.

L,=L-

p =1 durumu icin

A K
L =/ - _P =/ - _e: L_
Ry - (5.6.11)
Sistemde bekleme siiresi (W)
po L. L e ,
L= P (Little formiiliine gore) (5.6.12)
Kuyrukta bekleme siiresi (W)
woo . L le formiil 6.13
_L, . Litt e N 6.
T (Little formiiliine gore) (5.6.13)



52

57 (M\M\1):(GD\® \N) Kuyruk Modeli

Bu kuyruk modelinde hizmet i¢in sisteme gelecek miisteri sayis1 N ile
sinirlandirilmigtir. Belirli bir zamanda en fazla N tane miisteri sisteme gelebildigi i¢in kuyruk
uzunlugu da N-1 den fazla olamaz. Ornegin bir ustabasi fabrikada N tane makinenin
bakimindan sorumlu ise onarim igin gelen makinelerin kuyruktaki sayisi en fazla N-1 olur.

Sisteme gelisler Poisson dagilimina uygun, servis siiresi listel dagilimli ve kuyruk

sistemindeki en fazla miisteri sayis1 N olmak iizere sistem parametreleri agsagida verildigi

seklindedir.
-
(N - n)h , n=0,1,2,....... N
1,=< (5.7.1)
. 0 , n2 N
H , lsns N
o= (5.7.2)
0 d.d
Etkin gelis oram
N
ho=% 4,P=d(N-L)= (- R) (5.7.3)
n=0

Seklindedir. (Taha, 2007, 69)

Sistemde n tane miisteri bulunma olasilig1 (F,)

P, M\M\1 sisteminde oldugu gibi P,=F,p" seklindedir. Ancak bu sistemde N

sayidaki objeden n tanesinin sistemde bulunmasini diisiindiigiimiiz i¢in bu degeri P(N:n) ile

carpmaliy1z.
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P(N,n): N’nin n-permutasyonudur ve P(N,n) = (N- ) seklindedir.
Bu durumda sistemde n tane miisteri bulunma olasilig1
P = : "P, =
T N- n)!P o (n=0,1,2,....... ,N) (5.7.4)
Sistemin bos bulunma olasiligi (£})
Y YN A Y
yP=1,% p'R=1 , RY p" =1
n=0 nZO(N_ n)' nZO(N_ n)'
-1
5.7.5
e 679
seklinde bulunur.
Sistemdeki ortalama kuyruk uzunlugu (L)
N N N N
- 2 AP, = Z A(N - n)P, = ANZ Pn—/\z nP = \N-)AL=A(N-1L)
n=0 n=0 n=0 n=0
AN-L)=p(d-F) ve
v Bl
L=N A_(l F) (5.7.6)
Seklinde bulunur.
Kuyrukta bulunan ortalama miisteri sayisi (L, )
N N N /‘ + 'u
Ly=) n=DP=) nb =) B =L-(1- B)=N-——(1- F) (5.7.7)
n=1 n=1 n=1
Sistemde ortamla bekleme zamani (W)
gt L N1
I OAN-L) g(-P) (5.7.8)
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Kuyrukta ortalama bekleme zamani (W)

Lq Lq
WCI:A_ = m (579)

58 (M\M\c):(GD\ @ \© )Kuyruk Modeli

Bu modelde sisteme gelen miisteriler arasindaki siire ve hizmet siiresi tistel dagilima
sahiptir ve sistem c tane kanaldan olusur.

¢ paralel haldeki servis kanallar1 olsun. Kuyruk sistemine gelen miisteri sayis1 (k)
kanal sayisindan az veya esit olursa miisteri beklemeden hizmet alir. Ancak k2 m ise ¢ sayida

miisteriye hizmet verileceginden n-c sayida miisteri kuyrukta bekleyecektir. Bu sistemde

p = J olacaktir ve sistemin igleyebilmesi i¢in f < 1 olmalidir.

Sistemde kanal sayisindan ( ¢) daha az miisteri varsa # = 7/l | kanal sayisindan fazla

miisteri varsa | * ¢ olacaktir. Yani;

A,= b n=012,......
g, = n 1< n<ec
b m2c olacaktir
A A A A A
\‘ Ei . : ; rd “ - 7~ g "
0 1 c—1 o e [n—1 n
T 2p (el Cit ]

Sekil 5.2 M\ M \ ¢ Sistemi I¢in Oran Diyagrami

Sistem i¢in oran diyagrami yukarida gosterilmistir. Buradan sdyle bir sonug ¢ikartabiliriz:
Sistemin k durumuna ge¢mesi, sistem k-1 durumunda iken bir miisteri gelmesi veya

k+1 durumunda iken bir miisterinin hizmet alarak sistemi terk etmesi durumlarindan herhangi
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birinin meydana gelmesi ile olur. Ayrica Dogum-Oliim siireglerine gére giris orani, ¢ikis

oranina esit olmalidir. Durumlara gore giris ve ¢ikis oranlarini gosteren tablo asagidadir.

Tablo 5.1 M\M\c Sisteminde Giris ve Cikis Oranlari

Durum Giris Orani = Cikis Orani
0 Hp, = /‘PO
1 AF, + 24 P, = AR+ UPR
2 AP+ 3UP, = AP, + 2UP,
c-1 AE_,t cllP, = Ap.,t(c-Dip,..,
c ADey t lip,. = APt b,
n Apn.l-c:upml = APn+Ciupn

Denklemlerin ¢6ziimiinii 0< n< ¢ ve n2 ¢ durumlari i¢in bulalim.

0< n< ¢ durumu igin

Bu durumdaki denklemi ¢6zmek icin O durumunda ki AFPy=fp, esitligini 1

durumundaki denklemde yerine yazdigimizda;

A A’
2uP,=AR P = —P =

2 211_2 elde ederiz.

Bu sonucu da 2 durumunda ki denklemin yerine koyarsak

} } Y
WP FARE RE iR ot

ve genel olarak
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P

Pn:a”—o' 0<n<c (5.8.1)
n!

elde edilir.

n2 ¢ oldugunda ise ;
AP_, = cllP, ( n durumu igin)
A
P =P (5.8.2)
n-1 durumu i¢in ise ;
AP_, = cUP, _,

A
P = J])n-z bulunur. Simdi bu denklemi (5.8.2) de yerine yazalim.

A2
Pn = WP,,_Z .
_ AH_C
P, = WPC (5.8.3)

P =a° —(: (5.7.a denklemine gore ) (5.8.c) denkleminde yerine yazilirsa
c!

/‘n c AC n

p=———p-=-"%2p (5.8.4)
Tt ! cle™
elde edilir.
e n
a n2c
n-c = 0 ’
clc
(5.8.5)
"i 0<n<ec
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Sistemin bos kalma olasilig1 (F,)

0

Z P, =1 budenklemde P, yerine yazilirsa

n=0

c-1

R

n=0

£ c'c

-1
Dc] n n D Dc—] an ac [ A
e Laed "R Wl |
o n! Z.cle" ] o n! ol & el

Dc-l an aC D

P = +
= aa- )

(5.8.6)

Sistemin mesgul olma olasilig1; sistemde ¢ ve daha fazla miisteri olma olasiligina denktir.

n-c

L.cle cl &,

P(X (1) > c):zm '“"_ g by EA_E

n-c=k degisken degisimini yaparsak

A
= ; k
- P yerine yazarsa

Pa“
C'(l' )

P(X(t)2¢c) =a° -2 Z (5.8.7)
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Ortalama kuyruk uzunlugu (L)

— - - _ - _ a” _ C& - _ n-c
Lq_z (n-c)P, = ;C(n c)c!c”'c P, =a | ;c(n c)p

n=c-1

n-c=k olsun

P . ) ap
L =qg°=% kp ¥l = 2 F 8
,=a C!PZO p 2077 (5.8.8)

Kuyrukta ortalama bekleme siiresini bulalm (7))

woola A0 a (5.8.9)
TN ps- p)’h pt(eneld- p)*h i

Sistemde ortalama bekleme stiresi (W)

W= w e 41 (5.8.10)

g (ep)edd-p)7ru
Sistemdeki ortalama miisteri sayis1 (L)
A A¢ A
L=AW=1L,+—= — (5.8.11)

c 2 +
goop(a)e!d-p) A
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Bu modelde paralel halde c¢ tane servis kanali vardir ve sistemin kapasitesi K ile
siirlandirilmistir. Sistemde K tane miisteri varken yeni bir miisteri gelirse sistem dolu oldugu
icin sistemi terk eder. Burada gercekten sisteme giren miisteriler diisiiniiliir. Kuyruk uzunlugu
K-c den fazla olamaz. Kuyruk uzunlugu smirlandirildig1 i¢in p > 1 olsa bile sistem duragan

duruma ulasacaktir.
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A A A A

@ SN
O O -DOOE O
- .

-

H (c- Dy cH
Sekil 5.3 (M\M\¢): (GD\K\ o) Modeli i¢in Gegis Oranlar1 Diyagrami

Modelimiz i¢in sistem parametreleri asagida gosterilmistir

A A
p=— ve a=-—
cH H

olsun

A.:A(1- P.) Etkin gelis oran1 olup (Taha, 2007, 62) sisteme gelis ve ¢ikis oranlar

asagidadir.
A , n=0,12,.. K-1
A=
0 , n2 K (5.9.1)
ng 1< n<ec
g = (5.9.2)
ci n2c

Sistemde herhangi bir anda n tane miisteri bulunma olasiligini hesaplayalim. Ancak bu
hesaplamay1 yaparken sistemdeki miisteri sayisinin (n) servis kanali sayisindan (c) az veya

fazla olma durumlart ayr1 ayr1 analiz edilmelidir.

1< n< ¢ durumu

Bu durumdaki denge denklemleri asagidaki gibidir.



APy = 1P
AP = 2UP,
/‘Pn-l = I’ZIJP”

Denklemlerin ¢ézliimiinden

A" "
Pn: , ])O: a_f)o
u"n! n!

n2 ¢ durumu

AP, = ciiP, (ndurumu igin)

AP_, = cllP,_, (n-1 durumu igin)

})n-l = /‘_Pn-2
ci

Bu sonucu (5.9.4) de yerine yazarsak

/‘2
Pn: 2Pn-2
(c)

p=""_p
@)
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(5.9.3)

(5.9.4)



_ /‘H‘C AC 3 /‘I‘I
n (C,U )n-c IJCC! 'uncn-cc 0
(5.9.5)
4 a A n2c
c"“cl
P =<
“p , 1sns
o n!

A
p = J # 1 (5.9.8) denklemin de yerine yazilirsa

n=0

n-c¢ = m olsun

c-1 _n ¢ K-ctl
POHE a_+ a (1 p )

Lo n!

o

n=0 n|

bulunur.

c-1 n
a a
P, EZ +
n

¢ K-c¢

yore

m=0

c(l-p)

cll-p)

H

P _ Eila_’z_l_ aC(l_ pK—c+1)

1 ve

El
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(5.9.6)

(5.9.7)

(5.9.8)

(5.9.9)

(5.9.10)



(5.9.8) denkleminde p = I yazilirsa;

c-l  n ¢ K c-1 . n ¢ —
POEZ - Zlmﬁﬂ ,POEZ a’, a(K-ct]) DE:
n=0 n! c! m=0 =0 n! c!

b lcta" a‘(K- et DI
’ Zn! c!

n=0

seklinde bulunur.

/ HCZ_I%’;.I. aC(K_c+1)E_ , ,0:1

&, n! c!

St -1
c—l£+ a”(l-pK 1) ’ p¢1
n=0 l’l' C!(l_ p)

Kuyrukta ortalama bekleme siiresi (L, )

p#1
K P n P c K n-c
L) (-0p, = 2Y (-0 fe = B0 o S
Pa p n-c-1 __ IDOan e m-1 POan e d m
B o Bt e B
_ Ra'p ificpm _Ra'p d 1=t
c dp & c dp I-p
ap K-ct1 K-c
=——-—(1-p 1- K-c+1
= iy s K et Dp
p =1 igin

n-c

£ P, a" Pa® &
Lq:; (n- )P, — E;C(”'C)c'” Z (n- C)QC@
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(5.9.11)

(5.9.12)

(5.9.13)



c £, c! 0
L, ha (142+..+K-¢)= ha” (K- o)(K-ct 1)
c! c! 2

Kuyrukta ortalama bekleme siiresi (7))

w :L_q:L—q
N, A(1-P)

Sistemde ortalama bekleme siiresi (W)

W=Wq+l
Il

Sistemdeki ortalama miisteri sayis1 (L)

L=)W=X(1-P,)

510 (M\M\c): (GD\® \N)
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(5.9.14)

(5.9.15)

(5.9.16)

(5.9.17)

Bu kuyruk modelinde c tane servis kanali1 vardir ve kuyrugu olusturacak birim sayis1t N

ile sinirlandirilmistir Sistem parametreleri agagidaki gibidir.

(N - m)A n=0,12,....,N
AI’I:
\
0 n2 N
<
;
iy , 1<n<e
lun:
\
ci , n2c

(5.10.1)

(5.10.2)
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Etkin gelis orani
N
A, = 2 AP, = (N-L)A (Taha, 2007, 71)
n=0

A

ve P = — olsun.
cl

1N}
1

~Q|>,

Sistemde n tane birim bulunma olasilig1 P,

P, M\ M\ ¢ modelindeki gibi hesaplanir. Ancak burada kuyruga girecek olan birim

sayis1 N ile sinirlandirildigi i¢in, bu N birimden n tanesinin kuyrukta bulunma olasilig1 P(N;n)

ile carpilir.
N! ,
P (N;n) = (N- ) seklinde hesaplanir.
N'a”
s 0 , 1< n<c
(N - n)!n!
P =
Ma”__p > (5.10.3)
—_— n2c .10.
< (N - n)lcle"e " ° ’

Sistemde bulunan birim sayis1 (L)

cl N'a" N'a”"

N
L=Y nP =) n——-PF+) n—————F 5.10.4
;0 L, (N- )’ Z (N - n)lclee° ( )
Kuyrukta bulunan birim sayis1 (L)
A e
L,=L- T (a+ )L- aN (5.10.5)
Sistem de ortalama bekleme siiresi
L
(5.10.6)

W= ——
A(N- L)
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Kuyrukta ortalama bekleme siiresi (W,)

L

q

pﬁ:fﬁﬁ?ﬁ (5.10.7)

511 (M\G\1):(GD\w\x ) Kuyruk Modeli

Onceki boliimde inceledigimiz kuyruk modelleri dogum-6liim siirecleri esasina
dayaniyordu ve gelisler arasi siire ile servis siireleri iistel dagilima uymaktaydi. Ancak bazi
sistemler de servis stireleri iistel dagilima uymayabilir. Bu modellerden bir tanesi de M \
G \ 1 modelidir. Bu model de gelisler 1 parametreli Poisson dagilimli ve servis zamani
dagilimi ise keyfidir ancak dagilimin varyansin1i ve ortalamasini bilmemiz gerekir. Bu
modelin performans Olgiitlerini hesaplamak icin Pollaczek-Khintchine formiilii kullanilir.

Simdi bu formiilii inceleyelim.

X herhangi bir keyfi dagilimi1 gdstermek {izere Pollaczek-Khintchine formiilii tek servisli
sistemlerde asagidaki varsayimlar altinda elde edilir.
1) Geligler A parametreli Poisson dagilimina uygundur.
2) Servis zamani , EX ortalamasi ve ¢ > varyanst ile geneldir.
3) p = AEX <1 olmas1 durumunda sistem duragan hale gelir.
Bu durumda sistemde bulunan birim sayist
Naot+p?

L=p+ W esitligi ile bulunur.(Willig, 1999, 22 ) (5.11.1)

Bu formiil Pollaczek-Khintchine formili olarak adlandirilir.

Sistem parametreleri ise;

Gelis oran1 4 , ortalama servis siiresi ll_ ve A < [l olmak iizere

A
Trafik yogunlugu f = ﬂ_

Sistemde n tane birim bulunma olasihig1 (P,)

P=(-p)p" (5.11.2)



Sistemde bulunan birim sayis1 (L)

A20.2+p2

2(1-p)

Kuyrukta bulunan birim sayis1 (L)

L=p+

2.2 2
Lq:L— p = u
2(1-p)

Kuyrukta bekleme zamant (Wq )

L, da*+p’

Lt A0 TP
Vor T a0

Sistemde bekleme zamani (W)

1

1
gooH 2(1-p)

512(M\D\1):(GD\x\ow ) Kuyruk Modeli

2 2
JAelep?
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(5.11.3)

(5.11.4)

(5.11.5)

(5.11.6)

Bazi sistemlerde biitiin birimler icin servis sistemin de ayni rutin islemler gerceklestirilir.

Servis siiresinin her bir miisteri i¢in ayn1 oldugu durumlarda, yani servis siiresi sabit ise bu

model kullanilir.

Bu model ¢ ? = 0 olmak iizere M\G\1 modelinin dzel bir halidir. Sistem parametreleri M\

G\I modeli ile ayndir.

Sistemde n tane birim bulunma olasihgi (£,)

B=0-p)"

(5.12.1)



Sistemde bulunan birim sayis1 (L)

2 2

th
2(1-p)

L=p+

Kuyrukta bulunan birim sayis1 (£, )

2

q L A2+p
21-0)

Kuyrukta bekleme zamani (Wq )

L
W, =t

Sistemde bekleme zamani (W)
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(5.12.2)

(5.12.3)

(5.12.4)

(5.12.5)
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6. UYYGULAMA

Kuyruk sistemlerinde teorik olarak buldugumuz performans ol¢iitlerinin daha anlasilir
olmas1 i¢in Istanbul’da bir eczaneye gelen miisterilerin gelis anlar1 ve hizmet siireleri tespit
edilmis ve

tablo 6.1 ve tablo 6.4’de bu veriler 6zetlenerek gosterilmistir.

Tablo 6.1 Miisteri Gelis Anlarinin Frekans Tablosu

Miisteri | GozlenenFrekanslar Poisson Olasilik Beklenen Ki Kare
Sayisi (dakika) Degeri Frekanslar Degeri
0 5 0,0415 7,80 0,95
1 28 0,1319 25,00 0,49
2 45 0,2100 39,70 1,00
3 33 0,2228 42,10 1,72
4 29 0,1774 33,50 0,49
5 27 0,1129 21,30 1,72
6 9 0,0599 11,30 0,41
7 10 0,0273 5,10 4,71

TOPLAM 186 1,00 186 11,49

Miisteri gelislerinin Poisson dagilimma uyup uymadigim1 anlamak igin Once
hipotezlerimizi kuralim daha sonra da Ki-Kare testi ile analiz edelim. Ki Kare testi gdzlenen
frekanslarin, uygun goriiliip secilen teorik bir dagilima gore hesaplanan beklenen

frekanslardan olan farkliliginin 6nemliligini test eder. (Koseoglu ve Yamak, 2004, 216)

¢ = 0,05 anlamhilik diizeyinde ;
H, : Dagilim Poissson dagilimina uyar

H, : Dagilim Poissson dagilimina uymaz

4

LI s

Dagilimin parametresi 4 = X = = = =3,18

Z” 7 186
=1
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n_-1A

P(X = )z ¢

Poisson Olasilik degerleri hesaplanirken 1 = 3,18 ‘
n!

formiiliinde yerine

(3,18)°¢™’ _

konularak bulunur. Ornegin miisteri sayisinin 3 olma olasilig1 3

P(X=3):

0,2228 olarak bulunur.

Ki-Kare hesap degerimiz:

X2 = 2 (B ) (5278, (10-510)°
o S 7.8 5,10

= 11,49 seklinde bulunur.

Miisterilerin gelis anlarinin dagiliminin Poisson dagilimina uygun olup olmadigi SPSS

paket programla test edilmis ve sonuclar asagida gosterilmistir.

Tablo 6.2 Miisteri Gelis Anlarinin Beklenen ve Gozlenen Frekans Tablosu

Observed N | Expected N | Residual

,00 5 7,8 -2,8
1,00 |28 25,0 3,0

2,00 [45 39,7 5,3

3,00 |33 42,1 9,1
4,00 |29 33,5 -4,5
5,00 |27 21,3 5,7

6,00 |9 11,3 -2,3
7,00 |10 5,1 4,9
Total | 186

Tablo 6.3 Miisteri Gelis Anlar1 I¢in Ki-Kare Uygunluk Testi

Miisteri

Sayisi
Chi-Square(a) 11,257
df 7
Asymp. Sig. 0,128

a 0 cells (,0%) have expected frequencies less than 5.

The minimum expected cell frequency is 5,1.



Sonuglar1 inceledigimizde Asymp.Sig degerimiz (0,128),
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anlamlilik diizeyi olan

@ = 0,05 ‘den biiyiik oldugu i¢in H, hipotezimiz kabul eldir. Yani miisterilerin sisteme

gelisleri 4 = 3,18 parametreli Poisson dagilimina uymaktadir.

Simdi de servis siirelerinin dagilimini inceleyelim.

Tablo 6.4 Hizmet Siiresinin Dagilim1 Tablosu

Hizmet Siiresi

Gozlenen | Ustel Olasilik Beklenen Ki Kare
Frekanslar Degeri Frekanslar Degeri
(Dakika)
0<x<4 112 0,6722 122 0,82
4< x< 8 56 0,2633 48 1,33
8< x< 12 13 0,0624 11 0,36
TOPLAM 181 1,00 181 2,51

¢ = 0,05 anlamlilik diizeyinde;

H, : Dagilim Ustel dagilima uyar

H, : Dagilim Ustel dagilima uymaz

] Z, T3 600

p=EL = 2738

Z” ) 181
=1

Hizmet Siiresinin dagiliminin Ustel dagilima uygun olup olmadigi SPSS paket

programla test edilmis ve sonuclar asagida gosterilmistir.

Tablo 6.5 Sisteme Gelen Miisterilerin Frekans Tablosu
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Observed N Expected N Residual
2,00 116 126,4 -10,4
6,00 57 439 13,1
10,00 13 15,7 -2,7
Total 186

Tablo 6.6 Hizmet Siiresi I¢in Ki-Kare Uygunluk Testi

Hizmet siiresi
Chi-Square(a) 5,236

df 2

Asymp. Sig. ,073

a 0 cells (,0%) have expected frequencies less than 5.

The minimum expected cell frequency is 15,7.

Sonuglari inceledigimizde Asymp.Sig degerimiz (0,073), anlamlilik diizeyi olan ¢ = 0,05

‘den biiyiik oldugu i¢in H, hipotezimiz kabul eldir.

Gelisler Poisson, Servis Siiresi Ustel ve 4 < [l oldugundan Kuyruk Sistemimiz M\M\1

sistemine uygundur. Bu sistemin performans olgiitlerini bulalim.

Trafik yogunlugu
p = i = 318 . 0,83
i 3,81

Sistemde bulunan miisteri sayisi

_ P 0,83 ..
- - = 5,04
T 1-p  1-083 Kisi

Kuyrukta bulunan miisteri sayisi

/‘2
L = ———= 421kisi
Topu-h)



Sistemde bekleme zamani
W, = ﬁ = 1,58 dakika
Kuyrukta bekleme zamant
= 1,32 dakika

/A —
Touu-h)

seklinde bulunur.
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7. SONUC

Bu calismanin amaci giinliikk hayatta da sikca karsilastigimiz kuyruk sistemlerinin
yapisint matematiksel metotlarla incelemek bu sistemlerin performans Olgiitlerinin nasil
hesaplanacagini gostermektir. Miisterilerin sisteme gelis anlar1 ve hizmet siireleri rastsal
oldugu icin ozellikle Olasilik Teorisi’nin metotlar1 kullanilmistir. Performans olgiitleri ile
sOylemek istedigimiz sey, sistemde bulunan miisteri sayisi, kuyrukta bulunan miisteri sayisi,
sistemde bekleme siiresi, kuyrukta bekleme siiresi ve trafik yogunlugudur. Baz1 sistemlerde
bu performans Olgiitlerinin hesaplanmas: formiillerin uzun olmasi nedeniyle hayli zor
olmaktadir. Bu hesaplarin kolayca yapilmasi i¢in Java programlama dili ile bir de yazilim
gelistirilmistir.

Herhangi bir kuyruk sistemini incelemek i¢in Oncelikle yapmamiz gereken miisteri
gelis anlarinin ve hizmet siirelerinin dagilim fonksiyonunu bulmak olmalidir. Daha sonra
sistemde bulunabilecek maksimum miisteri sayisi ve sisteme gelecek olan miisteri
popiilasyonunun biiyiikliigiine gore herhangi kuyruk modeli secerek performans oSlgiitlerini
hesaplayabiliriz.

Yapmis oldugumuz bu ¢alismada kuyruk sistemlerine ait elde ettigimiz bilgilerin nasil
kullanilacagimi gdstermek amaciyla Istanbul’da bir eczaneye gelen miisterilerin gelis anlar1 ve
hizmet siireleri tespit edilmis ve SPSS paket programi ile hangi dagilima uyduklar1 tespit
edilmistir. Daha sonra dagilim parametreleri bulunarak sistemin performans Olgiitleri
hesaplanmugtir.

Bu ¢aligmanin bir uygulamasi olarak yapmis oldugumuz yazilimda kullanici herhangi
bir kuyruk modeli secerek gerekli parametreleri girmek suretiyle sistem performans
Olciitlerini hesaplayabilmektedir. Ancak bazi durumlarda sistemleri inceleme sansimiz
olmamaktadir. Bu durum da simiilasyon teknikleri kullanilarak sistem modellemesi yapmamiz
gerekecektir. Bu ¢alismay1 gelistirmek amaciyla yapilmis olan yazilima simiilasyon eklemek

ve incelenmemis olan Kuyruk Modellerinin de dahil edilmesi gerektigini sdyleyebiliriz.
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EK1
BILGISAYAR UYGULAMA YAZILIMININ AKIS SEMASI
&2
| | -
[ M/M/1 ] M/M/c ] [ M/G/1 ] M/M/1/K M/M/1/N M/M/c/K M/M/c/N
\ A l A l A l A l A A

OKU

lambda,mu, ¢, n, K

l

" lambda<c*mu ve
, ¢, K, N tamsayi mi? .~

HAYIR }4—

» —» HAYIR 1|

Calculate L
Calculate LQ
Calculate W

Calculate WQ
Calculate Pn
Calculate Pn for Graph
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