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OZET

Yiiksek Lisan Tezi

KONVEKS ANALIZ VE UYGULAMALARI

Halil ibrahim UZ

Hali¢ Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Uygulamali Matematik Anabilim Dali
Ekim 2009

Bu tez calismasinda konveks analizin temel kavramlarindan olan bazi
tanim ve teoremlere yer verilecek, konveks analizin en 6nemli uygulama
alanlarindan olan konveks optimizasyon problemlerinde dualite kavrami
incelenip, bir igyerinin karar sureci dualite yardimiyla ele alinacaktir. Son
olarak Lagrangian fonksiyonu tanimlanarak bu tur fonksiyonlar yardimiyla
gUglu dualite sonuglari igin konveks olmayan sinirlandiriimis problemler

ele alinacaktir.

Anahtar Kelimeler: Konveks kime, Konveks fonksiyon, Dualite,

Lagrangian fonksiyonu
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CONVEX ANALYSIS AND ITS APPLICATIONS

Halil Ibrahim UZ

Halic University
INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES
APPLIED MATHEMATICS
October 2009

This dissertation is primarily concerned with the study ofthe most
important concepts of convex analysis and applications of convex
analysis. Firstly, we give definitions of these concepts and crucial
theorems related to these concepts. Secondly, we examine duality
concept in convex optimization problems which convex analysis is being
recognized basic tool for and apply these theoretical results to factory
decision problems in micro-economics theory. Finally, defining
“Lagrangian’s function”, we explore non-convex bounded problems for

strong duality results via this “Lagrangian’s function”.

Keywords: Convex set, Convex function, Duality, Lagrangian’s function
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1. GIRIS

Fizik, mithendislik ve ekonomi gibi alanlardaki hizli gelismeler ve ortaya ¢ikan
yeni problemler, bazi bilinen matematik kavramlarini yetersiz birakmistir. Reel
hayatta istenen amag¢ belirli kisitlara bagh olarak formiilize edilebildiginden,
ortaya cikan fonksiyonun maksimumunu veya minumumunu bulmak temel

amagtir.

Konveks analizdeki bir ¢ok gelisme optimallik sartlarinin ve dualite sonuglarmin
daha 1iyi anlasilmasinda, gerekli kosullarin belirlenmesinde ve sonuglarin

ispatlanmasinda 6n ayak olmustur.

Bu tezde, bolim [2] de konveks analizin temel kavramlarindan olan konveks
kiimenin tanimin1 ve optimallik kosullarinin saglanmasmda 6nemli bir yere sahip

olan konveks kiimelerin hiperdiizlem yardimiyla ayrilmasi incelendi.

Bolim [3] de konveks fonksiyonlarin tanim ve 0&zellikleri ile konjuget
fonksiyonun konveks oldugu gosterilerek, tiirev kavramimin geniglemesi olarak

kabul edebilecegimiz subgradyant ve subdiferansiyel kavramiyla iliskisi anlatild.

[4] ve [5] bolimlerinde ise konveks analizin uygulama alanlarindan olan
minimizasyon ve duali olan maksimizasyon problemlerinin perturbasyon
fonksiyonu yardimiyla birbiri ile iliskisi ayrica ekonomik aciklamalarla kusatilan

bir imalathanenin karin1 maksimize, zararii minimize etmesi ele alindi.

[6] boliimiinde ise genisletilmis Lagrangian fonksiyonu tanimlanarak, bu tiir
fonksiyonlar yardimiyla gii¢lii dualite sonuglar1 i¢cin konveks olmayan problemler
incelenmis ve bolimiin sonunda konveks olmayan smirlandirilmis bir fonksiyon

verilerek optimal degerleri bulunmustur.



2. KONVEKS KUME

Bu boliimde konveks kiimelerin temel tanim ve teoremlerini gosterip, konveks
analizde onemli bir yere sahip iki konveks kiimenin veya bir nokta ile bir konveks

kiimenin hiperdiizlem yardimiyla ayrilabilirliginden bahsedecegiz.

2.1. Konveks kiime tanimi

Tanim 2.1
CcR" ve C bostan farkli bir kiime olsun. Her x;, X, €eC ve 0< A <1 i¢in

A x1H(1- 4 )x2€ C ise C kiimesine konveks kiime denir.

Bir baska sekilde ifade edecek olursak, C kiimesinden alinan herhangi iki noktay1
birlestiren dogru parcast yine C kiimesinin elemani oluyor ise C kiimesi

konvekstir.

Sekil 2.1 Konveks kiime 6rnekleri

AN

Ney A

2

Sekil 2.2 Konveks olmayan kiime 6rnekleri



Onerme 2.1
Ci, C, <R" iki konveks kiime olmak tizere,
i) Iki konveks kiimenin toplam1 konvekstir.
Ci+ Cr={xi+x2| x1 €C; ve x; €C,} =R" (2.1)

ii) Iki konveks kiimenin kesisimi konvekstir.

Ci

Ca

Sekil 2.3 Iki konveks kiimenin kesisimleri

ii1)) A €R olmak tlizere A C; konveks kiimedir.

AC = {/1X1| A €Rve x4 ECl}cR“ (22)

Tanim 2.2
AcR" Dbostan farkli bir kiime olsun. x;, Xo €A ve her 1 reel sayisi igin
Ax1H(1-A)x2€ A oluyor ise A kiimesine afin kiime denir.

Afin kiimeler konveks kiimelerin 6zel halidir diyebiliriz.
2.2. Konveks Ortii
Tamm 2.3

CcR" kiimesinin tiim konveks kombinasyonlar1 topluluguna C kiimesinin

konveks ortiisii denir ve convC ile gosterilir.

k
convC = { 1 ;X1 F..cooooon +Axc|x €C, Ai20 ve D=1} (2.3)

i=l



Diger bir ifade ile C kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesigimine

konveks orti denir.

AN
L =

Sekil 2.4 Bir kiimenin konveks Ortiisii.

Teorem 2.1 (Karateodori Teoremi)
CcR" ve x€convC olmak iizere x noktast C’deki en fazla n + 1 noktanin
konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir.

O zaman R* de en fazla iic, R’ de en fazla dort noktann almmasi yeterli

olacaktir.
Ispat:
Bir x € convC noktas1 alalim. (2.3) den dolay1j=1,....... kicin 1;>0 ve
k
ZAJ =1 olmak lizere, X= A1 X1+ 12X ........ Ak Xk seklinde x;, Xo,......... Xk

Jj=1
vektorlerinin konveks kombinasyonlar1 olarak ifade edilebilir.
k > n+l olsun. x; - xj,........ , Xk- X1 lineer bagimlidir. Dolayisiyla hepsi birden

k
sifirdan farkli reel mp, ms,........ , My i¢in ij(xj -x1)=0 dm.
Jj=2



k
m;= - ij olsun. Dolayisiyla,

j=2
k k
ijzo ve ij xj = 0 olur.
j=l =1

Herhangi bir o reel sayisi i¢in,
k k k k

X = ZAJ X+ 0= ZAJ Xj -« ij Xj = Z(AJ - amj)x;
j=1 j=1 j=1 j=1

o= min{Ai;j/m :m;>0}= 1;/m ve a>0 seklinde tanimlansin.
15j<k
O zaman, A;/m; 2a ve Aj-am; 20 olur.
Ayrica Ai-am; = 0 oldugundan x, C i¢inde en fazla k-1 tane noktanin bir
konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir. Bu islem n+1 tane noktanin konveks

kombinasyonu olarak gdsterilene kadar devam eder.

Teorem 2.2
CcR" ve C bostan farkli konveks kiime olmak iizere, x; € cIC ve x; € intC ise
AxH1-21)x; €int C, 0<21<1 (2.4)

olur.

Onerme 2.2

C bos kiimeden farkl1 konveks bir kiime ise intC ve clC konvekstir.
2.3. Hiperdiizlem ve Koni

Tanmim 2.4
b € R" sifirdan farkli bir vektér ve B € R olmak lizere,

H={x|<b,x>=p} (2.5)
ise H, R" de bir hiperdiizlemdir.

R? de bir hiperdiizlem dogru, R® de ise bir diizlem belirtir.



R" de bir hiperdiizlem uzay1 iki kapali konveks yari uzaya ayirir. Bunlar,

H = {x|<b,x>> B}

H={x|<b,x>< B} (2.6)
seklindedir.

Pozitif hiperdiizlem

{x | <b,x>2>8}

{x|<b,x><B}

Negatif hiperdizlem . .
hiperdiizlem

{x |<b,x>=B}

Sekil 2.5 Hiperdiizlem ve yar1 uzaylar

Onerme 2.3

Hiperdiizlem konvekstir.

Ispat:
x, X2EH ve 0< A <1icin Ax;+(1-1) x; € H ise 6nermemiz dogrudur.
X1, X2 €EH 1se <b, x;> = ve <b, x,> = B oldugunu hiperdiizlem tanimindan
biliyoruz. O zaman,
<b, Axi+(I-2)x2>= 1<b, x>+ (1-1) <b, x »,>
=Ap+(1-2)B
=B



Tanim 2.5
Sonlu sayida kapali konveks yar1 uzaylarin kesisimine polihedral (¢ok yiizlii)

denir.

bl bz

Sekil 2.6 Kapali konveks yar1 uzaylarin kesisimi

Onerme 2.4

Polihedral konveks bir kiime olusturur.

Ispat:
Konveks kiimelerin kesisimi konveks oldugundan dolayr polihedral konveks

kiimedir.

Tamm: 2.6
CcR" ve C konveks bir kiime olmak iizere, C i¢inden alinan iki noktanin konveks

kombinasyonu olarak yazilamayan noktaya extreme nokta denir.

. 7 \/

Sekil 2.7 Ekstreme noktalar.



Tamm 2.7
KcR" bos kiimeden farkli ve x € K olmak lizere, 1 >0 i¢cin Ax €K ise K

kiimesine koni denir. Koni konveks ise konveks koni olarak adlandirilir.

v

Konveks koni Konveks olmayan koni

Sekil 2.8 Konveks ve konveks olmayan koni drnekleri

Tanim 2.8
K cR" olmak iizere,

K*={x €ER"|<x,y>>0, VyEK}
kiimesine, K konisinin dual konisi,

K’ ={xER"| <x,y><0, VyEK}

kiimesine ise, K konisinin kutupsal konisi denir.
2. 4. Konveks kiimelerde ayirma teoremleri
Ayrrma teoremleri konveks analizde ©nemli bir yere sahiptir. Ozellikle

optimizasyon teorisinde optimallik kosullarinin ispat edilmesinde ve dualite

teorisinde uygulanmaktadir.



Teorem 2.3

CcE, ve C kapali konveks kiime olsun. C kiimesinin digindaki bir y noktasindan,

C kiimesine en kisa mesafeyi veren nokta vardir ve bu nokta tektir. Bu noktayi x

ile gosterecek olursak bu noktanin x olmasi i¢in gerekli yeter kosul
<x-Xx,y—x ><0, vxeC 2.7)

olmasidir.

Konveks kiime Konvek olmayan kiime

Sekil 2.9 Kapali konveks kiimeye en yakin uzaklik

Eger kiimemiz kapali konveks kiime degil ise boyle bir nokta tek olmayabilir.

Ayni sekilde kiimemiz konveks degil ise de boyle bir nokta tek olmayabilir.

Teorem 2.4 (Bir nokta ile konveks kiimenin ayrilmasi)
CcE,, C kapali bir konveks kiime ve y, C kiimesi disindaki herhangi bir nokta
olsun. ¥ x e C olmak tizere, bir b vektorii ve B skaleri i¢cin

<b,y>>B ve<b, x> <P dir.

Ispat:
Teorem 2.3 den dolayi,
<x-x,y—x ><0, VXE€C i¢in oldugunu biliyoruz. Burada,
b=y—-x ve B=<Db, x > i¢cin <b,x> < Bolur.
<b,y>B=<b,y>-<b,x>

=<y-X,y—-x>

=|ly-x|F>0ise<b,y>>p olur.
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Sekil 2.10 Bir nokta ile bir konveks kiimenin ayrilmasi

Tanim 2.9
A, A,CE,,b #0 ve b€ E, de vektor olmak tizere, her x; € A ve her x, € A,
icin  <x;,b> < <x;.,b> oluyor ise A; ve A, kiimelerine ayrilabilir kiime

denir.

Simdi gosterecegimiz teorem kesigsmeyen iki konveks kiimenin ayrilabilir kiime

olduklarini gosteren klasik teoremdir.

Teorem 2.5
C, ve C,, E, de kesismeyen konveks kiimeler olsun. Sifirdan farkli b € E,, vektorii
i¢in,

<X,b><<x,b>, Vxi€C ve VxE( (2.8)

ise C; ve C; kiimeleri ayrilabilir konveks kiimelerdir denir.

C; ve C; ayrilabilir kiimeler ise uygun bir B sayist i¢in
CiCcH
C,CH"
olacaktir. Yani,
H={x|<bx>=p}

hiperdiizlemi bu iki kiimeyi ayirmaktadir.
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Sekil 2.11 ki konveks kiimenin hiperdiizlem ile ayrilmas1

Eger kiimelerimizin ikisi de konveks olmaz ise hiperdiizlem yardimiyla ayirmak

miimkiin olmayabilir.

Sekil 2.12 Hiperdiizlem ile ayrilamayan kiimeler

Teorem 2.6

Cy, C; C E, ve C;, C; bos olmayan iki konveks kiime olsun. C;NC, = O ve b

sifirdan farkl E,’de bir vektor ise C; ve C,’yi ayiran bir hiperdiizlem vardir.
inf{<b, x>} |x1€ C;} 2sup { <b, x> |x; € Cy} (2.9)

esitsizligi gergeklenir.

Onerme 2.5

Cy, C; C E, ve Cy, G, bos olmayan iki konveks kiime olsun.

CiNintC, = O ve b sifirdan farkli E, de bir vektor ise C; ve C,’yi aywran bir
hiperdiizlem bulunur.

inf {<b, x>} |x)€EC;} 2sup { <b, x> |x2 € Cy} (2.10)
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Sekil 2.13 Onerme 1.3 iin geometrik yorumu

Tamm 2.10
A CE,, A bos kiimeden farkli olsun. x € 0A ve x € A olmak lizere Eger
H={ x|<b,x-x ><0}

seklinde bir hiperdiizlem var ise buna A kiimesinin destek hiperdiizlemi denir.

Konveks olmayan kiime Konveks kiime

Sekil 2.14 Destek hiperdiizlemi

Teorem 2.7
ACE,, A bos kiimeden farkli1 ve X € 0A olsun. Her x € clA ve sifirdan farkli
bir b vektorii i¢in < b, x-x ><0 olacak sekilde x noktasinda A kiimesinin destek

hiperdiizlemi bulunur.

Sonug 2.1
ACE, , A bos kiimeden farkli ve x & intA olsun. Sifirdan farkli bir b vektorii ve

xEclAigcin <b, x-x > < 0 bulunur.
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3. KONVEKS FONKSIYONLAR

Tanim 3.1
CCE, bos kiimeden farkli konveks kiime ve R =R U {-o, +oo} olmak lizere,

£ C >R fonksiyonu tanimlansin. Eger x;, x, e C ve 0< A <1 i¢in,

f(Axi+(1-A)x2) < Af(x)+(1-1) f(x2) (3.1)
sart1 saglantyor ise f fonksiyonuna C kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.
Tamim 3.2.

-f fonksiyonu C kiimesi iizerinde konveks bir fonksiyon ise  f fonksiyonuna C

kiimesinde konkav fonksiyon denir.

f(x) f(x)
A ' N
\ . 2t
\:/ I I I
I 1 1 | 1 |
1 1
1 1 | : : :
| | | | 1 |
N . o
X % X Xy !
Konveks fonksiyon Konkav fonksiyon
f(x)
Pa
f
/i K./I/
l |
| |
| |
| |
| |
xl XZ > X

Ne konveks ne konkav fonksiyon

Sekil 3.1 Konveks ve konkav fonksiyon 6rnekleri
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Teorem 3.1

f konveks bir fonksiyon ise

FO Ax) <D 4 f(x), (Vxi €Cve 2;>0igin D 4, =1) (3.2)
i=l1 i=1 i=1

esitsizligini gercekler.

Onerme 3.1
k
1) f konveks bir fonksiyon ise a;i >0 i¢cin F(x) = 2051. f;(x) konveks
i=1

fonksiyondur.

i1) f konveks bir fonksiyon ise F (x) = sup f; (x) fonksiyonu da konveks bir
i€l
fonksiyondur.

3.1. Fonksiyonun epigrafigi ve hipografigi

Tanim 3.3

AcE,ve A#Qolsun. f: A — R bir fonksiyon olmak {izere, f fonksiyonunun

epigrafigi

epif = {(u, ) eAx R |f(u) <a} (3.3)
hipografigide

hipof= {(u,2) eAx R |f(u) >a} (3.4)

seklinde tanimlanir.
Yani fonksiyonun grafiginin list bolgesine fonksiyonun epigrafigi, alt bolgesine

hipografigi denir.
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-

hipof

v

Sekil 3.2 Bir fonksiyonun epigrafigi ve hipografigi

Teorem 3.2

CcE,, C bos kiimeden farkli bir konveks kiime olsun. f: C — R fonksiyonunun

konveks olabilmesi i¢in gerekli yeter kosul epif in konveks olmasidir.

Ispat:
= : fkonveks ve (u, a) eepif, (v, b) eepif olsun.
f(u) <a<t+twovef(v)<b<+ o, 0<A<L1igin
f(Aut+t(1-A)v) <A fw+(1-1)f(Wv)

< A a+(1-1 ) boldugundan
A (u,a)+(1-1 ) (v, b) eepifdir.
< : Tersten gercekleyecek olursak
(u, a) eepif, (v, b) eepif olsun. Konveks kiime tanimindan
A (a)+(1-1)(v,b) eepifve 0 <1 <1 igin
f(Au+(1-2)v) < Aa+(1-1)Dbolur
a=f(u) ve b= f(v) oldugundan
f(Au+(1-2)v) < A f@)+(1-1)f(v)olur.

Teorem 3.3

Konveks fonksiyonlar tanimli oldugu bdlgede siireklidir.
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3.2 Konjuget (Eslenik) fonksiyonlar

Tanim 3.4

f:E, —> R olsun. f fonksiyonunun konjuget (eslenik) fonksiyonu, f*:E, — R
ve her x* € E, olmak iizere,

£* (x*) = sup (< x*, x) — f(x)) (3.5)
x € E,

seklin de tanimlanir.

Tanimdan da anlagilacagi iizere,

<x*, x> < f(x) + £* (x*) (3.6)

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Fenchel’in esitsizligi denir.

Onerme 3.2

f:E, > R olsun. f fonksiyonunun eslenik (konjuget) fonksiyonu f*:E, — R

konvekstir.

Ispat:
x,,x, € E, ve 0< A <1 olsun.
£ (A x; +(1-1 ) x,)< A PE(xi)+H(1- A )f¥(x,) oldugunu gdstermemiz gerekir.

P (4 x +(1-4) X)) =sup { <A x+(1-2 )x), x> L)}

x € E,

=sup {4 <x,x>+(1-1)<x,x>-A f(x) +Af(x) - f(x)}

x € E,

=sup {4 <x,x>-AfX)+(1-1)<x,,x>-f(x)(1-1 )}

x € E,

= 2sup {<x ,x>-f(X)}+(1-1 )sup {<x,,x>-f(x)}

x € E, x € E,

= A () +((1-2) * (xy)

olur.



A F(x) =[x

17

B.x*=a
f*(x*) =
o, X* £
0, [x* <1
f*(x*) =
®, 4> 1
P

A F=(2) X’

f* (x*) = (1/2c) x*

Sekil 3.3 Bazi fonksiyonlarin konjuget fonksiyonlar1 [6, sy:149]
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Tamm 3.5
f=E,— R fonksiyonunun konjuget fonksiyonunun konjugeti (ikincil konjugeti),

**:E, — R ve her xe E, i¢cin

f** (x) = f,lelpE( <x*, x> - f* (x*)) 3.7

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.3

f=E,— R vef*:E, > R f fonksiyonunun konjuget fonksiyonu olmak
iizere, her xe E, ig¢in,
f(x) < g(x) ise f* (x*) >g*(x*) (3.8)

olur.

Ispat:
Herxe E, vef(x) < g(x)ise
<x* x>-f(x) 2 <x*, x>-g(x)

sup (<x*, x> - f(x) = sup <x*, x> - g (x)) ise
x € E, x € E

£ (x*) > g* (x*) olur.

Onerme 3.4

f fonksiyonun ikincil konjuget fonksiyonu konvekstir.

Teorem 3.4
f=E,— R, f**:E,— R f in ikincil konjuget fonksiyonu olsun.
** (x) <f(x) , Vxe E, (3.9

Ispat:

Tanimm 3.4’den V x, x*e€ E, i¢cin
f(x) > <x*, x> - * (x¥*))

f(x) > flel% (x*, x> - f* (x*))

f(x) > F* (x)
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3.3. Subradyant ve subdiferansiyel

Tanim 3.6

f:En— R vef fonksiyonu smirli olsun. Her x€ E, i¢in <x*, x-u> + f (u) < f(x)
olacak sekilde x*e E, var ise x*, fin u noktasindakidaki subgradyantidir denir.
f fonksiyonunun u noktasindaki subgradyantlarin kiimesine f in subdiferansiyeli

denir ve 0 f(u) seklinde gosterilir.

Sekil 3.4 Konveks fonksiyon i¢in subgradyantin geometrik yorumu

Teorem 3.5

f:E, > R bir fonksiyon f**: E, —R fonksiyonu f fonksiyonunun ikincil
konjuget fonksiyonu olsun. Her xe E, ve 0 f(u) #0 ise
f(u) =£** (u) (3.10)

Ispat:

0 f(u) #0 ise en az bir x*e€ 0 f(u) vardir. Dolayisiyla V xeE, i¢in
f(x)> <x*, x-u>+f(u)

f(x)> <x* x>-<x*,u>+f(u)

<x*,u> - f(u)><x*, x> - f(x)

<x*u> - f(u) > £ (x*)
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f(u) <<x*, u>-f* (x*) <f** (v), (3.9) dan
f(u) <f**(w) < f(w) = fu)==**(v) ‘dur.

Teorem 3.6

f: E, >R bir fonksiyon, f*: E, — R fonksiyonu f fonksiyonunun konjuget

fonksiyonu olsun. x* € 0 f(u) olmasi i¢in gerekli yeter kosul

<x*, u>=f(u) + £ (x*) (3.11)

olmasidir.

3.4 Gateaux diferansiyel

Tanmm 3.7

f=E, —R , fonksiyonu tanimlansin. A — 0 i¢in

limitine f fonksiyonunun u noktasinda v vektorii yoniinde yon tiirevi denir. f(u,v)

seklinde gosterilir.

Tanim 3.8
f=E,— R v,u*eE, i¢in,

f(u,v) = <v, u*> (3.13)

ise f fonksiyonuna u noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir denir. Buradaki u*

da f nin Gateaux diferansiyeli denir ve f'(u) ile gdsterilir.

Onerme 3.5

f=E,— R, f fonksiyonu ue€ E, noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir ise u
noktasinda subdiferansiyellenebilirdir.

o flu) = f{(u) (3.14)
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Ayni1 sekilde f fonksiyonu ueE, noktasinda siirekli smirli ve sadece bir
subgradyanta sahip ise f fonksiyonuna u noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir

denir.
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4. KONEKS OPTIMIiZASYONDA DUALITE KAVRAMI

Bu boliimde, dual problem olan minimizasyon problemi ve maksimizasyon
probleminin birbiri ile olan iligskileri perturbasyon fonksiyonu yardimiyla
incelenip, 0Ozellikle supremum ve infimumlarinin karsilastirilmas: ve tekil

coziimlerin varligi ele almacaktir.
4.1. Primal ve dual problem

Tanim 4.1

f: E, — R olmak iizere, minimizasyon problemi

(P) inff(u) (4.1)

u €E,

seklinde tanimlansi. Burada problem P, primal problem olarak isimlendirilecek
ayrica,
f(u) = inf P (4.2)

esitligi saglayan her u € E, problemin ¢oziimleri olacaktir.

Tanim 4.2

u, € E, icin f(u,) <+ oo ise problem P’ye triviyal olmayan denir.

Tanim 4.3
® : ExE,—> R ve ® (u,0) = f(u) olsun. Her u, p € E, i¢in minimizasyon

problemi

(Py) inf @ (u,p) (4.3)
uE€E,

seklinde ifade edilir. Burada ® fonksiyonuna perturbasyon fonksiyonu, Pp ye de

verilen perturbasyona gore P’ nin perturbasyon problemi denir.
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P = 0 oldugunda P, probleminin P problemi ile ayn1 oldugu goriilmektedir.

Verilen problem P ve perturbasyon problemleri Pp olmak iizere, dual problem

sOyle tanimlanir.

Tanim 4.4

®* : ExE,— R fonksiyonu, perturbasyon fonksiyonu @  nin konjuget

fonksiyonu olsun.

(P¥)  sup {~D*(0, p*)} (4.4)

pPEE,
problemine verilen perturbasyona gore P’nin dual problemi denir.
— ®* (0, p*) = sup P* (4.5)
esitligini saglayan her p* € E,, P* probleminin ¢éziimleridir.

Simdi P ve P* arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Onerme 4.1

-00 < supP* < infP < + (4.6)

Ispat:
p* € E,olsun. Tanim 3.4 geregi

@ *(0, p*) = sup [< p*, p > -D(u, p)]

up € E,

@ *(0, p*)> <p*, 0> - ®(u,0) , Vp*,u€E,
-® *0,p*) < <p*,0>+D (u,0) <D (u,0) ise
supP* <infP dir.



Onerme 4.2
1) Problem P triviyal olmayan ise

supP*<infP <+ o«

i1) Problem P* triviyal olmayan ise
- oo <supP* <infP
i11) Problem P ve P* triviyal olmayan ise

-0<sup P* <infP <+ o©

4.2. Normal ve stabil problemler

Tanim 4.5

® :E,xE,—s R ve her pEE, iginh:En—>E fonksiyonu

h (p) = inf Pp = inf @ (u,p)
uEE,

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1

h:E, > R fonksiyonu konvekstir.

Ispat:
pa qunVC OS A <1 1(;1n
h(Ap +(1-4)q) < Ah(p) +(1-1)h(q)

esitsizliginin saglandigimi gostermemiz gerekir.

1) h(p) =+0 ise ispat asikardur.

i1) h(p) <+ © ve h(q) <+ ©i¢in, va > h(p), v b>h(q) ve
en az bir u,v € E, i¢in
h(p) < @ (u, p) <a
h(q) £ @ (v, q) <bolur. (4.10) dan
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(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



h(lp+(1-l)q)=ié1f(b(w, Ap+(1-1)q)
w E,
SO(Au+(1-A)v, Ap+(1-1)q)
<SAD(up)+(1-1)D (v, q)

<Jda+(1-2)b ———> Ah(p) + (1-1)h (q)

a—>h(p)
b—h(q)

Teorem 4.2
h*, h fonksiyonun konjuget fonksiyonu olmak iizere,
Vp* € E, igin

h* (p*) = ©* (0,p*) dur.

Ispat:

Konjuget fonksiyonun tanimindan,

h* (p*) = sup [< p*, p > —h(p)]

PEE,

—sup [< p*, p>—inf ®(u, p]
PEE, wEE,

=sup sup [<p*,p>- D (u,p)]

PeE, u€E,
= @ * (u, p*)

Teorem 4.3

supP* = sup [~ 1 * (p*)]=h** (0)

olur.

sup P* < inf P oldugundan bu esitlik h** (0) < h(0) olmasima denktir.

Tanim 4.6

25

(4.12)

(4.13)

h(0) smirlt ve h, “0” noktasinda alt yar1 siirekli ise problem P ye normal denir.
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Onerme 4.3

Asagidaki onermeler birbirine denktir.
1) P normaldir.
i) P* normaldir.

111) infP = supP* ve bu say1 sinirhdir.

Tanim 4.7

h(0) smirl h “0” noktasinda subdiferansiyellenebilir ise problem P ye stabil denir.

Onerme 4.4
Asagidaki 6nermeler birbirine denktir.
i) P stabildir.

1) P normaldir ve P* en az bir ¢6zlime sahiptir.

Teorem 4.4

Problem P* nin ¢6ziim kiimesi oh** (0)’a 6zdestir.

Ispat

Problem P* 1n ¢oziimleri p* € E,, olsun.
-®(0,p*) 2-®(0,g%), Vg*eE,

¥ (p*) 2 -h*(*)

-h* (p*) = sup [<0.¢* >~ *(g*)]

q* €E,

-h* (p*) = h** (0) oldugundan buda p* € oh**(0) olmasina es degerdir.

Sonug 4.1.
P stabil oldugunda Teorem 4.4. den P* nin ¢6zlimleri (verilen perturbasyona gore)

“0” noktasinda h’in subgradyantlaridir. Belirli durumlarda inf P’nin tiirevleridir.
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Sonug 4.2

Asagida verilen onermeler birbirine denktir.

1) P ve P* normaldir ve bazi ¢dziimlere sahiptir
i1) P ve P* stabilidir.

ii1) P stabil ve bazi ¢oziimlere sahiptir.

Onerme 4.5 (Stabil kriteri)

Asagidaki sartlar saglanir ise problem P stabildir.
1) @ fonksiyonu konvekstir.

i1) inf P smirhdir.

1) Ju e B, i¢inp — @ (u,p) sinrrl ve ‘0’ noktasinda stireklidir.

Onerme 4.6
P ve P* ¢ozlimlere sahip ve inf P = sup P* ise ¢coziimlerin sayis1 smirlidir.
p problem P nin, p* problem P* 1 biitiin ¢6ziimleri olmak iizere bu ¢éziimler i¢in
@ (p,0) + © *(0,p*) =0
veya
(0,p*)e 0D (p,0)

olur.
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5. IMALATHANE ICiN BiR UYGULAMA

Bir isyeri sahibi ekonomik anlamda karar verirken firmanin karm, is giiciinii, arz
ve talebi, rakip firmanmn piyasadaki tutumunu ve daha bir¢ok farkli durumlari
beraber diistinmek zorundadir. Dolayisiyla ¢ok farklt durumlardan en dogru karari
vermek reel anlamda sanildig1 kadar kolay degildir.

Bu boliimde tamamen ekonomik agiklamalarla kusatilan maksimizasyon ve

minimizasyon iligkileri ele alacagiz.

Tanmm 5.1

Her xeR™ i¢in, x vektOriiniin elemanlar1
X, =max {xi, 0}
X, =-min {x;, 0}
X=X -X (5.1

seklinde tanimlanir.

Imalathanenin karakterizasyonu

Uretim kiimesi, Y cR™

Mallarmn standart (diizgiin) {iretimi, y*
Mallarin standart dis1 (defolu) tiretimi, y
Imalathanenin iiretime son vermesi, 0 Y
Herhangi bir malin imha edilmesi, R” Y
Malin piyasadaki degeri, n;*

Malin maksimum miktari, c;

Baslangic kaynaklari, ¢ = (cy,.....Cn)

olarak ifade edilecek.
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Varsayim
Y, R"”’yiigeren kapali konveks kiime olarak kabul edilsin.

Kar

yeY i¢in maliyeti Zn* y; , malin geriye doniisiimii z n'y’ olmak iizere, kar

i=l i=l

<n* y>= Z n'y - in*y{ (5.2)
i=l

i=l

seklinde hesaplanir.
Amac

Sirket {iriin y nin baslangi¢ kaynaklar1 asmadan karin1 maksimize etmeye ¢alisgir.

Optimizasyon problemimiz

(P)  sup <n*,y>, yi >2-¢ (1=1,2....m) (5.3)
vyEY
seklindedir. Problemin ¢6ziimii her p = (p,........ pm) €R™ i¢in bir pertusbasyon

problemiyle iliskilendirilir ise

(Pp) sup <n*, y>, yi = -ci-pi (1=1,2,.....m) (5.4)
vyEY

ve konkav fonksiyon olan

h (p) = sup (P;) (5.5)
olur.
Yani baslangi¢ kaynaklar1 “p” ile genisletilirse sirketin yeni kar1 h (p) olur.
ci> 0 ve her 1 i¢in biitiin malzeme miktar1 baslangicta harcanabilir ise problem (P)

stabildir.
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Dual Problem
(P*) inf sup [< n*+p,y>+< p*,c>] (5.6)
p*=> 0 y SR

olarak yazilabilir.

Problem (P) stabildir ve Onerme 4.4 den problem (P*) ¢dziimlere sahiptir. Bu
cozlimler, Solp* olmak iizere, -h’ in “0” noktasindaki subgradyantlaridir.

Solp* e 0 (-h(0)) (5.7
Problem (P)’nin optimal ¢6ziimii, ayrica h “0” noktasinda Gateux
diferansiyellenebilir olarak varsayilinca ekonomik yorum daha kolay

genigletilebilir.

Esitlik (5.7),

pi*= M(O), i=1,2....n

op;

(5.8)

haline gelir.

Bir baska ifadeyle - p;, i’ninci smirlamanin marjinal fiyat: olarak, bu fiyat ¢; den
citpi ye degisseydi kar ilk diizeyde pi*p; ile artabilirdi. Aymi1 yoldan (i)
malzemesinin kiiciik eklenmis miktar1 p;, n;* fiyatiyla piyasaya siiriiliirse,
kazang,

n;* p; ile artacaktr.

Sirketin diretimi ¥ ve tiiketimi "~ iken bu siire¢ fiyat1 n* den saglanan en iyi

avantajli kaynaklar olan “c” de kullanilir.

Fiyatt nj*+ A, den (i) ninci ek malzeme teklif edilsin. Bu ek malzemeyi almak

ticari anlamda mantikli midir?
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Bu durum da sirket ek masraf olan A p; yi diisiinmek zorundadir. Maksimum

kazang h(p;) - A, p;i olacak ve bunu da h(0) ile karsilagtrmak durumundadir.

Sonuc¢

(5.7) ve h’1n konkav olmasi nedeniyle

3pi>0:h(p) - A pi>h(0) & A < p] (59)

Sirket,

2, < p; durumunda ek malzemeyi satin alacaktir. Bu yiizden sirketin (i)’ninci

1

malzemeyi satin almaya devam etmesi igin gerekli esik deger alti, nj*+ p; olarak

temsil edilir.

Buradan su sonuglari ¢ikarabiliriz.

yi> ¢ ise fiyat1 n* olan kullanilmis miktarda (i) malzemesi vardir demektir. Bu
yiizden n* araci fiyattan (nj*+ p;) den biiyiik veya esit olmak zorundadir. Sonug

olarak p; =0 dur.

p; > 0 ise, market fiyat1 araci fiyattan (n*+ p, ) diisiik olacaktir. Sirkette fiyati n;*

olan (1) ninci malzemeden ek miktar almak isteyecektir. Eger bunu yapmiyorsa bu
demektir ki, y; optimal yani cari fiyattan arzin talebe cevap vermemesi durumu

vardir ki ozaman y; = ¢; dir. [7, sy: 223-226]
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6. KONVEKS OLMAYAN PROBLEMLERIN DUALITESI

Bu boliimde genisletilmis Lagrangian fonksiyonunu tanimlayarak bu tiir
fonksiyonlar yardimiyla giicli dualite sonuglart icin konveks olmayan

sinirlandirilmis problemleri ele alacagiz.

6.1. Temel Kavramlar

Tanim 6.1

S C X, S bos kiimeden farkli ve Y reel normlu uzay olsun. f,, S iizerinde taniml
reel degerli fonksiyon ve f: S—Y seklinde tanimli olmak {izere, primal

matematiksel programlama problemimiz,

(P) infP = inffy(x), f(x)<0 (6.1)
xES xES

seklinde tanimlansin. P nin olanakli kiimesi,

D={x|xeS, f(x)< 0} (6.2)
olmak iizere, f(x) = inf P esitligini saglayan xeD, P de ¢6ziim olarak
adlandirilir.

Tanim 6.2
K kapal1 konveks koni olmak iizere, K’nin dual konisi
K*Z{ y¥*eY | <y,y*> 20, VyekK } (6,3)
seklindedir.
Tanim 6.3

Y reel normlu uzaym duali Y* olmak iizere, B* birim yuvari
B* ={ e*eY*||e*|. <1} (6.4)

seklinde tanimlanir.
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Tanim 6.4
T:YxY*xRy - R, 1t reel degerli fonksiyonu
T(y, y*, ¢) =sup { <y, ce*> | e*eB* vece*-y* eK* } (6.5)

seklinde tanimlanir.
6.2. Genisletilmis Lagrangian Fonksiyonu

Tanim 6.5
V C Y* x R; olmak iizere, V kiimesi
V = { (y*,c) e Y*xR: | Je* eB* icin ce*-y* eK* } (6.6)

seklinde tanimlanir.

Tanim 6.6

xeS ve (y*,c)eV olmak lizere, problem P ile iliskili genisletilmis Lagrangian

fonksiyonu,
L (x y* ¢) =1 (x) - <f(x), y*>+1(f(x), y*,c) (6.7)
seklindedir.
Tanmim 6.7
H=Y*xR; - R dual fonksiyonu,
H(y*, ¢) = inf L(x, y*, ¢) (6.8)

xE€S

olarak tanimlanir. O zaman, P nin dual problemi olan matematiksel programlama

problemi

(P*) sup P* =sup H (y*, ¢) (6.9)
50 EV

haline doniisiir. Buna gore,
H (y*, c) = sup P*

esitligini saglayan (y*, c) € V ye P* de bir ¢6ziim denir.
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6.3. Zay1f Subdiferansiyel

Tanim 6.8
h: Y > (o, +x0], y,eY veh(y,) sinirli olsun. HeryeY i¢in

—[| ¥-¥o [+ < y-¥o, y* > < h(y)-h(y,) (6,10)

esitsizligi saglanir ise  (y*, ¢)e Y* x R: c¢iftine h 1n zayif subgradyanti denir.

yo noktasmdaki h’in biitiin zayif subradyantlarinin kiimesine h’in y, noktasindaki

zay1f subdiferansiyeli denir.
0" h(yo) ={ (y*,0)€ Y*x Ri | |l y-yo [H+< y-yo.y* > < h(y)-h(yo), VyeY }
(6.11)

Tanim 6.9
0 " h(y,) bos kiimeden farkli ise h, y, noktasinda zayif diferansiyellenebilir denir.

6.4. Dualite Teoremleri ve Stabilite

Tanim 6.10
Primal matematiksel programlama problemimiz f(x) <0 smirlamasina gore

inf P=inf f,(x) olarak tanimlanmisti.
xES

(6.2) ile tanimlanan olanakli kiime bos (infP = o), IxeX ve IyeY i¢in

5 (%) XeS ve flx) <y
O(x,y) = ,
+ 00 ,diger durumlarda
(6.12)
olmak tizere, P ile bagdasik perturbasyon fonksiyonu
h(y) = inf @ (x,y) (6.13)

xES

olarak tanimlanir.



Boylelikle,
inf { ®(xy) -<yy*>+clyl|yeY | =

L (x, y*, ¢) XES ve (y*,c) eV
= -0 XES ve (y*,c) gV
+ oo XES

seklinde hesaplanir.

Bu tanimdan faydalanarak, P’nin dual problemi

(P*) sup P* = sup infL (x, y*, ¢)
(y*,c)ev x€s

seklinde elde edilir.

Teorem 6.1

(6.7) de tanimlanan © fonksiyonu icin

sup{t(y,y*,c)-<y,y*>}=

olur.

Teorem 6.2

(6.7) de tanimlanan genisetilmis Lagrangian fonksiyonu i¢in

fo, f(x)<0
sup L (x, y*, ¢) =
+o0, diger durumlarda.

olur.
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(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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Sonug 6.1

(P) infP=inff,(x) =inf supL (x,y*,c) (6.18)
xE€S xES (y*c) EV

esitligi gerceklenir.

Teorem 6.3 (Zayif Dualite Teoremi)
sup P* <infP (6.19)

Ispat:
Herhangi bir L (x,y*,c) fonksiyonu i¢in
inf  sup L (x,y*,c) = sup inf L (x,y*,c)

xES  (V*EV y*c) €V xES

Bu da (6.15) ve (6.18) de tanimlarindan inf P > sup P* dir.

Tanim 6.11
P ve P* optimal degerlerin inf P > sup P* esitsizligini sagladigmi bir dnceki

teoremde gosterdik. Bu esitsizlikteki farkliliga dualite araligi denir.

Teorem 6.4
h:Y—>(-o,+ ] ve h (6.13) de tanimlanan perturbasyon fonksiyonu olsun.
Eger h(0) sonlu ve 0 "“h(0) #@ ise inf P = sup P* olur. Buda sonlu bir sayidur.

0 €Y noktasinda h’in herhangi bir zayif subgradyant1 (P*) in ¢6ziimiidiir.

Ayni sekilde tersten, inf P = sup P* ise h (0) sonludur ve (P*) nin herhangi bir

¢oziimii 0 € Y noktasinda h’in zayif subgradyantidir.

Ispat:

h (0) smnrrlt ve h’in tantmindan,

h (0) = )1(nefS(D (x,0) = Xlrelf; fo(x) = inf P

oldugundan inf P’de sinirhdir. (u*, d) € 0 “h(0) oldugunu varsayarsak

h(0) < h(y) +d |yl -<y,u*>, VyeY
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olur. Buradan,
mfP < mf d(x,y)+d||yl|-<y,u*> VyeY
xES
olur. Buradan,
infP < inf (inf @ (x,y) +d||y|| - <y,u*>) =

yES xES

=inf inf (@ (x,y) +dllyl| - <y,u*>)
yE€EY x€S

=inf inf(® (x,y) +dlly]l - <y,u*>)
xES yEY

x€ S, inf P’nin smirliligi ve (6.14) den (u*, d) ¢ifti V nin elemanidir. Bu ylizden
=infP< inf L (x,u*,d) = H (u*,d)
xES

olarak yazilir. Sonug olarak,
infP< H (u*,d) < sup H (y*, ¢) = sup P*
(y*.0)ev

esitsizligi, zayif dualite teoreminden infP >supP* oldugundan sadece esitlik
oldugunda dogrudur. Yani,
inf P = H(u*,d) = sup P*

bu esitlik (u*,d) nin (P*) nin ¢6ziimii oldugunu gosterir.

Bu durumda,

h (0)=inf P =sup P* =inf L (x,u*,d) =
XxES

=inf inf (@ (x,y) +dlly]| - <y,u*>)
xESYyEY

= inf (h (y) + d[lyl[ - <y,u*>)
yEY

odugundan dolayi,
h(0) <h(y) +d|lyll - <y,u*>), VyeY
zayif subgradyant tanimindan (u*, d) € 0 “h(0) elde ederiz.
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Sonug 6.2
Perturbasyon fonksiyonu h 0 €Y noktasinda subdiferansiyellenebilir ve en az bir
y*eY* icin h(y) — h(0) > <y,y*> esitsizligini saghiyor ise (y*, ¢) ¢ifti V>0

icin 0 € Y noktasinda h’in subdiferansiyeline ait oldugunu gosterir.

Bu durumda, zayif subdiferansiyel i¢indeki biitiin ¢iftler géz ard1 edilerek sadece
(v*, 0) € 0" h(0) giftleriyle ugrasilmasi miimkiin kilinmis olur. Bu giftler igin,
©(x,y*,c)=0 dir. Boylelikle Genisletilmis Lagrangian fonksiyonu, siradan
Lagrangian fonksiyonu haline gelir.

Lo (x,y*) = fo () - < f{x), y*> (6.20)
6.5. Simirlandirilmis bir problem ornegi [2]
fixuy)=xtu-3 <0, (x,u) eS
S =1{(0,0), (0,4), (4.4), (4,0), (1,2), (2,1)}
sinirlamasina gore,
(Py) fo (x,u) = -2x+u

minimize edilmesi problemini inceleyelim.

Objektif degeri -3 olan, primal problemde optimal ¢oziimiin (x.,0) = (2,1)
oldugunu gerceklemek kolaydir.

P, ile alakal1 siradan Lagrangian fonksiyonu,

Lo((x,u), v) =-2xtu - v (xtu-3), v<0 ve (x,u) €S olur.
Bu durumda dual objektif fonksiyon Hy (v) = min Lo( (x,u),v)eS

xuw €5

Ho(v)= -8-v , -2<v<l

-4-5v v>1
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fonksiyonu tarafindan belirlenir.

(P1*) max Ho(v)
v<0
olmak {tizere dual problem (P;*) ‘de optimal ¢&ziimiin v =2 ve objektif

degerinin -6 ya esit oldugu kolayca hesaplanur.

Simdi genisletilmis Lagrangian fonksiyonu kullanarak dual problemi formiilize
edelim.
(x,c)eS ve (v,c)eV igin,
L ((x,u), v,c) = -2x+tu — v (x+u-3) + t (f(x,u), v,c)
seklinde tanimlanir. Burada,
T : RxRxR; — R fonksiyonu
T (Y, vV, C) =sup { <y, ce> | -1<e<1, ce-v=0 }
selinde ayrica VcRxR: olmak iizere,
V = {(v,c) e RxR4| v<c} olarak tanimlanir.

T (f(x,u), v,c) =sup {ce(xtu-3)|-1<e<1 ve ce-v>0} =

¢ (xt+u-3) , xtu>3
= -c (xtu-3) , xtu<3ve v+c<0
v(x+u-3) , xtu<3ve v+c>0

Her (v,c)e V i¢in olarak hesaplanir. Sonug olarak

-2x+ut(c-v) (xtu-3) xtu>3
L(x,u), v,c) = -2x+tu-(c-v) (xtu-3), , xtu<3 ve v+c<0
-2x+u , x+tu<3ve v+c>0

tanim geregi, H(v,c) =min L ((x,u), v,c) dir.
xu) €S



S sonlu nokta icerdiginden, H(v,c) = min Li(v,c) olarak hesaplayabiliriz.

15i<e6

3(v+c)

L;(v,c)=L((0,0),v,c) 0

L, (vic)=L ((1,2),v,c)=0

L; (v,c)=L ((2,1), v,c)=-3

L4 (vic)=L ((0,4),vc)=c—v-4
Ls (v,c)=L ((4,0), v,c)=c—Vv -8
Le (vic) =L ((4,4), v,c) =5 (c-v) -4

Buradan,
p
-3 , ctv>-1 ve
H(v,c)= < 3(ctv) ,ct2v<-4 ve
\ c-v-8 , ct2v>-4 ve

olarak bulunur. Sonug olarak dual problem

(P1*) sup P, = sup H(v,c)
(VO EV

icin, sup P,"=-3 =infP; olur.

, vtc<0

, v+c>0

c-v<5

ctv<-1

(P,") de ¢bziim kiimesini Sol P, olarak tanimlarsak

Sol P, = {(v,c) eRxR. | v+c>-1 vec-v>5} dir.

Bu problem i¢in h, perturbasyon fonksiyonunu hesap edelim.

-

h(y) = inf {-2x+u | (x,u)eS, x+u<3+y}= <

0 , y<3
0 , -3<y<0
-3 , 0<y<1
-8 , y=>1

40



Acik olarak h, in y = 0 da subdiferansiyellebilir olmadig1 goriiliir. Fakat
0 "h,(0) #0 dir. Simdi bunu gosterelim.

0“h(0) = {(v,c) eRxR, | h(y) —h(0) >-cly|+yv, VyeR}

Yi=(-,-3)
Y,=1[-3,0)
Y;=1[0,1)
Ys=[1,+o)

Vi={(v,c) eRx Ry | h(y) —h(0) >-c|ly|t+ yv, VyeY; ve1=1,2,3,4}
olur. Burada y<-3 ve h(y)=+x ise
V,=Rx Ry,

Vo= {(v,c) eRxR: | c+v>0},
V3 = {(v,c)e RxR4|-ctv<0}
V4= {(v,c) eRxR{| -c+v<-5
seklinde hesaplanir.

Sonug olarak,
0 "h(0) = Nv; = {(v,c) eRxR4| ctv>-1 ve —ct+v<5}
1<i<4

elde edilir. Teorem 6.4 iin sonucu olarak,

0 "h,(0) = SolP,” dir.

41
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