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OZET

Bu tez ii¢ temel boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, Kompleks Sayilar
Cismi ve Ozellikleri, C’ nin Topolojisi, C - Degerli Fonksiyonlar ve Ozellikleri,
Egriler, Egrisel Integraller, Dénme Sayilar1, Kapali Zincirler, Cauchy Integral
Teoremi, Homologluk ve Homotopi Kavramlari, Laurent Serileri ve Tekil Nokta-
lar incelenmistir. Tkinci béliimde 6nce Rezidii (Kalint1) Teoremi ardindan Argii-
man Ilkesi, Cebirin Anateoremi ve Rouche Teoremi gibi, Rezidii Teoreminin

bazi teorik sonuglar1 kanitlanmigtir. Son béliimde ise Rezidi

27 +o00 +o00
Teoremi yardimiyla / R (sint,cost)dt f(z)dx | f(x)eisxdx ,
0 0o 0o

+oo +oo
f(z)dx | / z® f(z)dz tipindeki integrallerin nasil

0 [e's]

hesaplanacagi gosterilmis ve bunlarla ilgili uygulamalar yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Holomorf Fonksiyonlar, Ayrik Tekil Noktalar, Rezidii

Teoremi, Has Olmayan Integraller
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ABSTRACT
The Residue Theorem and Some Applications

Tali , Hasan Halit
M.S.,Department of Applied Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Sait Eroglu

January, 2010

This thesis is composed of three chapters. In the first chapter, Complex-Numbers
Field and its properties, topology of C, C-valued functions and their properties,
curves, line integrals, winding number, closed chains, Cauchy’s Integral Theo-
rem, homology and homotopy concepts, Laurent Series and singular points are
studied. In the second chapter, primarily The Residue Theorem, after that The
Argument Principle, main theorem of algebra and the Rouche Theorem, which
are the some of the theorical results of residue theorem, are proved. In the last
chapter, it is demonstrated how the integrals with the type of
2 +00 o0

R (sint,cost)dt f(z)dx f(z)e™ dx |

0 _ _

+oo +oo
flz)dx | / z® f(x)dz are calculated with the

0 o)

assistance of the residue theorem and the related applications are represented.

Key words: Holomorphic Functions, Isolated Singularities, The Residue

Theorem, Improper Integrals
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GIRIS:

Bu tezde Rezidii Teoremi yardimiyla, gercel analize ait bazi integralleri, gercel
analizin integral alma yontemlerine bagvurmadan sadece tiirevler veya seri acilim-
lar1 yardimiyla hesaplamay1 6grenecegiz. Bu amag dogrultusunda birinci boliimde
bilinmesi gereken én bilgileri, Cauchy Integral Teoremini, Laurent serilerini ve
tekil noktalar ele aldik. Ikinci boliimiimiizde ise birinci béliimdeki bilgilerim-
izden yararlanarak bir fonksiyonun bir ayrik tekil noktasindaki rezidiisiiniin
(kalintisinin) tanimini hemen ardindan da Rezidii Teoremini ispatiyla beraber
verdik.Son boliimiimiizde ise Rezidii Teoremi yardimiyla beg farkh tip integralin

nasil hesaplanacagini gosterdik ve uygulamalar yaptik.
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1. On Bilgiler

Bu ¢aligmada matematikte yaygm olan Vz(her x), Jz(en az bir x), = (ise), <
(ancak ve ancak) mantik imleri disginda agagidaki gosterimleri de kullanacagiz:
a:=b,"a tanmim geregi b’dir" ve
p < q ,"p tanim geregi ¢’ ya denktir".
Bunlardan ilkinde a, tamimlanan bir nesnedir, ikincisinde p tanimlanan bir

kavram igeren bir 6nerme veya bagmtidir.

1.1 Kompleks Sayilar Cismi

N ve Z ile sirasiyla dogal sayilar ve tam sayilar kiimesi, Q ve R ile sirasiyla
rasyonel ve reel sayilar cismi gosterilsin.R deki iglemler + ve . ile gosterilmek
iizere,bu cisim iizerinde agiklanmig dogal siralamayla bir siralanmig cisimdir. Titiz
olmak gerekirse (R,+,.) cisminden ve (R,+,.,<) siralanmig cisminden s6z edilir.

Simdi R? = {(z,y)|z,y € R} kiimesini iizerinde aciklayacagimz iki iglemle

bir cisim yapacagiz.Ancak sirali ikililerin temel 6zelligini belirtmekte yarar var:

1. Y(x,y), (@, y) e R*: (x,y) = (/,¢) v =2"vey=1.

R? de yine toplama ve carpma olarak adlandirilan ve kargikliga yol
agmayacagl varsayilarak yine + ve . ile gosterilen iki iglem agagidaki gibi

agiklanir: V(z,y), (u,v) € R? igin:
2. (,9) + (u,v) = (z + u,y +v)

3. (2,9)-(u,v) := (zu — yv, 2v + yu),



(R?, +, .) bir cisimdir.Bu cisim genel olarak C, onun &geleri ise z,w,... ile
gosterilir. C cismine kompleks sayilar cismi, onun 6gelerine ise kompleks

sayilar denir. Bu tanmimlarla her z = (z,y) kompleks sayisi tek bigimde

4. z = (z,y) + (0,1)(y,0) olarak yazilabilir.
R := {(z,0)|z € R} kiimesi C deki iglemlerle C nin bir alt cismidir ve
v R — ]ﬁ{,(m ~ (x,0)) doniigiimii bir dogal egsyapr dontigiimiidiir. Bu

nedenle z reel sayisi ile (x,0) kompleks sayisi 6zdeg kilinir: = = (z, 0).

Boylece 4. esitligi i := (0,1) olmak iizere

2. 2 =x+ 1wy

seklini alir. Kompleks sayilarin bu gosterimi tek tiirliidiir. Ayrica

6. i # 0, ancak i> = —1

Bu nedenle kompleks sayilar cismi siralanmig cisim yapilamaz, ¢linkii K
siralanmig bir cisim ve 0 # o € K ise a? > 0 olmak zorundadir.
Diger yandan 1 =12 >0ve —1 <0
z kompleks sayisinin say1 karakteri bizi ilgilendirdiginde onu
x + iy tipiyle, R? deki nokta karakteri bizi ilgilendirdiginde ise (z,y) ile

gosterecegiz. z,w € C i¢in z.w yerine kisaca zw yazacagiz.

z,y € R, z = x + iy olmak iizere
Rez =z, Imz =y ve z =2 —1y

olarak tanimlanir.

|z| :=Vz2Z = \a? + y?

sayisina z kompleks sayisinin mutlak degeri denir. |z| sayist (z,y) noktasinn

(0,0) noktasma olan Oklid uzakhgimdan bagka bir sey degildir.
Acikca her z,w € C igin;

2| =0, & 2=0, |zw| = |z||w] ve |z 4+ w| < |z] + |w|



1.2 C’nin Topolojisi

C yi R? nin dogal topolojisi ile alacagiz; bu R*’deki Oklid metriginin iirettigi
topolojidir. 2z = xx + iy € C, k = 1,2, ... olmak iizere:

(21, 22) = /(21 = 22)2 + (1 — 42)? = |21 — 2
R? deki Oklid metrigidir. a € C ve r > 0 reel sayis1 verildiginde

D,(a) = D(a,r) :={2€C | |z—a| <r},

D,(a) = D(a,r) :={2€C ||z —a| <1} ve

Cy(a)=Cla,r) :={2€C ||z —a| =7}

kiimelerinden sirasiyla a-merkezli, r-yarigcaplh acik daire, kapali daire ve

cember diye s0z edecegiz.

{D,(a)| a € C, r € R, r > 0} ailesi C 'nin topolojisinin bir bazini olugturur.
C = R? bir tam metrik uzaydir. Tam metrik uzaylarda dizilere iliskin kavram
ve teoremleri biliniyor varsayacagiz. Burada kompleks analizde 6nemli olan bazi
kavramlari vermekle yetinecegiz.

C'nin alt kiimelerini goreli topolojiyle ele alacagiz. A C X C C oldugunda
A kiimesinin X ’ de agik olmasi tam da C ’de agik bir U kiimesiyle A = X NU
olmasi demektir. C nin bir X alt kiimesine, bogtan farkl, ayrik ve X ’ de
agik A, B kiimeleri X = A U B olacak bi¢imde bulunamiyorsa, baglantilidir
denir. C'nin ayn1 anda acik ve baglantili alt kiimelerine kisaca bolge denir. Bun-
lar kompleks analizde énemli olan kiimelerdir. Ozellikle her D, (a) acik dairesi
baglantilidir.

a,b € R ve a < b olmak {izere bir siirekli 7 : [a,b] — X C C doniigiimiine
X de bir siirekli yol denir. Her x, y € X noktasina karsihik, X’ de bir v yolu
v(a) = z ve vy(b) = w olacak bigimde bulunabiliyorsa, X kiimesi yol baglan-
tilidir denir. ) # U C C bir acik alt kiime olsun.U’nun baglantili olmasi ,
U’nun yol baglantili olmasina denktir.
D? ile D,(a)\{a} kiimesini gosterecegiz, bu D, (a) dairesinden a merkezini

¢ikardigimiz zaman kalan kiimedir.



(1.2.1) Onerme: X C C baglantili alt kiimeyse her siirekli f : X — Z

fonksiyonu sabittir.

Bu topolojinin basit bir énermesidir ve Z yerine herhangi bir diskret uzay
alindiginda da dogrudur.

a,b € C olmak iizere

[a,b] := {a+t(b—a)|0 <t < 1} kiimesine, tipki R’ de oldugu gibi, [a, b]
kapali aralig1 diyelim.Bu,geometrik olarak,diizlemde a noktasini b noktasina
birlestiren dogru parcasinin noktalarinin olugturdugu kiimedir. ag, ay, ..., a, € C
kompleks sayilar olmak iizere

n

P = |Jlak-1, ar] = [ao, a1] U [ar, a2] U ... U [0, 1, )
k=1

tipinde bir kiimeye a¢ noktasimi a, noktasina baglayan bir poligon denir. Asagidaki

teorem herhangi bir topoloji kitabinda bulunabilir.

(1.2.2) Teorem . U C C agik kiimesi igin agagidaki énermeler denktir:
1. U baglantihdir.
2. U yol baglantilhidir.

3. U poligon baglantilidir, yani U 'nun herhangi iki noktas1 U daki bir
poligonla baglanabilir.

C’de bir X alt kiimesi verilsin. Her a,b € X i¢in [a,b] C X ise X kiimesi
digbiikeydir denir. X C C ve a € X olsun. Her z € X i¢in [a,2] C X ise X
kiimesi a noktasina gore yildiz bicimli bir kiimedir denir.

Digbiikey kiimeler her noktasina gore yildiz bigimli kiimelerdir. Bunun tersi
dogru degildir; 6rnegin + (art1 igareti) dig biikey degil , ancak dogru pargalarinin
kesigme noktasina gore yildiz bigimlidir.

Son olarak C = R? de Heine-Borel teoremi gecerlidir: K C C'nin kompakt

olmasi icin gerek ve yeter kosul kapali ve sinirli olmasidir.



1.3 C - degerli fonksiyonlar
T herhangi bir topolojik uzay ve
f:T—C
olsun. u := Ref ve v := Imf olmak iizere her t € T i¢in

f@) = u(t) +iv(t) = (u(t), v(t))

C’ nin topolojisi R?’ nin topolojisi oldugundan f fonksiyonunu bir ¢, € T nok-
tasinda siirekli olmasi u : T'— R ve v:T — R fonksiyonlarinin ¢y noktasinda

siirekli olmasina denktir. Iki 6zel durumu ayrica belirtelim.

1. T =[a,b] C R, f nin ¢y noktasinda siirekli olmasi u ve v fonksiyonlarinin

to noktasinda siirekli olmasi demektir.

2. T c C, f fonksiyonunun bir zy = xg + iyy noktasinda siirekli olmasi
u(z,y),v(z,y) fonksiyonlarmin (z¢, yo) noktasinda siirekli olmalarina denk-

tir.

Simdi U C C bostan farkli bir agik kiime, f : U — C ve a € U olsun.
u:= Ref ve v:=Imf olmak iizere her z € U i¢in f(z) = u(z) + iv(z) dir.

C = R? olarak diisiiniiliirse 2 = (z,y) yazarak

flz,y) = (u(x,y),v(z,y))

elde edilir. f nin @ € U noktasinda reel tiirevlenebilir olmasi

u:=U — R ve v:=U — R fonksiyonlarinin a noktasinda reel tiirevlenebilir
olmalarina denktir. Asagida verecegimiz, " f fonksiyonunun a noktasinda
kompleks tiirevlenebilir" olma kavrami reel tiirevlenebilmeden cok giiclii bir

kavramdar.



(1.83.1) Tanim: U C C agtk, a € U ve f:U — C olsun.

a noktasinda siirekli bir ¢ : U — C fonksiyonu her z € U i¢in

olacak bicimde bulunabiliyorsa f fonksiyonuna a noktasinda kompleks

tiirevlenebilir denir ve
f'(a) == p(a)

d
sayisina ise f’nin a noktasindaki tiirevi denir. f’(a) yerine d—f(a) da yazilabilir.
z

1. Kolayca goriilecegi gibi f fonksiyonunun a noktasinda kompleks tiirevlenebilir

ve tiirevinin f’(a) olmasi tam da

@) — 1 FC) = 1)

z—a z—aQ

demektir. Bu ise tek reel degigkenli ve R-degerli fonksiyolarin tiirev tanimi
gibidir. Bu nedenle limit kurallarindan kaynaklanan tiirev kurallar1 burada
da gecerlidir.f ve g fonksiyonlar1 U agik kiimesinde tanimh ve a € U
noktasinda kompleks tiirevlenebilirlerse

f + g ve fg a noktasinda kompleks tiirevlenebilir ve

2. (f+9)(a) = f'(a) £g'(a) ve
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

Eger ayrica g(a) # 0 ise ! de a noktasinda kompleks tiirevlenebilir ve
9

([),(a) _ ['(a)g(a) — f(a)g'(a)

9 (9(a))?

dir. U,V C C acik kiimeler ve U L v 5 C olmak iizere f fonksiyonu

a € U noktasinda ve g fonksiyonu ise b = f(a) noktasimnda kompleks

tiirevlenebilirse h := gof de a noktasinda kompleks tiirevlenebilir ve

4. R (a) = (gof)(a) = ¢ (f(a)).f'(a) (Zincir Kural).



Not 1: Tek reel degiskenli,ancak C-degerli bir
v :a, 0] = C
fonksiyonunun bir ¢ € [a,b] C R noktasindaki tiirevinden, u = Rey ve

v = I'my olmak iizere,eger varsa

f'@t) = /() + ' (t)

anlagihr. Simdi [a,b] C R ve U C C agik kiimeler olmak iizere

[a,b) > UL C

fonksiyonlari verilsin.y fonksiyonu ¢ noktsainda reel tiirevlenebilir ve f
fonksiyonu 7(¢) noktasinda kompleks tiirevlenebilirse f o« fonksiyonu ¢

noktasinda reel tiirevlenebilir ve

dir.

Not 2: n € Z bir tamsay1 ve a € C olmak iizere f(z) := (# — a)" fonksi-
yonuna bakalim. n > 0 i¢in bu fonksiyon C’de , n < 0 i¢inse C\{a} da

tanimlidir. Bu fonksiyon tanimli oldugu her noktada kompleks tiirevlenebilir

ve f'(z) = n(z — a)™ Y dir. Bunu kabaca

(z—a)" =n(z —a)"*

d
z
ile gosterecegiz.
Not 3: U CCacik; f: U —C, ac U, u= Ref ve v=Imf olsun. f
fonksiyonunun a noktasinda kompleks tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul u ve v fonksiyonlarinin a noktasinda reel tiirevlenebilir olmasi

ve orada

ou ov ou ov
8_m(a) = 8_y(a) ) 8_y(a) = —%(G)

Cauchy-Riemann denklemlerini saglamasidir.



(1.3.2) Tanim: () #U C C agik ve f : U — C olsun. f fonksiyonu her a € U
noktasinda kompleks tiirevlenebilirse f fonksiyonu U kiimesinde holomorftur
veya analitiktir denir. U daki holomorf fonksiyonlarin kiimesini H(U) ile

gosterecegiz.

C deki bolgeler bir anlamda R deki araliklarin roliinii iistlenirler.Ornegin
f: (a,b) = R tiirevlenebilir ve f' = 0 ise f fonksiyonu sabittir.Benzer bi¢gimde

agagidaki onerme gecerlidir.

(1.3.3) Onerme: U bir bolge, f € H(U) ve her z € U icin f'(z) = 0 ise f
fonksiyonu U da sabittir.

1.4 Egriler ve Egrisel Integraller

Not: Bu paragraftaki tanim ve teoremler i¢in [Conway| veya [Saks-Zygmund|’a
bakilabilir.

la,b] C R, U C C agk olmak iizere bir v : [a,b] — U fonksiyonuna (izi) U’da
bir egri denir. vy(a) noktasina + egrisinin baglangi¢ noktasi, v(b) noktasina
ise 7 egrisinin son veya bitig noktasi denir. y(a) ve (b) ye ise 7y egrisinin ug

noktalar: denir. v(a) = v(b) ise 7’ya bir kapali egri denir.

7 :=([a,0])
kiimesine v egrisinin izi denir. 7’ nin &zelliklerine gore egri adlandirilir.
~ siirekli (tiirevlenebilir veya parcali tiirevlenebilir) ise 7 bir siirekli
(tiirevlenebilir veya pargali tiirevlenebilir) egridir. siirekli tiirevlenebilirse
v’ ya bir piirilizsiiz egri, v parcali siirekli tiirevlenebilirse 4’ ya bir parcal

piiriizsiiz egri denir.

v« |a,b] = U egrisi verilsin. a =ty < t; < ... < t, = b kogulunu saglayan
P = {ty, ..., t, } kiimesine [a,b] arahginin bir parcalanis: ve

I|1P|| = max |tk — tx—1| sayisina ise bu parcalanigin normu diyelim.
<n

zr, = ¥(t) olmak iizere

L(v, P):= 30 Iv(te) = v(te—1)] = D0z |2 — 261



sayis1 kenarlar [z_1, 2] , 1 < k < n, olan poligonun uzunlugudur.

P ile [a, b] araliginin par¢alamiglarini gosterirsek

1. L(y) := sup L(v, P) ye v egrisinin uzunlugu veya 7’ nin temel degigimi
Pep

denir.Elbette 0 < L(v) < +o00o dur. Bizi L(y) < 400 durumu ilgilendirecektir.

L(v) < 40 ise 7’ ya smurli degigimli bir fonksiyon veya bir integral egrisi

veya bir uzunluk denir.Analiz derslerinde agagidaki onerme kanitlanir.

(1.4.1) Onerme: Her v : [a,b] — U parcal piiriizsiiz egri bir integral egri-
sidir ve

b
2. L(v) :/ |/ (t)|dt dir. (|Con], IV, Prop.1.3)

(1.4.2) Teorem . v : [a,b] — C smirh degigimli ve f : [a,b] — C siirekli ise bir

I € C kompleks sayis1 agagidaki kosulu saglayacak bigimde vardir: Her € > 0
sayisina kargihk bir 6 = d(¢) > 0 sayist bulunabilir 6yle ki [a,b] nin ||P|| < ¢
kogulunu saglayan her P = {t,...,t,} parcalams i¢in t;_; < T} < ¢} kogulunu

saglayan her T} i¢in

|l — Z F(Te)(v(tr)) — (v(te-1))| < €. ([Con.IV,Teoreml.4)

Tek olarak belirli olan bu I sayisina f nin v ya gore Riemann-Stieltjes inte-

grali denir ve

1= [ s= [ a0

olarak gosterilir.

Riemann-Stieltjes integrali de, integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda bir
dogrusal doniigiim tanimlar, (|Con], IV, Prop.1.7)

f:la,b] = Csiirekli ve a =ty < t; < ... < t, =bise v := V|[tp_1, tx]

olmak {izere

b no ety
3. / fdy = Z/ f dvi , (|Con], IV, Prop.1.8)
a k=1"tk—1

~ nin parc¢ali piiriizsiiz olmas1 durumunda ise



i [Cgm= [ oo

olur. ([Con|, IV, Prop.1.9). Burada sag tarafta Riemann integrali vardir.

Egrisel Integral: Simdi 7 : [a,b] — C bir integral egrisi ve f : 7 — C siirekli

olsun.

5 [yf: /ab(fov)dv

va f nin v boyunca egrisel integrali denir./ f yerine ¢ogu zaman /f(z)dz
v ¥

de yazilir.Ozel olarak v parcah piiriizsiiz ise

6 lf:[ﬂawzlﬂwwwww

gecerlidir.Cogu kompleks analiz kitabi yalnizca parcah piiriizsiiz v egrileriyle

caligir ve 6. ifadesini egrisel integralin tanimi olarak secer.

Parametre Degigimi: ¢ : [a, 5] — [a,b] doniiglimiine siirekli,kesin artan ve
iizerine ise bir parametre doniigiimii denir.Bu durumda ¢(«) = a ve ¢(5) = b ve
o~ [a,b] = [a, 8] de bir parametre déniigiimiidiir. « < 8 ve a < b olmak iizere
herhangi iki [«, ], [a, b] kapal aralig: verildiginde daima bir ¢ : [a,b] — [a, (]

parametre doniisimii bulunabilir,6rnegin

b—
7. pu) = 5 Z (u— a) 4+ a bdyle bir doniigiimdiir.

(1.4.3) Onerme: ¢ : [a,b] — [, 5] bir parametre doniisiimii, 7 : [a,b] — C

bir integral egrisi ve f : v — C siirekli ise
a. 7 = 7 o de bir integral egrisidir

b. /yf = /’mpf (|Con], IV. Prop. 1.13)
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Integral acisindan v ve v o ¢ aym davrams: sergilediklerinden bunlara ayni
goziiyle bakabiliriz. v ve 7/ integral egrilerine bir ¢ parametre doniigiimiiyle
v = v o ¢ ise denktir der ve bunu +' ~ v ile gosterirsek,bu integral egrilerinin
kiimesinde bir denklik bagintis1 agiklar, bagka sozlerle
~v,7v', " integral egrileri ise

Ly~y

2.9 ~vyise v~

3oy~ ~~"ise y ~~" dir.

Bundan sonra denk egrilere ayni goziiyle bakacagiz.Bundan yararlanarak agagi-
daki tanimi verecegiz.

Y ¢ la, b] = C, k=1,2,...,n
egrileri verilmig olsun 6yle ki 7x egrisinin bitig noktasi daima 441 egrisinin
baglangi¢ noktasi olsun.Herhangi bir [a, b] araligi alip (a < b), bunu
a=1t) <t <..<t,=>bnoktalariyla n parcaya bolelim.Sonra 7. de verilen
tipten parametre doniigiimleri yardimiyla 7y ya denk 7}, : [tg—1,tx] — C
egrilerine gecelim

v la,b] = C egrisi |[tk—1, tx] == s
olarak tanimlanirsa bir 7" egrisi elde edilir.

8 M4 ..ty =9

olarak aciklanir.y, ’ lar siirekli ise 4" 7 de siireklidir; ~y,, ’ lar parcal piiriizsiizse
~ 7 de parcal piiriizsiizdiir.”’ egrisi denklik diginda tek olarak belirlidir.Ayrica
her siirekli f : 9/ — C icin

9. / f:Af+...+/%f

Y1t +Yn
Ters Egri: v : [a,b] — C olmak iizere
v~ :la,b] = C

(1) == a+b—1)

ile tanmimlanan egriye v nin tersi denir.
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Not: [a,b] ye bir zaman araligi olarak bakalim ve 7(t) ise hareket eden bir
parcacigin ¢ anindaki konumunu gostersin.Bu pargacigin hareketini filme ¢eker
ve bu filmi geriye sararak oynatirsak v~ ye gore hareket eden bir parcacigin

filmini izlemis oluruz.

J 7 — Cigin
[f1ly := sup [ f(2)]
zey

olarak aciklanirsa agsagidaki onerme ([Con], IV, Prop.1.17) gecerlidir.

(1.4.4.) Onerme: 7 bir integral egrisi ve f :y — C siirekli ise
o [ 1==[1
v gl

b 1 [ 122011,

Asgagidaki teorem integral hesabin ana teoreminin bir genellemesidir.

(1.4.5.) Teorem. () # U C C bir agk kiime ve f : U — C siirekli olsun.
f 7 nin U da bir ilkeli varsa, yani F’ = f olan bir F' : U — C fonksiyonu varsa

izi U da olup, baglangic noktasi « ve bitis noktasi £ olan her ~ integral egrisi icin

/ f=F(8) - Fla) dir.

Ayrica v kapali ise /f =0olur. ([Con|, IV , Teorem 1.18)
v

12



Bir Ozel Egri: a € C ve r > 0 olsun.

v :10,27] = C

Y(t) :==a+ret
ile tanimlanan egri,baslangic ve bitig noktasi a+r olan basit kapali bir piiriizsiiz
egridir.y izi tam da a merkezli r yarigaph C,(a) ¢emberidir.Bu egriyi de C.(a)

ile gosterecegiz.

(1.4.6) Onerme: Her n € Z i¢in

0 —1
/ (z—a)"dz = n#
Cr(a) 2mt n=-—1

1
Kamt. U := C\{a} olsun.n # —1 i¢in F,(z) := ?(z —a)"t!
n
fonksiyonu U da f,(z) := (z — a)™ fonksiyonunun bir ilkeli oldugundan (1.4.5)

ile fn(2)dz = 0 olur.n = —1 i¢inse , C,.(a) piiriizsiiz egri oldugundan 6. ile
a)

Cr(
1 21 1 ) 21
/ dz = / —frieztdt = z/ dt = 2mi
(a) X — @ o re 0

elde edilir.Bu paragrafi iki teoremle tamamlayacagiz.

(1.4.7) Teorem. v bir integral egrisi olsun.f ve her n € N igin f, fonksiy-

onlarn Y da stirekli olsunlar.

a.  (fn) dizisi v da f ye diizgiin yakinsaksa

Lf—[/(limfn)—lim[/fn

b. f[f= Z Jn serisi 7 da diizgiin yakinsaksa
0

/WfZ/v(ifn)=§/7fn

13



elbette b. , a. ” dan ¢ikar. a. i¢in bkz. (|[Con| ,IV ,Lemmma 2.7)

(1.4.8) Teorem. y , C’ de bir integral egrisi verilsin. U := C\ y ve ¢ :7 = C

f(2) = L p(w)

siirekli ise z € U icin

w—z

ile tanimlanan f fonksiyonu U ’ da her mertebeden tiirevlenebilir ve

f(”)(z) =n! /% dir.

(|Con|, IV . 2. Prob. 3) veya (|S-Z] ;II ,Teorem 3.3)’e bkz.

1.5 Doénme Sayilar:

Donme sayilarina iligkin ayrintili bilgiler cogu kompleks analiz kitabinda bu-
lunabilir, 6rnegin |Lang| veya |Cartan| kaynaklarinda verecegimiz tiim bilgiler
vardir.Bir ~ kapali egrisinin izi {izerinde olmayan a noktas1 etrafinda donme
sayisinin tanimin analitik olarak verecegiz.Bunun geometrik yorumu sudur:
egrisinin baglangic noktasi « ise a noktasindan « ’ ya bir 1g1n ¢izelim. ¢ parame-
tresi arttikca a > dan y(t) ye giden 1gin1 izleyelim.Bu 1g1n diizlemde a etrafinda bir
acl siipiiriir.Saatin ters yoniindeki siiptirmeler pozitif, saat yoniindekiler negatif
oOlciiliir.Nihayetinde 8 = « bitis noktasiyla turumuzu tamamladigimizda asgikar
ki n € Z olmak iizere 2mn kadar ac1 siipiiriiliir.Bu n tamsayisi s6z konusu dénme

sayisidir.

(1.5.1) Tanim: 7 , C de bir kapali integral egrisi ve a € C \ 7 ise

1 dz

D = —
(7.0) 2mi ),z —a

sayisina v ‘nin a etrafinda donme sayisi denir.

(1.5.2) Teorem. D(v,a) daima bir tamsayidir ve C \ 7 nin baglantili bilegen-

lerinde sabittir.
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Kanit. D(vy,a) € Z oénermesinin kamt1 i¢in ([Lang| , IV |, Lemma 1) e
bakimz. Teorem (1.4.8) de p(w) = ﬁ sabit fonksiyonunu alirsak D(v,a) nin
C \ 7 da siirekli oldugunu goriiriiz. Bu siirekli fonksiyon Z-degerli oldugundan
(1.2.1)’e gore C \ 7 nin baglantih bilesenlerinde sabittir.

7 kapali siirekli ise 7 kompakttir. Heine-Borel teoreminden dolay1 v sinirhdar.
7’ yrigeren bir D agik kiimesi alahm. C\ D baglantihdir ve C \ 7 'min baglantih
bilegenlerinden birinin i¢ine diiger. C\D ’ de deD(~, a) sabittir.

D60l = I [ oael < B2

1
la| = 400 i¢in ||[——||, = 0 oldugundan , yeterince biiyiik |a| i¢in
z—a
0 < |D(v,a)] < 1 olur. D(v,a) € Z oldugunda D(v,a) = 0 olmak zorun-
dadir.Béylece C \ 7’ nmn smirsiz bileseninde D(7,a) = 0 olur.

(1.5.3) Tanim: C de « bir kapali integral egrisi olsun.

I(v) :=={a€C\ v | D(v,a) # 0}

kiimesine y egrisinin i¢i denir.

C \ 7 nn smirsiz bileseninde D(7,a) = 0 oldugundan I(v) bu sinirsiz bileseni
igeremez ve yukaridaki irdelemeden de goriilecegi gibi v C D ve D bir daireyse

I(v) C D dir ve dolayisiyla I(vy) smirhdir.

1.6 Kapali Zincirler ve Cauchy integral Teoremi

“& ile C deki kapali integral egrilerinin kiimesini gosterelim.

Yy ooy Y € E V€@ My, ...,m,, € Z olmak iizere

1. Y=m1y1+ .. My Y

gibi bir bicimsel ifadeye bir kapal1 zincir diyecegiz 1. ifadesinde katsayis: sifir
olan v lar1 attigimizda , veya bu toplama sifir katsay: ile sonlu sayida bagka
kapali integral egrileri ekledigimizde elde edecegimiz tiim ifadelere ayni gozii ile
bakacagiz.Asir1 titiz davranmak istenirse , cebircilerin yaptigi gibi , v’ ya sonlu
nokta diginda 0 degerini alan bir v : £ — Z fonksiyonu olarak da bakabiliriz.
~v ve 7/ iki kapali zincirse, gerekirse sifir katsayili terimler ekleyerek her ikisi de

ayni 7, ..., v, kapali integral egrileriyle
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v = Z mpye ve v = ngﬂk olarak yazilabilir.Bu durumda

k=1 k=1
n

yEq = z:(m;,C +mj )y olarak agiklanr.
k=1

v zinciri 1. ile verilmigse

= U

k=1,my#0

kiimesine v zincirinin izi denir.

J iy — C siirekli ise

/f::ka./f ve bira e C\ v igin
¥ 1 Vi -

1 1
D(7,0) = —

= - dz
21 yZ—a

olarak tanimlanir.D(y, a) ya 7y zincirinin a etrafinda dénme sayisi denir.

Kapali egrilerde oldugu gibi
I(7):={aeC\ 7| D(y,a) # 0}
kiimesine v zincirinin ici denir.
~v ve +' iki kapali zincir olmak iizere

f 7 U 9 — Rsiirekli ise agikar olarak

[o-[r=]s an

gE=d
(1.6.1) Tanum: ~ ve 7 izleri U C C agik kiimesinde olan iki kapal zincir
U
olsun. I(y) C U ise 7 zinciri U da sifira homologtur denir ve bunu v ~ 0 ile

gosteregiz. I(y—mn) C U ise y ve n zincirleri U da homologturlar diyecegiz ve

U
bunu vy =~ n ile gosterecegiz.

Tanimlarda kolayca goriilecegi gibi
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1. 7% 0 < Va € C\U i¢in D(v,a) =0
2. vy ~ n < Va € C\U i¢in D(v,a) = D(n,a)
Kompleks analizin en 6énemli teoreminin en genel gekli asagidaki gibidir.

(1.6.2) Cauchy Teoremi: Izi U acik kiimesinde olan bir v kapali zinciri

verilsin. v zinciri U da sifira homologsa, U daki her holomorf f fonksiyonu ic¢in

/f =0 dir. (|Lang|, IV, Teorem 2.2)
”

Ek: ~ ve n izleri U da olan ve U da homolog olan iki kapali zincirseler her
holomorf f € H(U) i¢in

/f: /f dir. ([Lang], IV , Corollary 2.3)
Y n
Bunun bir sonucu asagidaki Cauchy Integral Formiilii’diir.

(1.6.3) Cauchy Integral Formiilii: v kapal zinciri U acik kiimesinde sifira
homologsa her a € U \ 7 i¢in

3. D(v,a)f(a) = ZLm % dz dir.

Ozel Durum : 7 basit kapali bir integral egrisi ve pozitif yonlenmisse , 7 da
gezinirken saatin ters yoniinde hareket ediyorsak her a € I(7) igin D(v,a) =1
oldugunda bu formiil

1 (2)

= — | —— dz bic¢imine doniisiir.
2 Jyz—a

1. fa)

Homotopi Kavramai : Diizlemde iki parcal piiriizsiiz kapal egri verilsin. Gerekirse
parametre doniigiimii yaparak her ikisininde parametre arahgini [0, 1] alabiliriz.

1 ve v mm izleri U acgik kiimesinde olsun.Agagidaki kosullar saglandiginda ~ yolu

U da n ya homotoptur denir:
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3¢ :[0,1] x [0,1] — U siirekli, oyle ki her s € [0, 1] icin ¢4(t) := ¢(t, s)

olarak agiklanirsa ¢ = 7y , ¢1 = 1 ve her s € [0, 1] i¢in ¢, kapalidir. Bu durumu
0 X 7 ile gosterecegiz. n bir sabit egri ise , yani izi bir noktadan olusuyorsa o
zaman v kapali egrisi U da sifira homotoptur denir ve bunu y L oile gostere-
cegiz.

n bir sabit egri ise her f : n — C i¢in agikar olarak

[r=0an

(1.6.4) Homotopi Teoremi: v ve 1 kapali parcal piiriizsiiz egrileri U acik

kiimesinde homotopsalar U da holomorf her f icin
/ f= / f dir.
v U

Ozel olarak v < 0 ise /f =0 (|Lang|, III, Teorem 5.2)

Bu teorem bize belli t1pten bolgelerin 6nemini belirtir.Bir B C C bdlgesine,
izi B’ de olan her kapali parcali piiriizsiiz egri, B’ de sifira homotopsa, ba-
sit baglantilidir denir.Digbiikey bolgeler basit baglantilidir.Boylece B basit
baglantili bir bolgeyse izi B de olan her v kapali zinciri ve B de holomorf her f

icin daima [ f =0 olur.
v

(1.6.5) Teorem. v X n ise 7y 2 n dir. (|[Lang| , IV , Teorem 2.1)

Buna karsin v = n ise vy K 1 olmasi gerekmez.Bir kars1 6rnek

(|[Lang| ,IV, Sekil 5 ) de verilmistir.

1.7 Laurent Serileri

Her n € Z i¢in a,, € C ve 2y € C olmak iizere

+oo
Z an(z — 29)"
—00

tipindeki ifadelere agilim noktasi zy olan bir Laurent serisi denir. Eger

“+o00 +o0
A_p
an(z — 29)" ve —_— (1.1)
> 2y
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“+o0o
serileri ayr1 ayr yakinsak iseler ve ancak bu durumda E an(z — 2p)" Laurent

—00
serisi yakinsaktir denir ve bu durumda

ganz—zo Eanz—zo +E z ~
— 2)

olarak agiklanir. (1.1)’deki her iki seri mutlak yakinsaksa ve ancak bu durumda
Laurent serimize mutlak yakinsaktir diyecegiz. Benzer bicimde her iki seri

bir M C C alt kiimesinde diizgiin yakinsaksalar Laurent serisi M kiimesinde
400

diizgiin yakinsaktir denir. Z an(z—2p)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap1
n=0

R olsun. Bu kuvvet serisi bilindigi gibi her z € Dg(zp) noktasinda mutlak

yakinsaktir ve her kompakt M C Dg(z) alt kiimesinde ise diizgiin yakinsaktir.

+oo +oo

a_p e 1
g —_— = g a_n(z—z9) " serisini incelemek b, = a_,, ve w =

J— n _
n=1 (Z ZO) n=1 z 0

olmak tizere .
> byw” (1.2)
n=1

kuvvet serisini incelemeye denktir. (1.2) kuvvet serisinin yakinsaklk yarigap:

o > 0 olsun. Bu durumda r := 1/0 olmak iizere

lw| <o <= |z—2|>r

olacagindan
+o00 a +o0
n .
E —_— = E a_n(z — 2)
n=1 (Z - Zo)n n=1

serisi m kapali dairesinin digindaki her z noktasinda mutlak yakinsak, yine
ayni dairenin digindaki her kompakt M alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir. Eger
r > R ise Laurent serimiz hi¢ bir yerde yakinsak degildir. » = R ise Laurent
serisi ancak C,(zy) cemberinin noktalarinda yakinsak olabilir. Ilging olan durum

r < R olmasidir. Bu durmda Laurent serisi zo—merkezli (r, R)—yarigaph
H(zg,m,R)={z€C|r<|z—2| <R}

acik halkasinin her bir noktasinda mutlak yakinsaktir ve bu halkanin her
kompakt altkiimesinde ise diizgiin yakinsaktir. Bu halkanin sinir noktalarinda
Laurent serisi yakinsak da olabilir iraksak da, ancak dig noktalarda seri kesinlikle

wraksaktir.
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Her z € H(z,r, R) igin

n(2 — 1.3
Za ) +ZZ_ZO (13)
ile tamimlanan f fonksiyonu H(zp,r, R) halkasinda holomorftur ve r < p < R
olmak iizere her n € Z igin

e,
ay, = ,/CP(ZO)( dz. (1.4)

2mi z — zg)"H1

Ozellikle ,

a1 =5 oo f(z)dz. (1.5)
Bu formiil bizim igin ¢ok 6nemli olacaktir. Tersine olarak bize H (zg, r, R) halkast
ve orada holomorf bir f fonksiyonu verildiginde bu fonksiyon halkamizda tek
olarak belirli bir Laurent serisine agilabilir ve bu serinin katsayilar1 (1.4) formiilii
ile belirlenmigtir.

Bizi ilgilendiren » = 0 olan 6zel halkalar olacaktir; bu durumda ise halkamiz
H(20,0,R) = Dyp(z0) ={2]0 < |z — 2| < R}

delinmig dairesidir.

1.8 Ayrik Tekil Noktalar

Bir D?(a) dairesinde holomorf olan bir f fonksiyonu verilsin. a noktasinda bu f
fonksiyonunun tanimh olmasi gerekmez. Eger f fonksiyonu a noktasinda tanimh
ise, a noktasinda analitik olmasin. Boyle bir a noktasina f fonksiyonun bir ayrik
tekil noktasi diyecegiz. Bu durumda f fonksiyonunun D} (a) halkasindaki Lau-

rent acilimi

Zanz—zo +Z =) (1.6)

olsun. Bu Laurent serllerlnl ii¢ gruba ayiracagiz ve buna kosut olarakta ayrik

tekil noktalarimiz iige ayrilacaktir:

1. Her n > 1 dogal sayst i¢in a_,, = 0. Bu durumda (1.6) Laurent serimiz

+o00
= Z an(z — 29)"
n=0

+oo
seklini alir. Ancak bilindigi gibi Z an(z—20)" kuvvet serisi D, (a) dairesinde

n=0
bir analitik fonksiyon tanimlar. Eger f fonksiyonun a noktasinda degeri
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f(a) := ag olarak agiklanirsa fonksiyonumuz tiim D, (a) dairesinde holo-
morf olur. Bu nedenle bu durumda tekil noktamiza bir kaldirilabilir tekil
nokta diyecegiz. a noktasinin kaldirilabilir tekil noktasi olmasi igin gerek
ve yeter kogul f fonksiyonunun bir Dj(p)’de smirh olmasidir. Bilindigi
gibi kaldirilabilir ayrik tekil noktalar sdyle de karakterize edilirler: a nok-
tasimin kaldirilabilir tekil nokta olmasi igin gerek ve yeter kogul lim,_,, f(2)

limitinin var olmasidir.
. Bir £ > 1 dogal sayist
a_ #0vehern>kigina_, =0

olacak bicimde vardir. Bu durumda (1.6) Laurent serimiz

400
_ Ak O alz — =\ a _
R e A0 DR RN L LI )

seklini alir. Bu durumda f fonksiyonunun a noktasinda k. dereceden bir

kutup noktasi vardir denir. bu denklemin iki yanimi (z — a)]C ile carparak

+o0
(5 = @) F(2) = acibainn (2 — @)+ has (2 — @ S a(a—z0)

= (1.8)
elde edilir. (1.8) denkleminin sagindaki kuvvet serisi elbette D, (a) dairesinde
yakinsaktir ve orada bir analitik g fonksiyonu tanimlar ve g(a) = a_x # 0.
Boylece D?(a)’de holomorf olan f fonksiyonunun a noktasinda k. derece-
den bir kutup yeri varsa D,.(a)’de analitik olan ve g(a) # 0 kogulunu
saglayan bir g fonksiyonu ile her z € D}(a) i¢in

fzy = 212 (19)

(z—a)*

olacak bicimde vardir. Bunun tersi de dogrudur. Dolayisiyla f fonksiy-
onunun a noktasinda k. dereceden bir kutup noktasi oldugunu kanitlamak
icin mutlaka Laurent agilimini bilmemize gerek yoktur. a noktasinda anal-
itik ve g(a) # 0 olan bir g fonksiyonu ile f fonksiyonunun (9)’daki gibi
bir ifadesi varsa a noktas1 f fonksiyonu icin bir kutup noktasidir. Kutup
noktalarini karakterize eden bir diger 6lgiit sudur: @ noktasinin bir kutup
noktasi olmasi icine gerek ve yeter kogul

lim |f(2)] = 400

z—a

olmasidir.
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3. Sonsuz ¢oklukta £ dogalsayisi igin a_; # 0 olsun. Bu durumda a noktasina
f fonksiyonunun bir 6zde tekil noktasidir denir. Ozde tekil noktalar
karakterize eden bir 6l¢iit sudur: @ noktasinin f fonksiyonun bir 6zde
tekil noktas1 olmasi icin gerek ve yeter kogul bu fonsiyonunun 0 < p < 1r
olmak iizere Dj(a)'de aldigr degerlerin C’ deki herdegere istenildigi kadar
yaklagmasidir, bagka sozlerle m = C olmasidir.

Ornek 1 C*da tammh f(z) = P fonksiyonunu inceleyelim. 0 noktasi bu
z

fonksiyonun tek ayrik tekil noktasidir.

+oo 2n+1 53 5

= N ()P L, E
sz_;( Gk T
oldugundan, f fonksiyonunun herhangi bir D(0)’daki Laurent acilim
sin 2z 22 22 2t
= — 1.
f Z 2n + 1) 3! * 5! *

olur. Dolayisiyla 0 noktasi bir kaldirilabilir tekil noktasidir. Laurent serisi kul-

lanmadan da

sin 2z
=1

iy () = iy =

oldugu i¢in de aym sonuca ulagabiliriz. Eger f(0) := 1 olarak aciklarsak boylece

tiim C’de analitik bir fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyonu az ilerde kullanacagiz.

Ornek 2 C\{1, —2}'de tammh

z+3
f(z) = 1
(z—=1)(z+2)
fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun tekil noktalar1 @ = 1 ve b = —2 nokta-
lardir.
(2) z+3 (2) z+3
= ——ve =
0 (Z + 2)4 g2 -1
olsunlar. r; > 0 sayis1 yeterince kiigiik secilirse ¢g; fonksiyonu D, (1) dairesinde
holomorftur ve g;(1) # 0 saglanir. Buradan, D} (1)'da f(z) = 912 i oldugunu
z—

da goz oniinde tutarsak, f fonksiyonunun @ = 1 noktasinda birinci dereceden
bir kutup noktasi1 oldugunu elde ederiz. v, > 0 sayis1 yeterince kiiciik secilirse
go fonksiyonu D, (—2) dairesinde holomorftur ve go(—2) # 0 saglanir. Buradan,

92(2)

Dy (=2)'da f(z) = 12 oldugunu da g6z 6niinde tutarsak, f fonksiyonunun

b = —2 noktasinda 4. dereceden bir kutup noktasi oldugunu elde ederiz.
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Ornek 3 Simdi
sin? z
25 (z—1)"
fonksiyonun tekil noktalarimi ve karakterlerini belirleyelim. f fonksiyonu C\{0, 1}

f(z) =

kiimesinde tanimli ve holomorftur. Tekil noktalarimiz 0 ve 1 noktalardir. lk

ornegimizden
sin z

z2#0
1 z=0

h(z) ==

ile tanimlanan h fonksiyonunun tiim diizlemde holomorf oldugunu biliyoruz.

a1(z) = 2 e gy = L2

(z—1)

25

olmak tizere B )
_ e ve f(z) = g2~
£() = 6=

elde ederiz. ¢; fonksiyonu 0 noktasinda analitik ve ¢1(0) # 0 oldugundan f

fonksiyonunun 0 noktasinda 3. dereceden bir kutup yerivardir. Diger yandan g
fonksiyonu 1 noktasinda analitik ve go(1) # 0 oldugundan ise f fonksiyonunun

1 noktasinda 4. dereceden bir kutup yerivardir.
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2. Rezidii Teoremi ve Baz1 Sonuclari

2.1 Kalint1 Teoremi

(2.1.1) Tanim: a noktas: f fonksiyonunun bir ayrik tekil noktasi ve bir D} (a)

dairesinde f fonksiyonunun Laurent agilimi

+oo

f@) =) e(z—a) (2.1)

n=—oo

ise c_; katsayisina f fonksiyonunun a noktasindaki kalintisi veya rezidiisii
denir ve bu

res(f,a) =c_;

olarak gosterilir.

Laurent agihminin tekliginden dolay1 c_; katsayisi, dolayisiyla res(f, a) tanimi
tek olarak belirlidir. Tekil noktanin karakteri icin bir kisitlama yoktur: a noktasi
bir kaldirilabilir tekil nokta, bir kutup noktasi veya bir 6z tekil nokta olabilir.
(2.1)’deki seri, izi D}(a) dairesinde olan her kapali par¢al piiriizsiiz 7y egrisinin

izi lizerinde diizgiin yakinsak oldugundan

[RET Sy pr .

n=—oo

= c_12miD(y,a) = 2mires(f,a)D(~, a) (2.2)

elde edilir ve bu egitlik kalimtinin f7 f(2)dz integralinin hesaplamalarmdaki 6ne-
mini belirtir. Ozel olararak D(vy,a) = 1 ise, érnegin p € (0,7) olmak iizere
v =C,(a) ise

f = 2mires(f,a) (2.3)
Cp(a)

elde edilir. D(v,a) donme sayisin biliyor ve res(f, a) sayisii integral almadan
bulabiliyorsak (2.2) ve (2.3) esitlikleri bize integral almadan f7 [ integralini

bulmay1 6gretir.
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(2.2) formiilii Cauchy integral formiiliinii 6zel hal olarak igerir. Gergekten
de f € H(U) ve a € U olsun. U\{a}'da g(z) := f(z)

alim. g fonksiyonu tanim kiimesinde holomorftur. f fonksiyonunun bir D, (a)

fonksiyonunu tanimlay-

dairesindeki kuvvet seri agilimi

f(2)=f@)+ ) calz—a)"

ise g(z) fonksiyonunun D}(a)’daki Laurent acilimi

o)=Y (o ay

olacagindan res(g,a) = f(a) olur. Dolayisiyla izi U\{a} kiimesinde olan her
kapali v par¢al piiriizsiiz egrisi igin
1 1 f(z
f@DG0) = o [z = 5 [ L4 2.9
v

271 27 yZ—a

elde edilir ve bu Cauchy formiiliinden bagka bir gey degildir.

(2.1.2) Rezidii Teoremi . U C C bir agik kiime, A ise U kiimesinin ayrik bir
alt kiimesi olsun. v izi U\ A’da olan bir zincir ve A kiimesinin bu zincirin i¢inde
kalan noktalari aq,...,a, olsun(Bunlar daima sonlu sayidadir). Bu durumda

U\ A’da holomorf olan her f fonksiyonu i¢in

/f(z)dz = 2mi ZD(% a)res(f,a) = 2m’ZD(fy, a;)res(f,a;).

acA

Kanit . I(7) bir kompakt kiime ve A kiimesi ayrk oldugundan I(vy)da A
kiimesinin sonlu sayida noktasi bulunur. Bu nedenle teoremdeki toplam aslinda
sonlu bir toplamdir ve bir yakisaklik tartigmasi gereksizdir. A kiimesinin () daki
noktalari ay, . . ., a, olsunlar. r; pozitif sayilarin1 yeterince kiigiik secersek, C,, (a;)
¢emberleri birbirlerini kesmeyecek ve j # ¢ icin a; ¢ m olacak bigimde sege-
lim. Bu durumda .
n:=v->Y_ D(v,a;)C(a;)
i01

zinciri U\ A kiimesinde sifira homolog oldugundan fn f =0 olur. Bu ise

[ e - ng,ai) RCE

i(ai)

= 2mi i D(v, a;) res(f,a;)

i=1
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elde ederiz ve kamt biter.

Eger a noktasi1 f fonksiyonunun bir kaldirilabilir noktasi ise tanim geregi
res(f,a) = 0 olur. Eger a noktas1 k. dereceden bir kutup nokta ise bir D, (a)
dairesinde holomorf ve g(a) # 0 olan bir g fonksiyonuyla D*(a)'da

fla) = 2

(z—a)
yazabilecegimizi biliyoruz. ¢ fonksiyonunun D, (a) dairesindeki kuvvet serisi

“+o00
1
= —a)" = — g™
92) =3 ez =)' e = o)

ise f fonksiyonunun D?(a) halkasindaki Laurent serisi

+oo
Co Ck—1 n—~k
f(z) = +o +) l(z—a
R e R RO ILLEL

olacagindan
1
(k—1)!

elde edilir. Eger £ = 1 ise, yani Oniimiizde bir basit kutup noktasi varsa

9“"Y(a) (2.5)

res(f,a) = cx_1 =

res(f,a) =co = g(a) =lim (z — a) f(2) (2.6)

z—a

elde edilir.

Bir 6zel durumu inceleyelim. D, (a) dairesinde holomorf olan g ve h fonksiy-
onlariile f = g/h olsun. g(a) # 0, h(a) = 0, ancak h’(a) # 0 olsun. Bu durumda
a noktas1 f fonksiyonunun birinci dereceden bir kutup noktasidir. Dolayisiyla
(2.6) ile

res(f.a) = lim (2 - a) f(z) = lim 20 = IO

z—a z—a Mz)—h(a) - h/(a)

a

elde edilir. Toparlayalim: g ve h fonksiyonlar1 D, (a) dairesinde holomorf olmak
tizere, g(a) # 0, h(a) =0, W' (a) # 0 ve Dfa)da f(z) = g(2)/h(z) ise

res(f,a) = 9la) . (2.7)

Simdi bir kag 6rnek verelim.
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22

(z+1)(z—1)
noktalaridir. Bu noktalarda pay sifir degerini almadigindan —1 bir basit kutup

Ornek 1 f(z) =

5 olsun. Ayrik tekil noktalarimiz —1 ve 1

noktasi, 1 ise 2. dereceden bir kutup noktasidir. Dolayisiyla

: , 22 1
e 1) = i, (1) 1) =t =]
2
elde edilir. g(z) = Gt D) olmak iizere

o(1) % 0ve f(z) = 4

2 1) — 2?2
oldugundan (2.5) ile, ¢'(z) = : ((Z i 1))2 © oldugunu da gozetirsek,
2
, 3
res(f.1) =g/(1) = >

elde edilir. Dolayisiyla «y izi C\{1, —1}’de olan herhangi bir zincir olmak iizere

2 1
/ - dz = 2mi <§D(7, 1)+ =D(, —1)> .
. 4 1

+1) (-1

Ozel olarak 7 olarak sirasiyla C1(—1) ve Cy(1) bassit kapali egrilerini alirsak

/ 22 ) / 22 37
sdz = — ve 5dz
oy (z+1)(z-1) 2 amw (z+1)(z-1) 2

elde ederiz.

COS 2

Ornek 2 f(2) =

yerde holomorftur. h fonksiyonun sifir yerleri nm, n € Z noktalaridir.

olsun. g(z) = cos z ve h(z) = sin z fonksiyonlar1 her

h'(z) = cos z ve h'(nm) # 0 oldugundan fonksiyonmuzun nm, n € Z noktalarinda

birnci dereceden kutup noktalr1 vardir. (2.7) uygulanarak her n € Z igin

g(nm)  cos(nm) .

res(f,nm) = W(nm)  cos(nm)

elde ederiz. 7Z ={mn|n € Z} olmak iizere y izi C\7Z’de olan bir zincir ve f ise

C\nZ’de holomorf olan herhangi bir fonksiyon olsun. 7Z’ kiimesinin v zincirinin

i¢ine diigsen oOgeleri a4, ..., a, ise

oS 2 2
dz = D(v,a;
/'y sin z ; (7, )
ve Ozellikle v ayrica pozitif yonlenmis basit kapali bir egri ise

coSs 2z
/ ——dz=n
, sinz
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elde edilir.
. sin? z

Ornek 3 f(z) = pEyp—
sin1 # 0 oldugundan 1 noktasinin birinci dereceden bir kutup yeri oldugu acik-
tir. 0 noktasinda dikkatli olmak zorundayiz, ¢iinkii sin 0 = 0. Ancak biz h(0) = 1
ve z # 0 igin h(z) =

biliyoruz. Bu durumda

fonksiyonunun tekil noktalar1 O ve 1 noktalaridir.

ile aciklanan h fonksiyonun C’de holomorf oldugunu

sin? 2 h(z)

f(z>:z3(z—1):z(z—1)’ h(0>7£0’ h(l)%o

oldugundan f fonksiyonu 0 noktasinda da birinci dereceden bir kutup noktasina

sahiptir. Boylece (2.6) ile

. h(z) 1
res(f,0) =limyaf(z) =l 77 =3 =1
. h(z)_sin21_ 5
reS(fl)—llj}}(Z—l)f()—ll_Ig e —gin?1

elde edilir. v izi C\{0, 1}'de olan bir zincir ise
sin? 2 . .2
/fymdz = 2m ((—D("}/, 0) + D("}/, 1) Sin 1)
elde edilir.

Ornek 4 C*da tammh f(2) = Pex fonksiyonu verilsin. f fonksiyonumuzun
bir tek 0 tekil noktas1 vardir. C*’da

400 ln
flz) =72 (Z%) :z3<1+1+2i2'+3i3'+...)

n=0
3+2+Z+1+1+1+
= 2 z — R PR
2l 3l " 24l T 225

1
oldugundan 0 noktasi bir 6zde tekil noktasidir ve res(f,0) = TR izi C*da

olan bir zincir olmak iizere

iz = ™D
/erdz 5 (7,0).
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Ornek 5 C\{0,=+i} kiimesinde tanimh
o
f(z) = 21
fonksiyonu verilsin. +¢ noktalar1 birinci dereceden kutup noktalri, 0 ise bir
ozde tekil noktadir. f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyon oldugundan herhengi bir
D7 (0)’daki Laurent agiliminda her tek n € Z i¢in a,, katsayisi sifir olur; dolayisiyla

res(f,0) = 0. i noktalarinda rezidiileri (2.7) ile hesaplarsak

) . 1
res(f,i) = o Ve res(f,—i) = ~ 3

elde ederiz. v izi C\{#£i,0}’da olan herhangi bir zincir ise

/ 4o = T (Dy,i) - Dy, i)

22+1 e
elde edilir. Dolyisiyla ayrica 4¢ noktalar1 v'nin icinde degil veya her ikisi de
icinde ancak D(7,i) = D(~, —i) ise

1

e X
/ 5 dz=0
v Z +1

elde edilir.

Ornek 6 Simdi f(z) = ] i Zeé fonksiyonunun tekil noktalarii ve oradaki
rezidiilerini arastiralim. Fonksiyonumuzun tekil noktalar1 O ve 1 noktalaridir. 1
birinci dereceden bir kutup noktasidir ve 6rnegin (2.7) ile kolayca res(f, 1) = —e
bulunur. 0 < r < 1 olmak iizere D*(0)’da

f)=Q+z+22+-) (1+1+L+...)

z 2122

elde edilir. Her iki seri de mutlak yakinsak oldugundan carpim serisi de mutlak
yakinsaktir ve bize f fonksiyonunun D} (0)’da Laurent a¢ilimini verir. Bu serimiz
de mutlak yakinsak oladugundan terimlerini istedigimiz gibi gruplayabiliriz. Bu
2 .

r .
;,lee ﬁ’ z 1le w,

Dolayisiyla f fonksiyonunun Laurent acilimda —’nin katsayisi a_; i¢in
z

1
carpimda —’li terimler 1 ile . carpilarak elde edilir.
z

1 1
Tes(fao)za_l:1—1—54-5_1_...:1_6

elde edilir. Dolayisiyla izi C\{0, 1}’de olan bir 7 zinciri igin

29



(2.1.3) Tanim: f fonksiyonu U C C acik kiimesinde meromorf fonksiyonsa

f'/ f meromorf fonksiyonuna f fonksiyonunun logaritmik tiirevi denir.

f fonksiyonu a noktasinda holomorf ve f(a) # 0 ise f'/f de a noktasinda
holomorftur. Tersine a noktasi f fonksiyonunun bir sifir yeri veya bir kutup
noktasi olsun. Bu durumda bir D, (a) dairesinde holomorf ve sifir yeri olmayan

bir h fonksiyonu, tek olarak belirli bir m € Z tam sayist
f(z) = (z=a)" h(z), z € D}(a)

olacak bi¢gimde bulunabilir. Dolayisiyla D,.(a)’de

f'z) — m  W(z)
flz) z-a + h(z)

elde edilir. Buradan f fonksiyonunun sifir yerleri veya kutup yerlerinin tami

(2.8)

tamina logaritmik tiirevin kutup yerlerini olusturdugunu, tiim bu kutup yer-
lerinin basit kutup yerleri ve

Tes(fT/,a) =m (2.9)

oldugunu elde ederiz. Eger a bir sifir yeri ise m > 0 sayisi a sifir yerinin kathiligini
verir; bu durumda m yerine s(a) yazalim. Eger a bir kutup yeri ise m < 0 ve
—m sayist a kutup yerinin kathligini verir; bu durumda m yerine —k(a) yazalim.

Boylece

res(—, (2.10)

I { s(a) , a bir sifir yeri
7=

—k(a) , a bir kutup yeri
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(2.1.4) Teorem . G bdlgesinde, 6zdes olarak sifir olmayan bir w = f(2)

meromorf fonksiyonu verilsin. Izi G’de olan v zinciri f fonksiyonunun K kutup
a
noktalar1 ve S sifir yerleri kiimelerinden ge¢miyorsa ve v = 0 ise

= —1 f’(Z) z = E a)sla) — E a a
D(f © 77 O) - 27T’L /7 f(Z) d - aesm](ﬂy) D(’)/, ) ( ) aeKﬁ[(y) D(77 )k< )
(2.11)

Kamit . Doénme sayisinin tanimi, Rezidii Teoremi ve (2.10) ile

L dw_ 1)
DU =55 ] =g ]

= Z D(y,a)res(f?/,a)

acl(vy)
= Y D(v,a)sta)— Y D(y,a)k(a).
aeSNI(y) a€KNI(y)

Bu teoremin 6zel bir durumu da oldukg¢a 6nemlidir. Once bir kavram verecegiz.

(2.1.5) Tanim: B C C bir bolge ve 7 bir zincir olsun. Her z ¢ B igin
D(v,2z) =0 ve her z € B igin D(v,z) =1 ise vy zinciri B boélgesini gevreler

denir.

v zincirinin B bolgesini ¢evrelemesi bir yandan I(vy) = B, diger yandan ise
~ zincirinin her z € B noktasi etrafinda pozitif yonde tam bir kez donmesi de-

mektir.

(2.1.6) Teorem . (Argiiman Tlkesi): U acik kiimesinde 7 zinciri verilsin
ve bu zincir B C U bdlgesini gevrelesin. f € M(U) meromorf fonksiyonunun
7 izi iizerinde sifir yeri ve kutup noktasi olmasim. Katlihklariyla sayilmak iizere

S¢(B) ve K¢(B) sirasiyla f fonksiyonunun B bélgesindeki sifir ve kutup nok-

talarinin toplam sayisini géstermek iizere

S
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(2.1.7) Sonug: Aymi kogullarda ayrica f fonksiyonunun B bélgesinde kutup

yeri yoksa /
D(fo~,0)= %/ ‘]}((j)) dz = S¢(B) (2.13)

olur.

Kamit . BUy kompakt ve 7 izinde f fonksiyonunun sifir ve kutup yerleri ol-
madigindan B bélgesinde f fonksiyonunun sonlu sayida sifir yerleri ve sonlu
sayida kutup noktalar1 vardir. f fonksiyonunun, B bdlgesindeki sifir yerleri
ai,...,a, ve bunlarm kathhklar n,,...,n,, kutup yerleri by, ..., b, ve bunlarin

dereceleri my, ..., m, ise (2.1.4)’ten

D(fo~,0)= %/ ?lgj;dz = Zs(ai) - Zka’j)

= an - Zmy‘ = S¢(B) — K¢(B)

elde edilir.

(2.1.8) Not: Eger v egrisi B bolgesini ¢evreliyorsa bu durumda genellikle
v yerine 0B yazilir. Bu durumda (2.9) formiilii

1 f'(2)

2mi Jop f(2)

dz = §;(B) - K;(B)

olarak ifade edilir.

Her rasyonel f fonksiyonu, kutup noktalardaki degeri co ve co noktasindaki
degeri ise lim f(z) olarak aciklamsa siirekli bir f : C — C doniisiimii olarak
Z—00

diigiliniilebilir ve biz boyle yapacagiz.

(2.1.9) Teorem . Bir rasyonel f : C — C fonksiyonu her a € C degerini,

katliliklariyla sayilmak iizere, ayni coklukta alir.

Kamt . f fonksiyonunun a degerini aldig1 yerlerde g — a fonksiyonu 0 degerini
alacagindan, f fonksiyonunun 0 ve oo degerlerini ayni ¢coklukta aldiklarini goster-
mek yeterlidir. Bu ise S;(C) — K;(C) = 0 olmasi demektir. Diger yandan oo
noktasimnin f rasyonel fonksiyonunun kutup noktasi da sifir yeri de olmadigini
varsayabiliriz. 2y € C noktas1 f fonksiyonunun ne bir sifir yeri ne de bir kutup

noktast olsun. Bu durumda oo noktast g(z) := f(zo + %) fonksiyonunun ne bir
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sifir yeri ne de bir kutup noktasidir. Diger yandan énermemiz f ve g fonksiy-
onlar1 i¢in birbirine denktirler. Bu nedenle daha bastan f fonksiyonumuzun oo
noktasinda ne bir sifir yeri, ne de bir kutup noktasi bulunmadigini varsayiyoruz.

b= f(co) # 0,00 ve 0 < p < |b| olsun. f : C — C siirekli oldugundan
bir ro > 0 saywst f (C\D,,) C D,(b) olacak bi¢imde bulunabilir. Dolayisiyla
her r > 7y i¢in f o C, egrisi D,(b) dairesinde olacagindan D(f o C,,0) = 0
olur. Diger yandan f fonksiyonunun sifir yerleri ve kutup noktalar: sonlu sayida
oldugundan r yeterince biiyiik secilirse tiim sifir ve kutup yerleri D, dairesine

diiger. r > ry sayis1 boyle segilirse (2.1.6) ile
S¢(C) — K4(C) = S4(D,) — K4(D;) = D(f  C;,0) = 0

elde edilir ve igimiz biter.

(2.1.10) Sonug (Cebirin Anateoremi): n € N* olmak ve sifir yerleri
katliliklariyla sayilmak {izere n. dereceden her p € Clz] polinomunun n sifir

yeri vardir.

Kanit. n. dereceden bir polinom, yalnizca oo noktasinda n. dereceden bir
kutup noktasma sahip oldugundan her a € C degerini, ézellikle 0 degerini n kez

alir.

(2.1.11) Teorem (Rouche Teoremi) . G bolgesindeki 7 zinciri bir A bol-
gesini gevrelesin. f, g : G — C iki holomorf fonksiyon ve her z €7 i¢in
lg(2)| < |f(2)| ise f ve f + g fonksiyonlarinin A bolgesindeki sifir yerlerinin

sayilar1 aynidir.

Kanit . Her seyden once z €7 ise f(2) # 0. Bu nedenle f fonksiyonunun
A kiimesindeki sifir yerleri ayrik, dolayisiyla sonludur. ¢ ve 1 fonksiyonlar1 G
kiimesinde holomorf ve f = v ise

o

T e v
olacagindan (2.1) ile f, ¢ ve 9 fonksiyonlarinin A kiimesindeki Sy, S, ve Sy

sifir yerleri arasinda

%:A§:[%+l%:%+%

bagmtis1 vardir.Bu baginti ve f + g = f(1+ g/f)’den
Si+g = S5+ Siygyy
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elde edilir. v iizerinde g/f siirekli ve |g/f| < 1 oldugundan |g/f[|, =:r < 1.
Bu nedenle h := 1+ g/f ve 0 < r < R < 1 olmak iizere h o v egrisinin izi
Dg(1) dairesinin igine diiger. Dolayisiyla h o 7 egrisinin 0 etrafindaki donme

sayisi sifirdir. Buradan
Sf+g = Sf‘i‘Sh = Sf—i-D(hO’y,O) = Sf

ve isimiz biter.
Bu teorem bazen asagidaki gibi verilir.

(2.1.12) Teorem (Rouche Teoremi) . G bolgesindeki v zinciri bir A bol-
gesini gevrelesin. f,h : G — C iki holomorf fonksiyon ve her z €7 icin
|h(z) — f(2)] < |h(z)] ise f ve h fonksiyonlarimin A bolgesindeki sifir yerlerinin

sayilar1 aynidir.

Kanit . (2.1.11)’de h := f + g almak yeterlidir.
Cebirin Anateoremi Rouché Teoremi’nden de kolayca elde edilir. n. dereceden p

polinomu verilsin. Genellikten bir gsey kaybetmeden bagat katsayiy1 1 segebiliriz,
dd.

p(z) =2"+an12"""+ -+ a1z +ag
=2"+9(2)

olsun. Rouché Teoreminde G = C ve f(z) = 2" alalim. g(z) derecesi < n—1 olan
bir polinomdur. li_r>n lg(2)/f(2)] = 0 oldugundan r > 0 sayis1 yeterince biiyiik
secilirse her |z| E rooigin lg(2)| < |f(2)] saglamr. |zl\i—r>noo Ip(2)] = oo oldugun-
dan r yeterince biiyiik secilirse p polinomunun tiim sifir yerleri D, dairesinin
icine diiger. » > 0 sayisin1 bu iki kogulu saglayacak bi¢cimde secelim. Dolayisiyla
p = f + g polinomunun sifir yerlerininin tiimii D, dairesine diiger ve Rouché
Teoreminden dolay1 bunlar f fonksiyonunun D, dairesindeki sifir yerleri kadar,

yani n tanedirler.

Not: Cauchy integral formiilii en genel bi¢imiyle Reziidi Teoremi'nden de
kazanihr. ) # U C C acgk kiimesinde f bir holomorf fonksiyon ve ~ ise U
kiimesinde sifira homlog bir zincir olsun. a € U\y olmak iizere f fonksiyonunun

bir D, (a) dairesindeki agilim

+o00 (n)a
f =3 D = oy s
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ise

f(2) f(a) 120 plern) ()
(z—a)* (2= R XSV

olur.

o) = 19 e

(Z o a)k+l ’
ile tanimlanan fonksiyon holomoftur ve yalnizca a noktasinda bir tekil noktasi

vardir. Rezidii Teoremi'nden

1) S L f®(a)
/wmdz = /ﬂ = 2miD(y,a)res(g, a) = 2miD(y, a)—

Z—a

*) (g a _k_! f(2) .
PU@DE ) = 5 |

o

elde edilir ki bu Cauchy formiiliinden bagka bir gey degildir.
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3. Uygulamalar

Bu boliimde bazi reel integralleri rezidii teoremi yardimiyla hesaplamay1

ogrenecegiz. Once reel analizden baz1 bilgileri animsatacagiz.

1. a € R olmak iizere f : [a,4+00) — R fonksiyonu verilsin.

b b
Her a < b < 400 igin / f(z)dz var ve ayrica blim / f(z)dz mevcutsa
a —+oo a

+oo
has olmayan (x)dz integrali yakinsaktir denir ve

—+00 b
f(z)dx = bginoo/a f(z)dz

a

olarak agiklanir.

“+oo
2. Cauchy Olciitii: / f(z)dz integralinin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter k0§ulaher € > 0 sayisina kargilik bir b, > a sayisinin
her b, < z < 2’ igin / flz)dz| < e
olabilecek bicimde bulunabilmesidir. Bunu kisaca

+o00 x’

(x)dx yakinsak <= lim flx)de =0, a<z<a

/
' ——+00
a x
T——00

olarak ifade edebiliriz.

+o00 +oo
3. / |f(z)| dz yakinsaksa (x)dz mutlak yakinsaktir denir. Cauchy

a
“+o00

ol¢iitiiniin dogrudan sonucu olarak (z)dx mutlak yakinsaksa yakimn-

a
saktir.

4. Bir a > 1, bir K > 0 ve bir b > a sayilar1 her b < z i¢in |f(x)|2* < K
+oo

olacak bigimde bulunabiliyorsa (x)dx integrai mutlak yakmsaktir,

dolayisiyla yakinsaktir.
5. a € R olmak iizere f : (—o0,a] — R ise / f(z)dz benzer bigimde

tanmimlamr. Simdi f: R — R ve a € R keyfi verilsin. Eger / f(x)dx ve
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+00
f(z)dz integralleri ayr1 ayri yakinsak iseler ve ancak bu durumda

a
—+00

has olmayan f(z)dz integrali yakinsaktir denir ve

+oo

+00 a
3 flx)dx = / f(x)dx + f(x)dx

olarak aciklanir. Bu tanim a noktasinin se¢ciminden bagimsizdir. Bu tanimi

400 b
f(z)dr = lim f(z)dx
e

olarak da dile getirebiliriz. Eger fj;o f(z)dz yakinsaksa

+oo +R
[ fee= pwm [ p(a)s
+R
oldugu aciktir; ancak bunun tersi dogru degildir. RE)IEOO » f(z)dx limiti
varasa bu oo

PV f(z)dz

ile gosterilir ve buna Cauchy esas degeri denir. Cauchy esas degeri
+00 +oo

varken f(z)dz waksak olabilir. Ornegin / xdx waksaktir, ancak

—00

Pvﬁ""xdx_o

. —00 < a<c¢<b< +oo olmak iizere f : [a,c) U (¢, b] — R fonksiyonun

verilsin. Her a < 8 < ci¢in f fonksiyonu [a, 8] araliginda integrallenebilir

B
ve lim / f(z)dz limiti varsa

57c ),
/acf(x)dx = éi;ri/f f(z)dz

limiti yine has olmayan integral olarak adlandirilir ve / f(z)dz inte-

grali yakinsaktir denir. / f(z)dz benzer bigimde tanmimlanir. Eger ayr

ayr1 / f(z)dx ve / f(z)dz varsa
/af(x)dx ::/a f(:c)d:ch/cbf(:z:)dx

b
olarak tamimlanir. Bu durumda / f(z)dx integrali yakinsaktir denir.
Dolayisiyla ‘

b c—e1 b
/a f(z)dx = Elggri)o (/a f(z)dx + - f(x)dx) :
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Bu kavramdan farkli olarak, eger varsa

b c—¢ b
PV/ f(z)dx = ll_r)% (/ f(x)dx + f(x)dx)
a a cte

limitine Cauchy esas degeri denir. Yine Cauchy esas degeri varken in-

tegral aksak olabilir. Ornegin 0 < £ < 1 olmak iizere

lim/ — =lim(lnl—Ine) =400
e—0 5—>0

3 Ydr . Yo .
oldugundan — integrali raksaktir, dolayisiyla — integrali de

0 o I
wraksaktir. Ancak
Ld —~d Ld
PV [ = =lim (/ e +/ _x) = lim ([In |2[] 25 [lnx]i)
o e=0\J ., = . T e—0

=lim(Ine —In2+1Inl—Ine) =—1In2.

e—0

7. Simdi —00 < a1 < -+ < a, < 400 olmak iizere f fonksiyonu R\{ay,--- ,a,}
de taniml olsun. —r < a; ve a,, < r kogulunu saglayan her pozitif R icin,

agagidaki ifadedeki tiim integraller anlamli ve
a1—Eql ag—e9 s
lim (/ f(z)dz + / flx)dz + -+ / f(x)dx)
r——+00
€15ee,En—0 -r a1+el an+ten

limiti varsa, bu limite yine Cauchy esas degeri denir ve bu limit

“+oo
PV f(x)dx
ile gosterilir. Az yer kaplamasi icin yukaridaki limiti kisaca

a1—e1 az2—¢€2 r
TEEIOO (/ /a1+€1 /anJrsn) f(x)dx

..... en—0

ile gosterelim.

Simdi bazi reel integralleri tiplere ayirip, reziidi teoremi yardimiyla nasil

hesaplanacaklarini 6grenecegiz.
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3.1 0% R (sint,cost) dt tipinde integraller

Burada R(z,y), C} birim ¢emberi iizerinde kutup noktalar1 olmayan bir rasy-
onel fonksiyondur. C birimc¢emberini pozitif yonlenmis olarak alacagiz ve birim
daireyi kisaca D ile gosterecegiz. Birim gember iizerindeki bir

2Z

z = e = cost +isint igin 7 = — = — oldugundan
z oz

NS P .
COS—2Z Z—2Z > ve

- 1( 2) 1 1
sint=—(z—-2)=—|(2— -
21 21 z

- (2)3(-9)

ile C'; egrisi tizerinde kutup noktalar: olmayan bir rasyonel fonksiyon tanimlanir.

olur.

dz = ie"dt = izdt oldugunu da gozetirsek

/27r R (sint,cost)dt = [ f(z)dz = 2mi Z res(f,a)
0 C1

a€Dq

=27 Z res (if,a)

a€Dq

Bir 6rnek verelim.

Ornek 1 c reel ve ¢ > 1 olmak iizere

2m
dt
-
o C+sint

integralini hesaplayalim. Yukaridaki gosterimlere sadik kalacak olursak burada

1
R(z,y) = n rasyonel fonksiyonu séz konusudur ve bunun elbette C} iizerinde
c
bir kutup noktasi yoktur. Bu durumda
1 1 2
fz) = Ec—i—% (z—%) 224 22 —1

olur. f fonksiyonun p(z) := 2% + 2ciz — 1 = 0 denkleminin kokleri olan
i V@1 =i (et V1)

koklerinde birinci dereceden kutup yerleri vardir. Bu kutup yerlerinden sadece
a:=1 (—c +V?— 1) noktasi D; dairesindedir. f fonksiyonunun a noktasindaki
rezidiisii ise ikinci boliimdeki (7) formiilii ile

(fra) = — - 1
res (f,a) = = — =
pla)  2a+2ic /2 —1

39



oldugundan

ot 1 2
I= — =271 =
0o C+sint ive2—1 V2-1
elde edilir.

Ornek 2 n > 1 bir dogal say1 olmak fizere

2m
/ cos®" pdyp
0

integralini hesaplayalim. Bu durumda
1[1 1\ 1 20\ 4, 1
f@-—a{a (Z*z)] _—2;(14:) =

olur ki f fonksiyonunun birim dairede sadece z = 0 noktasinda bir kutup noktasi
vardir. Ustelik bu ifade ayn1 zamanda f(z) fonksiyonunun D}’da Laurent acilimi

oldugu i¢in, bu ifadedeki —’nin katsayis1 bize
z

L(Qn) 120! 1 (2n)!

res(f,0) =

220\ 'm ) i 22pln! g (2nn!)2

rezidiisiinii verir. Boylece

1 (2n)! (2n)!

27
2n -
cos do = 2mi— =27
/0 P T ) T T 2ml)?

elde edilir.

3.2 fj;o f(x)dz tipinde integraller

. P

Once f(x) fonksiyonunun bir R(x) = Qg; rasyonel fonksiyon olmasi duru-
P

munu ele alacagiz. R(z) = % kutup noktalar1 olmayan reel degiskenli bir

rasyonel fonksiyon ve () polinomunun derecesi P polinomunun derecesinden en
az 2 biiyiik olsun, diger deyisle der ) > der P + 2 olsun. Analiz derslerinden

bildigimiz, veya analizden yaptigimiz 4 nolu hatirlatmadan da kolayca goriile-

+oo
cegi, gibi bu kosulda / R(z)dx yakinsaktir, dolayisiyla
+0o0 r
/_ ~ R)ds = Jin_ [ R (3.1)
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Simdi

H*":={z€Cl|lmz>0}ve H :=={z € C|lmz <0}
tist ve alt yari diizlemler olmak tizere C’de tanimhi R(z) = % kompleks
polinomunu inceleyelim. Her ne kadar R(z) fonksiyonunun reel dogru iizerinde
kutup noktalar1 yoksada alt ve iist yar1 diizlemlerde kutup noktalar: olabilir.
diizlemde bir integral egrisi ve f fonksiyonun ~’nin izi iizerinde tanimli integral-
lenebilir bir fonksiyon olsun. L(7), egrinin uzunlugunu gostermek ve

”fH71:=Sup|f(zN olmak iizere
Zel

Lf(z)dz

esitsizligine bir ka¢ kez gereksinim duyacagiz.

< LM I, (3:2)

(3.2.1) Teorem . R(z) = z) rasyonel fonksiyonunun reel dogru iizerinde
x

kutup noktasi yoksa ve der () > der P + 2 ise

/_ h R(x)dx = 2mi Z res(R,a) = —2mi Z res(R, a). (3.3)

o0 a€HU acH®e

Kanit . Her geyden 6nce R(z) rasyonel fonksiyonunun sonlu sayida kutup
noktasi olacagindan (3.3) formiiliindeki toplamlar ashinda sonlu toplamlardir;

dolayisiyla yakinsaklik aragtirma sorunu yoktur. z # 0 igin Q1(z2) := Q(z)/z?

olmak {izere der ) > der P+ 2 oldugundan lim ‘ (2) vardir. Bu nedenle bir
Z—r+00 Ql (Z)
M > 0 sayis1 ve bir r; > 0 sayist her
P
|z| > 7 icin ﬁ‘ <M (3.4)
1(2)

olacak bicimde bulunabilir.
R(z) rasyonel fonksiyonunun kutup noktalari sonlu sayida oldugundan

ro > 0 sayist yeterince biiylik secilirse her r > ry icin bu fonksiyonun tiim
kutup noktalar1 D, dairesinin igine diiger. ro := max{r{,m2} olsun. r > rg
olmak iizere C* ile C, pozitif yonlenmis basit kapali egrisinin H* kapali iist yar
diizlemde kalan kismi olsun. d,(z) := x, —r < x < r ise reel eksen iizerinde
—r noktasindan r noktasina giden basit egri olmak iizere 7, := d, + C} pozitif
yonlenmis basit kapali bir egridir. Ust yaridiizlemdeki tiim kutup noktalar 7,
kapali egrisinin icine diiger. Rezidii teoreminden her r > 7y i¢in

2mi Y res(R,a) = / R(z)dz = / R(z)dx + / R(2)dz.

acHY r -r oy

r
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Bu esitliklerin en solundaki terim r sayisindan bagimsizdir. » — +o00 icin limite

+oo T
gecersek (3.1)’den dolay1 / R(z)dx = ligl / R(z)dz oldugunu biliyoruz.
r—+oo J_ .

Dolayisiyla liril R(z)dz = 0 oldugunu gosterirsek igimiz biter. r > ry igin
r—400 C’,"«J'
(3.3) ile
1 P
/ R(2)dz| < L(CY) || = (2) <7mr—
Cu 22 Q1(2) || cw r

oldugundan lim R(z)dz = 0 olur ve igimiz biter.
r—~+00 cu

Onermenin diger yaris1 benzer bicimde kanitlanir. Bu kez C? ile pozitif birim
cemberin H¢ kapali altyaridiizlemde kalan kismi olmak iizere 7, := d, — C? basit
kapali egrisi ile galisacagiz. 7, egrisinin altyaridiizlemdeki her kutup noktasi

etrafindaki donme sayis1 —1 oldugundan bu kez

—2mi Y res(R,a):/ R(z)dz:/

acH® " -

T

R(x)dx — / R(z)dx.
o
olur ve r — +o00 icin ayni irdelemelerle

+o00
/ R(z)dx = —2mi Z res(R, a)

o0 acH®

olur.
Bu teoremin uygulamasinda mantikli olan elbette hangi altdiizlemde daha az

kutup noktasi varsa o diizlemde caligmaktir.

/+°° dv 27
o x84+1 3

oldugunu gosterecegiz. R(x) =

Ornek 3 Simdi

rasyonel fonksiyonu teoremin kogullarini
x5 +1

saglar. R(z) = — 1 rasyonel fonksiyonunun kutup noktalar1 Q(z) = 26+1 =10
z

denkleminin kokleridir. Bu denklemin hepsi birim ¢ember iizerinde bulunan ve

biribirinden farklh alti kokii vardir. Bu koklerden {icii iistyaridiizlemde, diger iigii

altyaridiizlemde bulunur. Ustyaridiizlemdeki kokler
2 = BT8R kL =10.1,2

sayilaridir.
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oldugundan

oo dx 27
\/_OO $6+1: 6<e6—|-e2—|-66>
:—z’f(zisinfﬂ'):Q—”
3 6 3

elde ederiz. R(x) bir ¢ift fonksiyon oldugundan, buradan

/+°° dv  w
o w5+1 3

elde ederiz.

Ornek 4 n,p € N ve n > p olmak iizere

+oo 2p
I ::/ v dr = T

2  r(2pt1
o T A1 nsm%

oldugunu gosterecegiz. Teoremin kogullari saglanir. Simdi

_ P(z2) _ 2P
Qz) =241

rasyonel fonksiyonunun kutup noktalarii bulalim.

s +27‘rk

Qlz) =0 = 22" = —1 = 2, = T+ E) k=0,... 20— 1.

Bu koklerden iistyaridiizlemde olanlar zg, ..., z,_1 kokleridir. Bunlarin her biri

R’nin birinci dereceden kutup noktalaridir. R fonksiyonunun bu noktalardaki

rezidiileri - o1
P
res(R, z) = /(Zk) = Z’;n_l _ _Ck
Q' (z)  2nz; 2n
olur. Boylece ‘
J— _w ( 2p+1 i 22p+1 NI Z2p+1)
n
T 2rk
olur. ¢y := =3, + o olmak iizere z, = €?* oldugundan basit bir hesapla
n n

2x = 2022% oldugu kolayca goriiliir. Bu nedenle £ := zgp 1 olmak fizere

2P = €(€2)F oldugundan

I= —i—ﬁi (1 +£2 + )+ (")

_oam ()" -1 dm,—1-1 2mi &
___5 21  nte-1 ne-1

olur. £ birim ¢ember iizerinde oldugundan ¢! = £, bundan dolay1

[_2m' I 2m 1 1
n¢&—¢€ n 2iImé& nsin%
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elde edilir. Bu sonucta &zel olarak p = 0 ve n = 3 alirsak, bir 6nceki 6rnekte

/+°° de 7w 1 _ 2¢
26+1  3sinf 3

—00

oldugu gibi,

elde ederiz.

Teoremimizin kanitina baktigimizda bunu iki yonde genellegtirebiliriz.

(3.2.2) Teorem . f fonksiyonu H* kapali iistyaridiizleminde meromorf olsun.
f’nin sonlu sayida tekil noktast bulunsun ve bunlarin tiimii H" iistyaridiizle-

minde olsun. M, ry ve p pozitif sayilar

M
her |z > 7o igin [f(2)] < —5
Ede
olacak bi¢imde bulunabiliyorsa
+oo
PV f(z)dz = 2mi Z res(f,a)
o acHY
+00
else edilir. Eger / f(z)dz integralinin yakinsak oldugunu biliyorsak bu du-
rumda - o
f(z)de = 2mi Z res(f, a)
e acHY
olur.

Kanit . 7; > 0 yeterice biiyiik secilirse tiim tekil noktalarimiz D,, dairesinin
icine diiger. r* : max{rg,r1} olmak iizere her r > r* i¢in, 1, = d, + C" egrisi

(3.3)’nin kanitindaki egri olmak iizere

- 7’1+/’_ P r—4o0

oldugundan savimiz

omi Y resfo) = [ gz [ g [

acHY r

esitliginde » — +o0 icin limite gegerek elde edilir.

Bu teroremin ikilisi diyecegimiz agagidaki teorem benzer bicimde kanitlanir.
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(3.2.3) Teorem . f fonksiyonu H¢ kapal iistyaridiizleminde meromorf olsun.
f’nin sonlu sayida tekil noktas: bulunsun ve bunlarin tiimi H¢

iistyaridiizleminde olsun. M, rg ve p pozitif sayilari

. M
her |z| > rgigin |f(z)] < PET
olacak bi¢imde bulunabiliyorsa
+oo
PV f(z)dx = —2mi Z res(f,a)
> acHu
+00
else edilir. Eger / f(z)dz integralinin yakinsak oldugunu biliyorsak bu du-
rumda - oo
f(z)dx = —2mi Z res(f,a)
e acHY
olur.

(3.2.4) Not: (3.3) ve (3.6) teoremlerinde eger ayrica f bir ¢ift fonksiyonsa

“+o00

f(z)dz

0 +o0o 1

/ f@ydr = [ fa)ds = 2PV
—00 0 2

N

oldugundan f(z)dz yakmsaktir.

Simdi ikinci bir genelleme verecegiz. Bu kez H* kiimesinde meromorf f fonksiy-
onunun sayilabilir ¢oklukta tekil noktalar1 olsun. Ancak bu tekil noktalar reel
eksen iizerinde olmadiklar1 gibi herhangi bir a € H" noktasina yigilmasinlar. Bu
durumda f fonksiyonunun ag, a1, as . .. tekil noktalarim |ag| < |a;| < |ag| < - --
olacak bi¢imde siralayabiliriz. Bu kosullarda, artik kaniti agikar olan, asagidaki

teorem gegerlidir.

(3.2.5) Teorem . Pozitif M ve p sayilari, limr, = +oo kogulunu saglayan bir

pozitif kesin artan dizi , C,,, ¢cemberleri iizerinde tekil noktalar olmayacak ve

her z € C,, i¢in |f(z)] <

olacak bi¢cimde bulunabilsin. Bu kosullarda

+oo 400 +00

Zres(f, a,) yakinsaksa PV f(z)dx = 2mi Z res(f, an).

n=0 n=0
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3.3 ['% f(x)e"dx Fourier Integralleri

Bu alt boliimde f fonksiyonunun reel eksen iizerinde tekil noktalar: olmayacak-
tir.

Burada s bir reel parametredir. Eger f(z) reel degerli bir fonksiyonsa

+o00 +oo
f(z) cos sxdx ve f(z) sin sxdx

+oo
integralleri (x)e"**dx integralinin reel ve sanal kisimlari oldugundan, bu

—0o0
integraller de bu tipin icersindedir. s parametresi o kadar énemli olmadigin-
+o0

dan biz s = 1 durumunu tartisacagiz. Dolayisiyla f(z)e“dx integrallerini

tartisacagiz. r degiskeninden z = = + iy degiskenine gegtigimizde f(z)e'

fonksiyonunu inceleyecegiz.

|[f(2)e’ ™| = |f(z)] e

esitsizligi hangi yaridiizlemde calisacagimizi belirler: y > 0 i¢in hT e? =0
y—r+o00

oldugundan iistyandiizlemde ¢ahsiriz. Eger s = —1 alsaydik |e™%| = ¢¥ ve

lim e¥ = 0 olacagindan bu kez alt yaridiizlemde ¢aligmamiz gerekir.
y——00

Once iic yardimer 6nerme kanitlayacagiz. Tki tanim verelim:
A(01,05) == {re®|0<r, 0, <p <6}
() = e, 6 <t <y

olarak tanimlansin. Bu durumda L(v,) = 7 (62 — 6;) olur.

(3.3.1) Onerme: f: A(0y,60,) — C siirekli ve lim zf(z) = 0 ise

Z—00

lim /f(z)dz:O.

r—-+00

Kanit . Her seyden 6nce hipotezden dolayi

lim [2]|(2)] = 0. (3.5)

| f| fonksiyonun her 7 > 0 igin v, kompkakt kiimesinde siirekli oldugu icin bir
a, €7, noktasinda maksimumunu alir, yani [f(a,)| = | f|[, olur. besbelli ki

r — 400 igin a, — oco. Boylece (3.5) ile

/7 S

< (0= ) lao| [ f(a)] — 0

0<

< LOIfL, = (62— 00) 7 | ()
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elde edilir.
(3.3.2) Onerme: f: A(0y,60,) — C siirekli ve liH(l) 2f(z) =0 ise
z2—

hm/ f(z)dz = 0.

r—0

Kamt . Tipki (3.10) gibi kanitlanir.

(3.3.3) Onerme: 0 <0, < ¢ < 0y < 7 olmak iizere A(0;,0;)de bolgesindeki

her siirekli f fonksiyonu i¢in lim, ., f(z) = 0 ise

lim /f(z)eide:O.
Yr

r—+00

Kanit . z =re"? =r (cosp +isinp) igin || = e7"*"% olacagindan

/ f(z)e”dz
[yr f(2)e”dz

esitsizligini elde ederiz. |f| siirekli oldugundan ~, egrisinin izi iizerinde bir a,

Flre®)e ire'

02 . . . 62
f(re*¥)e™ ¢i7“ewdg0’ g/ dy
01

01

< /92 |f(re'?))|

01

I 177]
wre
€

. 62 .
‘ire’ﬂ dgo < ||f||% / e—rsmwrd¢
01

noktasinda maksimumunu alir, dolayisiyla || f[|. = [f(a,)| olacagindan hipotez-

imizden dolay1 liin | f]l,, = 0 olur. Dolayisiyla bir p > 0 sayisiyla her r > 0
r—+00 r

icin

02 .
I, = / e "M rdp <p
01

oldugunu gosterebilirsek bu egitsizlikten lim / f(2)e**dz elde ederiz ve igimiz
Tr

7—>+00
biter.
T 5 sin . e :
[0, 5] araliginda tanimh g(p) = fonksiyonu siireklidir. g fonksiyonu
2

(0, g) araliginda tiirevlenebilir ve orada ¢'(¢) < 0 oldugundan g fonksiyonu

[0, 7] araliginda kesin azalandir. Boylece

sin
¥

<

<1, 0<¢p<

3 [
bo|

2
——rp > —rsing > —rp, 0<p< (3.6)
7r

N[N

esitsizliklerini elde ederiz. (3.6) esitsizligini kullanarak, daima e® > 0 oldugunu
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da gozetirsek

02 . ™ . 2 ,
I, = / e "M ¥rdp < / e "Mrdp = 2/ e "M rdyp
01 0 0

s

2 +oo
< 2/ e_%wrdgp < 2/ 6_%“"7"6&0 = QZ =7
0 0 2

elde ederiz ve igimiz biter.

(3.3.4) Teorem . H*de meromorf f fonksiyonunun sonlu sayida tekil nok-

tast olsun ve reel dogru iizerinde tekil noktalari olmasm. lim f(z) = 0 ve
Z—00

g(2) = f(2)e'* ise

PV - f(z)e“dr = 2mi Z res(g, a). (3.7)

o0 acHY

+o0o
Eger/ f(z)e"dz yakinsaksa

—00

+0o0
f(z)e™dx = 2mi Z res(g, a).

aeHY

, ayrica f reel degerliyse

+oo
f(z) coszdx = Rea <2m' Z res(g, a)> ve

acHY
+o0
(x)sinxdr = Im | 273 Z res(g,a) | .
> acHY

Kanit . 79 > 0 yeterince biiyiik segilirse her > r( igin f(z) fonksiyonunun,
dolaysiyla f(z)e'* fonksiyonunun tiim tekil noktalari n, = d, + C* kapali egrisi

icine diiger. Dolayisiyla her r > r¢ icin

2mi Z res(g,a) —/ g(z)dz —/

acHY Mr -r

= /T f(@)ede + | f(2)e*dz
- cu

r

g(x)dx + /Cu g(2)dz

Bu egitlikte sol taraf r’den bagimsizdir. r — +o00 i¢in limite gegersek (3.3.3) ile
sav elde edilir.

Bu teoremin ikilisi diyecegimiz agagidaki teorem benzer bicimde kanitlanir.
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(3.3.5) Teorem . H%da meromorf f fonksiyonunun sonlu sayida tekil nok-

tast olsun ve reel dogru iizerinde tekil noktalari olmasm. lim f(z) = 0 ve
Z—r00
g(z) == f(z)e " ise

+oo

PV f(x)e ™dr = —2mi Z res(g, a).
oo acH®

(3.3.4) iin tiim ekleri aynen gegerlidir.

+o0 )
(3.3.6) Not: f(z)dx mutlak yakinsaksa |f(x)e*| = |f(x)| oldugundan

+00 o
(7)e™dr mutlak yakinsak, dolayisiyla yakinsaktir. Cogu durumda oldugu
N P(z) . . . oo i
gibi f(x) = m bir rasyonel fonksiyon ve der () > der P ise f(z)edx
x —0o0

vakinsaktir. s # 0 herhangi bir reeel say1 ise elbette g(z) = f(2)e*** olmak iizere
teoremlerimizin kogullar1 altinda

“+oo

PV f(z)e™*dx = 2mi Z res(g,a) , s>0
- acHY
+oo )

PV f(z)e"**de = —2mi Z res(g,a) , s<0
- acH®

Ornek 5 a > 0 ve m > 0 olmak iizere

—+o0 —+o00
X X .
——— cosmaxdx ve ———— sinmadx

2 2 2 2
o I“ta oo Tt a

integrallerini hesaplayalim. Analiz derslerinden bu integrallerin yakinsak oldugunu
z

22+ a?
fonksiyonun C\{#£ia}’da holomorftur ve lim,_,, f(2) = 0 oldugundan teoremin

biliyoruz(Ornegin, Buck: Advanced analysis, 5.219). f(z) :=

kogullarmi saglar. m > 0 oldugundan iistyaridiizlemde galisiriz, dolayisiyla (3.3.4)
teoremini uygulayacagiz. Ustyanidiizlemde g(2) := f(z)e"™* = p fonksiy-
22+a

onunun bir tek tekil noktas1 vardir, o da ia’dir.Dolayisiyla

+oo T )
PV/ e dx = 2mires(g,ia).

2 2
o I“ta

1a noktasi birinci dereceden bir kutup noktasi oldugu igin

. ) - ) Zeimz iaeimia e—ma
res(g,ia) = lim (z —ia) g(2) = lim ~—— = ——— = —
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olur. Buradan sirasiyla

+o0o T ]
I := PV/ —e""dx = e ™

2 2
o I*ta

—+00 T “+o0 T
I = / ———cosmxdr = PV/ ————cosmxdr = Real =0
o T2+ a? x? + a?

[e.9] — 00

+o0 T +o0 T

Iy = / ———sinmaxdr = PV/ ———sinmadr =Im 1 = e ™
oo T2+ a? oo T2+ a?

elde ederiz. Burada I; = 0 oldugu herhangi bir iglem yapmadan da goriilebilir;

X COSMx
nedeni ol fonksiyonunun bir tek fonksiyon olmasidir.
x

- 1
mCZOi 551 dx integralini hesaplayahm. f(x) := PR
+oo oo

olmak {iizere / |f(z)| dx yakinsak oldugundan f(z)e"dz integrali de

—00 —

“+oo
Ornek 6 Simdi I ::/
0

eiz
) 22 +1
fonksiyonu C\{=%:}’de holomorftur. Usyyaridiizlemde sadece i noktasinda bir-

6_1

inci dereceden bir kutup noktas1 vardir. res(g,i) = > = o oldugu kolayca
i ie

yakinsaktir. Burada s = 1 oldugundan iistyaridiizlemde ¢ahsiriz. g(z) :=

goriiliir. Boylece

“+oo +0o0 1 )
J = / cos T de = Rea/ ——e"dx = Reaz =T
2+ 1 . 1241 e e

—0o0 o0

COS ¥ 1 T

elde edilir. Ancak h(z) := —; 1 bir ¢ift fonksiyon oldugundan I = 5‘] = —
x

elde edilir.

3.4 f_t:o f(z)e’**dz Fourier Integralleri

Bu alt boliimde f(z) fonksiyonunun reel eksen iizerinde basit kutup noktalari
olmasina izin verilecektir. Once iki yardimec1 6nerme kanitlayacagiz. Bu iki 6n-
ermede de

Y,(t) = a+pe 0 < <t <y <27

olacaktir. Ayrica a,b € C olmak iizere m ile
yt)=a+(b—a)t, 0<t<1

ile parametrelenmis a noktasindan b noktasina bir dogru boyunca giden basit

egri gosterilsin.
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(3.4.1) Onerme: f fonksiyonu D,(a)da holomorfsa

(2)

Az =(p2 =) if(a).

lim
p—0

5

Kamt . f fonksiyonunun D, (a) daki seri agilimi

f2) = au(z—a)"

ise z # a i¢in

M) o0 S = )
z2—a zZ—a n:ln z—ua

olur. Elbette g fonksiyonu D,(a)’da holomorftur. Dolayisiyla 0 < 7’ < r ise

g fonksiyonu mutlak degerce D, (a) kompakt kiimesinde bir M ile simirhidir.
Boylece her 0 < p < 7’ i¢in

(2) dz:/ a0 dz+/ g(z)dz
’sz_a %Z—CL v

P

olur. Bir yandan

a 4.027;€z't . .
/ 0 dzzao/ P gt = ag (g2 — 1) i = £(a) (02— 1)
Yp 2] p€

oldugundan sav ¢ikar.

(3.4.2) Onerme: f fonksiyonu D?(a)’da holomorf ve a noktasmda bir ba-

sit. kutup noktasi olsun. Bu durumda

ti [ F()dz = (o2 = 1) ives(f.a). (3:8)
e

Kanit . g(a) :=res(f,a) ve her z € D}(a) i¢in g(z) := (2 — a) f(z) ile tanim-

lanan fonksiyon D, (a)’da holomorftur. Bir 6nceki 6nermeyi bu g fonksiyonuna

uygularsak

lim
p—0 zZ—a

)i =ty [ ) 4. — (s — o) igla)

¥

= (2 — ¢1) ires(f, a)

ol



elde edilir ve kamt biter.
(3.4.2) 6nermesini agagidaki teoremin kanitinda ¢1 = 0 ve w3 = 7w 6zel duru-

munda kullanacagiz, bu durumda ¢s — ¢ = 7 olur.

(3.4.3) Teorem . ay,...,a, reel sayilar ve a; < --- < a, olsun. f fonksiyonu
Hv kapali iistyandiizleminde aq,...,a, noktalar1 ve H" iistyardiizlemindeki
sonlu nokta digsinda holomorf olsun ve bu noktalarda ise f fonksiyonunun basit
kutup noktalar1 bulunsun. Eger ayrica ll_}lr(l) f(z) =0vem >0 ise

- acHv k=1

+oo n
PV f(2)e™dz = 2mi <Z res(f,a) + % Zres(f, ak)> . (3.9)

Kanit . 1y > 0 sayis1 yeterince biiyiik segilirse f’nin tiim tekil noktalar1 D,

dairesine diiger. Yeterince kiigiik £, > 0 sayilar ile
Y(t) = ap +epe™, 0<t<m k=1,...n

, 9(2) := f(2)e"™* olmak iizere 1, . .., &, pozitif sayilar yeterince kiigiik segilir-

lerse f fonksiyonunun H, iistyaridiizlemdeki tiim tekil noktalar

% \ %
Nreqoen ~— C’f—i——r,al — €1~ N —|—a1—|—51,a2 —€2+"'+6Ln+€n,7“
kapali egrisinin icine diiger.

I :=2mi Z res(g, a) :/ g(z)dz

a€HY Nrey---en

:/ng(z)dz—k/(:l_el g(:v)dx%—/%g(z)dzjt---+/a:+5ng($)dx
I /Cu o(2)dx 1 (/_TEIJF"'JF/Q;E,L) g(z)dx — kzn;/% g(z)dz  (3.10)

(3.10) esitliginin sol yan1 sabittir. Onerme (3.3.2) ve Onerme (3.4.2)’den dolay1

n

lim g(z)dz =0 ve hmﬁo ; /% g9(z)dz =i Z res(g, ag)

r—-+00 C’}! E€1,..9,En 1
oldugundan (10)’da r — 400 ve €1,...,&, — 0 i¢in limite gecersek
+o0 n
I :=2mi Z res(g,a) = PV/ g(x)dx — mi Zres(g, ar)
acHv —o0 k=1

olur bu da kamit1 tamamlar. Bu teoremin ikilisi diyebilecegimiz, f fonksiyonunun
ai,...,a, noktalar ve H altyandiizlemindeki sonlu nokta diginda H¢ altyaridii-
zleminde holomorf olmast durumunda teoremin ifadesini vermeye gerek duy-

muyoruz.
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Ornek 7

T sing
1= —d
/ o (M —a?)

integralini hesaplayalim. Paydanin sifir yerleri olan 0 ve &7 noktalar1 aymi za-
manda sin z fonksiyonun da sifir yerleri oldugundan f(x) := _SmE
x (m? — 2?)

fonksiyonu aslinda bu noktalarda siirekli genigletilebilir. Bu nedenle I integrali

aslinda yakinsaktir. Simdi
e’ sin z
99 = T
fonksiyonunu C\{0, £7} kiimesinde holomorftur ve 0, +7 noktalarinda ise

birinci dereceden kutup noktalarina sahiptir. Buradaki rezidiileri hesaplayalim:

e 1

0) = 1i = —

res(g,0) 250 (m+2)(m—2) x?
e* -1
p— 1‘ ————————— | —
reS(Q,W) ZI_I}}T Z(ﬂ' + z) 9272
e 1

sl =) = i, e =

Boylece (3.9) ile

oo eizgin 2 1/1 1 1 i
PV — = dz=2mi- | — — — 4+ — | = —
/oo z (m? — 22) T (’/T2 272 * 27r2) T
PV/JFOO—Sinx dx:/Jroo—Sinx dx:hni:l
oo X (M2 —2?) oo X (M2 —2?) Tw
olur.
Ornek 8

oo cos 2x oo sin 2z
/oo @ D@ e /oo CERCET

integrallerini hesaplayalim. Bu integralin yakinsak oldugunu biliyoruz.
e

z) =
9= @D
fonksiyonu C\{—1, i} kiimesinde holomorftur. 0 ve +i noktalar1 g fonksiyo-

2z

nunun birinci dereceden kutup noktalaridir. Bunlardan sadece ¢ iistyaridiiz-
lemdedir. —1 ise reel dogru iizerindedir. 2 > 0 oldugundan {istyaridiizlemde

calisacagiz. Rezidiileri hesaplayalim:
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oldugundan

+o00 672 6721'
PV dz = 2mi )
/OO g(z)dz iy (T + i 5

-2

- 71”12 + zg (cos (—2) + isin (—2))
= %(1—i)+ig60s2+gsm2:: A

oldugundan

oo (1) (224 1) 2e2 2
+oo

in 2
i dx:ImA:—l
oo (T D)(224+1) 2¢e?

+oo 9
/ oS 2% dx:ReaA:l—i—zsinQ
m
— 2
/ —|—2COS

elde edilir.

3.5 [ f(x)dx tipinde integraller

0<a<1,0<0<2rvedy:={re? |0 <r < +oo} olmak iizere
Cy := C\dp olsun. Cy basit baglantili oldugundan orada logaritmanin, dolayisiyla

2% n holomorf dallar1 vardir. Logaritmanin Cy’da se¢tigimiz holomorf dali
lo(z) =In|z|+ip , pecargz

ise Cp’da z%’nin holomorf dali olarak

0lo(2) — gain|zl+ie o iap

90(2) = )=

fonksiyonunu sececegiz. # = 0 i¢in yalinlik agisindan gq(z) yerine 2 yazacagiz,

dd ile go(z) = 2*. olur.Boylece daima
|2 = e*Fl = |2 = |go(2)]. (3.11)

Simdi 0 < 6, < 6 < 61 < 27 olmak iizere agagidaki secimleri ve gosterimleri bir

sonraki tipte de kullanacagiz.

lo(2) ==1nl|z| +ip, 0 < p < 2w, p € argz
lo,(2) :==1n|z| +ip, —21+6, <p <O, p€argz
lo,(2) :=1n|z| +ip, O < @ < 2w+ 60y, ¢ € arg z.
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Bu segimlerle her pozitif x > 0 reel sayisi igin
lo,(z) =Inw, g (v) =%, lp,(7) =Inx +i27, go,(z) = %™ (3.12)
olur. Ayrica her z = |z| €' igin

0< <@ isely(x)=1l(z) ve go,(2) = go(2) = 2 (3.13)
0 < p <2m ise lp,(x) = lop(z) ve go,(2) = go(2) = 2° (3.14)

esitlikleri bizim icin 6nemli olacaktir.
0 < € < r olmak iizere pozitif yonlenmig C. ve C, cemberlerini agagidaki

gibi iki parcaya ayiralim:

Cl(t):=0e" (0<t<0), Clt):=0ce" (0<t<2m), o =c¢,T.

0 .0 .
Ver 1= € rei? ve d, =2, 1 ise dogrusal yollarimiz olsunlar.

?7;7" = dET + 07/" — Yer — Cé ve 'flgr = _dsr - Cg + Ver + C;
iki basit kapali egridir. (3.13) ve (3.14)’ten dolay1
VzeI(n,): go(z) =2% veVz e I(n) : ga(z) = 2°. (3.15)

Bu gosterimlerden sonra integrallerimizi nasil hesaplayacagimizi gorelim. Eger
f bir cift fonksiyonsa,
+00 1 +o00

i f(x)dxzi N f(z)dz

olacagindan, integrali daha énce 6grendigimiz yontemlerle hesaplariz. lo(z) yer-

ine log z yazacagiz.

(3.5.1) Teorem . f fonksiyonu, [0, +00) pozitif eksen {izerinde olmayan sonlu

nokta diginda C’de holomorf olsun. o > 0, 7o > 0 ve M > 0 pozitif sayilari

M
her |z| > g igin |f(z)| < | ‘QM
2z
olacak bicimde bulunabilirse
+o0o
f(x)dx = — Z res(flp,a) = — Zres(flog, a).
0 aeC aeC

%)



Kanit . f fonksiyonunun tekil noktalar1 sonlu sayida oldugu i¢in

0 <6 <0 <6 <2msayilarim, f fonksiyonunun dy, dy, ve dp, yaridogrulari
tizerinde tekil noktalar olmayacak bigimde segebiliriz. fi(z) := f(2)lp, (2) ve
fa(2) == f(2)ls,(2) fonksiyonlarinin tekil noktalar1 f fonksiyonun tekil nokta-
larinin aymisidir. Simdi g9 > 0 ve 79 > 0 pozitif sayilarmi f(z) fonksiyonlarinin

tiim tekil noktalart her 0 < e < gy ve her 0 < r < rg icin
H,:={pe"le<p<r, 0<p<2r}

halkasinin i¢ine diigecek bicimde secebiliriz. Boylece her 0 < ¢ < gy ve her r > 1
icin (3.13) ve (3.14)’ten dolay1

QWines(flog,a):%rz’ Z res(f log, a) + 2mi Z res(f log, a)

aeC a€l(nt,) a€l(nly)
= 27 Z res(fly,,a) + 2mi Z res(flg,,a) (3.16)
a€l(ng,) ael(ng,

olur. v., lizerinde fly, = fly, oldugundan

/ F(2)loy (2)dz + / F(2)loy(2)dz = 0,

Yer

/dw F(2)lo, (2)dz = / f(x)Inzdz, ve
/—dm J(=)loy(2)dz = = /: f(z) (Inz + 271) dz

ayrica

f(2)lg, (2)dz + f(2)lg,(2)dz = —2mi /T f(z)dx

der —der
oldugundan (3.16) esitligi

2m‘%res(flog, ——27rz/f dx+<// /) 2)lg, (2)dz
(L) e

seklini alir. Burada sol yan sabittir. Sag yandaki ilk integral digindaki tiim

integrallerin €,7 — +o00 icin limitlerinin 0 oldugunu gosterirsek isimiz biter.

1
llg, (2)| <In|z| 4+ 27 ve lim 2T oldugu i¢in
r—+oo I
M(Inr + 27)
P, (2)d2| < L(C) | o oy, < or Mg T2

C’l
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elde edeiriz. Benzer bi¢imde ligrn f(2)lp,(2)dz = 0 goriiliir. Diger yandan
r——4o00 o
f fonksiyonu 0 noktasinda holomorf olduugundan f fonksiyonu bu noktanin bir

komgulugunda sinirhdir. €y pozitif sayisin daha bastan bir m > 0 sayst ile her

|z| < epigin |f(2)| < m olacak bi¢imde secilebilir. Diger yandan liir(l)elns =0
3

oldugundan
F(2)lo (z)dz| < L(CL) || flo, | o < Oem(lne + 27) s 0
cr € e—
elde edilir. Benzer bicimde lir% f(2)lg,(2)dz = 0 goriiliir ve igimiz biter.
E— Cé’
Bir 6rnek olarak
/+°° dv 27w
o 1423 33
dugunu gdsterecegiz. f(z) = —— P) o, | fonksi
nu gosterecegiz. f(z) = =: irr nel fonksiyon
oldugunu gosterecegiz o 00) asyonel fonksiyon ve
der @ > der P + 2 oldugundan teoremin kosullar saglanir. flog fonksiyonunun
ii¢ tane basit kutup noktasi vardir; bunlar z> = —1 denkleminin kékleri olan
rt2m o 1
zr = € ) k, k = 0,1,2 noktalaridir. Agik olarak zyg = e'3s = 3 (1 —l—z’\/g),
|
z1=—1, 29 = L 3 <1 — Z\/§> . Bu durumda
log zi 2 log 2k 2k log 2
res(f log, zx,) = 322 = 32 i
oldugundan
(flog, zo) 11<1+ \/§>'7T ’W(1+ \/§>
res(flog, zg) = —== 1 == —1— 1
S50/ =739 37 18
1 1
res(flog, z1) = —5(—1)i7r = gm
11 5% 5%
log, :———(1— 3) —:—'—(1— 3)
res(flog, z7) 35 iv3)i 3 F iv/3

Boylece

too dy ™3  75V3 27
/0 1+ 2° D_res(f log, ) 8 718 3.3

aeC

—+00

Teorem (3.5.1)’deki yontemle () In zdz tipinde integralleri de hesaplaya-
0

biliriz. Ayni yontemi kullanirsak bu kez (f(z) log z)log z = f(z) (log z)” fonksiy-
onun rezidiilerini hesaplamakl ige baglayacagiz. x € (0, 00) igin

lo,(x) = lg, () + 2mi oldugundan her = > 0 i¢in
lg,(x) — I, (z) = 4mily, (x) — 47?
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oldugundan

e [ @ e =i [ @ s+ an [ s
" o : T @317

elde ederiz. Bu bize asagidaki teoremi verir:

P
(3.5.2) Teorem . R(z) = ngg rasyonel fonksiyonunun [0, +00) araliginda
z
kutup yeri yoksa ve der ) > der P + 2 ise

+oo 1 +00
— 2 ;
/0 R(z)Inzdr = —3 E res(Rlog”, a) + Z/o R(z)dx.

aceC*

Ayrica her x € R igin R(x) reel degerler aliyorsa buradan

400 1
/0 R(z)Inzdx = —3 Rea (Z res(Rlog?, a))

acC*
+00 1 )
R(x)der = ——1 R1 :
/0 (x)dz 5, Z res(Rlog”, a)
acC*
Kanit . e,r,... gibi tiim gosterimler biriénceki teoremde oldugu gibi secilirse

(3.17) ile

27i Zres(RlogZ, a) = —4mi /7‘ f(x)lg, (x)dx + 47 /T flz)dz + A.,

aeC

—% Zres(Rlogz, a) = /T f(@)lg, (x)dx +im /T f(zx)dx + A.,

aeC

olur. lin% A., = 0 oldugundan buradan
e—

r—-+00

1 ) 400 . +00
-3 Z res(Rlog? a) = (2)lg, (x)dx + im f(z)dz

aeC 0 0

elde edilir ve sav c¢ikar.

Ornek 9 Ornek olarak

/+°° Inx g rlna /+°° dx T (a>0)
T = ve — =— (a
o x2+a? 2a o x*4+a®  2a

oldugunu gosterelim. R(z) = rasyonel fonksiyonu teoremin kogullarini

2241
saglar. +7a noktalarinda bu fonksiyonunu birinci dereceden kutup noktalar:
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vardir. Dolayisiyla

) iy 2 . 71_2
res(Rlog?, ia) = (1og ia)” = (Ina + %) _ In®a +irlna — =

2ia 2ia 2ia
log(—ia))? lna+i3—”2 —In’a — 3i lna+%
res(Rlog?, —ia) = (log( 'za)) = ( : 7) = ‘W 4

—21a —21a 2ia

1 1—27milna+27%> wlna .72

2 D_res(Rlog’ a) 2 %ia 2 o

aeC
oldugundan

oo ] 1
/ idaczReaSzwna ve
0

22 + a? 2a
oo g 1
[T s L
0o T+ a T 2a

elde edilir.

3.6 [ 2f(v)dr tipinde integraller

Burada 0 < a < 1, f fonksiyonunun ise(0,+00)’da tekil noktasi olmasm, 0
noktasinda birinci dereceden bir kutup noktasi olabilir. Bunun diginda bir

ro >0, p> 0 ve bir M >0 ile

. M
her |z| > rgicin |f(2)] < L
. P(x) . _
olsun. Bu son kosul, érnegin f(z) = ——= bir rasyonel fonksiyon ve
x

der ) > der P + 1 ise saglanir. Bu kogullar altinda agagidaki teorem gecerlidir:

(3.6.1) Teorem .

(1—e ) /0 Ooazo‘f(x)dx = 27 Z res(z”f(2),€). (3.18)

geCr

Kanit. f fonksiyonumuzun sonlu sayida tekil noktalar1 vardir. Bir rg > 0

sayisi, f'nin tiim tekil noktalari D,, dairesine diisecek ve her |z| > r¢ igin

M
|IR(2)| < ’Tﬂ; olacak bi¢gimde bulunabilir. 6, 6; ve 6, acilar1 ve go, go,, 9o,
z

fonksiyonlar1 bir 6nceki 6rnekteki gibi segilirsin. g > 0 sayist D,, dairesinde,

belki 0 diginda, f’'nin hi¢ bir tekil noktasimi icermeyecek kadar kiigiik segilsin.
fo(2) == go(2)R(2) = 2% f(2), f1(2) = g0, (2) R(2) ve fa(2) := gg,(2)R(2) olmak
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tizere bu kez, 0 < ¢ < g, 7 > 19, 1., ve .. bir 6nceki teoremdeki gibi olmak
uzere

fi(z)dz = /T z®f(z)dx ve 9 fi(z)dz = — /T e f(x)dw

der

olur. Bir 6nceki teoremde oldugu gibi

lim fi(z)dz =0 ve lim fa(2)dz =0
r—+00 c r—+00 cr

kolayca goriiliir. Eger 0 noktasinda R holomorfsa

fiy ), )= =1y |, Rl2)d= =0

oldugu bir 6nceki teoremin kanitinda oldugu gibi kolayca goriiliir. Simdi f’nin
0 noktasinda birinci dereceden bir kutup noktasi oldugunu varsayalim. Bu du-
rumda zf(z) fonksiyonu 0 noktasina holomorf genigletilebileceginden bu nok-
tada yerel smirhidir. Dolayisiyla €9 daha bagyan yeterince kiiciik secilirse bir

m > 0 ile her z € D, i¢in |zf(2)| < m olur. Bu durumda

/cg fi(z)

elde edilir. Benzer bicimde lim._,q f f2(2)dz = 0 kanitlanir. Boylece

< @ , < e
< Oee || flley < Oe mE—\gO

27i Z res(f,a) = 2mi Z res(f,a) + 2mi Z res(f,a)

a€C* a€l(nl,) a€l(nZ,)
= 2mi Z res(f1,a) + 2mi Z res( fo, a)
a€l(nt,) a€l(nl;)
= f@1<z>d2+ f@2(z)dz
Ner Ny

= (1—¢?™) /T x® f(x)dx + A.,

elde ederiz. lir£1r A = 0 oldugundan sav elde edilir.
€,r—+00

Ornek 10 0 < o < 1 olmak iizere

[._/J“oo dx o
)y e (1+2)  sinma

oldugunu gorelim. p := 1 — o olmak iizere

/+°° dx _/+°° xPdx
o zo(l+2) Jo z(1+2)
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f(x) := ——— rasyonel fonksiyonu teorem (3.6.1) in kogullarimi saglar.

x(xl—i-l)
f(z):m

noktalar1 vardar.
ves(+7 (), ~1) =

oldugundan

fonksiyonunun 0 ve —1 noktalarinda birinci dereceden kutup

(=1"

—1

= —e?'™ = — (cos pr + i sin pr)

21 271 127 T

] = —— (—eZﬂ—p) = = =
1 — ei2mp e — e~ 2isinmp  sinwp

ve

sinpr = sin (7 — Ta) = sinTa

oldugundan sav ¢ikar.

Benzer bi¢cimde

+oo
/ 2*R(z) In" zdx

tipinde integraller de hesaplanir. Bir 6nceki tipte oldugu gibi burada da n =1

icin yetinecegiz.

P
(3.6.2) Teorem . R(z) = QEZ) rasyonel fonksiyonunun (0, +00) arahgmda
z

kutup yerleri yoksa, 0 noktasinda en fazla birinci dereceden bir kutup yeri var,
der@ >derP+2ve 0 <a<1ise

Z res (2 Rlog, a) +

acC*

2

27 T

1 __€2ﬂai

Z res (2°R, a)

acC*

+oo
/ 2*R(z) Inxdr =
0

sin? (1)

(3.19)

Kanit . Uygun secilmis 7., ve nZ kapali egrileriyle go, Rlg, ve gg, Rlp, fonksiy-

onlarma rezidii teoremini uygulariz. Artik dikkat edilmesi gerekenin (3.12) ile

/ 9o, () R(x)lg, (x)dx = /: 7*R(x) Inxdx ve

/ 9o, () R(x)lg, (v)dx = / r2e®™ R(x) (Inx + i27) dz
der €

oldugundan

/ 9o, Btlo, _/ 9o, Rlp, = (1—ei2’ra)/ a;o‘Rln—Qm'eQm/ TR
der der e -

esitliginde dikkat etmektir. Boylece diger kanitlarda oldugu gibi

2mi Z res (2*Rlog,a) = (1 — e9%%) / z*R(x) Inxdx

aeC*

— 2mie?m® / r*R(z)dr + A.,
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elde ederiz. lin% A., = 0 oldugundan bu son egitlikte ¢ — 0 ve r — +00
e—

r—+00
limitine gecersek

+oo
27i Z res (2*Rlog,a) = (1 — e™%%) / z*R(x) Inxdx
0

acC*
— 2mie"*™® / r*R(x)dx + A,
0
, dolayisiyla
+oo 7
/0 r*R(z) Inxdr = % Z res (2*Rlog, a)
acC*
27TZ'€i27ra +o00 N
+m/ 2 R(z)dz. (3.20)
(3.18) ile

/+OO r*R(x)dx = _am Z res (2“R, a)
0 - 1 — ei2ma ’

acC*

oldugunu gozetirsek

271'2'6227“1 27 9 21 7'('2
1 — ei2ra | — pi2ra 4 e—ima _ gima | T gin2 1y

esitligi kaniti tamamlar.

Ornek 11  Simdi

+o0 1 +o0 1
I = — Tz ve Iy = ————dx

o Vz(®+1) o Vz(®+1)
integrallerini hesaplayalim.

e ng p to Jrinx
— dx = I

o Vr(x2+1) o x(x?+41)

+00 +oo
I / VT
o Vr(x2+1) o x(x?+41)
1

oldugundan, a = 1/2 ve R(z) = =7y ile calisacagiz. e

oldugundan (3.20) denklemi

dx, ve

2ra e = —1

+o00 +o0
/ r*R(z) Inxdr =i Z res (z*Rlog, a) — iﬂ'/ r*R(x)dx.
0 0

aceC*

I =ir Z res (z*Rlog,a) —inly =:inS —inly  (3.21)
acC*
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olur. I; ve Iy reel sayilar oldugundan (3.21) denkleminden I; = ReainS ve
I = Im S olur. R rasyonel fonksiyonunun 0 diginda iki tane basit kutup noktasi

vardir; bunlar =+i.
3

logi = lo(i) = @g ve log (=) = lo(~i) = i

oldugundan

olur. Dolayisiyla

S = Z res (z*Rlog, a) = res (2*Rlog, i) + res (z*Rlog, —1)

Lfiz’m 1 —1 4237 1 us LT
T V2240 V2 2 (D)(=i-) Va2 22
oldugundan
I = ReainS = —W—Q ve I, =Im S = T
2v/2 2/2
olur.
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SONUC::

Rezidii Teoremi ispatiyla beraber ele alindi. Daha sonra Rezidii Teoremi yardimiyla

“+o0o +0o0

f(@)dzr fl)e™dx

2
/ R (sint,cost)dt ,
0

+oo +oo
f(z)dx | / z® f(x)dz bu beg tip reel integralin

0 ']

nasil hesaplanmas: gerektigi gosterildi.
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