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ÖZET

Bu tez üç temel bölümden olu³maktad�r. Birinci bölümde, Kompleks Say�lar

Cismi ve Özellikleri, C' nin Topolojisi, C - De§erli Fonksiyonlar ve Özellikleri,

E§riler, E§risel �ntegraller, Dönme Say�lar�, Kapal� Zincirler, Cauchy �ntegral

Teoremi, Homologluk ve Homotopi Kavramlar�, Laurent Serileri ve Tekil Nokta-

lar incelenmi³tir. �kinci bölümde önce Rezidü (Kal�nt�) Teoremi ard�ndan Argü-

man �lkesi, Cebirin Anateoremi ve Rouche Teoremi gibi, Rezidü Teoreminin

baz� teorik sonuçlar� kan�tlanm�³t�r. Son bölümde ise Rezidü

Teoremi yard�m�yla
∫ 2π

0

R (sin t, cos t) dt ,
∫ +∞

−∞
f(x)dx ,

∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx ,∫ +∞

0

f(x)dx ,
∫ +∞

−∞
xαf(x)dx tipindeki integrallerin nas�l

hesaplanaca§� gösterilmi³ ve bunlarla ilgili uygulamalar yap�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Holomorf Fonksiyonlar, Ayr�k Tekil Noktalar, Rezidü

Teoremi, Has Olmayan �ntegraller
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ABSTRACT

The Residue Theorem and Some Applications

Tali , Hasan Halit

M.S.,Department of Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Sait Ero§lu

January, 2010

This thesis is composed of three chapters. In the �rst chapter, Complex-Numbers

Field and its properties, topology of C, C-valued functions and their properties,

curves, line integrals, winding number, closed chains, Cauchy's Integral Theo-

rem, homology and homotopy concepts, Laurent Series and singular points are

studied. In the second chapter, primarily The Residue Theorem, after that The

Argument Principle, main theorem of algebra and the Rouche Theorem, which

are the some of the theorical results of residue theorem, are proved. In the last

chapter, it is demonstrated how the integrals with the type of∫ 2π

0

R (sin t, cos t) dt ,
∫ +∞

−∞
f(x)dx ,

∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx ,∫ +∞

0

f(x)dx ,
∫ +∞

−∞
xαf(x)dx are calculated with the

assistance of the residue theorem and the related applications are represented.

Key words: Holomorphic Functions, Isolated Singularities, The Residue

Theorem, Improper Integrals
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G�R�� :

Bu tezde Rezidü Teoremi yard�m�yla, gerçel analize ait baz� integralleri, gerçel

analizin integral alma yöntemlerine ba³vurmadan sadece türevler veya seri aç�l�m-

lar� yard�m�yla hesaplamay� ö§renece§iz. Bu amaç do§rultusunda birinci bölümde

bilinmesi gereken ön bilgileri, Cauchy �ntegral Teoremini, Laurent serilerini ve

tekil noktalar� ele ald�k. �kinci bölümümüzde ise birinci bölümdeki bilgilerim-

izden yararlanarak bir fonksiyonun bir ayr�k tekil noktas�ndaki rezidüsünün

(kal�nt�s�n�n) tan�m�n� hemen ard�ndan da Rezidü Teoremini ispat�yla beraber

verdik.Son bölümümüzde ise Rezidü Teoremi yard�m�yla be³ farkl� tip integralin

nas�l hesaplanaca§�n� gösterdik ve uygulamalar yapt�k.
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1. Ön Bilgiler

Bu çal�³mada matematikte yayg�n olan ∀x(her x), ∃x(en az bir x), ⇒ (ise), ⇔
(ancak ve ancak) mant�k imleri d�³�nda a³a§�daki gösterimleri de kullanaca§�z:

a := b ,"a tan�m gere§i b'dir" ve

p :⇔ q ,"p tan�m gere§i q' ya denktir".

Bunlardan ilkinde a, tan�mlanan bir nesnedir, ikincisinde p tan�mlanan bir

kavram içeren bir önerme veya ba§�nt�d�r.

1.1 Kompleks Say�lar Cismi

N ve Z ile s�ras�yla do§al say�lar ve tam say�lar kümesi, Q ve R ile s�ras�yla

rasyonel ve reel say�lar cismi gösterilsin.R deki i³lemler + ve . ile gösterilmek

üzere,bu cisim üzerinde aç�klanm�³ do§al s�ralamayla bir s�ralanm�³ cisimdir.Titiz

olmak gerekirse (R,+,.) cisminden ve (R,+,.,<) s�ralanm�³ cisminden söz edilir.

�imdi R2 = {(x, y)|x, y ∈ R} kümesini üzerinde aç�klayaca§�m�z iki i³lemle

bir cisim yapaca§�z.Ancak s�ral� ikililerin temel özelli§ini belirtmekte yarar var:

1. ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2 : (x, y) = (x′, y′) ⇔ x = x′ ve y = y′.

R2 de yine toplama ve çarpma olarak adland�r�lan ve kar�³�kl�§a yol

açmayaca§� varsay�larak yine + ve . ile gösterilen iki i³lem a³a§�daki gibi

aç�klan�r: ∀(x, y), (u, v) ∈ R2 için :

2. (x, y) + (u, v) := (x+ u, y + v)

3. (x, y).(u, v) := (xu− yv, xv + yu),

1



(R2, +, .) bir cisimdir.Bu cisim genel olarak C, onun ö§eleri ise z,w,... ile

gösterilir. C cismine kompleks say�lar cismi, onun ö§elerine ise kompleks

say�lar denir. Bu tan�mlarla her z = (x, y) kompleks say�s� tek biçimde

4. z = (x, y) + (0, 1)(y, 0) olarak yaz�labilir.

R̃ := {(x, 0)|x ∈ R} kümesi C deki i³lemlerle C nin bir alt cismidir ve

φ : R → R̃,(x  (x, 0)) dönü³ümü bir do§al e³yap� dönü³ümüdür. Bu

nedenle x reel say�s� ile (x, 0) kompleks say�s� özde³ k�l�n�r: x ≡ (x, 0).

Böylece 4. e³itli§i i := (0, 1) olmak üzere

5. z = x+ iy

³eklini al�r. Kompleks say�lar�n bu gösterimi tek türlüdür. Ayr�ca

6. i ̸= 0, ancak i2 = −1

Bu nedenle kompleks say�lar cismi s�ralanm�³ cisim yap�lamaz, çünkü K
s�ralanm�³ bir cisim ve 0 ̸= α ∈ K ise α2 > 0 olmak zorundad�r.

Di§er yandan 1 = 12 > 0 ve − 1 < 0

z kompleks say�s�n�n say� karakteri bizi ilgilendirdi§inde onu

x + iy tipiyle, R2 deki nokta karakteri bizi ilgilendirdi§inde ise (x, y) ile

gösterece§iz. z, w ∈ C için z.w yerine k�saca zw yazaca§�z.

x, y ∈ R, z = x+ iy olmak üzere

Rez := x, Imz := y ve z̄ := x− iy

olarak tan�mlan�r.

|z| :=
√
zz =

√
x2 + y2

say�s�na z kompleks say�s�n�n mutlak de§eri denir. |z| say�s� (x, y) noktas�n�n
(0, 0) noktas�na olan Öklid uzakl�§�ndan ba³ka bir ³ey de§ildir.

Aç�kça her z, w ∈ C için;

|z| = 0, ⇔ z = 0, |zw| = |z||w| ve |z + w| ≤ |z|+ |w|
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1.2 C'nin Topolojisi

C yi R2 nin do§al topolojisi ile alaca§�z; bu R2'deki Öklid metri§inin üretti§i

topolojidir. zk = xk + iyk ∈ C, k = 1, 2, ... olmak üzere:

d(z1, z2) :=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = |z1 − z2|

R2 deki Öklid metri§idir. a ∈ C ve r > 0 reel say�s� verildi§inde

Dr(a) ≡ D(a, r) := {z ∈ C | |z − a| < r},

Dr(a) ≡ D(a, r) := {z ∈ C | |z − a| ≤ r} ve

Cr(a) ≡ C(a, r) := {z ∈ C | |z − a| = r}

kümelerinden s�ras�yla a-merkezli, r-yar�çapl� aç�k daire, kapal� daire ve

çember diye söz edece§iz.

{Dr(a)| a ∈ C, r ∈ R, r > 0} ailesi C 'nin topolojisinin bir baz�n� olu³turur.

C = R2 bir tam metrik uzayd�r. Tam metrik uzaylarda dizilere ili³kin kavram

ve teoremleri biliniyor varsayaca§�z. Burada kompleks analizde önemli olan baz�

kavramlar� vermekle yetinece§iz.

C'nin alt kümelerini göreli topolojiyle ele alaca§�z. A ⊆ X ⊆ C oldu§unda

A kümesinin X ' de aç�k olmas� tam da C 'de aç�k bir U kümesiyle A = X ∩U
olmas� demektir. C nin bir X alt kümesine, bo³tan farkl�, ayr�k ve X ' de

aç�k A,B kümeleri X = A ∪ B olacak biçimde bulunam�yorsa, ba§lant�l�d�r

denir. C'nin ayn� anda aç�k ve ba§lant�l� alt kümelerine k�saca bölge denir. Bun-

lar kompleks analizde önemli olan kümelerdir. Özellikle her Dr(a) aç�k dairesi

ba§lant�l�d�r.

a, b ∈ R ve a ≤ b olmak üzere bir sürekli γ : [a, b] → X ⊆ C dönü³ümüne

X de bir sürekli yol denir. Her x, y ∈ X noktas�na kar³�l�k, X' de bir γ yolu

γ(a) = z ve γ(b) = w olacak biçimde bulunabiliyorsa, X kümesi yol ba§lan-

t�l�d�r denir. ∅ ̸= U ⊆ C bir aç�k alt küme olsun.U 'nun ba§lant�l� olmas� ,

U 'nun yol ba§lant�l� olmas�na denktir.

D∗
r ile Dr(a)\{a} kümesini gösterece§iz, bu Dr(a) dairesinden a merkezini

ç�kard�§�m�z zaman kalan kümedir.
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(1.2.1) Önerme : X ⊆ C ba§lant�l� alt kümeyse her sürekli f : X → Z
fonksiyonu sabittir.

Bu topolojinin basit bir önermesidir ve Z yerine herhangi bir diskret uzay

al�nd�§�nda da do§rudur.

a, b ∈ C olmak üzere

[a, b] := {a + t(b − a)|0 ≤ t ≤ 1} kümesine, t�pk� R' de oldu§u gibi, [a, b]

kapal� aral�§� diyelim.Bu,geometrik olarak,düzlemde a noktas�n� b noktas�na

birle³tiren do§ru parças�n�n noktalar�n�n olu³turdu§u kümedir. a0, a1, ..., an ∈ C
kompleks say�lar olmak üzere

P =
n∪
k=1

[ak−1, ak] = [a0, a1] ∪ [a1, a2] ∪ ... ∪ [an−1, an]

tipinde bir kümeye a0 noktas�n� an noktas�na ba§layan bir poligon denir.A³a§�daki

teorem herhangi bir topoloji kitab�nda bulunabilir.

(1.2.2) Teorem . U ⊂ C aç�k kümesi için a³a§�daki önermeler denktir:

1. U ba§lant�l�d�r.

2. U yol ba§lant�l�d�r.

3. U poligon ba§lant�l�d�r, yani U 'nun herhangi iki noktas� U daki bir

poligonla ba§lanabilir.

C'de bir X alt kümesi verilsin. Her a, b ∈ X için [a, b] ⊂ X ise X kümesi

d�³bükeydir denir. X ⊂ C ve a ∈ X olsun. Her x ∈ X için [a, x] ⊂ X ise X

kümesi a noktas�na göre y�ld�z biçimli bir kümedir denir.

D�³bükey kümeler her noktas�na göre y�ld�z biçimli kümelerdir. Bunun tersi

do§ru de§ildir; örne§in + (art� i³areti) d�³ bükey de§il , ancak do§ru parçalar�n�n

kesi³me noktas�na göre y�ld�z biçimlidir.

Son olarak C = R2 de Heine-Borel teoremi geçerlidir: K ⊂ C'nin kompakt

olmas� için gerek ve yeter ko³ul kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r.
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1.3 C - de§erli fonksiyonlar

T herhangi bir topolojik uzay ve

f : T → C

olsun. u := Ref ve v := Imf olmak üzere her t ∈ T için

f(t) = u(t) + iv(t) ≡ (u(t), v(t))

C' nin topolojisi R2' nin topolojisi oldu§undan f fonksiyonunu bir t0 ∈ T nok-

tas�nda sürekli olmas� u : T → R ve v : T → R fonksiyonlar�n�n t0 noktas�nda

sürekli olmas�na denktir. �ki özel durumu ayr�ca belirtelim.

1. T = [a, b] ⊂ R , f nin t0 noktas�nda sürekli olmas� u ve v fonksiyonlar�n�n

t0 noktas�nda sürekli olmas� demektir.

2. T ⊂ C , f fonksiyonunun bir z0 = x0 + iy0 noktas�nda sürekli olmas�

u(x, y), v(x, y) fonksiyonlar�n�n (x0, y0) noktas�nda sürekli olmalar�na denk-

tir.

�imdi U ⊂ C bo³tan farkl� bir aç�k küme, f : U → C ve a ∈ U olsun.

u := Ref ve v := Imf olmak üzere her z ∈ U için f(z) = u(z) + iv(z) dir.

C = R2 olarak dü³ünülürse z = (x, y) yazarak

f(x, y) = (u(x, y), v(x, y))

elde edilir. f nin a ∈ U noktas�nda reel türevlenebilir olmas�

u := U → R ve v := U → R fonksiyonlar�n�n a noktas�nda reel türevlenebilir

olmalar�na denktir. A³a§�da verece§imiz, "f fonksiyonunun a noktas�nda

kompleks türevlenebilir" olma kavram� reel türevlenebilmeden çok güçlü bir

kavramd�r.
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(1.3.1) Tan�m : U ⊂ C aç�k, a ∈ U ve f : U → C olsun.

a noktas�nda sürekli bir φ : U → C fonksiyonu her z ∈ U için

f(z) = f(a) + (z − a)φ(z)

olacak biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonuna a noktas�nda kompleks

türevlenebilir denir ve

f ′(a) := φ(a)

say�s�na ise f 'nin a noktas�ndaki türevi denir. f ′(a) yerine
df

dz
(a) da yaz�labilir.

1. Kolayca görülece§i gibi f fonksiyonunun a noktas�nda kompleks türevlenebilir

ve türevinin f ′(a) olmas� tam da

f ′(a) = lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
, (z ∈ U)

demektir. Bu ise tek reel de§i³kenli ve R-de§erli fonksiyolar�n türev tan�m�

gibidir. Bu nedenle limit kurallar�ndan kaynaklanan türev kurallar� burada

da geçerlidir.f ve g fonksiyonlar� U aç�k kümesinde tan�ml� ve a ∈ U

noktas�nda kompleks türevlenebilirlerse

f ± g ve fg a noktas�nda kompleks türevlenebilir ve

2. (f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a) ve

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

E§er ayr�ca g(a) ̸= 0 ise
f

g
de a noktas�nda kompleks türevlenebilir ve

3.

(
f

g
)′(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

(g(a))2

dir. U, V ⊂ C aç�k kümeler ve U
f→ V

g→ C olmak üzere f fonksiyonu

a ∈ U noktas�nda ve g fonksiyonu ise b = f(a) noktas�nda kompleks

türevlenebilirse h := gof de a noktas�nda kompleks türevlenebilir ve

4. h′(a) = (gof)′(a) = g′(f(a)).f ′(a) (Zincir Kural�).
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Not 1: Tek reel de§i³kenli,ancak C-de§erli bir
γ : [a, b] → C

fonksiyonunun bir t ∈ [a, b] ⊂ R noktas�ndaki türevinden, u = Reγ ve

v = Imγ olmak üzere,e§er varsa

5. f ′(t) = u′(t) + iv′(t)

anla³�l�r. �imdi [a, b] ⊂ R ve U ⊂ C aç�k kümeler olmak üzere

[a, b]
γ→ U

f→ C

fonksiyonlar� verilsin.γ fonksiyonu t noktsa�nda reel türevlenebilir ve f

fonksiyonu γ(t) noktas�nda kompleks türevlenebilirse f ◦ γ fonksiyonu t

noktas�nda reel türevlenebilir ve

6.

(f ◦ γ)′(t) = f ′(γ(t)).γ′(t) =
df

dz
(γ(t)).

dγ

dt
(t)

dir.

Not 2: n ∈ Z bir tamsay� ve a ∈ C olmak üzere f(z) := (z − a)n fonksi-

yonuna bakal�m. n ≥ 0 için bu fonksiyon C'de , n < 0 içinse C\{a} da

tan�ml�d�r. Bu fonksiyon tan�ml� oldu§u her noktada kompleks türevlenebilir

ve f ′(z) = n(z − a)(n−1) dir. Bunu kabaca

7.
d

dz
(z − a)n = n(z − a)n−1

ile gösterece§iz.

Not 3: U ⊂ C aç�k ; f : U → C, a ∈ U, u = Ref ve v = Imf olsun. f

fonksiyonunun a noktas�nda kompleks türevlenebilir olmas� için gerek ve

yeter ko³ul u ve v fonksiyonlar�n�n a noktas�nda reel türevlenebilir olmas�

ve orada

8.
∂u

∂x
(a) =

∂v

∂y
(a) ,

∂u

∂y
(a) = −∂v

∂x
(a)

Cauchy-Riemann denklemlerini sa§lamas�d�r.
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(1.3.2) Tan�m : ∅ ̸= U ⊂ C aç�k ve f : U → C olsun. f fonksiyonu her a ∈ U

noktas�nda kompleks türevlenebilirse f fonksiyonu U kümesinde holomorftur

veya analitiktir denir. U daki holomorf fonksiyonlar�n kümesini H(U) ile

gösterece§iz.

C deki bölgeler bir anlamda R deki aral�klar�n rolünü üstlenirler.Örne§in

f : (a, b) → R türevlenebilir ve f ′ = 0 ise f fonksiyonu sabittir.Benzer biçimde

a³a§�daki önerme geçerlidir.

(1.3.3) Önerme : U bir bölge, f ∈ H(U) ve her z ∈ U için f ′(z) = 0 ise f

fonksiyonu U da sabittir.

1.4 E§riler ve E§risel �ntegraller

Not: Bu paragraftaki tan�m ve teoremler için [Conway] veya [Saks-Zygmund]'a

bak�labilir.

[a, b] ⊂ R, U ⊂ C aç�k olmak üzere bir γ : [a, b] → U fonksiyonuna (izi) U 'da

bir e§ri denir. γ(a) noktas�na γ e§risinin ba³lang�ç noktas�, γ(b) noktas�na

ise γ e§risinin son veya biti³ noktas� denir. γ(a) ve γ(b) ye ise γ e§risinin uç

noktalar� denir. γ(a) = γ(b) ise γ'ya bir kapal� e§ri denir.

γ := γ([a, b])

kümesine γ e§risinin izi denir. γ' n�n özelliklerine göre e§ri adland�r�l�r.

γ sürekli (türevlenebilir veya parçal� türevlenebilir) ise γ bir sürekli

(türevlenebilir veya parçal� türevlenebilir) e§ridir.γ sürekli türevlenebilirse

γ' ya bir pürüzsüz e§ri, γ parçal� sürekli türevlenebilirse γ' ya bir parçal�

pürüzsüz e§ri denir.

γ : [a, b] → U e§risi verilsin. a = t0 < t1 < ... < tn = b ko³ulunu sa§layan

P = {t0, ..., tn} kümesine [a,b] aral�§�n�n bir parçalan�³� ve

∥P∥ := max
1≤k≤n

|tk − tk−1| say�s�na ise bu parçalan�³�n normu diyelim.

zk = γ(tk) olmak üzere

L(γ, P ) :=
∑n

k=1 |γ(tk)− γ(tk−1)| =
∑n

k=1 |zk − zk−1|

8



say�s� kenarlar� [zk−1, zk] , 1 ≤ k ≤ n, olan poligonun uzunlu§udur.

P ile [a, b] aral�§�n�n parçalan�³lar�n� gösterirsek

1. L(γ) := sup
P∈P

L(γ, P ) ye γ e§risinin uzunlu§u veya γ' n�n temel de§i³imi

denir.Elbette 0 ≤ L(γ) ≤ +∞ dur. Bizi L(γ) < +∞ durumu ilgilendirecektir.

L(γ) < +∞ ise γ' ya s�n�rl� de§i³imli bir fonksiyon veya bir integral e§risi

veya bir uzunluk denir.Analiz derslerinde a³a§�daki önerme kan�tlan�r.

(1.4.1) Önerme : Her γ : [a, b] → U parçal� pürüzsüz e§ri bir integral e§ri-

sidir ve

2. L(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)|dt dir. ([Con], IV, Prop.1.3)

(1.4.2) Teorem . γ : [a, b] → C s�n�rl� de§i³imli ve f : [a, b] → C sürekli ise bir

I ∈ C kompleks say�s� a³a§�daki ko³ulu sa§layacak biçimde vard�r: Her ϵ > 0

say�s�na kar³�l�k bir δ = δ(ϵ) > 0 say�s� bulunabilir öyle ki [a, b] nin ∥P∥ < δ

ko³ulunu sa§layan her P = {t0, ..., tn} parçalan�³� için tk−1 ≤ Tk ≤ tk ko³ulunu

sa§layan her Tk için

|I −
n∑
k=1

f(Tk)(γ(tk))− (γ(tk−1))| < ϵ. ([Con.IV, Teorem1.4)

Tek olarak belirli olan bu I say�s�na f nin γ ya göre Riemann-Stieltjes inte-

grali denir ve

I =:

∫ b

a

fdγ =

∫ b

a

f(t)dγ(t)

olarak gösterilir.

Riemann-Stieltjes integrali de, integrallenebilir fonksiyonlar uzay�nda bir

do§rusal dönü³üm tan�mlar, ([Con], IV, Prop.1.7)

f : [a, b] → C sürekli ve a = t0 < t1 < ... < tn = b ise γk := γ|[tk−1, tk]

olmak üzere

3.
∫ b

a

fdγ =
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

f dγk , ([Con], IV, Prop.1.8)

γ n�n parçal� pürüzsüz olmas� durumunda ise
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4.
∫ b

a

fdγ =

∫ b

a

f(t)γ′(t)dt

olur. ([Con], IV, Prop.1.9). Burada sa§ tarafta Riemann integrali vard�r.

E§risel �ntegral: �imdi γ : [a, b] → C bir integral e§risi ve f : γ → C sürekli

olsun.

5.
∫
γ

f :=

∫ b

a

(f ◦ γ)dγ

ya f nin γ boyunca e§risel integrali denir.
∫
γ

f yerine ço§u zaman
∫
γ

f(z)dz

de yaz�l�r.Özel olarak γ parçal� pürüzsüz ise

6.
∫
γ

f =

∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt

geçerlidir.Ço§u kompleks analiz kitab� yaln�zca parçal� pürüzsüz γ e§rileriyle

çal�³�r ve 6. ifadesini e§risel integralin tan�m� olarak seçer.

Parametre De§i³imi: φ : [α, β] → [a, b] dönü³ümüne sürekli,kesin artan ve

üzerine ise bir parametre dönü³ümü denir.Bu durumda φ(α) = a ve φ(β) = b ve

φ−1 : [a, b] → [α, β] de bir parametre dönü³ümüdür. α < β ve a < b olmak üzere

herhangi iki [α, β], [a, b] kapal� aral�§� verildi§inde daima bir φ : [a, b] → [α, β]

parametre dönü³ümü bulunabilir,örne§in

7. φ(u) =
b− a

β − α
(u− α) + a böyle bir dönü³ümdür.

(1.4.3) Önerme : φ : [a, b] → [α, β] bir parametre dönü³ümü, γ : [a, b] → C
bir integral e§risi ve f : γ → C sürekli ise

a. γ′ = γ ◦ φ de bir integral e§risidir

b.
∫
γ

f =

∫
γ◦φ

f ([Con], IV. Prop. 1.13)
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�ntegral aç�s�ndan γ ve γ ◦ φ ayn� davran�³� sergilediklerinden bunlara ayn�

gözüyle bakabiliriz. γ ve γ′ integral e§rilerine bir φ parametre dönü³ümüyle

γ′ = γ ◦ φ ise denktir der ve bunu γ′ ∼ γ ile gösterirsek,bu integral e§rilerinin

kümesinde bir denklik ba§�nt�s� aç�klar, ba³ka sözlerle

γ, γ′, γ′′ integral e§rileri ise

1. γ ∼ γ

2. γ′ ∼ γ ise γ ∼ γ′

3. γ ∼ γ′ ,γ′ ∼ γ′′ ise γ ∼ γ′′ dir.

Bundan sonra denk e§rilere ayn� gözüyle bakaca§�z.Bundan yararlanarak a³a§�-

daki tan�m� verece§iz.

γk : [ak, bk] → C , k=1,2,...,n

e§rileri verilmi³ olsun öyle ki γk e§risinin biti³ noktas� daima γk+1 e§risinin

ba³lang�ç noktas� olsun.Herhangi bir [a, b] aral�§� al�p (a < b), bunu

a = t0 < t1 < ... < tn = b noktalar�yla n parçaya bölelim.Sonra 7. de verilen

tipten parametre dönü³ümleri yard�m�yla γk ya denk γ′k : [tk−1, tk] → C
e§rilerine geçelim

γ′ : [a, b] → C e§risi γ′|[tk−1, tk] := γ′k

olarak tan�mlan�rsa bir γ′ e§risi elde edilir.

8. γ1 + ...+ γn := γ′

olarak aç�klan�r.γk ' lar sürekli ise γ′ ' de süreklidir; γk ' lar parçal� pürüzsüzse

γ ' de parçal� pürüzsüzdür.γ′ e§risi denklik d�³�nda tek olarak belirlidir.Ayr�ca

her sürekli f : γ′ → C için

9.
∫

γ1+...+γn

f =

∫
γ1

f + ...+

∫
γn

f

Ters E§ri: γ : [a, b] → C olmak üzere

γ− : [a, b] → C

γ−(t) := γ(a+ b− t)

ile tan�mlanan e§riye γ n�n tersi denir.

11



Not: [a, b] ye bir zaman aral�§� olarak bakal�m ve γ(t) ise hareket eden bir

parçac�§�n t an�ndaki konumunu göstersin.Bu parçac�§�n hareketini �lme çeker

ve bu �lmi geriye sararak oynat�rsak γ− ye göre hareket eden bir parçac�§�n

�lmini izlemi³ oluruz.

f : γ → C için

∥f∥γ := sup
z∈γ

|f(z)|

olarak aç�klan�rsa a³a§�daki önerme ([Con], IV, Prop.1.17) geçerlidir.

(1.4.4.) Önerme : γ bir integral e§risi ve f : γ → C sürekli ise

a.

∫
γ−
f = −

∫
γ

f

b. |
∫
γ

f | ≤ L(γ).∥f∥γ

A³a§�daki teorem integral hesab�n ana teoreminin bir genellemesidir.

(1.4.5.) Teorem. ∅ ̸= U ⊂ C bir aç�k küme ve f : U → C sürekli olsun.

f ' nin U da bir ilkeli varsa, yani F ′ = f olan bir F : U → C fonksiyonu varsa

izi U da olup, ba³lang�ç noktas� α ve biti³ noktas� β olan her γ integral e§risi için∫
γ

f = F (β)− F (α) dir.

Ayr�ca γ kapal� ise
∫
γ

f = 0 olur. ([Con] , IV , Teorem 1.18)
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Bir Özel E§ri: a ∈ C ve r > 0 olsun.

γ : [0, 2π] → C

γ(t) := a+ reit

ile tan�mlanan e§ri,ba³lang�ç ve biti³ noktas� a+r olan basit kapal� bir pürüzsüz

e§ridir.γ izi tam da a merkezli r yar�çapl� Cr(a) çemberidir.Bu e§riyi de Cr(a)

ile gösterece§iz.

(1.4.6) Önerme: Her n ∈ Z için

∫
Cr(a)

(z − a)ndz =

{
0 n ̸= −1

2πi n = −1

Kan�t. U := C\{a} olsun.n ̸= −1 için Fn(z) :=
1

n+ 1
(z − a)n+1

fonksiyonu U da fn(z) := (z − a)n fonksiyonunun bir ilkeli oldu§undan (1.4.5)

ile
∫
Cr(a)

fn(z)dz = 0 olur.n = −1 içinse , Cr(a) pürüzsüz e§ri oldu§undan 6. ile

∫
Cr(a)

1

z − a
dz =

∫ 2π

0

1

reit
rieitdt = i

∫ 2π

0

dt = 2πi

elde edilir.Bu paragraf� iki teoremle tamamlayaca§�z.

(1.4.7) Teorem. γ bir integral e§risi olsun.f ve her n ∈ N için fn fonksiy-

onlar� γ da sürekli olsunlar.

a. (fn) dizisi γ da f ye düzgün yak�nsaksa∫
γ

f =

∫
γ

(lim fn) = lim

∫
γ

fn

b. f =
∞∑
0

fn serisi γ da düzgün yak�nsaksa

∫
γ

f =

∫
γ

(
∞∑
0

fn) =
∞∑
0

∫
γ

fn
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elbette b. , a. ' dan ç�kar. a. için bkz. ([Con] ,IV ,Lemmma 2.7)

(1.4.8) Teorem. γ , C ' de bir integral e§risi verilsin. U := C \ γ ve φ : γ → C
sürekli ise z ∈ U için

f(z) :=

∫
γ

φ(w)

w − z

ile tan�mlanan f fonksiyonu U ' da her mertebeden türevlenebilir ve

f (n)(z) = n!

∫
γ

φ(w)

(w − z)n+1
dir.

([Con], IV . 2. Prob. 3) veya ([S-Z] ;II ,Teorem 3.3)'e bkz.

1.5 Dönme Say�lar�

Dönme say�lar�na ili³kin ayr�nt�l� bilgiler ço§u kompleks analiz kitab�nda bu-

lunabilir, örne§in [Lang] veya [Cartan] kaynaklar�nda verece§imiz tüm bilgiler

vard�r.Bir γ kapal� e§risinin izi üzerinde olmayan a noktas� etraf�nda dönme

say�s�n�n tan�m�n� analitik olarak verece§iz.Bunun geometrik yorumu ³udur: γ

e§risinin ba³lang�ç noktas� α ise a noktas�ndan α ' ya bir �³�n çizelim. t parame-

tresi artt�kça a ' dan γ(t) ye giden �³�n� izleyelim.Bu �³�n düzlemde a etraf�nda bir

aç� süpürür.Saatin ters yönündeki süpürmeler pozitif, saat yönündekiler negatif

ölçülür.Nihayetinde β = α biti³ noktas�yla turumuzu tamamlad�§�m�zda a³ikar

ki n ∈ Z olmak üzere 2πn kadar aç� süpürülür.Bu n tamsay�s� söz konusu dönme

say�s�d�r.

(1.5.1) Tan�m : γ , C de bir kapal� integral e§risi ve a ∈ C \ γ ise

D(γ, a) :=
1

2πi

∫
γ

dz

z − a

say�s�na γ 'n�n a etraf�nda dönme say�s� denir.

(1.5.2) Teorem. D(γ, a) daima bir tamsay�d�r ve C \ γ n�n ba§lant�l� bile³en-

lerinde sabittir.
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Kan�t. D(γ, a) ∈ Z önermesinin kan�t� için ([Lang] , IV , Lemma 1) e

bak�n�z. Teorem (1.4.8) de φ(w) =
1

2πi
sabit fonksiyonunu al�rsak D(γ, a) n�n

C \ γ da sürekli oldu§unu görürüz. Bu sürekli fonksiyon Z-de§erli oldu§undan
(1.2.1)'e göre C \ γ nin ba§lant�l� bile³enlerinde sabittir.

γ kapal� sürekli ise γ kompaktt�r. Heine-Borel teoreminden dolay� γ s�n�rl�d�r.

γ ' y� içeren bir D aç�k kümesi alal�m. C\D ba§lant�l�d�r ve C \ γ 'n�n ba§lant�l�

bile³enlerinden birinin içine dü³er. C\D ' de deD(γ, a) sabittir.

|D(γ, a)| = | 1

2πi

∫
γ

1

z − a
dz| ≤ L(γ)

2π
.∥ 1

z − a
∥γ

|a| → +∞ için ∥ 1

z − a
∥γ → 0 oldu§undan , yeterince büyük |a| için

0 ≤ |D(γ, a)| < 1 olur. D(γ, a) ∈ Z oldu§unda D(γ, a) = 0 olmak zorun-

dad�r.Böylece C \ γ ' n�n s�n�rs�z bile³eninde D(γ, a) ≡ 0 olur.

(1.5.3) Tan�m: C de γ bir kapal� integral e§risi olsun.

I(γ) := {a ∈ C \ γ | D(γ, a) ̸= 0}

kümesine γ e§risinin içi denir.

C \ γ n�n s�n�rs�z bile³eninde D(γ, a) ≡ 0 oldu§undan I(γ) bu s�n�rs�z bile³eni

içeremez ve yukar�daki irdelemeden de görülece§i gibi γ ⊂ D ve D bir daireyse

I(γ) ⊂ D dir ve dolay�s�yla I(γ) s�n�rl�d�r.

1.6 Kapal� Zincirler ve Cauchy �ntegral Teoremi

�E ile C deki kapal� integral e§rilerinin kümesini gösterelim.

γ1, ..., γn ∈ E ve m1, ...,mn ∈ Z olmak üzere

1. γ = m1γ1 + ...+mnγn

gibi bir biçimsel ifadeye bir kapal� zincir diyece§iz 1. ifadesinde katsay�s� s�f�r

olan γk lar� att�§�m�zda , veya bu toplama s�f�r katsay� ile sonlu say�da ba³ka

kapal� integral e§rileri ekledi§imizde elde edece§imiz tüm ifadelere ayn� gözü ile

bakaca§�z.A³�r� titiz davranmak istenirse , cebircilerin yapt�§� gibi , γ ' ya sonlu

nokta d�³�nda 0 de§erini alan bir γ : E → Z fonksiyonu olarak da bakabiliriz.

γ ve γ′ iki kapal� zincirse, gerekirse s�f�r katsay�l� terimler ekleyerek her ikisi de

ayn� γ1, ..., γn kapal� integral e§rileriyle
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γ =
n∑
k=1

mkγk ve γ′ =
n∑
k=1

m′
kγk olarak yaz�labilir.Bu durumda

γ ± γ′ :=
n∑
k=1

(mk ±m′
k)γk olarak aç�klan�r.

γ zinciri 1. ile verilmi³se

γ :=
n∪

k=1,mk ̸=0

γ
k

kümesine γ zincirinin izi denir.

f : γ → C sürekli ise

∫
γ

f :=
n∑
k=1

mk.

∫
γk

f ve bir a ∈ C \ γ için

D(γ, a) :=
1

2πi

∫
γ

1

z − a
dz

olarak tan�mlan�r.D(γ, a) ya γ zincirinin a etraf�nda dönme say�s� denir.

Kapal� e§rilerde oldu§u gibi

I(γ) := {a ∈ C \ γ | D(γ, a) ̸= 0}

kümesine γ zincirinin içi denir.

γ ve γ′ iki kapal� zincir olmak üzere

f : γ ∪ γ′ → R sürekli ise a³ikar olarak∫
γ±γ′

f =

∫
γ

f ±
∫
γ′
f dir.

(1.6.1) Tan�m: γ ve η izleri U ⊂ C aç�k kümesinde olan iki kapal� zincir

olsun. I(γ) ⊂ U ise γ zinciri U da s�f�ra homologtur denir ve bunu γ
U
≈ 0 ile

göstere§iz. I(γ− η) ⊂ U ise γ ve η zincirleri U da homologturlar diyece§iz ve

bunu γ
U
≈ η ile gösterece§iz.

Tan�mlarda kolayca görülece§i gibi
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1. γ
U
≈ 0 ⇔ ∀a ∈ C\U için D(γ, a) = 0

2. γ
U
≈ η ⇔ ∀a ∈ C\U için D(γ, a) = D(η, a)

Kompleks analizin en önemli teoreminin en genel ³ekli a³a§�daki gibidir.

(1.6.2) Cauchy Teoremi : �zi U aç�k kümesinde olan bir γ kapal� zinciri

verilsin. γ zinciri U da s�f�ra homologsa, U daki her holomorf f fonksiyonu için∫
γ

f = 0 dir. ([Lang], IV , Teorem 2.2)

Ek: γ ve η izleri U da olan ve U da homolog olan iki kapal� zincirseler her

holomorf f ∈ H(U) için∫
γ

f =

∫
η

f dir. ([Lang], IV , Corollary 2.3)

Bunun bir sonucu a³a§�daki Cauchy �ntegral Formülü'dür.

(1.6.3) Cauchy �ntegral Formülü : γ kapal� zinciri U aç�k kümesinde s�f�ra

homologsa her a ∈ U \ γ için

3. D(γ, a)f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − a
dz dir.

Özel Durum : γ basit kapal� bir integral e§risi ve pozitif yönlenmi³se , γ da

gezinirken saatin ters yönünde hareket ediyorsak her a ∈ I(γ) için D(γ, a) = 1

oldu§unda bu formül

4. f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − a
dz biçimine dönü³ür.

Homotopi Kavram� :Düzlemde iki parçal� pürüzsüz kapal� e§ri verilsin. Gerekirse

parametre dönü³ümü yaparak her ikisininde parametre aral�§�n� [0, 1] alabiliriz.

η ve γ n�n izleri U aç�k kümesinde olsun.A³a§�daki ko³ullar sa§land�§�nda γ yolu

U da η ya homotoptur denir:
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∃ φ : [0, 1]× [0, 1] → U sürekli, öyle ki her s ∈ [0, 1] için φs(t) := φ(t, s)

olarak aç�klan�rsa φ0 = γ , φ1 = η ve her s ∈ [0, 1] için φs kapal�d�r. Bu durumu

γ
U∼ η ile gösterece§iz. η bir sabit e§ri ise , yani izi bir noktadan olu³uyorsa o

zaman γ kapal� e§risi U da s�f�ra homotoptur denir ve bunu γ U∼ 0 ile göstere-

ce§iz.

η bir sabit e§ri ise her f : η → C için a³ikar olarak∫
η

f = 0 d�r.

(1.6.4) Homotopi Teoremi : γ ve η kapal� parçal� pürüzsüz e§rileri U aç�k

kümesinde homotopsalar U da holomorf her f için∫
γ

f =

∫
η

f dir.

Özel olarak γ
U∼ 0 ise

∫
γ

f = 0 ([Lang] , III, Teorem 5.2)

Bu teorem bize belli tipten bölgelerin önemini belirtir.Bir B ⊂ C bölgesine,

izi B' de olan her kapal� parçal� pürüzsüz e§ri, B' de s�f�ra homotopsa, ba-

sit ba§lant�l�d�r denir.D�³bükey bölgeler basit ba§lant�l�d�r.Böylece B basit

ba§lant�l� bir bölgeyse izi B de olan her γ kapal� zinciri ve B de holomorf her f

için daima
∫
γ

f = 0 olur.

(1.6.5) Teorem. γ
U∼ η ise γ

U
≈ η d�r. ([Lang] , IV , Teorem 2.1)

Buna kar³�n γ
U
≈ η ise γ

U∼ η olmas� gerekmez.Bir kar³� örnek

([Lang] ,IV, �ekil 5 ) de verilmi³tir.

1.7 Laurent Serileri

Her n ∈ Z için an ∈ C ve z0 ∈ C olmak üzere

+∞∑
−∞

an(z − z0)
n

tipindeki ifadelere aç�l�m noktas� z0 olan bir Laurent serisi denir. E§er

+∞∑
n=0

an(z − z0)
n ve

+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

(1.1)
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serileri ayr� ayr� yak�nsak iseler ve ancak bu durumda
+∞∑
−∞

an(z − z0)
n Laurent

serisi yak�nsakt�r denir ve bu durumda

+∞∑
−∞

an(z − z0)
n =

+∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

olarak aç�klan�r. (1.1)'deki her iki seri mutlak yak�nsaksa ve ancak bu durumda

Laurent serimize mutlak yak�nsakt�r diyece§iz. Benzer biçimde her iki seri

bir M ⊂ C alt kümesinde düzgün yak�nsaksalar Laurent serisi M kümesinde

düzgün yak�nsakt�r denir.
+∞∑
n=0

an(z−z0)n kuvvet serisinin yak�nsakl�k yar�çap�

R olsun. Bu kuvvet serisi bilindi§i gibi her z ∈ DR(z0) noktas�nda mutlak

yak�nsakt�r ve her kompakt M ⊂ DR(z0) alt kümesinde ise düzgün yak�nsakt�r.
+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

=
+∞∑
n=1

a−n(z−z0)−n serisini incelemek bn = a−n ve w =
1

z − z0

olmak üzere
+∞∑
n=1

bnw
n (1.2)

kuvvet serisini incelemeye denktir. (1.2) kuvvet serisinin yak�nsakl�k yar�çap�

σ > 0 olsun. Bu durumda r := 1/σ olmak üzere

|w| < σ ⇐⇒ |z − z0| > r

olaca§�ndan
+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

=
+∞∑
n=1

a−n(z − z0)
−n

serisi Dr(z0) kapal� dairesinin d�³�ndaki her z noktas�nda mutlak yak�nsak, yine

ayn� dairenin d�³�ndaki her kompaktM alt kümesinde düzgün yak�nsakt�r. E§er

r > R ise Laurent serimiz hiç bir yerde yak�nsak de§ildir. r = R ise Laurent

serisi ancak Cr(z0) çemberinin noktalar�nda yak�nsak olabilir. �lginç olan durum

r < R olmas�d�r. Bu durmda Laurent serisi z0−merkezli (r, R)−yar�çapl�

H(z0, r, R) = {z ∈ C | r < |z − z0| < R}

aç�k halkas�n�n her bir noktas�nda mutlak yak�nsakt�r ve bu halkan�n her

kompakt altkümesinde ise düzgün yak�nsakt�r. Bu halkan�n s�n�r noktalar�nda

Laurent serisi yak�nsak da olabilir �raksak da, ancak d�³ noktalarda seri kesinlikle

�raksakt�r.
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Her z ∈ H(z0, r, R) için

f(z) :=
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

(1.3)

ile tan�mlanan f fonksiyonu H(z0, r, R) halkas�nda holomorftur ve r < ρ < R

olmak üzere her n ∈ Z için

an =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (1.4)

Özellikle

a−1 =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(z)dz. (1.5)

Bu formül bizim için çok önemli olacakt�r. Tersine olarak bizeH(z0, r, R) halkas�

ve orada holomorf bir f fonksiyonu verildi§inde bu fonksiyon halkam�zda tek

olarak belirli bir Laurent serisine aç�labilir ve bu serinin katsay�lar� (1.4) formülü

ile belirlenmi³tir.

Bizi ilgilendiren r = 0 olan özel halkalar olacakt�r; bu durumda ise halkam�z

H(z0, 0, R) = D∗
R(z0) = {z |0 < |z − z0| < R}

delinmi³ dairesidir.

1.8 Ayr�k Tekil Noktalar

Bir D∗
r(a) dairesinde holomorf olan bir f fonksiyonu verilsin. a noktas�nda bu f

fonksiyonunun tan�ml� olmas� gerekmez. E§er f fonksiyonu a noktas�nda tan�ml�

ise, a noktas�nda analitik olmas�n. Böyle bir a noktas�na f fonksiyonun bir ayr�k

tekil noktas� diyece§iz. Bu durumda f fonksiyonunun D∗
r(a) halkas�ndaki Lau-

rent aç�l�m�

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

+∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

(1.6)

olsun. Bu Laurent serilerini üç gruba ay�raca§�z ve buna ko³ut olarakta ayr�k

tekil noktalar�m�z üçe ayr�lacakt�r:

1. Her n ≥ 1 do§al say�s� için a−n = 0. Bu durumda (1.6) Laurent serimiz

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n

³eklini al�r. Ancak bilindi§i gibi
+∞∑
n=0

an(z−z0)n kuvvet serisiDr(a) dairesinde

bir analitik fonksiyon tan�mlar. E§er f fonksiyonun a noktas�nda de§eri
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f(a) := a0 olarak aç�klan�rsa fonksiyonumuz tüm Dr(a) dairesinde holo-

morf olur. Bu nedenle bu durumda tekil noktam�za bir kald�r�labilir tekil

nokta diyece§iz. a noktas�n�n kald�r�labilir tekil noktas� olmas� için gerek

ve yeter ko³ul f fonksiyonunun bir D∗
ρ(ρ)'de s�n�rl� olmas�d�r. Bilindi§i

gibi kald�r�labilir ayr�k tekil noktalar ³öyle de karakterize edilirler: a nok-

tas�n�n kald�r�labilir tekil nokta olmas� için gerek ve yeter ko³ul limz→af(z)

limitinin var olmas�d�r.

2. Bir k ≥ 1 do§al say�s�

a−k ̸= 0 ve her n > k için a−n = 0

olacak biçimde vard�r. Bu durumda (1.6) Laurent serimiz

f(z) =
a−k

(z − a)k
+ · · ·+ a−1

z − a
+

+∞∑
n=0

an(z − z0)
n, a−k ̸= 0 (1.7)

³eklini al�r. Bu durumda f fonksiyonunun a noktas�nda k. dereceden bir

kutup noktas� vard�r denir. bu denklemin iki yan�n� (z − a)k ile çarparak

(z − a)k f(z) = a−k+a−k+1 (z − a)+· · ·+a−1 (z − a)k−1+
+∞∑
n=0

an(z−z0)n+k

(1.8)

elde edilir. (1.8) denkleminin sa§�ndaki kuvvet serisi elbetteDr(a) dairesinde

yak�nsakt�r ve orada bir analitik g fonksiyonu tan�mlar ve g(a) = a−k ̸= 0.

Böylece D∗
r(a)'de holomorf olan f fonksiyonunun a noktas�nda k. derece-

den bir kutup yeri varsa Dr(a)'de analitik olan ve g(a) ̸= 0 ko³ulunu

sa§layan bir g fonksiyonu ile her z ∈ D∗
r(a) için

f(z) =
g(z)

(z − a)k
(1.9)

olacak biçimde vard�r. Bunun tersi de do§rudur. Dolay�s�yla f fonksiy-

onunun a noktas�nda k. dereceden bir kutup noktas� oldu§unu kan�tlamak

için mutlaka Laurent aç�l�m�n� bilmemize gerek yoktur. a noktas�nda anal-

itik ve g(a) ̸= 0 olan bir g fonksiyonu ile f fonksiyonunun (9)'daki gibi

bir ifadesi varsa a noktas� f fonksiyonu için bir kutup noktas�d�r. Kutup

noktalar�n� karakterize eden bir di§er ölçüt ³udur: a noktas�n�n bir kutup

noktas� olmas� içine gerek ve yeter ko³ul

lim
z→a

|f(z)| = +∞

olmas�d�r.
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3. Sonsuz çoklukta k do§alsay�s� için a−k ̸= 0 olsun. Bu durumda a noktas�na

f fonksiyonunun bir özde tekil noktas�d�r denir. Özde tekil noktalar�

karakterize eden bir ölçüt ³udur: a noktas�n�n f fonksiyonun bir özde

tekil noktas� olmas� için gerek ve yeter ko³ul bu fonsiyonunun 0 < ρ < r

olmak üzere D∗
ρ(a)'de ald�§� de§erlerin C' deki herde§ere istenildi§i kadar

yakla³mas�d�r, ba³ka sözlerle f(D∗
ρ(a)) = C olmas�d�r.

Örnek 1 C∗'da tan�ml� f(z) =
sin z

z
fonksiyonunu inceleyelim. 0 noktas� bu

fonksiyonun tek ayr�k tekil noktas�d�r.

sin z =
+∞∑
n=0

(−1)2n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+
z5

5!
−+ · · ·

oldu§undan, f fonksiyonunun herhangi bir D∗
r(0)'daki Laurent aç�l�m�

f(z) =
sin z

z
=

+∞∑
n=0

(−1)2n
z2n

(2n+ 1)!
= 1− z2

3!
+
z4

5!
−+ · · ·

olur. Dolay�s�yla 0 noktas� bir kald�r�labilir tekil noktas�d�r. Laurent serisi kul-

lanmadan da

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

sin z

z
= 1

oldu§u için de ayn� sonuca ula³abiliriz. E§er f(0) := 1 olarak aç�klarsak böylece

tüm C'de analitik bir fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyonu az ilerde kullanaca§�z.

Örnek 2 C\{1,−2}'de tan�ml�

f(z) =
z + 3

(z − 1) (z + 2)4

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun tekil noktalar� a = 1 ve b = −2 nokta-

lar�d�r.

g1(z) :=
z + 3

(z + 2)4
ve g2(z) :=

z + 3

z − 1

olsunlar. r1 > 0 say�s� yeterince küçük seçilirse g1 fonksiyonu Dr1(1) dairesinde

holomorftur ve g1(1) ̸= 0 sa§lan�r. Buradan, D∗
r1
(1)'da f(z) =

g1(z)

z − 1
oldu§unu

da göz önünde tutarsak, f fonksiyonunun a = 1 noktas�nda birinci dereceden

bir kutup noktas� oldu§unu elde ederiz. r2 > 0 say�s� yeterince küçük seçilirse

g2 fonksiyonu Dr2(−2) dairesinde holomorftur ve g2(−2) ̸= 0 sa§lan�r. Buradan,

D∗
r2
(−2)'da f(z) =

g2(z)

(z + 2)4
oldu§unu da göz önünde tutarsak, f fonksiyonunun

b = −2 noktas�nda 4. dereceden bir kutup noktas� oldu§unu elde ederiz.
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Örnek 3 �imdi

f(z) =
sin2 z

z5 (z − 1)4

fonksiyonun tekil noktalar�n� ve karakterlerini belirleyelim. f fonksiyonuC\{0, 1}
kümesinde tan�ml� ve holomorftur. Tekil noktalar�m�z 0 ve 1 noktalar�d�r. �lk

örne§imizden

h(z) :=


sin z

z
z ̸= 0

1 z = 0

ile tan�mlanan h fonksiyonunun tüm düzlemde holomorf oldu§unu biliyoruz.

g1(z) =
h2(z)

(z − 1)4
ve g2(z) =

sin2 z

z5

olmak üzere

f(z) =
g1(z)

z3
ve f(z) =

g2(z)

(z − 1)4

elde ederiz. g1 fonksiyonu 0 noktas�nda analitik ve g1(0) ̸= 0 oldu§undan f

fonksiyonunun 0 noktas�nda 3. dereceden bir kutup yerivard�r. Di§er yandan g2

fonksiyonu 1 noktas�nda analitik ve g2(1) ̸= 0 oldu§undan ise f fonksiyonunun

1 noktas�nda 4. dereceden bir kutup yerivard�r.
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2. Rezidü Teoremi ve Baz� Sonuçlar�

2.1 Kal�nt� Teoremi

(2.1.1) Tan�m : a noktas� f fonksiyonunun bir ayr�k tekil noktas� ve bir D∗
r(a)

dairesinde f fonksiyonunun Laurent aç�l�m�

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn (z − a)n (2.1)

ise c−1 katsay�s�na f fonksiyonunun a noktas�ndaki kal�nt�s� veya rezidüsü

denir ve bu

res(f , a) = c−1

olarak gösterilir.

Laurent aç�l�m�n�n tekli§inden dolay� c−1 katsay�s�, dolay�s�yla res(f, a) tan�m�

tek olarak belirlidir. Tekil noktan�n karakteri için bir k�s�tlama yoktur: a noktas�

bir kald�r�labilir tekil nokta, bir kutup noktas� veya bir öz tekil nokta olabilir.

(2.1)'deki seri, izi D∗
r(a) dairesinde olan her kapal� parçal� pürüzsüz γ e§risinin

izi üzerinde düzgün yak�nsak oldu§undan∫
γ

f(z)dz =
+∞∑

n=−∞

∫
γ

cn (z − a)n dz = c−1

∫
γ

dz

z − a

= c−12πiD(γ, a) = 2πires(f, a)D(γ, a) (2.2)

elde edilir ve bu e³itlik kal�nt�n�n
∫
γ
f(z)dz integralinin hesaplamalar�ndaki öne-

mini belirtir. Özel olararak D(γ, a) = 1 ise, örne§in ρ ∈ (0, r) olmak üzere

γ = Cρ(a) ise ∫
Cρ(a)

f = 2πires(f, a) (2.3)

elde edilir. D(γ, a) dönme say�s�n� biliyor ve res(f, a) say�s�n� integral almadan

bulabiliyorsak (2.2) ve (2.3) e³itlikleri bize integral almadan
∫
γ
f integralini

bulmay� ö§retir.
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(2.2) formülü Cauchy integral formülünü özel hal olarak içerir. Gerçekten

de f ∈ H(U) ve a ∈ U olsun. U\{a}'da g(z) := f(z)

z − a
fonksiyonunu tan�mlay-

al�m. g fonksiyonu tan�m kümesinde holomorftur. f fonksiyonunun bir Dr(a)

dairesindeki kuvvet seri aç�l�m�

f(z) = f(a) +
+∞∑
n=1

cn(z − a)n

ise g(z) fonksiyonunun D∗
r(a)'daki Laurent aç�l�m�

g(z) =
f(a)

z − a
+

+∞∑
n=1

cn (z − a)n−1

olaca§�ndan res (g, a) = f(a) olur. Dolay�s�yla izi U\{a} kümesinde olan her

kapal� γ parçal� pürüzsüz e§risi için

f(a)D(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

g(z)dz =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − a
dz (2.4)

elde edilir ve bu Cauchy formülünden ba³ka bir ³ey de§ildir.

(2.1.2) Rezidü Teoremi . U ⊂ C bir aç�k küme, A ise U kümesinin ayr�k bir

alt kümesi olsun. γ izi U\A'da olan bir zincir ve A kümesinin bu zincirin içinde

kalan noktalar� a1, . . . , an olsun(Bunlar daima sonlu say�dad�r). Bu durumda

U\A'da holomorf olan her f fonksiyonu için∫
γ

f(z)dz = 2πi
∑
a∈A

D(γ, a)res(f, a) = 2πi
n∑
i=1

D(γ, ai)res(f, ai).

Kan�t . I(γ) bir kompakt küme ve A kümesi ayr�k oldu§undan I(γ)'da A

kümesinin sonlu say�da noktas� bulunur. Bu nedenle teoremdeki toplam asl�nda

sonlu bir toplamd�r ve bir yak�nsakl�k tart�³mas� gereksizdir.A kümesinin I(γ)'daki

noktalar� a1, . . . , an olsunlar. ri pozitif say�lar�n� yeterince küçük seçersek, Cri(ai)

çemberleri birbirlerini kesmeyecek ve j ̸= i için aj /∈ Dri(ai) olacak biçimde seçe-

lim. Bu durumda

η := γ −
n∑
i01

D(γ, ai)Cri(ai)

zinciri U\A kümesinde s�f�ra homolog oldu§undan
∫
η
f = 0 olur. Bu ise∫

γ

f(z)dz =
n∑
i=1

D(γ, ai)

∫
Cri (ai)

f(z)dz

= 2πi
n∑
i=1

D(γ, ai) res(f, ai)
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elde ederiz ve kan�t biter.

E§er a noktas� f fonksiyonunun bir kald�r�labilir noktas� ise tan�m gere§i

res(f, a) = 0 olur. E§er a noktas� k. dereceden bir kutup nokta ise bir Dr(a)

dairesinde holomorf ve g(a) ̸= 0 olan bir g fonksiyonuyla D∗
r(a)'da

f(z) =
g(z)

(z − a)k

yazabilece§imizi biliyoruz. g fonksiyonunun Dr(a) dairesindeki kuvvet serisi

g(z) =
+∞∑
n=0

cn (z − a)n , cn =
1

n!
g(n)(a)

ise f fonksiyonunun D∗
r(a) halkas�ndaki Laurent serisi

f(z) =
c0

(z − a)k
+ · · ·+ ck−1

z − a
+

+∞∑
n=k

cn (z − a)n−k

olaca§�ndan

res(f, a) = ck−1 =
1

(k − 1)!
g(k−1)(a) (2.5)

elde edilir. E§er k = 1 ise, yani önümüzde bir basit kutup noktas� varsa

res(f, a) = c0 = g(a) = lim
z→a

(z − a) f(z) (2.6)

elde edilir.

Bir özel durumu inceleyelim. Dr(a) dairesinde holomorf olan g ve h fonksiy-

onlar� ile f = g/h olsun. g(a) ̸= 0, h(a) = 0, ancak h′(a) ̸= 0 olsun. Bu durumda

a noktas� f fonksiyonunun birinci dereceden bir kutup noktas�d�r. Dolay�s�yla

(2.6) ile

res(f, a) = lim
z→a

(z − a) f(z) = lim
z→a

g(z)
h(z)−h(a)

z−a

=
g(a)

h′(a)

elde edilir. Toparlayal�m: g ve h fonksiyonlar� Dr(a) dairesinde holomorf olmak

üzere, g(a) ̸= 0, h(a) = 0, h′(a) ̸= 0 ve D∗
ra)'da f(z) = g(z)/h(z) ise

res(f, a) =
g(a)

h′(a)
. (2.7)

�imdi bir kaç örnek verelim.
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Örnek 1 f(z) =
z2

(z + 1) (z − 1)2
olsun. Ayr�k tekil noktalar�m�z −1 ve 1

noktalar�d�r. Bu noktalarda pay s�f�r de§erini almad�§�ndan −1 bir basit kutup

noktas�, 1 ise 2. dereceden bir kutup noktas�d�r. Dolay�s�yla

res(f,−1) = lim
z→−1

(z + 1) f(z) = lim
z→−1

z2

(z − 1)2
=

1

4

elde edilir. g(z) =
z2

(z + 1)
olmak üzere

g(1) ̸= 0 ve f(z) =
g(z)

(z − 1)2

oldu§undan (2.5) ile, g′(z) =
2z (z + 1)− z2

(z + 1)2
oldu§unu da gözetirsek,

res(f, 1) = g′(1) =
3

4

elde edilir. Dolay�s�yla γ izi C\{1,−1}'de olan herhangi bir zincir olmak üzere∫
γ

z2

(z + 1) (z − 1)2
dz = 2πi

(
3

4
D(γ, 1) +

1

4
D(γ,−1)

)
.

Özel olarak γ olarak s�ras�yla C1(−1) ve C1(1) bassit kapal� e§rilerini al�rsak∫
C1(−1)

z2

(z + 1) (z − 1)2
dz =

πi

2
ve
∫
C1(1)

z2

(z + 1) (z − 1)2
dz =

3πi

2

elde ederiz.

Örnek 2 f(z) =
cos z

sin z
olsun. g(z) = cos z ve h(z) = sin z fonksiyonlar� her

yerde holomorftur. h fonksiyonun s�f�r yerleri nπ, n ∈ Z noktalar�d�r.

h′(z) = cos z ve h′(nπ) ̸= 0 oldu§undan fonksiyonmuzun nπ, n ∈ Z noktalar�nda

birnci dereceden kutup noktalr� vard�r. (2.7) uygulanarak her n ∈ Z için

res(f, nπ) =
g(nπ)

h′(nπ)
=

cos(nπ)

cos(nπ)
= 1

elde ederiz. πZ ={πn |n ∈ Z} olmak üzere γ izi C\πZ'de olan bir zincir ve f ise

C\πZ'de holomorf olan herhangi bir fonksiyon olsun. πZ' kümesinin γ zincirinin

içine dü³en ö§eleri a1, . . . , an ise∫
γ

cos z

sin z
dz =

n∑
i=1

D(γ, ai)

ve özellikle γ ayr�ca pozitif yönlenmi³ basit kapal� bir e§ri ise∫
γ

cos z

sin z
dz = n
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elde edilir.

Örnek 3 f(z) =
sin2 z

z3 (z − 1)
fonksiyonunun tekil noktalar� 0 ve 1 noktalar�d�r.

sin 1 ̸= 0 oldu§undan 1 noktas�n�n birinci dereceden bir kutup yeri oldu§u aç�k-

t�r. 0 noktas�nda dikkatli olmak zorunday�z, çünkü sin 0 = 0. Ancak biz h(0) = 1

ve z ̸= 0 için h(z) =
sin z

z
ile aç�klanan h fonksiyonun C'de holomorf oldu§unu

biliyoruz. Bu durumda

f(z) =
sin2 z

z3 (z − 1)
=

h(z)

z (z − 1)
, h(0) ̸= 0, h(1) ̸= 0

oldu§undan f fonksiyonu 0 noktas�nda da birinci dereceden bir kutup noktas�na

sahiptir. Böylece (2.6) ile

res(f, 0) = lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

h(z)

z − 1
=

1

−1
= −1

res(f, 1) = lim
z→1

(z − 1) f(z) = lim
z→1

h(z)

z
=

sin2 1

1
= sin2 1

elde edilir. γ izi C\{0, 1}'de olan bir zincir ise∫
γ

sin2 z

z3 (z − 1)
dz = 2πi

(
(−D(γ, 0) +D(γ, 1) sin2 1

)
elde edilir.

Örnek 4 C∗'da tan�ml� f(z) = z3e
1
z fonksiyonu verilsin. f fonksiyonumuzun

bir tek 0 tekil noktas� vard�r. C∗'da

f(z) = z3

(
+∞∑
n=0

(
1
z

)n
n!

)
= z3

(
1 +

1

z
+

1

z22!
+

1

z33!
+ · · ·

)
= z3 + z2 +

z

2!
+

1

3!
+

1

z4!
+

1

z25!
+ · · ·

oldu§undan 0 noktas� bir özde tekil noktas�d�r ve res(f, 0) =
1

4!
. γ izi C∗'da

olan bir zincir olmak üzere ∫
γ

z3e
1
z dz =

πi

12
D(γ, 0).
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Örnek 5 C\{0,±i} kümesinde tan�ml�

f(z) =
e−

1
z4

z2 + 1

fonksiyonu verilsin. ±i noktalar� birinci dereceden kutup noktalr�, 0 ise bir

özde tekil noktad�r. f fonksiyonu bir çift fonksiyon oldu§undan herhengi bir

D∗
r(0)'daki Laurent aç�l�m�nda her tek n ∈ Z için an katsay�s� s�f�r olur; dolay�s�yla

res(f, 0) = 0. ±i noktalar�nda rezidüleri (2.7) ile hesaplarsak

res(f, i) =
1

e2i
ve res(f,−i) = − 1

e2i

elde ederiz. γ izi C\{±i, 0}'da olan herhangi bir zincir ise∫
γ

e−
1
z4

z2 + 1
dz =

π

e
(D(γ, i)−D(γ,−i))

elde edilir. Doly�s�yla ayr�ca ±i noktalar� γ'n�n içinde de§il veya her ikisi de

içinde ancak D(γ, i) = D(γ,−i) ise∫
γ

e−
1
z4

z2 + 1
dz = 0

elde edilir.

Örnek 6 �imdi f(z) =
1

1− z
e

1
z fonksiyonunun tekil noktalar�n� ve oradaki

rezidülerini ara³t�ral�m. Fonksiyonumuzun tekil noktalar� 0 ve 1 noktalar�d�r. 1

birinci dereceden bir kutup noktas�d�r ve örne§in (2.7) ile kolayca res(f, 1) = −e
bulunur. 0 < r ≤ 1 olmak üzere D∗

r(0)'da

f(z) =
(
1 + z + z2 + · · ·

)(
1 +

1

z
+

1

2!z2
+ · · ·

)
elde edilir. Her iki seri de mutlak yak�nsak oldu§undan çarp�m serisi de mutlak

yak�nsakt�r ve bize f fonksiyonununD∗
r(0)'da Laurent aç�l�m�n� verir. Bu serimiz

de mutlak yak�nsak oladu§undan terimlerini istedi§imiz gibi gruplayabiliriz. Bu

çarp�mda
1

z
'li terimler 1 ile

1

z
, z ile

1

2!z2
, z2 ile

1

3!z3
, . . . çarp�larak elde edilir.

Dolay�s�yla f fonksiyonunun Laurent aç�l�mda
1

z
'nin katsay�s� a−1 için

res(f, 0) = a−1 = 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · · = 1− e

elde edilir. Dolay�s�yla izi C\{0, 1}'de olan bir γ zinciri için∫
γ

1

1− z
e

1
z dz = 2πi (−eD(γ, 1) + (1− e)D(γ, 0)) .
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(2.1.3) Tan�m : f fonksiyonu U ⊂ C aç�k kümesinde meromorf fonksiyonsa

f ′/f meromorf fonksiyonuna f fonksiyonunun logaritmik türevi denir.

f fonksiyonu a noktas�nda holomorf ve f(a) ̸= 0 ise f ′/f de a noktas�nda

holomorftur. Tersine a noktas� f fonksiyonunun bir s�f�r yeri veya bir kutup

noktas� olsun. Bu durumda bir Dr(a) dairesinde holomorf ve s�f�r yeri olmayan

bir h fonksiyonu, tek olarak belirli bir m ∈ Z tam say�s�

f(z) = (z − a)m h(z), z ∈ D∗
r(a)

olacak biçimde bulunabilir. Dolay�s�yla Dr(a)'de

f ′(z)

f(z)
=

m

z − a
+
h′(z)

h(z)
(2.8)

elde edilir. Buradan f fonksiyonunun s�f�r yerleri veya kutup yerlerinin tam�

tam�na logaritmik türevin kutup yerlerini olu³turdu§unu, tüm bu kutup yer-

lerinin basit kutup yerleri ve

res(
f ′

f
, a) = m (2.9)

oldu§unu elde ederiz. E§er a bir s�f�r yeri isem > 0 say�s� a s�f�r yerinin katl�l�§�n�

verir; bu durumda m yerine s(a) yazal�m. E§er a bir kutup yeri ise m < 0 ve

−m say�s� a kutup yerinin katl�l�§�n� verir; bu durumdam yerine −k(a) yazal�m.

Böylece

res(
f ′

f
, a) =

{
s(a) , a bir s�f�r yeri

−k(a) , a bir kutup yeri
(2.10)
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(2.1.4) Teorem . G bölgesinde, özde³ olarak s�f�r olmayan bir w = f(z)

meromorf fonksiyonu verilsin. �zi G'de olan γ zinciri f fonksiyonunun K kutup

noktalar� ve S s�f�r yerleri kümelerinden geçmiyorsa ve γ
G
≈ 0 ise

D(f ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
a∈S∩I(γ)

D(γ, a)s(a)−
∑

a∈K∩I(γ)

D(γ, a)k(a)

(2.11)

Kan�t . Dönme say�s�n�n tan�m�, Rezidü Teoremi ve (2.10) ile

D(f ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
f◦γ

dw

w
=

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz

=
∑
a∈I(γ)

D(γ, a)res(
f ′

f
, a)

=
∑

a∈S∩I(γ)

D(γ, a)s(a)−
∑

a∈K∩I(γ)

D(γ, a)k(a).

Bu teoremin özel bir durumu da oldukça önemlidir. Önce bir kavram verece§iz.

(2.1.5) Tan�m : B ⊂ C bir bölge ve γ bir zincir olsun. Her z /∈ B için

D(γ, z) = 0 ve her z ∈ B için D(γ, z) = 1 ise γ zinciri B bölgesini çevreler

denir.

γ zincirinin B bölgesini çevrelemesi bir yandan I(γ) = B, di§er yandan ise

γ zincirinin her z ∈ B noktas� etraf�nda pozitif yönde tam bir kez dönmesi de-

mektir.

(2.1.6) Teorem . (Argüman �lkesi): U aç�k kümesinde γ zinciri verilsin

ve bu zincir B ⊂ U bölgesini çevrelesin. f ∈ M(U) meromorf fonksiyonunun

γ izi üzerinde s�f�r yeri ve kutup noktas� olmas�n. Katl�l�klar�yla say�lmak üzere

Sf (B) ve Kf (B) s�ras�yla f fonksiyonunun B bölgesindeki s�f�r ve kutup nok-

talar�n�n toplam say�s�n� göstermek üzere

D(f ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Sf (B)−Kf (B). (2.12)
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(2.1.7) Sonuç : Ayn� ko³ullarda ayr�ca f fonksiyonunun B bölgesinde kutup

yeri yoksa

D(f ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Sf (B) (2.13)

olur.

Kan�t . B∪γ kompakt ve γ izinde f fonksiyonunun s�f�r ve kutup yerleri ol-

mad�§�ndan B bölgesinde f fonksiyonunun sonlu say�da s�f�r yerleri ve sonlu

say�da kutup noktalar� vard�r. f fonksiyonunun, B bölgesindeki s�f�r yerleri

a1, . . . , ar ve bunlar�n katl�l�klar� n1, . . . , np, kutup yerleri b1, . . . , bq ve bunlar�n

dereceleri m1, . . . ,mq ise (2.1.4)'ten

D(f ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

p∑
i=1

s(ai)−
q∑
j=1

k(bj)

=

p∑
i=1

ni −
q∑
j=1

mj = Sf (B)−Kf (B)

elde edilir.

(2.1.8) Not : E§er γ e§risi B bölgesini çevreliyorsa bu durumda genellikle

γ yerine ∂B yaz�l�r. Bu durumda (2.9) formülü

1

2πi

∫
∂B

f ′(z)

f(z)
dz = Sf (B)−Kf (B)

olarak ifade edilir.

Her rasyonel f fonksiyonu, kutup noktalardaki de§eri ∞ ve ∞ noktas�ndaki

de§eri ise lim
z→∞

f(z) olarak aç�klan�rsa sürekli bir f : C → C dönü³ümü olarak

dü³ünülebilir ve biz böyle yapaca§�z.

(2.1.9) Teorem . Bir rasyonel f : C → C fonksiyonu her a ∈ C de§erini,

katl�l�klar�yla say�lmak üzere, ayn� çoklukta al�r.

Kan�t . f fonksiyonunun a de§erini ald�§� yerlerde g− a fonksiyonu 0 de§erini

alaca§�ndan, f fonksiyonunun 0 ve∞ de§erlerini ayn� çoklukta ald�klar�n� göster-

mek yeterlidir. Bu ise Sf (C) − Kf (C) = 0 olmas� demektir. Di§er yandan ∞
noktas�n�n f rasyonel fonksiyonunun kutup noktas� da s�f�r yeri de olmad�§�n�

varsayabiliriz. z0 ∈ C noktas� f fonksiyonunun ne bir s�f�r yeri ne de bir kutup

noktas� olsun. Bu durumda ∞ noktas� g(z) := f(z0 +
1
z
) fonksiyonunun ne bir
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s�f�r yeri ne de bir kutup noktas�d�r. Di§er yandan önermemiz f ve g fonksiy-

onlar� için birbirine denktirler. Bu nedenle daha ba³tan f fonksiyonumuzun ∞
noktas�nda ne bir s�f�r yeri, ne de bir kutup noktas� bulunmad�§�n� varsay�yoruz.

b := f(∞) ̸= 0,∞ ve 0 < ρ < |b| olsun. f : C → C sürekli oldu§undan

bir r0 > 0 say�s� f (C\Dr0) ⊂ Dρ(b) olacak biçimde bulunabilir. Dolay�s�yla

her r > r0 için f ◦ Cr e§risi Dρ(b) dairesinde olaca§�ndan D(f ◦ Cr, 0) = 0

olur. Di§er yandan f fonksiyonunun s�f�r yerleri ve kutup noktalar� sonlu say�da

oldu§undan r yeterince büyük seçilirse tüm s�f�r ve kutup yerleri Dr dairesine

dü³er. r > r0 say�s� böyle seçilirse (2.1.6) ile

Sf (C)−Kf (C) = Sf (Dr)−Kf (Dr) = D(f ◦ Cr, 0) = 0

elde edilir ve i³imiz biter.

(2.1.10) Sonuç (Cebirin Anateoremi) : n ∈ N∗ olmak ve s�f�r yerleri

katl�l�klar�yla say�lmak üzere n. dereceden her p ∈ C[z] polinomunun n s�f�r

yeri vard�r.

Kan�t. n. dereceden bir polinom, yaln�zca ∞ noktas�nda n. dereceden bir

kutup noktas�na sahip oldu§undan her a ∈ C de§erini, özellikle 0 de§erini n kez

al�r.

(2.1.11) Teorem (Rouche Teoremi) . G bölgesindeki γ zinciri bir A böl-

gesini çevrelesin. f, g : G→ C iki holomorf fonksiyon ve her z ∈γ için

|g(z)| < |f(z)| ise f ve f + g fonksiyonlar�n�n A bölgesindeki s�f�r yerlerinin

say�lar� ayn�d�r.

Kan�t . Her ³eyden önce z ∈γ ise f(z) ̸= 0. Bu nedenle f fonksiyonunun

A kümesindeki s�f�r yerleri ayr�k, dolay�s�yla sonludur. φ ve ψ fonksiyonlar� G

kümesinde holomorf ve f = φψ ise

f ′

f
=
φ′

φ
+
ψ′

ψ

olaca§�ndan (2.1) ile f, φ ve ψ fonksiyonlar�n�n A kümesindeki Sf , Sφ ve Sψ

s�f�r yerleri aras�nda

Sf =

∫
γ

f ′

f
=

∫
γ

φ′

φ
+

∫
γ

ψ′

ψ
= Sφ + Sψ

ba§�nt�s� vard�r.Bu ba§�nt� ve f + g = f(1 + g/f)'den

Sf+g = Sf + S1+g/f
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elde edilir. γ üzerinde g/f sürekli ve |g/f | < 1 oldu§undan ∥g/f∥γ =: r < 1.

Bu nedenle h := 1 + g/f ve 0 < r < R < 1 olmak üzere h ◦ γ e§risinin izi

DR(1) dairesinin içine dü³er. Dolay�s�yla h ◦ γ e§risinin 0 etraf�ndaki dönme

say�s� s�f�rd�r. Buradan

Sf+g = Sf + Sh = Sf +D(h ◦ γ, 0) = Sf

ve i³imiz biter.

Bu teorem bazen a³a§�daki gibi verilir.

(2.1.12) Teorem (Rouche Teoremi) . G bölgesindeki γ zinciri bir A böl-

gesini çevrelesin. f, h : G→ C iki holomorf fonksiyon ve her z ∈γ için

|h(z)− f(z)| < |h(z)| ise f ve h fonksiyonlar�n�n A bölgesindeki s�f�r yerlerinin

say�lar� ayn�d�r.

Kan�t . (2.1.11)'de h := f + g almak yeterlidir.

Cebirin Anateoremi Rouché Teoremi'nden de kolayca elde edilir. n. dereceden p

polinomu verilsin. Genellikten bir ³ey kaybetmeden ba³at katsay�y� 1 seçebiliriz,

dd.

p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0

= zn + g(z)

olsun. Rouché Teoreminde G = C ve f(z) = zn alal�m. g(z) derecesi ≤ n−1 olan

bir polinomdur. lim
|z|→∞

|g(z)/f(z)| = 0 oldu§undan r > 0 say�s� yeterince büyük

seçilirse her |z| = r için |g(z)| < |f(z)| sa§lan�r. lim
|z|→∞

|p(z)| = ∞ oldu§un-

dan r yeterince büyük seçilirse p polinomunun tüm s�f�r yerleri Dr dairesinin

içine dü³er. r > 0 say�s�n� bu iki ko³ulu sa§layacak biçimde seçelim. Dolay�s�yla

p = f + g polinomunun s�f�r yerlerininin tümü Dr dairesine dü³er ve Rouché

Teoreminden dolay� bunlar f fonksiyonunun Dr dairesindeki s�f�r yerleri kadar,

yani n tanedirler.

Not: Cauchy integral formülü en genel biçimiyle Rezüdi Teoremi'nden de

kazan�l�r. ∅ ≠ U ⊂ C aç�k kümesinde f bir holomorf fonksiyon ve γ ise U

kümesinde s�f�ra homlog bir zincir olsun. a ∈ U\γ olmak üzere f fonksiyonunun

bir Dr(a) dairesindeki aç�l�m�

f(z) =
+∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n = f(a) + · · ·+ f (k)(a)

k!
(z − a)k + · · ·
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ise
f(z)

(z − a)k+1
=

f(a)

(z − a)k+1
+ · · ·+

f (k)(a)
k!

z − a
+
f (k+1)(a)

(k + 1)!
+ · · ·

olur.

g(z) :=
f(z)

(z − a)k+1
, z ∈ U\{a}

ile tan�mlanan fonksiyon holomoftur ve yaln�zca a noktas�nda bir tekil noktas�

vard�r. Rezidü Teoremi'nden∫
γ

f(z)

(z − a)k+1
dz =

∫
γ

g = 2πiD(γ, a)res(g, a) = 2πiD(γ, a)
f (k)(a)

k!

f (k)(a)D(γ, a) =
k!

2πi

∫
γ

f(z)

(z − a)k+1
dz

elde edilir ki bu Cauchy formülünden ba³ka bir ³ey de§ildir.
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3. Uygulamalar

Bu bölümde baz� reel integralleri rezidü teoremi yard�m�yla hesaplamay�

ö§renece§iz. Önce reel analizden baz� bilgileri an�msataca§�z.

1. a ∈ R olmak üzere f : [a,+∞) → R fonksiyonu verilsin.

Her a < b < +∞ için
∫ b

a

f(x)dx var ve ayr�ca lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx mevcutsa

has olmayan
∫ +∞

a

f(x)dx integrali yak�nsakt�r denir ve

∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx

olarak aç�klan�r.

2. Cauchy Ölçütü:
∫ +∞

a

f(x)dx integralinin yak�nsak olmas� için

gerek ve yeter ko³ul her ε > 0 say�s�na kar³�l�k bir bε > a say�s�n�n

her bε < x < x′ için

∣∣∣∣∣
∫ x′

x

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

olabilecek biçimde bulunabilmesidir. Bunu k�saca∫ +∞

a

f(x)dx yak�nsak ⇐⇒ lim
x′→+∞
x→−∞

∫ x′

x

f(x)dx = 0, a < x < x′

olarak ifade edebiliriz.

3.
∫ +∞

a

|f(x)| dx yak�nsaksa
∫ +∞

a

f(x)dxmutlak yak�nsakt�r denir. Cauchy

ölçütünün do§rudan sonucu olarak
∫ +∞

a

f(x)dx mutlak yak�nsaksa yak�n-

sakt�r.

4. Bir α > 1, bir K > 0 ve bir b > a say�lar� her b ≤ x için |f(x)| xα ≤ K

olacak biçimde bulunabiliyorsa
∫ +∞

a

f(x)dx integrai mutlak yak�nsakt�r,

dolay�s�yla yak�nsakt�r.

5. a ∈ R olmak üzere f : (−∞, a] → R ise
∫ a

−∞
f(x)dx benzer biçimde

tan�mlan�r. �imdi f : R → R ve a ∈ R key� verilsin. E§er
∫ a

−∞
f(x)dx ve
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∫ +∞

a

f(x)dx integralleri ayr� ayr� yak�nsak iseler ve ancak bu durumda

has olmayan
∫ +∞

−∞
f(x)dx integrali yak�nsakt�r denir ve∫ +∞

−∞
f(x)dx :=

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a

f(x)dx

olarak aç�klan�r. Bu tan�m a noktas�n�n seçiminden ba§�ms�zd�r. Bu tan�m�∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx

olarak da dile getirebiliriz. E§er
∫ +∞
−∞ f(x)dx yak�nsaksa∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

R→+∞

∫ +R

−R
f(x)dx

oldu§u aç�kt�r; ancak bunun tersi do§ru de§ildir. lim
R→+∞

∫ +R

−R
f(x)dx limiti

varasa bu

PV

∫ +∞

−∞
f(x)dx

ile gösterilir ve buna Cauchy esas de§eri denir. Cauchy esas de§eri

varken
∫ +∞

−∞
f(x)dx �raksak olabilir. Örne§in

∫ +∞

−∞
xdx �raksakt�r, ancak

PV
∫ +∞
−∞ xdx = 0.

6. −∞ < a < c < b < +∞ olmak üzere f : [a, c) ∪ (c, b] → R fonksiyonun

verilsin. Her a < β < c için f fonksiyonu [a, β] aral�§�nda integrallenebilir

ve lim
β↗c

∫ β

a

f(x)dx limiti varsa∫ c

a

f(x)dx := lim
β↗c

∫ β

a

f(x)dx

limiti yine has olmayan integral olarak adland�r�l�r ve
∫ c

a

f(x)dx inte-

grali yak�nsakt�r denir.
∫ b

c

f(x)dx benzer biçimde tan�mlan�r. E§er ayr�

ayr�
∫ c

a

f(x)dx ve
∫ c

a

f(x)dx varsa∫ b

a

f(x)dx :=

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

olarak tan�mlan�r. Bu durumda
∫ b

a

f(x)dx integrali yak�nsakt�r denir.

Dolay�s�yla∫ b

a

f(x)dx = lim
ε1,ε2→0

(∫ c−ε1

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε2

f(x)dx

)
.
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Bu kavramdan farkl� olarak, e§er varsa

PV

∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0

(∫ c−ε

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε

f(x)dx

)
limitine Cauchy esas de§eri denir. Yine Cauchy esas de§eri varken in-

tegral �raksak olabilir. Örne§in 0 < ε < 1 olmak üzere

lim
ε→0

∫ 1

ε

dx

x
= lim

ε→0
(ln 1− ln ε) = +∞

oldu§undan
∫ 1

0

dx

x
integrali �raksakt�r, dolay�s�yla

∫ 1

−2

dx

x
integrali de

�raksakt�r. Ancak

PV

∫ 1

−2

dx

x
= lim

ε→0

(∫ −ε

−2

dx

x
+

∫ 1

ε

dx

x

)
= lim

ε→0

(
[ln |x|]−ε−2 + [lnx]1ε

)
= lim

ε→0
(ln ε− ln 2 + ln 1− ln ε) = − ln 2.

7. �imdi−∞ < a1 < · · · < an < +∞ olmak üzere f fonksiyonuR\{a1, · · · , an}
de tan�ml� olsun. −r < a1 ve an < r ko³ulunu sa§layan her pozitif R için,

a³a§�daki ifadedeki tüm integraller anlaml� ve

lim
r→+∞

ε1,...,εn→0

(∫ a1−ε1

−r
f(x)dx+

∫ a2−ε2

a1+ε1

f(x)dx+ · · ·+
∫ r

an+εn

f(x)dx

)
limiti varsa, bu limite yine Cauchy esas de§eri denir ve bu limit

PV

∫ +∞

−∞
f(x)dx

ile gösterilir. Az yer kaplamas� için yukar�daki limiti k�saca

lim
r→+∞

ε1,...,εn→0

(∫ a1−ε1

−r
+

∫ a2−ε2

a1+ε1

+ · · ·+
∫ r

an+εn

)
f(x)dx

ile gösterelim.

�imdi baz� reel integralleri tiplere ay�r�p, rezüdi teoremi yard�m�yla nas�l

hesaplanacaklar�n� ö§renece§iz.
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3.1
∫ 2π

0
R (sin t, cos t) dt tipinde integraller

Burada R(x, y), C1 birim çemberi üzerinde kutup noktalar� olmayan bir rasy-

onel fonksiyondur. C1 birimçemberini pozitif yönlenmi³ olarak alaca§�z ve birim

daireyi k�saca D1 ile gösterece§iz. Birim çember üzerindeki bir

z = eit = cos t+ i sin t için z =
zz

z
=

1

z
oldu§undan

cos t =
1

2
(z + z) =

1

2

(
z +

1

z

)
ve

sin t =
1

2i
(z − z) =

1

2i

(
z − 1

z

)
olur.

f(z) :=
1

iz
R

(
1

2

(
z +

1

z

)
,
1

2i

(
z − 1

z

))
ile C1 e§risi üzerinde kutup noktalar� olmayan bir rasyonel fonksiyon tan�mlan�r.

dz = ieitdt = izdt oldu§unu da gözetirsek∫ 2π

0

R (sin t, cos t) dt =

∫
C1

f(z)dz = 2πi
∑
a∈D1

res(f, a)

= 2π
∑
a∈D1

res (if, a)

Bir örnek verelim.

Örnek 1 c reel ve c > 1 olmak üzere

I =

∫ 2π

0

dt

c+ sin t

integralini hesaplayal�m. Yukar�daki gösterimlere sad�k kalacak olursak burada

R(x, y) =
1

c+ y
rasyonel fonksiyonu söz konusudur ve bunun elbette C1 üzerinde

bir kutup noktas� yoktur. Bu durumda

f(z) =
1

iz

1

c+ 1
2i

(
z − 1

z

) =
2

z2 + 2ciz − 1

olur. f fonksiyonun p(z) := z2 + 2ciz − 1 = 0 denkleminin kökleri olan

−ci± i
√
c2 − 1 = i

(
−c±

√
c2 − 1

)
köklerinde birinci dereceden kutup yerleri vard�r. Bu kutup yerlerinden sadece

a := i
(
−c+

√
c2 − 1

)
noktas�D1 dairesindedir. f fonksiyonunun a noktas�ndaki

rezidüsü ise ikinci bölümdeki (7) formülü ile

res (f, a) =
2

p′(a)
=

2

2a+ 2ic
=

1

i
√
c2 − 1
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oldu§undan

I =

∫ 2π

0

dt

c+ sin t
= 2πi

1

i
√
c2 − 1

=
2π√
c2 − 1

elde edilir.

Örnek 2 n ≥ 1 bir do§al say� olmak üzere∫ 2π

0

cos2n φdφ

integralini hesaplayal�m. Bu durumda

f(z) :=
1

iz

[
1

2

(
z +

1

z

)]2n
=

1

i22nz

2n∑
k=0

(
2n

k

)
z2n−k

1

zk

olur ki f fonksiyonunun birim dairede sadece z = 0 noktas�nda bir kutup noktas�

vard�r. Üstelik bu ifade ayn� zamanda f(z) fonksiyonununD∗
1'da Laurent aç�l�m�

oldu§u için, bu ifadedeki
1

z
'nin katsay�s� bize

res(f, 0) =
1

i22n

(
2n

n

)
=

1

i

(2n)!

22nn!n!
=

1

i

(2n)!

(2nn!)2

rezidüsünü verir. Böylece∫ 2π

0

cos2n φdφ = 2πi
1

i

(2n)!

(2nn!)2
= 2π

(2n)!

(2nn!)2

elde edilir.

3.2
∫ +∞
−∞ f(x)dx tipinde integraller

Önce f(x) fonksiyonunun bir R(x) =
P (x)

Q(x)
rasyonel fonksiyon olmas� duru-

munu ele alaca§�z. R(x) =
P (x)

Q(x)
kutup noktalar� olmayan reel de§i³kenli bir

rasyonel fonksiyon ve Q polinomunun derecesi P polinomunun derecesinden en

az 2 büyük olsun, di§er deyi³le derQ ≥ derP + 2 olsun. Analiz derslerinden

bildi§imiz, veya analizden yapt�§�m�z 4 nolu hat�rlatmadan da kolayca görüle-

ce§i, gibi bu ko³ulda
∫ +∞

−∞
R(x)dx yak�nsakt�r, dolay�s�yla

∫ +∞

−∞
R(x)dx = lim

r→+∞

∫ r

−r
R(x)dx. (3.1)
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�imdi

Hu := {z ∈ C |Im z > 0} ve Ha := {z ∈ C |Im z < 0}

üst ve alt yar� düzlemler olmak üzere C'de tan�ml� R(z) =
P (z)

Q(z)
kompleks

polinomunu inceleyelim. Her ne kadar R(z) fonksiyonunun reel do§ru üzerinde

kutup noktalar� yoksada alt ve üst yar� düzlemlerde kutup noktalar� olabilir. γ

düzlemde bir integral e§risi ve f fonksiyonun γ'n�n izi üzerinde tan�ml� integral-

lenebilir bir fonksiyon olsun. L(γ), e§rinin uzunlu§unu göstermek ve

∥f∥γ := sup
z∈γ

|f(z)| olmak üzere

∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ) ∥f∥γ (3.2)

e³itsizli§ine bir kaç kez gereksinim duyaca§�z.

(3.2.1) Teorem . R(x) =
P (x)

Q(x)
rasyonel fonksiyonunun reel do§ru üzerinde

kutup noktas� yoksa ve derQ ≥ derP + 2 ise∫ +∞

−∞
R(x)dx = 2πi

∑
a∈Hu

res(R, a) = −2πi
∑
a∈Ha

res(R, a). (3.3)

Kan�t . Her ³eyden önce R(z) rasyonel fonksiyonunun sonlu say�da kutup

noktas� olaca§�ndan (3.3) formülündeki toplamlar asl�nda sonlu toplamlard�r;

dolay�s�yla yak�nsakl�k ara³t�rma sorunu yoktur. z ̸= 0 için Q1(z) := Q(z)/z2

olmak üzere derQ ≥ derP +2 oldu§undan lim
z→+∞

∣∣∣∣ P (z)Q1(z)

∣∣∣∣ vard�r. Bu nedenle bir

M > 0 say�s� ve bir r1 > 0 say�s� her

|z| ≥ r1 için

∣∣∣∣ P (z)Q1(z)

∣∣∣∣ ≤M (3.4)

olacak biçimde bulunabilir.

R(z) rasyonel fonksiyonunun kutup noktalar� sonlu say�da oldu§undan

r2 > 0 say�s� yeterince büyük seçilirse her r ≥ r2 için bu fonksiyonun tüm

kutup noktalar� Dr dairesinin içine dü³er. r0 := max{r1, r2} olsun. r ≥ r0

olmak üzere Cu
r ile Cr pozitif yönlenmi³ basit kapal� e§risinin Hu kapal� üst yar�

düzlemde kalan k�sm� olsun. dr(x) := x, −r ≤ x ≤ r ise reel eksen üzerinde

−r noktas�ndan r noktas�na giden basit e§ri olmak üzere ηr := dr + Cu
r pozitif

yönlenmi³ basit kapal� bir e§ridir. Üst yar�düzlemdeki tüm kutup noktalar� ηr

kapal� e§risinin içine dü³er. Rezidü teoreminden her r ≥ r0 için

2πi
∑
a∈Hu

res(R, a) =

∫
ηr

R(z)dz =

∫ r

−r
R(x)dx+

∫
Cu

r

R(z)dz.
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Bu e³itliklerin en solundaki terim r say�s�ndan ba§�ms�zd�r. r → +∞ için limite

geçersek (3.1)'den dolay�
∫ +∞

−∞
R(x)dx = lim

r→+∞

∫ r

−r
R(x)dx oldu§unu biliyoruz.

Dolay�s�yla lim
r→+∞

∫
Cu

r

R(z)dz = 0 oldu§unu gösterirsek i³imiz biter. r ≥ r0 için

(3.3) ile ∣∣∣∣∫
Cu

r

R(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(Cu
r )

∥∥∥∥ 1

z2
P (z)

Q1(z)

∥∥∥∥
Cu

r

≤ πr
M

r2

oldu§undan lim
r→+∞

∫
Cu

r

R(z)dz = 0 olur ve i³imiz biter.

Önermenin di§er yar�s� benzer biçimde kan�tlan�r. Bu kez Ca
r ile pozitif birim

çemberin Ha kapal� altyar�düzlemde kalan k�sm� olmak üzere ηr := dr−Ca
r basit

kapal� e§risi ile çal�³aca§�z. ηr e§risinin altyar�düzlemdeki her kutup noktas�

etraf�ndaki dönme say�s� −1 oldu§undan bu kez

−2πi
∑
a∈Ha

res(R, a) =

∫
ηr

R(z)dz =

∫ r

−r
R(x)dx−

∫
Ca

r

R(z)dz.

olur ve r → +∞ için ayn� irdelemelerle∫ +∞

−∞
R(x)dx = −2πi

∑
a∈Ha

res(R, a)

olur.

Bu teoremin uygulamas�nda mant�kl� olan elbette hangi altdüzlemde daha az

kutup noktas� varsa o düzlemde çal�³makt�r.

Örnek 3 �imdi ∫ +∞

−∞

dx

x6 + 1
=

2π

3

oldu§unu gösterece§iz. R(x) =
1

x6 + 1
rasyonel fonksiyonu teoremin ko³ullar�n�

sa§lar. R(z) =
1

z6 + 1
rasyonel fonksiyonunun kutup noktalar�Q(z) = z6+1 = 0

denkleminin kökleridir. Bu denklemin hepsi birim çember üzerinde bulunan ve

biribirinden farkl� alt� kökü vard�r. Bu köklerden üçü üstyar�düzlemde, di§er üçü

altyar�düzlemde bulunur. Üstyar�düzlemdeki kökler

zk = ei(
π
6
+ 2π

6
k), k = 0, 1, 2

say�lar�d�r.

res(R, zk) =
1

Q′(zk)
=

1

6z5k
=

zk
6z6k

= −zk
6
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oldu§undan ∫ +∞

−∞

dx

x6 + 1
= −2πi

6

(
ei

π
6 + ei

π
2 + ei

5π
6

)
= −iπ

3

(
2i sin

π

6
+ i
)
=

2π

3

elde ederiz. R(x) bir çift fonksiyon oldu§undan, buradan∫ +∞

0

dx

x6 + 1
=
π

3

elde ederiz.

Örnek 4 n, p ∈ N ve n > p olmak üzere

I :=

∫ +∞

−∞

x2p

x2n + 1
dx =

π

n sin π(2p+1)
2n

oldu§unu gösterece§iz. Teoremin ko³ullar� sa§lan�r. �imdi

R(z) =
P (z)

Q(z)
=

z2p

z2n + 1

rasyonel fonksiyonunun kutup noktalar�n� bulal�m.

Q(zk) = 0 ⇐⇒ z2nk = −1 ⇐⇒ zk = ei(
π
2n

+ 2πk
2n ), k = 0, . . . , 2n− 1.

Bu köklerden üstyar�düzlemde olanlar z0, . . . , zn−1 kökleridir. Bunlar�n her biri

R'nin birinci dereceden kutup noktalar�d�r. R fonksiyonunun bu noktalardaki

rezidüleri

res(R, zk) =
P (zk)

Q′(zk)
=

z2pk
2nz2n−1

k

= −z
2p+1
k

2n

olur. Böylece

I = −iπ
n

(
z2p+1
0 + z2p+1

1 + · · ·+ z2p+1
n−1

)
olur. φk :=

π

2n
+

2πk

2n
olmak üzere zk = eiφk oldu§undan basit bir hesapla

zk = z0z
2k
0 oldu§u kolayca görülür. Bu nedenle ξ := z2p+1

0 olmak üzere

z2p+1
k = ξ(ξ2)k oldu§undan

I = −iπ
n
ξ
(
1 + ξ2 + (ξ)2 + · · ·+ (ξ2)n−1

)
= −iπ

n
ξ
(ξ2)n − 1

ξ2 − 1
= − iπ

n
ξ
−1− 1

ξ2 − 1
=

2πi

n

ξ

ξ2 − 1

olur. ξ birim çember üzerinde oldu§undan ξ−1 = ξ, bundan dolay�

I =
2πi

n

1

ξ − ξ
=

2πi

n

1

2i Im ξ
=
π

n

1

sin π(2p+1)
2n
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elde edilir. Bu sonuçta özel olarak p = 0 ve n = 3 al�rsak, bir önceki örnekte

oldu§u gibi, ∫ +∞

−∞

dx

x6 + 1
=
π

3

1

sin π
6

=
2π

3

elde ederiz.

Teoremimizin kan�t�na bakt�§�m�zda bunu iki yönde genelle³tirebiliriz.

(3.2.2) Teorem . f fonksiyonu Hu kapal� üstyar�düzleminde meromorf olsun.

f 'nin sonlu say�da tekil noktas� bulunsun ve bunlar�n tümü Hu üstyar�düzle-

minde olsun. M , r0 ve ρ pozitif say�lar�

her |z| ≥ r0 için |f(z)| ≤ M

|z|1+ρ

olacak biçimde bulunabiliyorsa

PV

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
a∈Hu

res(f, a)

else edilir. E§er
∫ +∞

−∞
f(x)dx integralinin yak�nsak oldu§unu biliyorsak bu du-

rumda ∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
a∈Hu

res(f, a)

olur.

Kan�t . r1 > 0 yeterice büyük seçilirse tüm tekil noktalar�m�z Dr1 dairesinin

içine dü³er. r∗ : max{r0, r1} olmak üzere her r ≥ r∗ için, ηr = dr + Cu
r e§risi

(3.3)'nin kan�t�ndaki e§ri olmak üzere∣∣∣∣∫
Cu

r

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ πr
M

r1+ρ
=
πM

rρ
−→
r→+∞

0

oldu§undan sav�m�z

2πi
∑
a∈Hu

res(f, a) =

∫
ηr

f(z)dz =

∫ r

−r
f(x)dx+

∫
Cr

e³itli§inde r → +∞ için limite geçerek elde edilir.

Bu teroremin ikilisi diyece§imiz a³a§�daki teorem benzer biçimde kan�tlan�r.
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(3.2.3) Teorem . f fonksiyonu Ha kapal� üstyar�düzleminde meromorf olsun.

f 'nin sonlu say�da tekil noktas� bulunsun ve bunlar�n tümü Ha

üstyar�düzleminde olsun. M , r0 ve ρ pozitif say�lar�

her |z| ≥ r0 için |f(z)| ≤ M

|z|1+ρ

olacak biçimde bulunabiliyorsa

PV

∫ +∞

−∞
f(x)dx = −2πi

∑
a∈Hu

res(f, a)

else edilir. E§er
∫ +∞

−∞
f(x)dx integralinin yak�nsak oldu§unu biliyorsak bu du-

rumda ∫ +∞

−∞
f(x)dx = −2πi

∑
a∈Hu

res(f, a)

olur.

(3.2.4) Not : (3.3) ve (3.6) teoremlerinde e§er ayr�ca f bir çift fonksiyonsa∫ 0

−∞
f(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)dx =
1

2
PV

∫ +∞

−∞
f(x)dx

oldu§undan
∫ +∞

−∞
f(x)dx yak�nsakt�r.

�imdi ikinci bir genelleme verece§iz. Bu kez Hu kümesinde meromorf f fonksiy-

onunun say�labilir çoklukta tekil noktalar� olsun. Ancak bu tekil noktalar reel

eksen üzerinde olmad�klar� gibi herhangi bir a ∈ Hu noktas�na y�§�lmas�nlar. Bu

durumda f fonksiyonunun a0, a1, a2 . . . tekil noktalar�n� |a0| ≤ |a1| ≤ |a2| ≤ · · ·
olacak biçimde s�ralayabiliriz. Bu ko³ullarda, art�k kan�t� a³ikar olan, a³a§�daki

teorem geçerlidir.

(3.2.5) Teorem . PozitifM ve ρ say�lar�, lim rn = +∞ ko³ulunu sa§layan bir

pozitif kesin artan dizi , Crn çemberleri üzerinde tekil noktalar olmayacak ve

her z ∈ Crn için |f(z)| ≤ M

|rn|1+ρ

olacak biçimde bulunabilsin. Bu ko³ullarda

+∞∑
n=0

res(f, an) yak�nsaksa PV
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

+∞∑
n=0

res(f, an).
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3.3
∫ +∞
−∞ f(x)eisxdx Fourier �ntegralleri

Bu alt bölümde f fonksiyonunun reel eksen üzerinde tekil noktalar� olmayacak-

t�r.

Burada s bir reel parametredir. E§er f(x) reel de§erli bir fonksiyonsa∫ +∞

−∞
f(x) cos sxdx ve

∫ +∞

−∞
f(x) sin sxdx

integralleri
∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx integralinin reel ve sanal k�s�mlar� oldu§undan, bu

integraller de bu tipin içersindedir. s parametresi o kadar önemli olmad�§�n-

dan biz s = 1 durumunu tart�³aca§�z. Dolay�s�yla
∫ +∞

−∞
f(x)eixdx integrallerini

tart�³aca§�z. x de§i³keninden z = x+ iy de§i³kenine geçti§imizde f(z)eiz

fonksiyonunu inceleyece§iz.∣∣f(z)ei(x+iy)∣∣ = |f(z)| e−y

e³itsizli§i hangi yar�düzlemde çal�³aca§�m�z� belirler: y ≥ 0 için lim
y→+∞

e−y = 0

oldu§undan üstyar�düzlemde çal�³�r�z. E§er s = −1 alsayd�k |e−iz| = ey ve

lim
y→−∞

ey = 0 olaca§�ndan bu kez alt yar�düzlemde çal�³mam�z gerekir.

Önce üç yard�mc� önerme kan�tlayaca§�z. �ki tan�m verelim:

A(θ1, θ2) := {reiφ |0 ≤ r, θ1 ≤ φ ≤ θ2}

γr(t) := reit, θ1 ≤ t ≤ θ2

olarak tan�mlans�n. Bu durumda L(γr) = r (θ2 − θ1) olur.

(3.3.1) Önerme : f : A(θ1, θ2) → C sürekli ve lim
z→∞

zf(z) = 0 ise

lim
r→+∞

∫
γr

f(z)dz = 0.

Kan�t . Her ³eyden önce hipotezden dolay�

lim
z→∞

|z| |f(z)| = 0. (3.5)

|f | fonksiyonun her r > 0 için γr kompkakt kümesinde sürekli oldu§u için bir

ar ∈γr noktas�nda maksimumunu al�r, yani |f(ar)| = ∥f∥γr olur. besbelli ki

r → +∞ için ar → ∞. Böylece (3.5) ile

0 ≤
∣∣∣∣∫
γr

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γr) ∥f∥γr = (θ2 − θ1) r |f(ar)|

≤ (θ2 − θ1) |ar| |f(ar)| −→
r→+∞

0

46



elde edilir.

(3.3.2) Önerme : f : A(θ1, θ2) → C sürekli ve lim
z→0

zf(z) = 0 ise

lim
r→0

∫
γr

f(z)dz = 0.

Kan�t . T�pk� (3.10) gibi kan�tlan�r.

(3.3.3) Önerme : 0 ≤ θ1 < φ < θ2 ≤ π olmak üzere A(θ1, θ2)'de bölgesindeki

her sürekli f fonksiyonu için limz→∞ f(z) = 0 ise

lim
r→+∞

∫
γr

f(z)eizdz = 0.

Kan�t . z = reiφ = r (cosφ+ i sinφ) için |eiz| = e−r sinφ olaca§�ndan∣∣∣∣∫
γr

f(z)eizdz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ θ2

θ1

f(reiφ)eire
iφ

ireiφdφ

∣∣∣∣ ≤ ∫ θ2

θ1

∣∣∣f(reiφ)eireiφireiφ∣∣∣ dφ∣∣∣∣∫
γr

f(z)eizdz

∣∣∣∣ ≤ ∫ θ2

θ1

∣∣f(reiφ)∣∣ ∣∣∣eireiφ∣∣∣ ∣∣ireiφ∣∣ dφ ≤ ∥f∥γr

∫ θ2

θ1

e−r sinφrdφ

e³itsizli§ini elde ederiz. |f | sürekli oldu§undan γr e§risinin izi üzerinde bir ar

noktas�nda maksimumunu al�r, dolay�s�yla ∥f∥γr = |f(ar)| olaca§�ndan hipotez-

imizden dolay� lim
r→+∞

∥f∥γr = 0 olur. Dolay�s�yla bir p > 0 say�s�yla her r > 0

için

Ir :=

∫ θ2

θ1

e−r sinφrdφ ≤ p

oldu§unu gösterebilirsek bu e³itsizlikten lim
r→+∞

∫
γr

f(z)eizdz elde ederiz ve i³imiz

biter.

[0,
π

2
] aral�§�nda tan�ml� g(φ) :=

sinφ

φ
fonksiyonu süreklidir. g fonksiyonu

(0,
π

2
) aral�§�nda türevlenebilir ve orada g′(φ) < 0 oldu§undan g fonksiyonu

[0, π
2
] aral�§�nda kesin azaland�r. Böylece

2

π
≤ sinφ

φ
≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π

2

− 2

π
rφ ≥ −r sinφ ≥ −rφ, 0 ≤ φ ≤ π

2
(3.6)

e³itsizliklerini elde ederiz. (3.6) e³itsizli§ini kullanarak, daima ex ≥ 0 oldu§unu
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da gözetirsek

Ir =

∫ θ2

θ1

e−r sinφrdφ ≤
∫ π

0

e−r sinφrdφ = 2

∫ π
2

0

e−r sinφrdφ

≤ 2

∫ π
2

0

e−
2
π
rφrdφ ≤ 2

∫ +∞

0

e−
2
π
rφrdφ = 2

π

2
= π

elde ederiz ve i³imiz biter.

(3.3.4) Teorem . Hu'de meromorf f fonksiyonunun sonlu say�da tekil nok-

tas� olsun ve reel do§ru üzerinde tekil noktalar� olmas�n. lim
z→∞

f(z) = 0 ve

g(z) := f(z)eiz ise

PV

∫ +∞

−∞
f(x)eixdx = 2πi

∑
a∈Hu

res(g, a). (3.7)

E§er
∫ +∞

−∞
f(x)eixdx yak�nsaksa

∫ +∞

−∞
f(x)eixdx = 2πi

∑
a∈Hu

res(g, a).

, ayr�ca f reel de§erliyse∫ +∞

−∞
f(x) cos xdx = Rea

(
2πi

∑
a∈Hu

res(g, a)

)
ve

∫ +∞

−∞
f(x) sin xdx = Im

(
2πi

∑
a∈Hu

res(g, a)

)
.

Kan�t . r0 > 0 yeterince büyük seçilirse her r ≥ r0 için f(z) fonksiyonunun,

dolay�s�yla f(z)eiz fonksiyonunun tüm tekil noktalar� ηr = dr +Cu
r kapal� e§risi

içine dü³er. Dolay�s�yla her r ≥ r0 için

2πi
∑
a∈Hu

res(g, a) =

∫
ηr

g(z)dz =

∫ r

−r
g(x)dx+

∫
Cu

r

g(z)dz

=

∫ r

−r
f(x)eixdx+

∫
Cu

r

f(z)eizdz

Bu e³itlikte sol taraf r'den ba§�ms�zd�r. r → +∞ için limite geçersek (3.3.3) ile

sav elde edilir.

Bu teoremin ikilisi diyece§imiz a³a§�daki teorem benzer biçimde kan�tlan�r.
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(3.3.5) Teorem . Ha'da meromorf f fonksiyonunun sonlu say�da tekil nok-

tas� olsun ve reel do§ru üzerinde tekil noktalar� olmas�n. lim
z→∞

f(z) = 0 ve

g(z) := f(z)e−iz ise

PV

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixdx = −2πi

∑
a∈Ha

res(g, a).

(3.3.4) ün tüm ekleri aynen geçerlidir.

(3.3.6) Not :
∫ +∞

−∞
f(x)dx mutlak yak�nsaksa |f(x)eix| = |f(x)| oldu§undan∫ +∞

−∞
f(x)eixdxmutlak yak�nsak, dolay�s�yla yak�nsakt�r. Ço§u durumda oldu§u

gibi f(x) =
P (x)

Q(x)
bir rasyonel fonksiyon ve derQ ≥ derP ise

∫ +∞

−∞
f(x)eixdx

yak�nsakt�r. s ̸= 0 herhangi bir reeel say� ise elbette g(z) = f(z)eisz olmak üzere

teoremlerimizin ko³ullar� alt�nda

PV

∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx = 2πi

∑
a∈Hu

res(g, a) , s > 0

PV

∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx = −2πi

∑
a∈Ha

res(g, a) , s < 0

Örnek 5 a > 0 ve m > 0 olmak üzere∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
cosmxdx ve

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
sinmxdx

integrallerini hesaplayal�m. Analiz derslerinden bu integrallerin yak�nsak oldu§unu

biliyoruz(Örne§in, Buck: Advanced analysis, s.219). f(z) :=
z

z2 + a2
fonksiyonun C\{±ia}'da holomorftur ve limz→∞ f(z) = 0 oldu§undan teoremin

ko³ullar�n� sa§lar.m > 0 oldu§undan üstyar�düzlemde çal�³�r�z, dolay�s�yla (3.3.4)

teoremini uygulayaca§�z. Üstyar�düzlemde g(z) := f(z)eimz =
zeimz

z2 + a2
fonksiy-

onunun bir tek tekil noktas� vard�r, o da ia'd�r.Dolay�s�yla

PV

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
eimxdx = 2πi res(g, ia).

ia noktas� birinci dereceden bir kutup noktas� oldu§u için

res(g, ia) = lim
z→ia

(z − ia) g(z) = lim
z→ia

zeimz

z + ia
=
iaeimia

2ia
=
e−ma

2
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olur. Buradan s�ras�yla

I := PV

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
eimxdx = πie−ma

I1 :=

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
cosmxdx = PV

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
cosmxdx = Rea I = 0

I2 :=

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
sinmxdx = PV

∫ +∞

−∞

x

x2 + a2
sinmxdx = Im I = πe−ma

elde ederiz. Burada I1 = 0 oldu§u herhangi bir i³lem yapmadan da görülebilir;

nedeni
x cosmx

x2 + 1
fonksiyonunun bir tek fonksiyon olmas�d�r.

Örnek 6 �imdi I :=

∫ +∞

0

cos x

x2 + 1
dx integralini hesaplayal�m. f(x) :=

1

x2 + 1

olmak üzere
∫ +∞

−∞
|f(x)| dx yak�nsak oldu§undan

∫ +∞

−∞
f(x)eixdx integrali de

yak�nsakt�r. Burada s = 1 oldu§undan üstyar�düzlemde çal�³�r�z. g(z) :=
eiz

z2 + 1
fonksiyonu C\{±i}'de holomorftur. Üsyyar�düzlemde sadece i noktas�nda bir-

inci dereceden bir kutup noktas� vard�r. res(g, i) =
e−1

2i
=

1

2ie
oldu§u kolayca

görülür. Böylece

J :=

∫ +∞

−∞

cosx

x2 + 1
dx = Rea

∫ +∞

−∞

1

x2 + 1
eixdx = Rea

π

e
=
π

e

elde edilir. Ancak h(x) :=
cos x

x2 + 1
bir çift fonksiyon oldu§undan I =

1

2
J =

π

2e
elde edilir.

3.4
∫ +∞
−∞ f(x)eisxdx Fourier �ntegralleri

Bu alt bölümde f(x) fonksiyonunun reel eksen üzerinde basit kutup noktalar�

olmas�na izin verilecektir. Önce iki yard�mc� önerme kan�tlayaca§�z. Bu iki ön-

ermede de

γρ(t) := a+ ρeit, 0 ≤ φ1 ≤ t ≤ φ2 ≤ 2π

olacakt�r. Ayr�ca a, b ∈ C olmak üzere
−→
a, b ile

γ(t) = a+ (b− a) t, 0 ≤ t ≤ 1

ile parametrelenmi³ a noktas�ndan b noktas�na bir do§ru boyunca giden basit

e§ri gösterilsin.
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(3.4.1) Önerme : f fonksiyonu Dr(a)'da holomorfsa

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z)

z − a
dz = (φ2 − φ1) if(a).

Kan�t . f fonksiyonunun Dr(a)'daki seri aç�l�m�

f(z) =
+∞∑
0

an (z − a)n

ise z ̸= a için

f(z)

z − a
=

a0
z − a

+
+∞∑
n=1

an (z − a)n−1 =:
a0

z − a
+ g(z)

olur. Elbette g fonksiyonu Dr(a)'da holomorftur. Dolay�s�yla 0 < r′ < r ise

g fonksiyonu mutlak de§erce Dr′(a) kompakt kümesinde bir M ile s�n�rl�d�r.

Böylece her 0 < ρ < r′ için∫
γρ

f(z)

z − a
dz =

∫
γρ

a0
z − a

dz +

∫
γρ

g(z)dz

olur. Bir yandan ∣∣∣∣∣
∫
γρ

g(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤M (φ2 − φ1) ρ −→
ρ→0

0

, di§er yandan∫
γρ

a0
z − a

dz = a0

∫ φ2

φ1

iρeit

ρeit
dt = a0 (φ2 − φ1) i = f(a) (φ2 − φ1) i

oldu§undan sav ç�kar.

(3.4.2) Önerme : f fonksiyonu D∗
r(a)'da holomorf ve a noktas�nda bir ba-

sit kutup noktas� olsun. Bu durumda

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z)dz = (φ2 − φ1) i res(f, a). (3.8)

Kan�t . g(a) := res(f, a) ve her z ∈ D∗
r(a) için g(z) := (z − a) f(z) ile tan�m-

lanan fonksiyon Dr(a)'da holomorftur. Bir önceki önermeyi bu g fonksiyonuna

uygularsak

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z)dz = lim
ρ→0

∫
γρ

g(z)

z − a
dz = (φ2 − φ1) ig(a)

= (φ2 − φ1) i res(f, a)

51



elde edilir ve kan�t biter.

(3.4.2) önermesini a³a§�daki teoremin kan�t�nda φ1 = 0 ve φ2 = π özel duru-

munda kullanaca§�z, bu durumda φ2 − φ1 = π olur.

(3.4.3) Teorem . a1, . . . , an reel say�lar ve a1 < · · · < an olsun. f fonksiyonu

Hu kapal� üstyar�düzleminde a1, . . . , an noktalar� ve Hu üstyar�düzlemindeki

sonlu nokta d�³�nda holomorf olsun ve bu noktalarda ise f fonksiyonunun basit

kutup noktalar� bulunsun. E§er ayr�ca lim
z→0

f(z) = 0 ve m > 0 ise

PV

∫ +∞

−∞
f(z)eimzdz = 2πi

(∑
a∈Hu

res(f, a) +
1

2

n∑
k=1

res(f, ak)

)
. (3.9)

Kan�t . r0 > 0 say�s� yeterince büyük seçilirse f 'nin tüm tekil noktalar� Dr0

dairesine dü³er. Yeterince küçük εk > 0 say�lar� ile

γk(t) := ak + εke
it , 0 ≤ t ≤ π, k = 1, . . . n

, g(z) := f(z)eimz olmak üzere ε1, . . . , εn pozitif say�lar� yeterince küçük seçilir-

lerse f fonksiyonunun Hu üstyar�düzlemdeki tüm tekil noktalar

ηrε1···εn := Cu
r +

−−−−−−−→−r, a1 − ε1 − γ1 +
−−−−−−−−−−→
a1 + ε1, a2 − ε2 + · · ·+−−−−−−→

an + εn, r

kapal� e§risinin içine dü³er.

I := 2πi
∑
a∈Hu

res(g, a) =

∫
ηrε1···εn

g(z)dz

=

∫
Cu

r

g(z)dz +

∫ a1−ε1

−r
g(x)dx+

∫
−γ1

g(z)dz + · · ·+
∫ r

an+εn

g(x)dx

I =

∫
Cu

r

g(z)dz +

(∫ a1−ε1

−r
+ · · ·+

∫ r

an+εn

)
g(x)dx−

n∑
k=1

∫
γk

g(z)dz (3.10)

(3.10) e³itli§inin sol yan� sabittir. Önerme (3.3.2) ve Önerme (3.4.2)'den dolay�

lim
r→+∞

∫
Cu

r

g(z)dz = 0 ve lim
ε1,...,εn→0

n∑
k=1

∫
γk

g(z)dz = πi
n∑
k=1

res(g, ak)

oldu§undan (10)'da r → +∞ ve ε1, . . . , εn → 0 için limite geçersek

I := 2πi
∑
a∈Hu

res(g, a) = PV

∫ +∞

−∞
g(x)dx− πi

n∑
k=1

res(g, ak)

olur bu da kan�t� tamamlar. Bu teoremin ikilisi diyebilece§imiz, f fonksiyonunun

a1, . . . , an noktalar� veHa altyar�düzlemindeki sonlu nokta d�³�ndaHa altyar�dü-

zleminde holomorf olmas� durumunda teoremin ifadesini vermeye gerek duy-

muyoruz.
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Örnek 7

I :=

∫ +∞

−∞

sin x

x (π2 − x2)
dx

integralini hesaplayal�m. Paydan�n s�f�r yerleri olan 0 ve ±π noktalar� ayn� za-

manda sinx fonksiyonun da s�f�r yerleri oldu§undan f(x) :=
sin x

x (π2 − x2)
fonksiyonu asl�nda bu noktalarda sürekli geni³letilebilir. Bu nedenle I integrali

asl�nda yak�nsakt�r. �imdi

g(z) :=
eiz sin z

z (π2 − z2)

fonksiyonunu C\{0,±π} kümesinde holomorftur ve 0, ±π noktalar�nda ise

birinci dereceden kutup noktalar�na sahiptir. Buradaki rezidüleri hesaplayal�m:

res(g, 0) = lim
z→0

eiz

(π + z) (π − z)
=

1

π2

res(g, π) = lim
z→π

eiz

z (π + z)
=

−1

2π2

res(g,−π) = lim
z→−π

eiz

z (π − z)
=

1

2π2

Böylece (3.9) ile

PV

∫ +∞

−∞

eiz sin z

z (π2 − z2)
dz = 2πi

1

2

(
1

π2
− 1

2π2
+

1

2π2

)
=
i

π

PV

∫ +∞

−∞

sin x

x (π2 − x2)
dx =

∫ +∞

−∞

sin x

x (π2 − x2)
dx = Im

i

π
=

1

π

olur.

Örnek 8

I :=

∫ +∞

−∞

cos 2x

(x+ 1)(x2 + 1)
dx ve J :=

∫ +∞

−∞

sin 2x

(x+ 1)(x2 + 1)
dx

integrallerini hesaplayal�m. Bu integralin yak�nsak oldu§unu biliyoruz.

g(z) :=
ei2z

(z + 1)(z2 + 1)

fonksiyonu C\{−1,±i} kümesinde holomorftur. 0 ve ±i noktalar� g fonksiyo-

nunun birinci dereceden kutup noktalar�d�r. Bunlardan sadece i üstyar�düz-

lemdedir. −1 ise reel do§ru üzerindedir. 2 > 0 oldu§undan üstyar�düzlemde

çal�³aca§�z. Rezidüleri hesaplayal�m:

res(g,−1) = lim
z→−1

ei2z

z2 + 1
=
e−2i

2

res(g, i) = lim
z→i

ei2z

(z + 1)(z + i)
=

e−2

2i (i+ 1)

53



oldu§undan

PV

∫ +∞

−∞
g(z)dz = 2πi

e−2

2i (i+ 1)
+ πi

e−2i

2

=
πe−2

1 + i
+ i

π

2
(cos (−2) + i sin (−2))

=
π

2e2
(1− i) + i

π

2
cos 2 +

π

2
sin 2 =: A

oldu§undan ∫ +∞

−∞

cos 2x

(x+ 1)(x2 + 1)
dx = ReaA =

π

2e2
+
π

2
sin 2∫ +∞

−∞

sin 2x

(x+ 1)(x2 + 1)
dx = ImA = − π

2e2
+
π

2
cos 2

elde edilir.

3.5
∫ +∞
0

f(x)dx tipinde integraller

0 < α < 1, 0 ≤ θ < 2π ve dθ := {reiθ |0 ≤ r < +∞} olmak üzere

Cθ := C\dθ olsun. Cθ basit ba§lant�l� oldu§undan orada logaritman�n, dolay�s�yla

zα'n�n holomorf dallar� vard�r. Logaritman�n Cθ'da seçti§imiz holomorf dal�

lθ(z) := ln |z|+ iφ , φ ∈ arg z

ise Cθ'da zα'n�n holomorf dal� olarak

gθ(z) := eαlθ(z) = eα(ln|z|+iφ) = |z|α eiαφ

fonksiyonunu seçece§iz. θ = 0 için yal�nl�k aç�s�ndan gθ(z) yerine zα yazaca§�z,

dd ile g0(z) = zα. olur.Böylece daima

|zα| = eα ln|z| = |z|α = |gθ(z)| . (3.11)

�imdi 0 < θ2 < θ < θ1 < 2π olmak üzere a³a§�daki seçimleri ve gösterimleri bir

sonraki tipte de kullanaca§�z.

l0(z) := ln |z|+ iφ, 0 < φ < 2π, φ ∈ arg z

lθ1(z) := ln |z|+ iφ, −2π + θ1 < φ < θ1, φ ∈ arg z

lθ2(z) := ln |z|+ iφ, θ2 < φ < 2π + θ2, φ ∈ arg z.
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Bu seçimlerle her pozitif x > 0 reel say�s� için

lθ1(x) = lnx, gθ1(x) = xα, lθ2(x) = ln x+ i2π, gθ2(x) = xαei2πα (3.12)

olur. Ayr�ca her z = |z| eiφ için

0 < φ < θ ise lθ1(x) = l0(x) ve gθ1(z) = g0(z) = zα (3.13)

θ < φ < 2π ise lθ2(x) = l0(x) ve gθ2(z) = g0(z) = zα (3.14)

e³itlikleri bizim için önemli olacakt�r.

0 < ε < r olmak üzere pozitif yönlenmi³ Cε ve Cr çemberlerini a³a§�daki

gibi iki parçaya ay�ral�m:

C ′
σ(t) := σeit (0 ≤ t ≤ θ) , C ′′

σ(t) := σeit (θ ≤ t ≤ 2π) , σ = ε, r.

γεr :=
−−−−−→
εeiθ, reiθ ve dεr :=

−→ε, r ise do§rusal yollar�m�z olsunlar.

η′εr := dεr + C ′
r − γεr − C ′

ε ve η
′′
εr := −dεr − C ′′

ε + γεr + C ′
r

iki basit kapal� e§ridir. (3.13) ve (3.14)'ten dolay�

∀z ∈ I(η′εr) : gθ1(z) = zα, ve ∀z ∈ I(η′′εr) : gθ2(z) = zα. (3.15)

Bu gösterimlerden sonra integrallerimizi nas�l hesaplayaca§�m�z� görelim. E§er

f bir çift fonksiyonsa, ∫ +∞

0

f(x)dx =
1

2

∫ +∞

−∞
f(x)dx

olaca§�ndan, integrali daha önce ö§rendi§imiz yöntemlerle hesaplar�z. l0(z) yer-

ine log z yazaca§�z.

(3.5.1) Teorem . f fonksiyonu, [0,+∞) pozitif eksen üzerinde olmayan sonlu

nokta d�³�nda C'de holomorf olsun. α ≥ 0, r0 > 0 ve M > 0 pozitif say�lar�

her |z| ≥ r0 için |f(z)| ≤ M

|z|2+α

olacak biçimde bulunabilirse∫ +∞

0

f(x)dx = −
∑
a∈C

res(fl0, a) = −
∑
a∈C

res(f log, a).
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Kan�t . f fonksiyonunun tekil noktalar� sonlu say�da oldu§u için

0 < θ2 < θ < θ1 < 2π say�lar�n�, f fonksiyonunun dθ, dθ1 ve dθ2 yar�do§rular�

üzerinde tekil noktalar� olmayacak biçimde seçebiliriz. f1(z) := f(z)lθ1(z) ve

f2(z) := f(z)lθ2(z) fonksiyonlar�n�n tekil noktalar� f fonksiyonun tekil nokta-

lar�n�n ayn�s�d�r. �imdi ε0 > 0 ve r0 > 0 pozitif say�lar�n� f(z) fonksiyonlar�n�n

tüm tekil noktalar� her 0 < ε < ε0 ve her 0 < r < r0 için

Hε,r := {ρeit |ε ≤ ρ ≤ r , 0 ≤ φ ≤ 2π}

halkas�n�n içine dü³ecek biçimde seçebiliriz. Böylece her 0 < ε ≤ ε0 ve her r ≥ r0

için (3.13) ve (3.14)'ten dolay�

2πi
∑
a∈C

res(f log, a) = 2πi
∑

a∈I(η′εr)

res(f log, a) + 2πi
∑

a∈I(η′′εr)

res(f log, a)

= 2πi
∑

a∈I(η′εr)

res(flθ1 , a) + 2πi
∑

a∈I(η′′εr)

res(flθ2 , a) (3.16)

olur. γεr üzerinde flθ1 = flθ2 oldu§undan

∫
−γεr

f(z)lθ1(z)dz +

∫
γεr

f(z)lθ2(z)dz = 0,∫
dεr

f(z)lθ1(z)dz =

∫ r

ε

f(x) ln xdx, ve∫
−dεr

f(z)lθ2(z)dz = −
∫ r

ε

f(x) (ln x+ 2πi) dx

ayr�ca ∫
dεr

f(z)lθ1(z)dz +

∫
−dεr

f(z)lθ2(z)dz = −2πi

∫ r

ε

f(x)dx

oldu§undan (3.16) e³itli§i

2πi
∑
a∈C

res(f log, a) = −2πi

∫ r

ε

f(x)dx+

(∫
C′

r

−
∫
C′

ε

)
f(z)lθ1(z)dz

+

(∫
C′′

r

−
∫
C′′

ε

)
f(z)lθ2(z)dz

³eklini al�r. Burada sol yan sabittir. Sa§ yandaki ilk integral d�³�ndaki tüm

integrallerin ε, r → +∞ için limitlerinin 0 oldu§unu gösterirsek i³imiz biter.

|lθk(z)| < ln |z|+ 2π ve lim
x→+∞

ln x

x
= 0 oldu§u için∣∣∣∣∫

C′
r

f(z)lθ1(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(C ′
r) ∥flθ1∥C′

r
≤ θr

M(ln r + 2π)

r2+α
−→
r→+∞

0
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elde edeiriz. Benzer biçimde lim
r→+∞

∫
C′′

r

f(z)lθ2(z)dz = 0 görülür. Di§er yandan

f fonksiyonu 0 noktas�nda holomorf olduu§undan f fonksiyonu bu noktan�n bir

kom³ulu§unda s�n�rl�d�r. ε0 pozitif say�s�n daha ba³tan bir m > 0 say�s� ile her

|z| ≤ ε0 için |f(z)| ≤ m olacak biçimde seçilebilir. Di§er yandan lim
ε↘0

ε ln ε = 0

oldu§undan∣∣∣∣∫
C′

ε

f(z)lθ1(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(C ′
ε) ∥flθ1∥C′

ε
≤ θεm(ln ε+ 2π) −→

ε→0
0

elde edilir. Benzer biçimde lim
ε→0

∫
C′′

ε

f(z)lθ2(z)dz = 0 görülür ve i³imiz biter.

Bir örnek olarak ∫ +∞

0

dx

1 + x3
=

2π

3
√
3

oldu§unu gösterece§iz. f(z) =
1

z3 + 1
=:

P (z)

Q(z)
bir rasyonel fonksiyon ve

derQ > derP + 2 oldu§undan teoremin ko³ullar� sa§lan�r. f log fonksiyonunun

üç tane basit kutup noktas� vard�r; bunlar z3 = −1 denkleminin kökleri olan

zk = ei
π+2πk

3 , k = 0, 1, 2 noktalar�d�r. Aç�k olarak z0 = ei
π
3 =

1

2

(
1 + i

√
3
)
,

z1 = −1, z2 = ei
5π
3 =

1

2

(
1− i

√
3
)
. Bu durumda

res(f log, zk) =
log zk
3z2k

=
zk log zk
3z3k

= −zk log zk
3

oldu§undan

res(f log, z0) = −1

3

1

2

(
1 + i

√
3
)
i
π

3
= −i π

18

(
1 + i

√
3
)

res(f log, z1) = −1

3
(−1)iπ =

1

3
iπ

res(f log, z2) = −1

3

1

2

(
1− i

√
3
)
i
5π

3
= −i5π

18

(
1− i

√
3
)

Böylece∫ +∞

0

dx

1 + x3
= −

∑
a∈C

res(f log, a) = −π
√
3

18
+
π5

√
3

18
=

2π

3
√
3
.

Teorem (3.5.1)'deki yöntemle
∫ +∞

0

f(x) ln xdx tipinde integralleri de hesaplaya-

biliriz. Ayn� yöntemi kullan�rsak bu kez (f(z) log z) log z = f(z) (log z)2 fonksiy-

onun rezidülerini hesaplamakl i³e ba³layaca§�z. x ∈ (0,∞) için

lθ2(x) = lθ1(x) + 2πi oldu§undan her x > 0 için

l2θ2(x)− l2θ1(x) = 4πilθ1(x)− 4π2
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oldu§undan∫
dεr

f(z)l2θ1(z)dz +

∫
−dεr

f(z)l2θ2(z)dz = −4πi

∫ r

ε

f(x)lθ1(x)dx+ 4π2

∫ r

ε

f(x)dx

(3.17)

elde ederiz. Bu bize a³a§�daki teoremi verir:

(3.5.2) Teorem . R(z) =
P (z)

Q(z)
rasyonel fonksiyonunun [0,+∞) aral�§�nda

kutup yeri yoksa ve derQ ≥ derP + 2 ise∫ +∞

0

R(x) ln xdx = −1

2

∑
a∈C∗

res(R log2, a) + i

∫ +∞

0

R(x)dx.

Ayr�ca her x ∈ R için R(x) reel de§erler al�yorsa buradan∫ +∞

0

R(x) ln xdx = −1

2
Rea

(∑
a∈C∗

res(R log2, a)

)
∫ +∞

0

R(x)dx = − 1

2π
Im

(∑
a∈C∗

res(R log2, a)

)
.

Kan�t . ε, r, . . . gibi tüm gösterimler biriönceki teoremde oldu§u gibi seçilirse

(3.17) ile

2πi
∑
a∈C

res(R log2, a) = −4πi

∫ r

ε

f(x)lθ1(x)dx+ 4π2

∫ r

ε

f(x)dx+ Aεr

−1

2

∑
a∈C

res(R log2, a) =

∫ r

ε

f(x)lθ1(x)dx+ iπ

∫ r

ε

f(x)dx+ Aεr

olur. lim
ε→0
r→+∞

Aεr = 0 oldu§undan buradan

−1

2

∑
a∈C

res(R log2, a) =

∫ +∞

0

f(x)lθ1(x)dx+ iπ

∫ +∞

0

f(x)dx

elde edilir ve sav ç�kar.

Örnek 9 Örnek olarak∫ +∞

0

ln x

x2 + a2
dx =

π ln a

2a
ve
∫ +∞

0

dx

x2 + a2
=

π

2a
(a > 0)

oldu§unu gösterelim. R(z) =
1

z2 + 1
rasyonel fonksiyonu teoremin ko³ullar�n�

sa§lar. ±ia noktalar�nda bu fonksiyonunu birinci dereceden kutup noktalar�

58



vard�r. Dolay�s�yla

res(R log2, ia) =
(log ia)2

2ia
=

(
ln a+ iπ

2

)2
2ia

=
ln2 a+ iπ ln a− π2

4

2ia

res(R log2,−ia) = (log(−ia))2

−2ia
=

(
ln a+ i3π

2

)2
−2ia

=
− ln2 a− 3iπ ln a+ 9π2

4

2ia

−1

2

∑
a∈C

res(R log2, a) = −1

2

−2πi ln a+ 2π2

2ia
=
π ln a

2a
+ i

π2

2a
=: S

oldu§undan ∫ +∞

0

ln x

x2 + a2
dx = ReaS =

π ln a

2a
ve∫ +∞

0

dx

x2 + a2
=

1

π
ImS =

π

2a

elde edilir.

3.6
∫ +∞
−∞ xαf(x)dx tipinde integraller

Burada 0 < α < 1, f fonksiyonunun ise(0,+∞)'da tekil noktas� olmas�n, 0

noktas�nda birinci dereceden bir kutup noktas� olabilir. Bunun d�³�nda bir

r0 > 0, p > 0 ve bir M > 0 ile

her |z| ≥ r0 için |f(z)| ≤ M

|z|1+p

olsun. Bu son ko³ul, örne§in f(x) =
P (x)

Q(x)
bir rasyonel fonksiyon ve

derQ ≥ derP + 1 ise sa§lan�r. Bu ko³ullar alt�nda a³a§�daki teorem geçerlidir:

(3.6.1) Teorem .

(
1− e−i2πα

) ∫ +∞

0

xαf(x)dx = 2πi
∑
ξ∈C∗

res(zαf(z), ξ). (3.18)

Kan�t. f fonksiyonumuzun sonlu say�da tekil noktalar� vard�r. Bir r0 > 0

say�s�, f 'nin tüm tekil noktalar� Dr0 dairesine dü³ecek ve her |z| ≥ r0 için

|R(z)| ≤ M

|z|1+p
olacak biçimde bulunabilir. θ, θ1 ve θ2 aç�lar� ve g0, gθ1 , gθ2

fonksiyonlar� bir önceki örnekteki gibi seçilirsin. ε0 > 0 say�s� Dε0 dairesinde,

belki 0 d�³�nda, f 'nin hiç bir tekil noktas�n� içermeyecek kadar küçük seçilsin.

f0(z) := g0(z)R(z) = zαf(z), f1(z) := gθ1(z)R(z) ve f2(z) := gθ2(z)R(z) olmak
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üzere bu kez, 0 < ε < ε0, r > r0, η′εr ve η
′′
εr bir önceki teoremdeki gibi olmak

üzere ∫
dεr

f1(z)dz =

∫ r

ε

xαf(x)dx ve
∫
−dεr

f1(z)dz = −
∫ r

ε

xαei2παf(x)dx

olur. Bir önceki teoremde oldu§u gibi

lim
r→+∞

∫
C′

r

f1(z)dz = 0 ve lim
r→+∞

∫
C′′

r

f2(z)dz = 0

kolayca görülür. E§er 0 noktas�nda R holomorfsa

lim
ε→0

∫
C′

ε

f1(z)dz = lim
ε→0

∫
C′′

ε

f2(z)dz = 0

oldu§u bir önceki teoremin kan�t�nda oldu§u gibi kolayca görülür. �imdi f 'nin

0 noktas�nda birinci dereceden bir kutup noktas� oldu§unu varsayal�m. Bu du-

rumda zf(z) fonksiyonu 0 noktas�na holomorf geni³letilebilece§inden bu nok-

tada yerel s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla ε0 daha ba³yan yeterince küçük seçilirse bir

m > 0 ile her z ∈ Dε0 için |zf(z)| ≤ m olur. Bu durumda∣∣∣∣∫
C′

ε

f1(z)

∣∣∣∣ ≤ θεεα ∥f∥C′
ε
≤ θεαm −→

ε↘0
0

elde edilir. Benzer biçimde limε→0

∫
f2(z)dz = 0 kan�tlan�r. Böylece

2πi
∑
a∈C∗

res(f, a) = 2πi
∑

a∈I(η′εr)

res(f, a) + 2πi
∑

a∈I(η′′εr)

res(f, a)

= 2πi
∑

a∈I(η′εr)

res(f1, a) + 2πi
∑

a∈I(η′′εr)

res(f2, a)

=

∫
η′εr

fφ1(z)dz +

∫
η′′εr

fφ2(z)dz

=
(
1− ei2πα

) ∫ r

ε

xαf(x)dx+ Aεr

elde ederiz. lim
ε,r→+∞

Aεr = 0 oldu§undan sav elde edilir.

Örnek 10 0 < α < 1 olmak üzere

I :=

∫ +∞

0

dx

xα (1 + x)
=

π

sin πα

oldu§unu görelim. p := 1− α olmak üzere∫ +∞

0

dx

xα (1 + x)
=

∫ +∞

0

xpdx

x (1 + x)
.
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f(x) :=
1

x (x+ 1)
rasyonel fonksiyonu teorem (3.6.1) in ko³ullar�n� sa§lar.

f(z) =
1

z (z + 1)
fonksiyonunun 0 ve −1 noktalar�nda birinci dereceden kutup

noktalar� vard�r.

res(zpf(z),−1) =
(−1)p

−1
= −epiπ = − (cos pπ + i sin pπ)

oldu§undan

I =
2πi

1− ei2πp
(
−eiπp

)
=

2πi

eiπp − e−iπp
=

i2π

2i sinπp
=

π

sinπp

ve

sin pπ = sin (π − πα) = sinπα

oldu§undan sav ç�kar.

Benzer biçimde ∫ +∞

−∞
xαR(x) lnn xdx

tipinde integraller de hesaplan�r. Bir önceki tipte oldu§u gibi burada da n = 1

için yetinece§iz.

(3.6.2) Teorem . R(z) =
P (z)

Q(z)
rasyonel fonksiyonunun (0,+∞) aral�§�nda

kutup yerleri yoksa, 0 noktas�nda en fazla birinci dereceden bir kutup yeri var,

derQ ≥ derP + 2 ve 0 < α < 1 ise∫ +∞

0

xαR(x) ln xdx =
2πi

1− e2παi

∑
a∈C∗

res (zαR log, a)+
π2

sin2 (πα)

∑
a∈C∗

res (zαR, a)

(3.19)

Kan�t . Uygun seçilmi³ η′εr ve η
′′
εr kapal� e§rileriyle gθ1Rlθ1 ve gθ2Rlθ2 fonksiy-

onlar�na rezidü teoremini uygular�z. Art�k dikkat edilmesi gerekenin (3.12) ile∫
dεr

gθ1(x)R(x)lθ1(x)dx =

∫ r

ε

xαR(x) ln xdx ve∫
dεr

gθ2(x)R(x)lθ2(x)dx =

∫ r

ε

xαei2παR(x) (lnx+ i2π) dx

oldu§undan∫
dεr

gθ1Rlθ1 −
∫
dεr

gθ2Rlθ2 =
(
1− ei2πα

) ∫ r

ε

xαR ln−2πiei2πα
∫ r

ε

xαR

e³itli§inde dikkat etmektir. Böylece di§er kan�tlarda oldu§u gibi

2πi
∑
a∈C∗

res (zαR log, a) =
(
1− ei2gpα

) ∫ r

ε

xαR(x) ln xdx

− 2πiei2πα
∫ r

ε

xαR(x)dx+ Aεr
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elde ederiz. lim
ε→0
r→+∞

Aεr = 0 oldu§undan bu son e³itlikte ε → 0 ve r → +∞

limitine geçersek

2πi
∑
a∈C∗

res (zαR log, a) =
(
1− ei2gpα

) ∫ +∞

0

xαR(x) ln xdx

− 2πiei2πα
∫ +∞

0

xαR(x)dx+ Aεr

, dolay�s�yla ∫ +∞

0

xαR(x) ln xdx =
2πi

1− ei2πα

∑
a∈C∗

res (zαR log, a)

+
2πiei2πα

1− ei2πα

∫ +∞

0

xαR(x)dx. (3.20)

(3.18) ile ∫ +∞

0

xαR(x)dx =
2πi

1− ei2πα

∑
a∈C∗

res (zαR, a)

oldu§unu gözetirsek

2πiei2πα

1− ei2πα
2πi

1− ei2πα
= π2

(
2i

e−iπα − eiπα

)
=

π2

sin2 πα

e³itli§i kan�t� tamamlar.

Örnek 11 �imdi

I1 :=

∫ +∞

0

ln x√
x (x2 + 1)

dx ve I2 :=
∫ +∞

0

1√
x (x2 + 1)

dx

integrallerini hesaplayal�m.∫ +∞

0

ln x√
x (x2 + 1)

dx =

∫ +∞

0

√
x ln x

x (x2 + 1)
dx, ve∫ +∞

0

1√
x (x2 + 1)

dx =

∫ +∞

0

√
x

x (x2 + 1)
dx

oldu§undan, α = 1/2 ve R(z) = 1
z(z2+1)

ile çal�³aca§�z. ei2πα = eiπ = −1

oldu§undan (3.20) denklemi∫ +∞

0

xαR(x) ln xdx = iπ
∑
a∈C∗

res (zαR log, a)− iπ

∫ +∞

0

xαR(x)dx.

I1 = iπ
∑
a∈C∗

res (zαR log, a)− iπI2 =: iπS − iπI2 (3.21)
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olur. I1 ve I2 reel say�lar oldu§undan (3.21) denkleminden I1 = Rea iπS ve

I2 = ImS olur. R rasyonel fonksiyonunun 0 d�³�nda iki tane basit kutup noktas�

vard�r; bunlar ±i.

log i = l0(i) = i
π

2
ve log (−i) = l0(−i) = i

3π

2

oldu§undan

iα =
√
i = |i|α ei

1
2

π
2 = ei

π
4 =

1 + i√
2
,

(−i)α =
√
−i = |−i|α ei

1
2

3π
2 = ei

3π
4 =

−1 + i√
2

olur. Dolay�s�yla

S =
∑
a∈C∗

res (zαR log, a) = res (zαR log, i) + res (zαR log,−i)

=
1 + i√

2

iπ

2

1

i (i+ i)
+

−1 + i√
2

i3π

2

1

(−i) (−i− i)
=

π√
2
+ i

π

2
√
2

oldu§undan

I1 = Rea iπS = − π2

2
√
2
ve I2 = ImS =

π

2
√
2

olur.
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SONUÇ :

Rezidü Teoremi ispat�yla beraber ele al�nd�. Daha sonra Rezidü Teoremi yard�m�yla∫ 2π

0

R (sin t, cos t) dt ,
∫ +∞

−∞
f(x)dx ,

∫ +∞

−∞
f(x)eisxdx ,∫ +∞

0

f(x)dx ,
∫ +∞

−∞
xαf(x)dx bu be³ tip reel integralin

nas�l hesaplanmas� gerekti§i gösterildi.
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