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OZET

Bu calismada diferansiyel denklemlerin temel kavramlarma yer verilerek, birinci ve
ikinci mertebeden lineer ve sabit katsayili diferansiyel denklemlerin genis uygulama alani

buldugu problemlerin ¢éziimleri ele alinmistir.

Bu problemler; mekanik problemleri, mukavemet problemleri, hiz problemleri,
elektrik-devre problemleri, elektromagnetik-indiiksiyon problemleri ve titresim hareketi gibi
toplam 32 problemin anilan diferansiyel denklemler yardimiyla ¢ézlimlerine ayrintili olarak

yer verilmistir.
Bunlarm fen ve miihendislik dallarinda uygulanmasinin yani sira, giinliilk yasamda ve
sosyal hayatta karsilasilan en 6nemli 6rneklerinin niifus artis hiz1 ve bir bulagici hastaligin

yayilma hizi gibi problemler oldugu saptanmistir.
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SUMMARY

In this work, the solutions of problems which have wide application areas of linear
differential equations of first order and linear differential equations with constant coefficients
of second order have been investigated by giving the fundamental concepts of differential

equations.

The solutions of these total 32 problems, such as mechanical problems, resistance
problems, velocity problems, circuit problems, electric-magnetic induction problems,
vibration motion problems, by mentioned differential equations, have been taken place in

details.
In addition to the applications of these in science and in engineering areas, that the
most important examples faced in daily life and in social life are the increasement of the

population and the spreading speed of contagious disease has been determined.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, ozellikle birinci ve ikinci mertebeden lineer
diferansiyel denklemler, teorik ve pratik bakimdan biiyiik 6nem tasimakta, biitiin fen
ve mithendislik bilim dallarinda, bazen sosyal bilimlerde ve daha bir¢ok bilim
dalinda ¢ok genis bir uygulama alan1 bulmaktadir.

Once problemi matematiksel ifadelerle formiile etmek, daha sonra da
problemle ilgili bazi simir ve baslangi¢ sartlarmi kullanarak problemin ¢6ziimiini
olusturan fonksiyonu bulmak gerekir. Bilinen bir problemi formiile eden bu
matematiksel ifadeler bazen aranan fonksiyonun en azindan birinci mertebeden veya
daha yiiksek mertebeden tiirevlerini icermektedir. Iste bu gesit matematiksel ifadelere
diferansiyel denklem denir.

Bu calismanm 2. bolimiinde diferansiyel denklemlerle ilgili tanimlara,
diferansiyel denklemlerin 6rnekleriyle siniflandirilmasina yer verilmistir. 3. boliimde
birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin, 4. boliimde ise ikinci mertebeden sabit
katsayili lineer diferansiyel denklemlerin bazi uygulama alanlarma genel ¢oziimler

elde edilerek ornekler verilmistir.



2. DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE TEMEL
KAVRAMLAR

Bu boliimde diferansiyel denklemler ile ilgili bazi temel kavramlara yer

verilecektir.

Tanim 2.1

Matematikte birbirine bagh olarak degisen biiyiikliiklere degiskenler denir.
Bir degiskenin diger bir degiskene gore degisme oranina kaba tabirle tiirev

denir. Tirevlerini i¢ginde bulunduran denklemlere diferansiyel denklem denir.

Tanim 2.2

Bir diferansiyel denklem eger bir tek bagimsiz degiskenden olusan tiirevleri
bulunduruyorsa bu tiir diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler denir.
Genel olarak bagimli degiskeni y, bagimsiz degiskeni x olan bir adi diferansiyel

denklem,

FO,YY,Y",....y™)=0

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Ornek 2.1

Asagidaki diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemlere birer

Ornektirler.

ﬂ:x+5

dx



2
d Z+3d—y+2y=0
dx dx

Tanim 2.3

Eger bir diferansiyel denklem bir veya birden fazla bagimsiz degiskenin
kismi tiirevlerini bulunduruyorsa bu tiir diferansiyel denklemlere de kismi tiirevli
diferansiyel denklemler denir. Genel olarak bagimli degiskeni u, bagimsiz
degiskenleri x ve y olan bir kismi diferansiyel denklem,

Uy,..)=0

F(x, Y,U, Uy, Uy, Uy Uy,

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Ornek 2.2

Asagidaki diferansiyel denklemler kismi tiirevli diferansiyel denklemlere
birer 6rnektirler.
ou ou du
7t~ t—5=0
ox® oy- oz

o%u  ou
—2+—=0
oX°~ oy
Tanim 2.4

Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek tiirev mertebesine o

diferansiyel denklemin mertebesi denir.

Tanim 2.5

Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin derecesine

o diferansiyel denklemin derecesi denir.

Ornek 2.3

Asagidaki Orneklerde birkac diferansiyel denklemin mertebe ve dereceleri

gosterilmistir.



X’y —y'x=0 ; 1. mertebe ve 1. dereceden

2 4
d Z + 3X(ﬂ) -3y=0 ; 2. mertebe ve 1. dereceden
dx dx
0? 0? 0
—l: S8 My ; 2. mertebe ve 1. dereceden
OX~ Oxoy oy
(y) =@+yy ; 2. mertebe ve 2. dereceden
(y) +(y') —4y=4x+1 ; 2. mertebe ve 3. dereceden
2 4
d—z + 3% —-5xy =x+1; 2. mertebe ve 4. dereceden
dx dx
y"=3(y")’ +y —4y=sinx ; 3. mertebe ve 1. dereceden
n\2 32 m
(1+(y ) y = ky ; 3. mertebe ve 2. dereceden
Tamm 2.6

Bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan her y=f(x) seklindeki
fonksiyona diferansiyel denklemin ¢6ziimii yada integrali denir. Bir diferansiyel
denklemi ¢6zmek demek, tiirevleri ile birlikte diferansiyel denklemde yerlerine
konuldugunda, denklemi 6zdes olarak saglayan tiim fonksiyonlar1 bulmak demektir.
Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri genel, 6zel ve tekil olmak iizere {ig tiirdedir.

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde n tane keyfi sabit
bulunur. Ozel ¢dziimler ise, genel ¢oziimlerde ad1 gegen keyfi sabitlere 6zel degerler
verilerek elde edilir. Ayrica bazi diferansiyel denklemlerin bu denklemi saglayan
fakat genel ¢oziimlerden elde edilemeyen bir yada birka¢ ¢oziimii daha olabilir. Bu
coziimlere de tekil yada singiiler ¢oziimler denir.

Ornegin y” +y* =1 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii y=sin(x+c) dir.
¢ = n/2 i¢in y=cosx seklinde bir dzel ¢oziim elde edilir. Ote yandan y = + 1 de bu
denklemi saglar. Fakat bu ¢ozlimler y=sin(x+c) genel ¢ozliimiinden elde edilemezler.
Bu nedenle y =+ 1 ¢oziimleri tekil ¢oztimlerdir.

y=sin(x+c) ifadesi bir egri ailesi gdsterir. Bu egrilere diferansiyel denklemin
integral egrileri denir. Bu egrilerin tiimii ayn1 geometrik 6zellige sahiptir. Ciinkii bu

egriler iizerindeki herhangi bir (x,y) noktasmin koordinatlar1 ve bu noktadaki tegetin



y' egimi y? + y* = 1 diferansiyel denklemini saglarlar. Tekil ¢6ziim, ¢oziimil

olusturan egri ailesinin zarfidir.

Tanim 2.7

Bir diferansiyel denklemin bagimsiz degiskeni ve tiim tiirevleri birinci
dereceden ise, diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir.

Eger bir denklem, bagimli degisken y’nin veya herhangi bir tiirevinin ikinci
veya daha biiyiik dereceden kuvvetlerini igeriyorsa veya y ve y’nin tiirevlerinin
carpimin1 iceren terimler iceriyorsa bu denkleme lineer olmayan diferansiyel
denklem denir.

Daha genel bir ifadeyle bir diferansiyel denklem,

yO + f )Y + )y 4+ ()Y = R(X)
formunda ifade edilebiliyorsa denkleme lineer diyecegiz. Aksi halde lineer degildir.

Bu denklemde eger R(x)=0 ise lineer diferansiyel denklem homojendir.

R(x)#0 ise homojen olmayan diferansiyel denklem adini alir.

Ornek 2.4

Asagidaki 6rneklerde birka¢ diferansiyel denklemin lineer olup olmadiklar1

ve homojen olup olmadiklar1 gosterilmistir.

y"+3y=0 ;2. mertebeden lineer, homojen,

y"+3y =2x+sin X ;2. mertebeden lineer, homojen degil,
y"+3yy'=0 ;2. mertebeden lineer degil,

y” +sinxy’+cosy =e?*; 3. mertebeden lineer degil, homojen degil

Tanim 2.8

Diferansiyel denklemler bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilarinin
durumuna gore de smiflandirilmaktadir. Eger bu katsayilar birer sabit ise sabit
katsayili diferansiyel denklem, eger bagimsiz degiskene bagli fonksiyonlar ise
degisken katsayili diferansiyel denklemler denir.



Ornek 2.5

Sabit katsayili diferansiyel denklem ve degisken katsayili diferansiyel

denklemlere 6rnekler asagida verilmistir.

d . : :
d—y = Sec X ; Sabit katsayili diferansiyel denklem,
X
d?y _dy . : .
e + 3d— +5y=4x-1 ; Sabit katsayil1 diferansiyel denklem,
X X
2
% +3s=/nt ; Sabit katsayili diferansiyel denklem,
d?y dy .
—5+(3x+1)—=-3y=0 ;  Degisken  katsayili  diferansiyel
dx dx
denklem,
d?y dy .
7xd—2 — 8Xd— —3y = x—3 ; Degisken katsayil1 diferansiyel denklem.
X X



3. BIRINCi MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN UYGULAMALARI

Fiziksel bilimler, biyolojik bilimler, sosyal bilimler ve miihendislik
bilimlerinde karsilagilan pek c¢ok sayida problemin ¢6ziimiinde diferansiyel
denklemler ¢cok énemli bir yer tutar. Oyle ki, bazi doga kanunlari dogrudan birer
diferansiyel denklemle ifade edilir.

Hangi tiir problemle karsilasilirsa karsilasilsin ilk i problemi matematiksel
olarak ortaya koymak, bagka bir deyisle probleme uyan diferansiyel denklemi
yazmaktir. Sonra, denklemin ¢oziimii problemle birlikte ele alinir ve gerekli yorum
yapilir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin uygulama alani ¢cok genistir.

Bu boéliimde, her biri birinci mertebeden birer lineer diferansiyel denklemle

ifade edilebilen problemlerden bazilar1 ele alinacaktir.

3.1. Dik Yoriingeler

Xy- diizleminin bir D bolgesinde tanimlanmis bir egri ailesi,

f(x,y,c)=0 (3.1)
denklemi ile ifade edilir. Burada ¢ bir parametredir ve ¢ nin her degeri yeni bir egriyi
ifade eder. Bu egriler birlikte bir egri ailesi olusturur.

Bir egri ailesinin egrilerinin her birini ayn1 bir 0 acis1 ile kesen bir egri
diistiniilebilir. Bu egriye, adi gecen egri ailesinin 0-ydriingesi denir. Verilen egri
ailesine bagl olmak iizere eger 0 agis1 90° olursa bu ydriingeye dik yoriinge denir.
Verilen bir egri ailesinin 0-ydriingesini bulmak igin bu ailenin f(x,y,y')=0
diferansiyel denkleminden yararlanilir. Bu diferansiyel denklemin bir c integral

egrisi ile O—egrisinin bir P(x,y) noktasinda kesistigini varsayalim. Sekil 3.1°de

7



gorildiigl iizere 6—egrisi Oyle bir egridir ki, P(x,y) noktasinda bu egriye teget olan

dogru, ayn1 noktada c—integral egrisine teget olan dogru ile 6 agis1 yapmaktadir.

c-integral egrisi

A

0 egrisi

0

NY

Sekil 3.1. iki egri arasindaki ac1

Acik¢a goriilmektedir ki (3.1) denkleminde, ¢’nin her noktasinda ayr1 bir y’

degerini vermektedir. Boylece her nokta icin bir (x,y,y’) U¢liisii vardir. Diger taraftan
0-egrisi iizerinde, her nokta igin (X,y,y’) {gliisii tanimlanabilir. Burada X ve y
kesisme noktasnin koordinatlarini, Y ise 0—egrisinin  tegetinin  egimini
gostermektedir. Bu demektir ki, P noktasinda,

X=X, y=Y, y' =tang, y'=tang
dir. Bu durumda Y ve Y’ arasinda,

y' =tang =tan(¢ — 0)
yazilabilir. Buradan,

tang—tand  y'—tand

"=tan(p—0) = =
Y #=0) l+tang.tand 1+Yy'.tand

bagintisi elde edilir.

Bu durumda, bir 6—yoriinge egrisi P(x,y) noktasinda,

, ~ ~ Yy —tan@
f Xl ’ :f X1 v T ~, .~ :O
(xy.¥) ( y 1+y'.tan«9)

bagmtisini saglayacaktir.
Bu demektir ki, (X,¥,¥') yerine (x,y,y") yazilirsa 0-ydriinge egrisinin

diferansiyel denklemi olan,

y'—tané
fl x,y,——1|=0
( y1+y’.tan0] (3-2)

denklemi elde edilir. Ozel olarak, dik yoriinge hali i¢in,



y'—-tangd 1

| =
99§1+ y'.tand y

!

bulunur.
Oyle ise (3.2) diferansiyel denklemi,

f(x, y,—i,j =0
y

sekline doniisiir.
Sonug olarak, verilen egrinin diferansiyel denklemi,
P(x, y)dx +Q(x, y)dy =0

seklinde ele alinirsa, burada,

% yerine —g_§
yazmak suretiyle,

Q(x, y)dx - P(x, y)dy =0
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ile ifade edilen egri ailesi
de, ilk verilen egri ailesinin dik yoriingesini teskil eder.

Fizik ve miihendislik bilimlerinde birbirine dik egri aileleri ile ilgili
problemlere sik sik rastlanir. Asagidaki orneklerde bu problemlerden bazilari ele

almacaktir.

Ornek 3.1

x> +y?=c®, c>0 (3.3)
egri ailesi, ayn1t O merkezli ve c yarigapli cemberlerdir. Bu egrilere dik olan egri
ailesini bulalim.

O noktasina pozitif ylikli bir elektriksel nokta-yiik koydugumuzu diistinelim.
xy-diizleminde elektriksel potansiyel siddeti ayni olan noktalarin geometrik yeri ¢
yarigapli bir gemberdir. Oyle ise, yukarida verilen egri ailesi, ad1 gegen es potansiyel
egrilerin matematiksel ifadesinden bagka bir sey degildir.

(3.3) denklemi ile verilen fonksiyonun diferansiyeli alinirsa,

2xdx +2ydy =0
elde edilir. Bu egri ailesine dik olan egri ailesinin diferansiyel denklemi ise,

ydx — xdy =0



olur. Buradan,

d _dy
X y
y=mX (3.4)

elde edilir. (3.4) denklemi, orijinden ¢ikan ve xy-diizleminde her dogrultuda uzanan
dogrular ailesidir. Her iki ailenin birbirine dik olan egrileri Sekil 3.2’de birlikte
gosterilmistir. Burada y=mx denklemi ile ifade edilen dogrular, elektrik alanmnin

orijinden ¢ikan ve xy-diizleminde uzanan kuvvet ¢izgilerini temsil etmektedir.

m=-2 m=2

> X
Sekil 3.2. Cember ve dogru ailesi
Ornek 3.2
Her birinin tepe noktasi O noktas1 olan,
y? = 4cx (3.5)

parabollerine dik olan egri ailesini bulalim.

Once, (3.5) denkleminin her iki tarafinin x’e gére tiirevi alinrr ve ¢ yok

edilirse,

2xdy —ydx =0 (3.6)
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde,

dy yerine — dx

dx dy

yazilirsa, (3.5) numarali denklemle verilen egri ailesine dik olan egri ailesinin

diferansiyel denklemi,

10



2xdx +ydy =0 (3.7)
olarak bulunur. Bu denklemin integrali alinirsa,
2x* +y* =m? (3.8)
elde edilir. Buradan goriilityor ki, aranan egri ailesi O merkezli bir elips ailesidir. Her

iki egri ailesi Sekil 3.3’te birlikte gosterilmistir.

y

w
*

Sekil 3.3. Elips ve parabol ailesi

Ornek 3.3

ex? +y? =1 (3.9)
denklemi ile verilen egrilere dik olan egriyi bulalim.
Bundan 6nceki 6rnek problemlerden farkli olarak bu defa (3.9) denkleminin

tlirevi almirsa,

cx+yy' =0 (3.10)
bulunur. (3.9) ve (3.10) denklemleri arasinda c yok edilirse,

A=y +xyy =0

elde edilir. Burada, y’ yerine

yazilirsa, dik yoriinge egri ailesinin diferansiyel denklemi,
@-y)-2 =0
y

veya
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(1—y*)dy = xydx
bulunur. Bu denklemin integrali alinirsa,

x> +y>—Iny?>=m
ooy (3.11)

elde edilir.

3.2. Mekanik Problemleri

Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin en 6nemli uygulama
alan1 elemanter mekaniktir. Bu kisimda, bir rijid cismin Newton’un ikinci hareket
kanununa uyan dogrusal hareketi ile ilgili baz1 problemler ele alinacaktir.

Bilindigi gibi Newton’un ikinci hareket kanunu,

F :mazi(mv):@
dt dt

seklinde ifade edilir. Burada m rijid cismin kiitlesi, F cisme etki eden sabit kuvvet, a
cismin hareketinin ivmesi, v hiz ve p cismin momentumudur. Kuvvet sabit oldugu
zaman a ivmesi sabittir ve bu durumda cismin hizi zamana bagli olarak degisir.
Gidilen yol x ile ifade edildigi zaman cismin V ani hizi

dx

dt

olarak tanimlanir.

Ornek 3.4

Kiitlesi m olan bir cisim yerden oldukc¢a yiiksekte bulunan bir noktadan ilk
hizs1z olarak serbest diigmeye birakiliyor. Cisme etki eden yer ¢ekim kuvveti sabit ve
hava direncinin cismin hizi ile orantili oldugu kabul edildigine gore, herhangi bir t
aninda cismin baglangi¢ noktasindan hangi uzaklikta oldugunu ve o anda hangi hizla
hareket ettigini bulalim.

Sekil 3.4’te gorildiigi gibi, pozitif x ekseni boyunca asag1 dogru diigmekte
olan cisim bir t aninda O baglangi¢c noktasindan x kadar uzakta ve bir v hiz1 ile
hareket etmekte olsun. k pozitif bir katsay1 olmak iizere, cisim Vv hiz1 ile agag1 dogru
hareket etmekte iken cismin hareketine engel olmaya ¢aligan hava direnci cismin hiz1

ile orantilidir ve kv’ye esittir. Cisme etki eden yergekimi kuvveti de mg olduguna
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gore, t aninda cisme etki eden toplam kuvvet (mg — kv) olur. O zaman, Newton’un

ikinci hareket kanununa gore,

S

XV

Sekil 3.4. Serbest diisme

—+—Vv=g (3.12)

yazilir. (3.12) denklemi, birinci dereceden sabit katsayili lineer bir diferansiyel

denklemdir. Bu denklem kolayca ¢oziiliir ve

mg —Kt/m

V=T+cle (3.13)

elde edilir. t=0 aninda cismin hiz1 (ilk hiz) sifir oldugundan,

0=m+cl
k
ve buradan
mg
C, =——
! k

bulunur. ¢;’inbu degeri denklem (3.13)’de yerine yazilirsa,

v =%(1—ek“m) (3.14)

elde edilir. Burada t— oo i¢in V’nin alacagi deger v, (limit hiz1) ile gosterilir ve
denklem (3.14)’den

_mg

A K

bulunur.
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Ayrica ifade edelim ki, hava direnci cismin hiz1 ile orantili olduguna gore
cismin hiz1 arttik¢a hava direncide artacak ve bir siire sonra hava direnci cisme etki
eden yer ¢ekim kuvvetine esit olacaktir. Bu duruma ulasildiginda cisme etki eden
toplam kuvvet sifir olacagindan, o andan itibaren cismin hizi degismeyecek ve sabit

kalacaktir. Cismin bu hizi limit hiz olarak tanimlanir. Bu durumda,

mg — kv,;=0
olacagmdan, limit hizin degeri yukarida oldugu gibi
mg
v, = —
bk
bulunur.

t aninda cismin O’dan uzakligin1 bulmak i¢in, (3.14) denkleminde

dx
V=—
dt

yazilir ve integral alinir. Problemin ifadesinde verilen baslangic sartlarindan biri olan

x(0)=0 sart1 kullanilarak integral sabitinin degeri bulunur ve sonug olarak,

2

x="9; MY@[_gwm) (3.15)
k k?
elde edilir.
Ornek 3.5

Kiitlesi m olan bir cisim yer kiiresi iizerinde bir yerden yukariya dogru bir vg
ilk hiz1 ile firlatiliyor. Hava direncini ihmal ederek, cismin bir daha yer kiiresine geri
donmemesi i¢in vp ilk hizinin ne olmasi1 gerektigini bulalim.

Bu defa x-ekseninin pozitif yonii yukar1 dogru olsun. Hava direnci ihmal
edildigine gore, burada hareketi etkileyen tek kuvvet F yercekim kuvvetidir. Bu
kuvvetin degeri ise, Newton’un Evrensel Cekim Kanununa gore degismektedir. Bu
durumda, yerkiiresi iizerinde yer¢cekim ivmesinin degeri g ile, yerkiiresinin kiitlesi M

ve yaricap1 R ile gosterilirse, Evrensel Cekim Kanununa gore,

mM
mg=G o2
ve buradan,
2
=R
M

14



bulunur. t aninda, cismin yerkiiresinden olan uzakligi x ve hiz1 v olsun. Buna gore

hareket denklemi,

md%——G mM
dt? (x+R)’
veya
dv_  gR® 3.16
dt  (x+R) (3.16)

olur. Goriilityor ki, (3.16) denklemi v, x ve t gibi ii¢ ayr1 degisken icermektedir. v’nin
degeri yalniz x cinsinden ifade edilmek istenirse, asagidaki sekilde t elimine edilir.
Burada,

dv_dvox_ dv

dt dx dt dx

oldugundan, bu deger yukaridaki (3.16) denkleminde yerine yazilirsa,

dv gR?
V— =— 5
dx  (x+R)
bulunur. Bu denklem degiskenlerine ayrilarak integrali alinirsa,
1, gR?
—V- =—"—+c¢C
2 X+ R (3.17)

elde edilir. t = 0 aninda x = 0 ve ilk hiz vp oldugu g6z Oniine alinarak bu degerler

(3.17) denkleminde yerine yazilirsa,

c:%ﬁ—gR

bulunur. Boylece bulunan ¢ degeri (3.17) denkleminde yerine yazilirsa,

29R*?
X+R

v? =v2 —2gR+

(3.18)

elde edilir. (3.18) denklemi, Sekil 3.5’te goriildiigli lizere x’e bagli olarak cismin
yerden uzaklagsma hizini verir.

Cismin geri donmemesi i¢in her yerde v degerinin pozitif olmasi
gerekeceginden, bu sart1 saglayan ilk hiz degeri ve ile gosterildiginde,

vZ—-2gR>0
sart1 saglanmalidir. Oyle ise, cismin tekrar yerkiiresine dénmemesi igin cismin atis
hizinin en az,

vV, =./20R

e
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olmasi gerekir.

Sekil 3.5. Dikey atis

MKS sisteminde (Uluslararas1 Birim Sistemi), g=9,8 m/sn®> ve R=6,3.10° m

oldugundan v¢=11,1.10° m/sn bulunur.

Ornek 3.6

Yatayla 37° ac1 yapan bir egik diizlem iizerinde bulunan bir cisim, egik
diizlem boyunca ve yukar1 dogru vo=12 m/sn’lik bir ilk hizla firlatiliyor. Cisim ile
egik diizlem arasinda siirtlinme katsayis1 p=0,25 olarak biliniyor. Buna gore cismin
egik diizlem boyunca hangi uzakliga kadar gidebilecegini ve cisim atildig1 noktaya
geri dondigiinde hizinin ne olacagmi bulalim (g=10 m/sn” alalim).

Sekil 3.6’da goriildiigli gibi, cisim firlatildiktan t sn sonra egik diizlem
tizerinde O’dan x uzakliginda bir P noktasinda v hizi ile hareket halindedir. Cisim
agirhigimin egik diizlem dogrultusunda ve egik diizleme dik dogrultudaki bilesenleri

ve siirtiinme kuvveti gozoniine alindiginda, cismin hareketinin diferansiyel denklemi,

dv ]
ma =-mgsina — x.Mmg cos

(3.19)
veya
dv .
— =—(sina+ u.cosa)g
dt
olur. integral almirsa,
v=—g(sina+ucosak+c (3.20)
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bulunur. v(0)=v, baslangig sart1 (3.20) denklemine uygulanirsa,
V=V, —g(sina + scosalt (3.21)

elde edilir. Bu denklem, herhangi bir t aninda cismin hizin1 veren ifadedir.

Sekil 3.6. Egik atis

Denklem (3.21)’de v = dx/dt yazilir ve integral alinirsa,
X = V,t —%g(sin o+ p.cosalt’ +c,

bulunur. Bu denkleme x(0)=0 baslangi¢ sart1 uygulanirsa c,=0 olur. Buna gore,
x=v0t—%g(sinoury.cosac)t2 (3.22)

elde edilir.

Acikga goriiliiyor ki, (3.21) ve (3.22) numarali denklemler, cismin hareketi ile
ilgili tim bilgiyi igermektedir.

Problemin ifadesinde verilen degerler Denklem (3.21)’de yerine yazilirsa,

v=12-10.(0,6 +0,25. 0,8).t

v=12-8t (3.23)
elde edilir. Bu denklem, cismin zamana bagli olarak hiz ifadesini verir. Burada v=0
yazilirsa, cismin duruncaya kadar gegen zaman t=1,5 sn bulunur. Problemde verilen
degerler (3.22) denkleminde yerlerine yazilirsa bu denklem,

x=12t- 4t
seklini alir. Burada t=1,5 sn yazilirsa, x=9 m bulunur. Bdylece cismin hangi uzakliga
kadar gidebilecegini bulmus oluruz.

Cisim atildig1 noktaya geri dondiigliinde hizinin ne olacag: ile ilgili hareket

denklemi,

ﬂ—gsina— gcosa =4
dt #
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seklinde yazilir. Bunun anlami, geri doniiste, cismin egik diizlem boyunca asagi

dogru hareketinin ivmesi 4 m/sn”’dir. Bu denklemde,

dv.  dv

—=V—

dt  dx

yazilirsa,
v.dv = 4.dx
2

v _ 4x+cC

2

bulunur. x=0 i¢in v=0 baslangi¢ sart1 bu denkleme uygulanirsa ¢=0 olur. Boylece,
geri doniis hareketinde x’e bagli olarak v’nin degerini veren ifade,

V2 =8.X
elde edilir. Burada x=9 m yazilirsa, cismin O noktasmna varis hizi v=8,48 m/sn

bulunur.

Ornek 3.7

Kiitlesi m olan bir cisim Sekil 3.7°de gorildiigii gibi R yaricaplh ¢eyrek
cember seklindeki siirtiinmesiz bir AB ray1 lizerinde hareket etmektedir. Cisim A
noktasindan yukari1 dogru firlatildigi anda hizi vp ve B’ye ulastiginda 0’dir. O
merkezli AB yay1 diisey diizlem i¢inde yer almaktadir. Bu verileri géz Oniine alarak

cismin bulundugu yere bagli olarak hizin1 bulalim.

YA

v
B

m
PN
l mg
R S
0 PE.=0 -

O A X

Sekil 3.7. Dairesel hareket
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A noktasindan vy baslangi¢ hiz1 ile firlatilan cisim bir t zamani sonunda P
noktasindan v hizi ile gegmektedir. OP’nin x-ekseni ile yaptig1 a1 8’dir. Cismin mg

agirhiginin teget dogrultusundaki bileseni mgcos6 oldugundan hareketin denklemi,

md—z'S =—mgcosé
dt?

veya
m %(%) = —mg cos & (3.24)

olur. Burada s, cismin A’dan itibaren uzakligini, diger bir ifadeyle AP yaymin
uzunlugunu ifade etmektedir.

ds dv_dv

— =V ve —=V—

dt dt ds
oldugundan, (3.24) denklemi,

dv
mvE =—mgcos & (3.25)

seklinde yazilir. Diger taraftan, ds=Rd6 oldugundan, hareketin diferansiyel denklemi,
mvdv =—-mgRcos &g (3.26)

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa,
%mv2 +mgRsind=E (3.27)

olur.

Bu denklemde, 6’ya bagli olarak v’nin degeri elde edilir. E, integrasyon
sabitidir. Burada birinci terim, cismin bulundugu yerdeki kinetik enerjisini ve ikinci
terim ise aymi yerdeki cismin potansiyel enerjisini ifade eder. O halde (3.27)

denklemi “Enerjinin Korunumu Prensibi” nin ifadesinden bagka bir sey degildir.

3.3. Hiz Problemleri

Genel olarak hiz denildigi zaman birim zamanda gidilen yol akla gelir. Bunun
disinda hiz, bir fiziksel biiylikliikkte birim zaman i¢inde meydana gelen degisme
olarak tanimlanir. Ornegin, bir radyoaktif elementin miktar1 zamana bagli olarak
azalir ve birim zaman i¢inde meydana gelen azalma miktarina bu radyoaktif

elementin bozunma hiz1 denir. Herhangi bir cismin biiylime hizi, bir kimyasal
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reaksiyonun hizi, diflizyon hizi, bir ortamda 1smnin yayilma hizi, bir karigimin olugsma
hiz1, hastaliklarm yayilma hiz1 vs. hep ayn1 ve benzer sekilde ifade edilir. Oyle ise,
zamana bagl olarak degisik degerler alan bir fiziksel biiyiikliik Q(t) ile gdsterilirse,
bir dt zaman araliginda Q’da meydana gelen degisme dQ olur ve bu durumda Q’niin
degisme hizi, dQ/dt seklinde tanimlanir. Bu nedenle uygulamada karsilasilan bazi hiz
problemlerini, birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimii olarak

kolayca ¢oziimleyebiliriz.

Ornek 3.8

Bir radyoaktif element olan toryum-234 (Th?**

) izotopu f -isinlar1 yayarak
Pa234’ye dontismektedir. Bu izotopun bozunma hizi, elementin mevcut miktar: ile
dogru orantilidir. Ayrica, 100 miligram Th-234 izotopundan bir hafta icinde geriye
82,04 miligram kaldig1 bilindigine gore, herhangi bir t aninda geriye ne kadar Th-234
kaldigin1 ve mevcut miktarin yartya inmesi i¢in ne kadar zaman ge¢gmesi gerektigini
bulalim.

Problemin ¢6ziimiinii veren diferansiyel denklem, bir baglangic—deger

problemi olarak,

%—? =kQ Q(0) = 100 (3.28)

Q(7) = 82,04

seklinde yazilir. Burada t zamani giin cinsinden ve herhangi bir anda maddenin
mevcut miktar1 Q(t) ise miligram cinsinden ifade edilmistir. k katsayisina gelince bu
problemde, zaman gectikce madde miktar1 azaldigindan k katsayisi bir negatif
sayidir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii,

Q = ce" (3.29)
dir. Burada baslangic sartlarindan ilki uygulanirsa ¢ = 100 bulunur. Bu deger (3.29)
denkleminde yerine yazilir ve ikinci baslangi¢ sart1 fonksiyona uygulanirsa

82,04 = 100.e™
ve buradan,

k= '”Oﬂ = - 0,0283™ (giin)

elde edilir. k’nin bu degeri (3.29) denkleminde yerine yazilirsa,
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Q(t) = 100.e0028% (3.30)
olur. Herhangi bir t aninda geriye ka¢ miligram Th-234 kaldig1 denklem yardimiyla
kolayca bulunur.

Bir radyoaktif elementin miktarini yariya inmesi i¢in gegen zamana o
elementin yar1 6mrii denir ve T ile gosterilir. Bu durumda Denklem (3.30)’da

50 = 100.e %257
seklinde yazilir. Buradan,

— In2
0,0283

= 24,5 giin bulunur.

Ornek 3.9

Newton’un soguma kanununa gore, soguyan bir cismin sicakligindaki
degisme hizi, cismin ve dig ortamin sicakliklar1 arasindaki fark ile orantilidir. Buna
gbre, zamana bagli olarak cismin sicakligini veren ifadeyi bulalim.

Herhangi bir anda cismin sicakhigmi T ile ve dis ortamin sabit kabul edilen
sicakligini da Ty ile gosterelim. O zaman, cismin sicakligmi zamanin fonksiyonu

olarak veren diferansiyel denklem,

ar _ -k (T-Tq) (3.31)
dt

olur. Burada k pozitif bir katsayidir. Denklem (3.31) yeniden diizenlenirse,
?j_-lt- + kT =KT, (3.32)

yazilir. T(0)=Ty baslangi¢ kosulu kullanilarak Denklem (3.32) ¢oziiliirse,
T=Ta+ (To-Ta) €™

elde edilir.

Ornek 3.10

Bir tank, t=0 aninda i¢inde Qg kg tuz i¢eren 100 It tuz ¢ozeltisi ile doludur.
Litresinde 1/3 kg tuz bulunan bagka bir tuz ¢ozeltisi 5 lt/dk’lik bir hizla tanka
akmaktadir. Karistirma ile tank i¢inde siirekli olarak homojen bir su—tuz karigimi
elde edilmekte ve karisim ayni hizla tanktan disar1 ¢ikmaktadir. t aninda tankta

mevcut tuz miktarmi veren Q(t) ifadesini bulalim.
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Herhangi bir t aninda tanktaki tuz miktarinin degisme hizi, birim zamanda
tanka giren tuz miktarindan yine birim zamanda tanktan ¢ikan tuz miktarinin farkina

esittir. Buna gore,

Q_5_5
dt 3 100
dQ ... .. . .
olur. Burada —, birim zaman i¢inde tanktaki tuz miktarinda meydana gelen artma

veya azalma miktaridir. Bu denklem yeniden diizenlenirse,

dQ 5 5

x4, 2 0== 3.33

dt 100Q 3 ( )
elde edilir.

Denklem (3.33), birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir ve

¢Ozimi,
Q®=%?+wqw (3.34)

dir. Burada c, keyfi ve sabit bir sayidir.
t=0 aninda tankta mevcut tuz miktar1 Qg kg olarak verildigine gore Q(0)=Qq
baslangig sart1 (34) denklemine uygulandiginda,

100
c=Qo- —
Qo 3
bulunur. ¢’nin bu degeri (3.34) denkleminde yerine yazilirsa,
Q — % ( 1- e-0,05t) + QO.e-O,OSI (335)

elde edilir. Burada Q’nun birimi kg ve t’nin birimi dk cinsinden ifade edilmistir.

Ornek 3.11

Sekil 3.8’deki gibi agz1 acgik derin bir kap durgun halde bulunan sivi ile
doludur. Siv1 i¢inde ylikseklige baglh olarak hidrostatik basinci veren ifadeyi bulalim.

Kap i¢inde bulunan sivinin yogunlugu p ve acik hava basimci po olsun. Sivi
icinde, kabin tabanindan itibaren x yiiksekliginde, taban alan1 A ve yiiksekligi dx
olacak sekilde silindirik bir siv1 kiitlesi géz oniine alalim. Siv1 i¢cinde x yliksekliginde
basing p ve x+dx yiiksekliginde basing p+dp olsun. Bu durumda, Sekil 3.8’de
goriildiigii gibi, silindirik sivi kiitlesine alt ylizden yukariya dogru etki eden kaldirma

kuvveti PA ve iist ylizden asag1 dogru etki eden toplam kuvvet (p+dp)A olur. Bu siv1
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Sekil 3.8. Hidrostatik basing

kiitlesine yan yiizden etki eden toplam kuvvet sifirdir. Ayrica sivi kiitlesine etki eden
yergekimi kuvveti dW = p.gAdx’ dir. Biitiin bu kuvvetlerin etkisi altinda siv1 kiitlesi
dengede bulundugundan,
pPA=(p+dp)A+p.gAdx
yazilir. Buradan,
dp _
dx

bulunur. (3.36) denklemi, sivi i¢inde derinlige bagl olarak basincin degisim hizini

-pg (3.36)

ifade eder.
Basing tabandan x; yiiksekliginde iken p; ve Xp yiiksekliginde iken p, ile
gosterilirse, (3.36) denkleminin integralinden,
P2—p1=-p.g(x2—X1) (3.37)
elde edilir. Siv1 yiizeyinde basing agik hava basinci (pg) olduguna gore, (3.37)
denkleminin yeniden diizenlenmesi halinde, siv1 yiizeyinden h derinliginde basing,
p=po+p.gh (3.38)
olur.

Ornek 3.12

n kisiden olusan bir topluluk i¢inde, p sayida insan hastalikli ve q sayida
insan hastaliksiz olarak saptanmis bulunmaktadir. Hastalik bulasici olup bir zaman
stireci icinde saglamlara da bulagsmasi olasiligi vardwr. Hasta insanlarm toplum
icindeki orant x = p/n ve saglamlarin orani ise y = g/n olur. Eger, n oldukca biiyiik

bir say1 ise x ve y birer siirekli degisken say1 gibi kabul edilebilir. O zaman, dx/dt
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hastaligin yayilma hizini ifade eder. insanlarm topluluk i¢inde serbest dolagim i¢inde
olduklar1 ve hastaligm hizinin hastalikli ve saglikli insanlarin birbiriyle fiziki temasi
ile orantili oldugu kabul edilirse, herhangi bir t aninda hastalikl1 insanlarin sayisinin
ne olacagini bulalim.

Hastaligin yayilma hizi hem x ile hem de y ile orantili oldugundan bunlarin

carpimiyla da orantilidir. Orantilik katsayis1 k ile gosterilirse,

dx
—=k 3.39
il (3.39)

olur. x + y =1 oldugundan, y yerine x cinsinden degeri yazildiginda (3.39) denklemi,
dx
— =kx(1-x
5 A=)

seklini alir. Integral alinirsa,

Inx - In(1-x) = kt+c

veya

X et (3.40)

1-x
elde edilir. Baslangic sarti x(0)=xo olarak biliniyorsa, c=xo(1-Xo) olur. Yerine
yazilirsa,

X
X = " (3.41)
X, +(L—X,)e

bulunur.

Ornek 3.13

Bir A maddesi, kimyasal reaksiyon sonucu baska bir maddeye
doniismektedir. Birim zamanda reaksiyona ugrayan madde miktari, baska bir deyisle
reaksiyonun hizi, o anda mevcut A maddesi miktariyla orantilidir. Ayrica
bilinmektedir ki, t=0 aninda mevcut madde miktar1 Qo’in 2/3’ii 30 dakika i¢inde
diger bir maddeye donlismektedir. Herhangi bir t aninda A maddesinden geriye ne
kadar kaldigmi bulalim.

A maddesi zamanla azaldigindan ve azalma hizi mevcut madde miktariyla

orantili oldugundan,

dQ
o =kQ (3.42)

yazilir. Denklem (3.42)’nin integrali alinirsa,
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Q — Ce'kt (343)
bulunur. Baslangig sartlar1 (3.43) denklemine uygulanirsa,

& — QO —30k
ve buradan,
k= i In3
30

elde edilir. Bu degerler (3.43) denkleminde yerlerine yazilirsa,

Q) =Qpe ®

olur.

Ornek 3.14

A—>R—2>§ seri reaksiyonlar1 i¢in R’nin maksimum derisimini ve bu
derisime ne zaman ulasilacagimni bulalm. (k; ve Kk, reaksiyon hiz sabitleri olup
ki=k,’dir)

A reaktifinin yok olma hizi,

dQ,
dt

Burada Qa, herhangi bir t aninda A maddesinin miktaridir. t=0 aninda Q A nin

=—KQa (3.44)

degeri Qa olarak kabul edilirse Denklem (3.44)’{in ¢oziimiinden,
Q,=Q,e™ (3.45)
elde edilir.

R ara maddesi derigiminin degisim hiz1 ise,

dQy
dt

=k Qa —k;Qgr (3.46)

olur. Qa yerine, (3.45) denkleminde verilen degeri yazilirsa,

4 1,Qq =kiQue ™

olur. k;=k; oldugundan her iki reaksiyon hiz sabiti olarak k degeri alinirsa,

dQg

S kQ, = kQ, e ™ (3.47)
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yazilir. Bu denklem, (3.31) denklemi tipinde homojen olmayan birinci mertebeden

bir adi diferansiyel denklemdir ve genel ¢oziimii,
Q,=¢e™ U kQ, e .e“dt+ cJ= e ™ (kQAOt + c)
dir. Burada c, bir integrasyon sabitidir. t=0 i¢in Qr=0 oldugundan c=0 bulunur. Bu

durumda;
QR = k(gAOte_kt (348)
elde edilir.

Qr’nin maksimum degere ulagmasi i¢in gegen zaman,

dQg =kQ,, (e_kt — kte_kt)= 0
dt
denklemin ¢6ziimiinii veren t degeridir. Buna gore,
tmax = 1
k
bulunur.
Ornek 3.15

A—5 sB—% 5C seri reaksiyonlarinda B ara iirliniiniin verimini bulalim.
(Baslangicta reaktorde sadece A reaktifi vardir.)
Kabul edelim ki, t=0 aninda Qa=Q A Qs = 0 ve Qc = 0’dir. A maddesinin

yok olma hizi,

d

-k, (3.49)
ve B’nin liretim hizi,

d

2 —kQu — Qs (3.50)

dir. (3.49) ve (3.50) denklemleri birlikte g6z 6niine alinirsa,

dQB — _1+ kZQB

dQ, k,Qa
elde edilir. B ara {irliniin verimi

Qs

Qu,

olarak tanimlandigindan, (3.49) ve (3.50) denklemleri ayr1 ayr1 ¢oziilerek
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Xg = =
QAO k1 - kz QA0 QAo
elde edilir.
Ornek 3.16

A ve B kimyasal maddeleri birbiriyle reaksiyona girerek C kimyasal
maddesini olusturuyor. C maddesinin olusum hizi, o anda mevcut A ve B madde
miktarlarmin ¢arpimina bagl olarak degismektedir. C’nin olusmasi i¢in her 1 kg B
icin 2 kg A gerekmektedir. Baslangicta A’nin miktart 10 kg ve B’nin miktar1 20 kg
ise ve 20 dakika sonra 6 kg C olusmussa, herhangi bir anda C’nin miktarini bulalim.

X miktar C maddesinde ancak 2x/3 miktar A ve x/3 miktar B’den
olusacagindan, C’nin olusma hizi,

% = k(15— x)(60 — x)
olur. Baglangig sartlar1,

1
t=0 i¢in x=0 ve t=§ icin x=6 oldugundan,

dx
I(15— x)60—x) Jrdt+c,

yazilir. Diger taraftan,

J‘ dx zj-i[ 1 B 1 ]dx=iln(60_xj
(15— x)60—x) < 45\15-x 60—x 45\ 15— x

oldugundan, yukarida yerine yazilirsa,

60 - X — Ce45kt
15-x
olur. t=0 aninda x=0 oldugundan, c=4 bulunur. Bdylece,
60 —x _ 4ot
15-x
olur. t=1/3 i¢in x=6 oldugundan,
elSk — §

bulunur. Bu deger yukarida yerine yazilirsa,
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60 — X _ 4(e!)* = 4[§j3t
15—-x 2

ve sonug olarak
3t
15|:1 - (— Zj }
3
- 3t
1 1(2)
43

Goriiliiyor ki, t — oo i¢in x=15 kg olur ki bu da beklenen bir sonugtur.

elde edilir.

Ornek 3.17

Sicakligr 100°C olan bir cisim 50°C sicakligindaki bir odaya birakiliyor ve
sogumaya terk ediliyor. 10 dk. sonunda cismin sicakliginin 90°C’ye diistiigii
goriiliiyor. Baglangi¢c anindan itibaren ne kadar zaman sonra cismin sicakliginin
60°C’ye diisecegini bulalim.

Newton’un soguma kanunu Ornek 3.9°da verilmisti. Buna gore cismin t
anindaki sicakligi,

T =50.(1+e™)
yazilir. t=10 dk. sonra cismin sicakligi T= 90°C olacagindan,

90 =50.(1+e™%)

k=0,014
bulunur. Oyle ise herhangi bir t aninda cismin sicakligs,

T = 50.(1+e %%
olur. Buradan, T = 60°C icin t bulunur.

oot =50y 1 | 60-50) .
0014 ° 50 0014 ° 50

dakika elde edilir.

3.4. Elektrik Devre Problemleri

Bir dogru akim elektrik devresinde devre elemanlar1 yalniz diiz direnglerden

olusuyorsa, devrenin herhangi bir kesitinden gecen akim siddeti zamana bagli olarak
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degismez ve sabit kalir. Eger devrede direnglerle birlikte yada diren¢ olmadan,
herhangi bir kondansatdér veya bir bobin veyahut her ikisi birlikte devre elemanlar1
olarak yer aliyorsa durum farklidir; o zaman, devreden gecen akim siddeti zamana
bagli olarak degisim gosterir. Bu durumda, Ohm Kanunu ve Kirchoff kanunlari
kullanilarak birinci mertebeden veya ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel
denklemler elde edilir. Baslangi¢ sartlar1 kullanilarak bu denklemler ¢oziildiiglinde,
herhangi bir t aninda devreden gecen I akim siddeti zamanin fonksiyonu olarak elde

edilir.

Ornek 3.18

Sekil 3.9’da verilen RC elektrik akim devresinde, (a) once S anahtarmin 1
konumuna getirilmesi durumunda, (b) yeterli siire gegtikten sonra bu defa anahtarin 2
konumuna getirilmesi durumunda devreden gegcen akim siddetinin zamana bagh
olarak nasil bir degisim gdsterdigini bulalim.

(a) S anahtar1 bosta iken sigasi C olan diizlem kondansator tamamen
yiiksiizdiir. Anahtarin 1 ucuna dokundugu baslangi¢ anindan itibaren C kondansatorii
stirekli olarak yiiklenmeye devam eder ve kisa bir siire sonra kondansatoriin yiikii
Omax=Ce maksimum degerine ulasir. Burada &, iiretecin elektromotor kuvvetini ifade

eder. Bu durumdan sonra devreden gecen akim siddeti sifir kabul edilir.

5 MAMAA _____
=~ ‘
2
e =
C
| |
B

Sekil 3.9. Elektrik akim devresi

Kondansatoriin ~ yliklenmesi sirasinda, herhangi bir t aninda kondansatoriin
yiikkii q ve devreden gegen akim siddeti I olsun. Bu andan itibaren gegcen bir dt
zamani i¢inde devrenin herhangi bir kesitinden dq yiikii gececek ve sonug olarak dt
zaman1 sonunda kondansatoriin yiikii dq kadar artacaktir. Enerjinin korunumu

prensibine gore, elektromotor kuvveti € olan iiretecin dt zamani i¢inde dq yiikiinii
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kondansatore pompalamasit icin sarf ettigi enerji (edq), ayni zaman iginde joule
enerjisi cinsinden agiga ¢ikan enerji (1°Rdt) ile kondansatére depo edilen enerji
(d(g%/2C))’nin toplamna esittir. Buna gore,

edq = P°Rdt + d(g%/2C) = I°Rdt + (g/C)dq
yazilir. Biitiin terimler ayr1 ayr1 dt ile bolintirse,

(99 _jeg, 99

dt C dt (3.51)
ve buradan,
da,1,_2
dt CR R (3.52)

elde edilir. Denklem (3.52) ¢oziiliirse,

qt)= Cg(l— e_thj
(3.53)

elde edilir. Burada q(t)’nin zamana gore tiirevi alinirsa,

I(t):Ee RC (354)

bulunur. Goriilityor ki, t=0 i¢in g=0 ve Imax=¢/R, t — o0 i¢in qmax=CE Vve 1=0 olur.

(b) Kondansator maksimum ytikle yiiklii durumda iken S anahtarini aniden 1
konumundan 2 konumuna getirmis olalim ve bu an1 burada zaman baslangici olarak
kabul edelim. Bu durumda kondansatoriin yiikii kisa bir zaman i¢inde R direnci
iizerinden bosalacak ve sonunda sifir olacaktir. Bu defa olusan kapali devrede
€=0’drr. Kondansatoriin bosaldig1 sirada herhangi bir t aninda kondansatoriin uglari
arasindaki gerilim q/C ve R direng telinin uglar1 arasindaki gerilim ise IR oldugundan

Kirchhoff kanununa gore,
R+3 -0
C

veya
d_q + i q =0
dt RC (3.55)
elde edilir. Denklem (3.52)’de oldugu gibi bu denklem de sabit katsayili birinci

mertebeden bir diferansiyel denklemdir. (3.55) denkleminin ¢6ziimiinden,

30



t
q=Cee * (3.56)
ve buradan da,

|=—LeFe

R (3.57)
bulunur. Burada (-) isareti, bu konumda akimin bir 6nceki duruma gore ters yonde

gectigini gostermektedir.
Ornek 3.19

Sekil 3.10°da goriilen elektrik devresinde, bir R direnci ile 6z-indiiksiyon
katsayis1 L olan bir bobin seri olarak baglanmistir. S anahtar1 kapatildiginda

devreden gecen akimin zamana bagli olarak nasil degisim gosterdigini bulalim.

€
R L
rMN“A—E—/mU\—‘:;

Sekil 3.10. Elektrik akim devresi

S anahtarinin kapatildigi am1 baglangi¢ ani olarak kabul edelim. Kisa siire
sonra herhangi bir t aninda devreden gegen akim siddeti I olsun. Bu anda R direnci
iizerindeki potansiyel diismesi RI ve L bobini {izerindeki potansiyel diismesi de
LdI/dt oldugundan Kirchhoff kanununa gore devre elemanlar1 {izerindeki potansiyel

diismelerinin cebirsel toplami iiretecin elektromotor kuvvetine esit olacagindan,
dl
Rl+L—=¢ (3.58)
dt
yazilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse,
dl R £

RN

— 3.59
dt L L (3.59)

elde edilir. (3.59) denklemi, denklem (3.31) tipinde sabit katsayili homojen olmayan

birinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Baslangic sartlar1 bilinen boyle bir
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denklemin nasil c¢oziilecegini biliyoruz. Ayrica, bu denklem degiskenlerine

ayrilabilen bir denklem oldugundan,
di - _dt
E-RI L

yazilir. Her iki tarafin integrali alindiginda,

1 t
—=In(¢e-Rl)=—+c 3.60
5 In( )=1 (3.60)
bulunur. Burada c bir integral sabitidir. t=0 i¢in I=0 oldugundan,
1
c=—=lIne
R
bulunur. ¢’nin bu degeri, denklem (3.60)’da yerine yazildiginda,
—In(g—RI)=Et—|ng
L
olur ve buradan,
(e-RI) R

In =——t
& L

bulunur. Bu denklem I’ya gore ¢oziiliirse,

I1(t)= f[l—eTJ (3.61)

R

elde edilir.

Ornek 3.20

Sekil 3.11°de goriildiigii gibi birbiriyle seri olarak bagli bulunan bir R direnci
ile L bobininin uglar1 arasma g(t) = gocoswt alternatif gerilimi tatbik ediliyor.

Devreden gegen akim siddetini zamana bagl olarak bulalim.
a b

T o~

€ (t) = €, cos mt

R L

L AMWWA—

Sekil 3.11. Elektrik akim devresi
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Gortiliiyor ki, burada a ve b noktalar1 arasindaki g(t) gerilimi siniisoidal
olarak degismektedir. Gerilimin maksimum degeri g¢’dir, @ sabittir. Herhangi bir t

aninda devreden gegen akim siddeti I'nin diferansiyel denklemi,

Ld—|+ Rl = g, cos wt

(3.62)
dir. integrasyon carpani ile ¢dziim bulunursa,
Rt Rt 3.63
|eL:g—OIe'—COSa)tdt+C (3.63)
L
olur. Burada integralin degeri,
Rt Rt 242
- ~( Rt . Rt
J.e L cos otdt =e - (Tcos at + wsin a)tj( o a)ZJ
dir. Integralin bu degeri denklem (3.63)’de yerine yazilirsa,
&
Ll ele, (3.64)

let = TP (Rcos at + wlLsin wt)+c
+ o

bulunur. Baslangi¢ kosulu olarak t=0 i¢in I=0 kabul edilirse, ¢ integrasyon sabitinin
degeri,
Re,
R? + w*L?
bulunur. Bu deger (3.64) denkleminde yerine yazilirsa,

c=-

(C" &
I(t) =—2——|cos(awt —a)—e"’ cosa
wliR2+a)2L2{ ( ) }

elde edilir. Burada tana = o.L/R’dir.
3.5. Elektromagnetik-indiiksiyon Problemleri

Kapali bir devreden ge¢mekte olan magnetik kuvvet ¢izgilerinin sayisinda
birim zaman i¢inde ayni miktarda azalma veya aynmi miktarda ¢ogalma oldugu
zaman, Faraday Kanunu’na gore, kapali devre icinde sabit bir indiiksiyon
elektromotor kuvveti ve buna bagl olarak sabit bir indiiksiyon akimi olusur. Bazi
problemlerde ise, devreden gegen indiiksiyon akiminin siddeti zamana bagl olarak
degisim gosterir. Boyle durumlarda, problemin ¢oziimii ile ugrasirken karsimiza

birinci mertebeden ve bazen de ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler ¢ikar.
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Baglangic sartlar1 kullanilarak bu diferansiyel denklemler c¢oziilir ve boylece

problem i¢indeki sorular yanitlanmis olur.

Ornek 3.21

Sekil 3.12’te goriilen, kiitlesi m ve boyu L olan diizgiin bir bakir ¢ubuk, yatay
bir diizlem {lizerinde bulunan, birbirine paralel ve olduk¢a uzun iki iletken gubuk
iizerinde siirtlinmesiz olarak kayabilmektedir. Sistem, diisey dogrultuda ve yoni
asagl dogru olan diizglin bir magnetik alan i¢indedir. Bir R direng teli S anahtari
yardimu ile paralel iletken ¢ubuklarin a ve b uglarina baglidir. Anahtar agik iken bakir
cubuk, bir dis kuvvet yardimu ile, hiz1 vo oluncaya kadar itilmektedir. Tam bu anda
dis kuvvet sifirlanmakta ve anahtarda aniden kapatilmaktadir. Buna gore, ¢ubugun

bundan sonraki hizin1 ve devreden gecen akim siddetini zamana bagl olarak bulalim.

B
X Xm X X X (64 b X
I a
N
N i S
X N X v, Xt X
L N | —> X
S 1 R
Nﬂ
X SX X 11 X
o
] Ld b
X t=0 x xt X & x

Sekil 3.12. Magnetik alan

Dis kuvvetin ortadan kaldirildigi ve anahtarm kapatildigi an, t=0 baslangic

ani olsun. t aninda ¢ubugun hiz1 v ve devreden gegen indiiksiyon akim siddeti I ise,

e=LvB ve I = %
oldugundan, cubugun hareket yoniiniin tersine etki eden elektromagnetik kuvvet,
2p?2
F, = I.L.B:£.L.B: LB v
R R

olur. Bu durumda ¢ubugun hareket denklemi,

dv L’B?
m—=-— \Y;
dt R
veya
2p2
g+ L'B v=0
dt
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olur. Yukaridaki denklem, birinci mertebeden sabit katsayili bir adi diferansiyel

denklemdir.
2p2
dv__UB,
Y, mR
2p?2
Inv=-— t+c

t=0 aninda gubugun hiz1 vp oldugundan c integrasyon sabiti igin,

c=lInvy
bulunur. Yukaridaki denklemde yerine konuldugunda

1282
- t
v=v,e ™

elde edilir. Bu anda devreden gecen akim siddeti

LB LBv, "o

| mR
R R

olur.
Ornek 3.22

Kiitlesi m ve boyu L olan bir iletken ¢ubuk, yatayla 0 agis1 yapan bir egik
diizlem tizerinde bulunan iki uzun, paralel iletken ¢ubuk {izerinde siirtiinmesiz olarak
kayabilmektedir. Cubuklarin uglar1 asagida bir R direng teli ile birlestirilmistir.
Sistem, Sekil 3.13’de goriildiigii gibi diisey dogrultuda asagi dogru ydnlenmis
diizglin bir B magnetik alani i¢indedir. (a) ¢ubugun limit hiza ulasmadan onceki
hizin1 zamana bagl olarak, (b) limit hizin degerini, (c) ¢ubuk limit hiza ulastiktan
sonra devreden gegen akim siddetini bulalim.

(a) Limit hiz dncesi ¢cubugun hareket denklemi

m% =mgsin ¢ — ILBcos ¢

dir. Buradan,
| = £ = E coS ¢
R R

dv  L°B®cos’ ¢
+—

— vV =gsin
dt mR gsing
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Sekil 3.13. Diizgiin Manyetik Alanda Egik Diizlem Uzerinde Kayan Iletken Cubuk

diferansiyel denklemi elde edilir. Burada,

2p?2 2
LB cos” ¢ chzs $_a ve gsing=b
m

ile gosterilirse, yukaridaki diferansiyel denklem,

dv
b-av

=dt

av +av=Db veya
seklini alir. Her iki tarafin integrali alindiginda,
1
—=Inlb—-av)=t+C
a
elde edilir. t=0 aninda gubuk serbest birakildigina gore,
C=—EMb
a
bulunur. Denklemde yerine yazilirsa,

—lln(b—av):t—ilnb
a a

In b =at
bh-—av

b ‘a
v=g(1—e t)

olarak bulunur.

(b) t = o0 oldugunda v hiz1 da limit degerine yaklasacagimdan

_b _ mgRsing

a (LBcosg)

L

elde edilir.
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(c) Buradan,

_ LBcosg mgRsing — mg

| . =
R L°B®cos’¢ LB

tan ¢

olarak buluruz.

Ornek 3.23

Sekil 3.14’te gorildiigi tizere, atnali seklindeki bir miknatisin kutuplari
arasindaki diizglin magnetik alanin dik kesiti, bir kenar1 L olan bir kare seklindedir.
Kiitlesi m, direnci R ve bir kenarinin uzunlugu L olan kare seklindeki bir iletken
cerceve, baslangic aninda, tlim magnetik kuvvet cizgileri gerceve diizlemini dik
olarak gececek sekilde ilk hizsiz bigimde kutuplar arasinda serbest diismeye

brrakilmistir. Tel cercevenin, miknatisin kutuplar1 arasinda ulasacagi limit hizi

bulalim.
B
X ® X X X
X X X X X
X X Fm x X
A 1 8
4 gl
L.
X X X X X
X X X X X
L
X X X X X
3
Y I

Vv
c l\l’ D
v
mg

Sekil 3.14. Miknatis dik kesiti

Cerceve t=0 aninda serbest diismeye birakildigi andan itibaren, ¢ercevenin
AB kenar1 magnetik kuvvet c¢izgilerini dik olarak keseceginden g¢erceveden
indiiksiyon akimi gegecek ve gerceve yukariya dogru bir elektromagnetik kuvvetin

etkisine maruz kalacaktir. Buna gore, t aninda ¢ercevenin hareket denklemi,
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m%zmg— ILB (3.65)

dir. Diger taraftan, ger¢evenin asagi dogru y-ekseni dogrultusunda diistigi goz

Oniine alinarak,

__U¢ __Bd_A= BLQ

dt dt dt

olur. Goriilityor ki, ¢erceve kapali devresinde olusan ¢ indiiksiyon elektromotor

kuvveti ve ona bagh olarak I indiiksiyon akimi zamana bagh olarak degismektedir.

v=dy/dt, ¢gubugun t anindaki ani hizin1 géstermek iizere,

= IR=BLv=| =V

bulunur. Bu deger denklem (3.65)’te yerine yazilirsa,

dv B2L?
m-—=mg— Vv
dt R
veya
dv B2L?
_:g_ Vv
dt mR

elde edilir. Burada,

B?%L?
a=
mR

ile gosterilirse,

J' av :Idt = —éln(g—av)=t+c

g-av
olur. Burada,
C:—lmg
a
oldugundan,
1In g =t :>v=g(1—e*at)
a g-av a

bulunur. t sonsuza yaklastiginda v de limit degerine yaklasacagindan,
g _ mgR

a B2’

olarak bulunur.

L
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4. SABIT KATSAYILI iKiNCi MERTEBEDEN LIiNEER
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN UYGULAMALARI

Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler arasinda ikinci mertebeden sabit
katsayili lineer diferansiyel denklemler ¢ok onemli uygulamalar1 olan denklemlerdir.
Ornegin, fizikte, mekanikte ve elektrikte goriilen titresim hareketlerinin
incelenmesinde ikinci mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlerle

karsilagilir. Bu problemlerden bazilarmin ¢éziimii bu boliimde ele almacaktir.

4.1. Salinim Hareketi

Kiitlesi thmal edilebilen ve esneklik katsayisi k olan bir ¢elik yay bir ucundan
tavana tutturulmus olsun. Yayin serbest ucuna kiitlesi m olan bir cisim asilmuistir.
Sistem denge konumuna geldikten sonra cisim bir miktar asagi dogru cekilir ve
serbest birakilirsa, denge konumu etrafinda asagi yukar1 bir gidip gelme hareketi
yapar ki, bu harekete salinim hareketi veya titresim hareketi denir. Eger hava direnci
thmal edilirse, diger bir deyisle siirtinme yok kabul edilirse, cisim yukarida ve
asagida ayni limitler arasinda bir gidip gelme hareketi yapacaktir ki, buna basit
harmonik hareket denir. Eger siirtlinme varsa, cismin salinim hareketinin genligi
gittikce azalacak ve bir siire sonra cisim denge konumuna gelip duracaktir. Cismin
bu tiir salinim hareketine, serbest soniimlii titresim hareketi denir. Bundan baska,
bazen cisme devamli ve siniisoidal bir fonksiyonla ifade edilebilen bir ilave
harmonik kuvvet etki edebilir. Bu durumda cismin hareketi zorlanmis soniimlii

titresim hareketi olur.
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4.1.1. Basit Harmonik Hareket

Sekil 4.1°de goriildiigi gibi, m kiitleli cisim, yatay ve siirtiinmesiz bir diizlem
iizerinde ve x-ekseni dogrultusunda, O denge konumu etrafinda bir salinim hareketi
yapmakta olsun. Cisim denge konumundan x uzakliginda bulundugu sirada cisme
etki eden tek kuvvet, Hook kanunu ile ifade edilen ve her zaman cismi O denge
konumuna ¢agirmaya yonelik olan,

F=-kx (4.2)
kuvvetidir. Burada goriilen (-) isaretinin anlami, cisim denge konumunun sagida
oldugu zaman geri ¢agirma kuvveti sola dogru yonelmis, denge konumunun solunda
oldugu zaman da geri cagirma kuvveti saga dogru yonelmis demektir. Bu durumda
cismin hareketi serbest ve sonlimsiiz bir titresim hareketi, baska bir ifadeyle bir basit

harmonik hareket olur. Bu hareketin denklemi,

2
m ‘;tj - kx (42)
veya
2
((jjtzx+a)§x:0 (4.3)

seklinde ifade edilir. Burada wo> =k/m’dir. Bu denklemin genel ¢oziimii,
X = ¢, Sin ,t + ¢, Cos w,t (4.4)

dir. ¢c1 ve ¢, baslangig sartlar1 kullanilarak bulunur.

Sekil 4.1. Siirtiinmesiz salimim hareketi

Cisim denge konumundan X, uzakliginda bulundugu sirada ilk hizsiz olarak
harekete birakilmig olsun. Buna goére baslangi¢ sartlar1 x(0) = xo ve x'(0) = ¢ olur. Bu

durumda Denklem (4.3)’iin genel ¢6ziimii,

X = X, COS w,t (4.5)
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olur.
Baslangic sartlarina bagli olarak, (4.3) denkleminin ¢6ziimii, genel olarak,
X = ccos(w,t + @)
seklinde ifade edilebilir. Burada ¢ ve ¢ birer integrasyon sabitidir. Genel ¢dziimiin
siniis ve kosiniis fonksiyonu olmasi da ayni sekilde baslangi¢ sartlarma baghdir.
Cismin denge konumu etrafinda bir tam devir yapmasi i¢in gecen zaman T ile

ve bir saniye i¢indeki devir sayisi f ile gosterilirse,
k 2
o, = \/: —onf =2
m T
oldugundan, (4.5) denklem,
X=X, cosZT—”t (4.6)

seklini alir. Bu durumda, zamana baglh olarak cismin bulundugu yer, Sekil 4.2°de

goriilen grafikte gdsterilmistir.

Sekil 4.2. Salinim hareketinin zamana bagl yeri

Cisim harekete bagladiktan sonra herhangi bir t anindaki hizi,

dx

— =—@,X sinz—ﬂt
dt R

denklemi ile ifade edilir. t’nin 6zel bir degeri i¢in, 6rnegin t=T/4 veya daha genel

olarak,

t=(2n—1)£ L (=1,2,3, )

icin hiz, vo=moXo olur. Bu hiz cismin maksimum hizidir ve her gecisinde cisim denge

konumundan bu hizla geger.
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Simdi ise cismin bulundugu yere bagli olarak hizini bulmaya calisalim.

Enerjinin korunumu prensibine gore,

1kx§ e+ Lme
2 2 2

yazabiliriz. Buradan,

V =ty X — X

bulunur.

4.1.2. Serbest Soniimlii Titresim Hareketi

Bir nokta etrafinda basit, siniisoidal titresim hareketleri yapmakta olan bir
cisim genel olarak bir siirtiinme kuvvetinin etkisi altinda kalabilir. Ornegin, cisim
stirtlinmeli bir yatay diizlem lizerinde veya viskozluk derecesi ihmal edilemeyen bir
sivi i¢ginde hareket ediyor olabilir. Cismin hareketini geciktirici yonde etkili olan
boyle bir kuvvet, biiyiik bir yaklagimla cismin o andaki hiz1 ile orantilidir. Orantililik

katsayisi R ile gdsterilmek iizere, bu durumda cismin hareket denklemi,

2
md—2X+ R%+kx=0 (4.7)
dt dt
veya
2
d 2X+B.%+a)§x:0 (4.8)
dt m dt

seklinde yazilabilir. Burada R, m ve mo bilinen sayilar oldugundan, (4.8) denklemi
ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir diferansiyel denklemdir. Yardimci

denklem

/12+(E)ﬁ+a)§ =0
m

ve bu denklemin kokleri,

oldugundan denklem (4.8)’in genel ¢oziimii,
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olur. Burada,

2
A :[ij —
2m

diskriminantin aldig1 {i¢ farkli degere bagl olarak, cismin titresim hareketi li¢ farkli

sekilde olmaktadir.

2
i) A<O durumu veya o > (ij
2m

Bu durumda,

2
ile gosterilirse, ki burada “° pozitif bir sayidir, o zaman Denklem (4.8)’in genel

¢Ozumu,
_[ijt _ _
x=g 2" (Ae"“lt + Be"“’l‘) (4.9)
seklinde ifade edilebilir. Burada A ve B kompleks sayilardir. (4.9) denklemi yeniden
diizenlenirse,
(=) 3y 3
x=e > [A(cos mt +isinw,t)+ B(cos ot —isin mt)]
R
SA
X=e (2 [(A+B)cosw,t +i(A—B)sinmyt]

olur. a ve b reel sayilar olmak iizere, eger
A= atib ve B =a-ib ise,
A+B = 2a ve i(A-B)=2b
olacagindan, genel ¢6ziim

R
4=t
X=—e () (2acos myt - 2bsin w;t)
seklini alir. Burada, 2a=c.cos¢ ve 2b=c.sing olmak iizere, Denklem (4.8)’in genel
¢Ozumi,

R

X = ce_(ZmJt cos(ant + @) (4.10)
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(R 2
X =ce [2'“) oS 5—(3) t+o
m \2m

olur. Burada c ve ¢, keyfi sabit degerler olmak iizere integrasyon sabitleridir. Hemen

ifade edelim ki, ¢; ve c; iki ayr1 keyfi sabit say1 olmak tizere (4.10) denklemi,

R

X = —e_[z”‘}t (c, cos mt +c, sinmjt)
seklinde yazilabilir.

Denklem (4.10) agikca gostermektedir ki cisim agisal hizi w1 olan bir titresim
hareketi yapmaktadir. Bu hareketin basit harmonik hareketten farki, hareketin genligi
sabit degildir ve zamanla kii¢iilmektedir. Onun i¢in bu harekete soniimlii titresim

hareketi denir.

X
A
c ¢ g(R2m)t
0 > t
— a-(Rl?m)t
-c

Sekil 4.3. Soniimlii titresim hareketi

Denklem (4.10)’un grafigi Sekil 4.3’te goOsterilmistir. Burada acikca

goriiliiyor ki, ot +p=nz ,(n=0, 1, 2, ...) denkleminin kokleri olan t degerlert,

At) = J_rce_(%jt
fonksiyonunda yerine yazilarak, soniimlii salmim hareketinin genliginin zamanla
nasil degistigi bulunmus olur.

Ozet olarak denilebilir ki, R < 27Jkm olmast halinde sistem soniimlii titresim

hareketi yapmaktadir ve bu hareketin frekansi
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(o1 L(ijz
27\ m 2m

dir. Eger R=0 olsaydi normal harmonik hareketin frekansi,

fo 1]k
27\ m

elde edilirdi. Bu demektir ki, soniimlii titresim hareketinin frekansi, normal harmonik

hareketin frekansindan daha kiiciiktiir.
R 2
i) A>0 durumu veya w? < [—)
2m

Bu durumda,

2
R 2 2
— | —w, =
(o) —ot=a

ile gosterilirse, denklemin genel ¢oziimii,

R

X = e_(2mjt (Ae“’lt + Be""lt) (4.11)
olur. Goriliiyor ki bu genel ¢oziim, exponansiyel ¢oziimlerin bir lineer
kombinasyonudur ve bu nedenle titresim hareketi beklenemez. Burada t—oo i¢in x=0
olacaktir. R’nin yeter derecede biiyiik olmasi bu sonucu doguracak ve cisim yavas

yavas denge konumuna geri donecektir.

2
iii) A=0 durumu veya o = (zij
m

Bu durumda, o1 = 0’dir ve Denklem (4.8)’in genel ¢oziimii,

R

x=e_(2m]t(At +B) (4.12)
olur. Goriiliiyor ki, A=0 halinde cismin hareketi bir titresim hareketi degildir. Denge
konumundan X, uzakhginda serbest birakilan cisim en kisa zamanda denge
konumuna geri donecektir. Burada onemle ilizerinde durulmasi gereken husus, R
degerinde meydana gelebilecek kiiciik bir azalma halinde cisim derhal soniimli
titresim haline gegebilir. Bu nedenle A=0 olmas1 halinde cismin hareketine kritik
sOniimlii titresim hareketi denir.

A’nin degerine bagli olarak yukarida bahsettigimiz her ii¢ hareket tiirii Sekil

4.4’te birlikte gosterilmistir.
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A>0
A=0

0 o
A<O\-/ t

Sekil 4.4. Sontimlii titresim hareketinin durumlari

4.1.3. Zorlanmis Soniimlii Titresim Hareketi

Yukarida inceledigimiz serbest soniimlii titresim hareketine geri donelim ve
cisme disaridan etki etmekte olan siirtiinme kuvveti veya bagka bir deyisle soniim
kuvvetine ek olarak bu defa da, cisme devamli olarak bir periyodik (siniisoidal)
kuvvetin, 6rnegin F(t)=Fgcosmt kuvvetinin etki etmekte oldugunu diisiinelim. O

zaman, Sekil 4.5’te goriildiigli gibi m kiitleli cismin hareket denklemi,

2
md—2X+ R%+kx=Foc05a)t (4.13)
dt dt

olur. Burada m, k, R, Fy ve ® bilinen degerlerdir. Denklem (4.13)’de biitiin terimler
m ile boliintirse,

2
d—§+5%+a)§x:5005a)t (4.14)
dt m dt m

elde edilir. Goriiliiyor ki bu denklem, ikinci mertebeden, homojen olmayan, sabit
katsayili lineer bir diferansiyel denklemdir.

Hemen ifade edelim ki, Denklem (4.14)’iin ¢ok sayida birbirinden farkli
¢oziimii vardir ve biz bunlardan yalniz bir tanesini bulmaya ¢alisacagiz. Ornegin,
R’nin yeter derecede kiiciik olmasi, baska bir deyisle A<O olmasi halini ele alacagiz.
Bu durumda Denklem (4.14)’{in homojen kismi agik¢a gosteriyor ki, F(t) kuvveti yok

kabul edildiginde cisim denge konumu etrafinda sabit frekansla soniimlii bir titresim
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hareketi yapacaktir. Burada ayrica kabul ediyoruz ki, titresim hareketinin frekansi,

F(t) kuvvetinin frekans1 ®’ya esittir.

_— F(t)=Fpcos T S

Sekil 4.5. Zorlanmis séniimlii titresim hareketi

A<O0 halini inceledigimize gére homojen kismin ¢dziimii,

R

- t
X, =ce (zmj cos(a,t + @)
dir.
Homojen olmayan kismin x, ¢6ziimii ise, onceden bildigimize gore,

X, = Acos ot + Bsin at (4.15)

dir. Burada A ve B reel sayilardir. Bu sayilar, belirsiz katsayilar yontemine gore, x,
ve tiirevlerinin Denklem (4.14)’de yerlerine yazilmasi suretiyle asagidaki sekilde
bulunur. Bunun i¢in 6nce Xp’nin zamana godre birinci ve ikinci tiirevlerini alt alta
yazalim.

X, = —wAsin ot + »B cos wt

X, = —* Acos ot — »’Bsin ot

Simdi, yukarida belirtildigi gibi, xp ve tiirevleri Denklem (4.14)’de yerlerine

yazilirsa,
) 9y . R .
—w Acos ot —w°Bsin wt — wA—sin wt
m

R .
+ @B — cos wt + w? Acos ot + wZBsin wt
m

FO
= —2 cos ot
m

olur. Esitligin saginda ve solunda sinwt ve cosot fonksiyonlarmnm katsayilar

birbirine esit yazilirsa,
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A(a)g —a)2)+% = %

AoR
_T-i- B(a)g —602):0
bulunur. Bu iki denklemden,
Ao Fom(a)o2 —a)z) 3 F,oR
- 0*R?+m?(0f —0?) @’R?+m*(wf - 0?)

elde edilir. Diger taraftan, Denklem (4.15)’e 6zdes olan bir denklem,

X, =+ A%+ B2 cos(at — 0) (4.16)

p

dir. Bunun dogru oldugunu anlamak ig¢in,

\A? + B? cos(at —6) = A® + B*(cos wt cos & + sin et sin 8)
yazilir. Burada,

A=+ A? +B?cosd Ve B=+A?+B?sin@

oldugundan, (4.15) ve (4.16) denklemlerinin birbiriyle 6zdes oldugu agikca goriiliir.
Oyle ise, yukarida bulunan A ve B degerleri, Denklem (4.16)’da yerlerine yazilirsa,
FO

X —cos(at — 0) (4.17)

p =
[mz(a)g —a)z)2 +’R? P
elde edilir. Sonug olarak, Denklem (4.14)’iin genel ¢6zimi,

R

_] t F
X =ce (zm] cos(at + @) + 0

—cos(wt —0) (4.18)
mz(a)g —w2)2 +w’R*P
bulunur. Burada,
tan@ = B = @R
A m‘a)g —® ’

dir. Goriiliiyor ki, genel ¢dziim iki ayr1 terimin toplamindan meydana gelmektedir.
Birinci terim, 6nceden tartismis oldugumuz gibi bir soniimlii titresim hareketini
temsil etmektedir ve kisa zaman sonra bu terimin etkisi ortadan kalkacaktir. Ikinci
terim ise, periyotu T=2n/® olan bir basit harmonik hareketi temsil etmektedir. Birinci
terim 6nemini kaybettikge bu terim 6nem kazanir ve sonunda tiim hareket bu terimle
kontrol edilir. Bu nedenle birinci terim gecis hal terimi ve ikinci terim kararl hal

terimi olarak bilinir.
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Yukarida ifade edildigi lizere, (4.18) denklemi uyarinca ve belli bir siire sonra
cisim, o agisal hizi ile belirlenen bir basit harmonik hareket yapar. Hareketin genligi
o’nin bir fonksiyonudur. Genlik A ile gosterilirse,

Alw) = K

[mz((og —a)z)z +a)2R2F
dir. Burada ®=0 ise F(t) fonksiyonu zamana bagl degildir ve F sabit degerine esittir.
O zaman amplitiid,

miwol: - o’ i>0
olur. Eger m—oo ise, acik¢a goriilityor ki A(®)=0 olur. Oyle ise, 0<w<co durumunda
A(w) nasil bir deger kazanir, simdi bunu arastiralim.

A(w)’nin ®’ya gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse, buradan

20 o o) -0

2m?

elde edilir. Gortiliiyor ki, ancak,

R2
2m?

o=0 veya o=, .-

olmas1 durumunda A(®)’nin degeri maksimum olur. Bu nedenle,

1], R?

f=—.lo —
2z\ " 2m?

(4.19)

degerine, rezonans frekans degeri denir. Bu durumda sistem, F(t) ile rezonans

durumunda olur.

Ornek 4.1

Bir basit sarka¢ denge konumundan 6 acis1 kadar ayrilip serbest birakiliyor.
00<5° olmasi durumunda sarkacin denge konumu etrafinda bir basit harmonik
hareket yaptigini1 gosterelim ve sarkacin periyotunu bulalim.

Burada m kiitlesindeki cisim, L uzunlugunda bir ipin ucuna bagh olarak A
noktasinda tavana asili bulunmaktadir. Herhangi bir t aninda cisim denge
konumundan x uzaklikta bulunmaktadir. Sekil 4.6’da goriildiigii gibi bu durumda
sarka¢ denge konumuyla 0 acist yapmakta ve buradan w=d0/dt acisal hizi ile

gegmektedir.
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Sekil 4.6. Basit sarkag

Sarkacin yatay dogrultudaki hareketinin diferansiyel denklemi,

2

m dt2X =—mgcos &sin 6 (4.20)

dir. Burada, x=Lsin6’dr. Kiiciik agilar i¢in cosf=1 ve sin6=~0 oldugundan, Denklem
(4.20) yerine,
d’0 g

w70 (421

yazilabilir. Burada baslangi¢ sartlari, 6(0)=0¢ ve (d6/dt)i==0 oldugundan, Denklem

(4.21)’in genel ¢oziimii,

6 = ¢, cos \/%.t (4.22)

elde edilir. Goriililyor ki, 0p<5° olmas1 durumunda, basit sarkacin denge konumu
etrafindaki hareketi basit harmonik harekettir. Burada @=.,/g/L oldugundan,

hareketin periyodu,

T:27z\/E
g

bulunur.

Ornek 4.2

Sekil 4.7°de goriildiigii gibi bir ucundan tavana asili bulunan bir yaym diger
ucuna m=2 kg agirhiginda bir cisim asildig1 zaman yay 20 cm uzuyor. Sonra, denge

konumundan X,=6 cm uzakligina kadar ¢ekilip t=0 aninda oradan ilk hizsiz olarak
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serbest birakilan cismin herhangi bir t aninda O’dan hangi uzaklikta bulundugunu ve

hizin1 bulalim.

-\-X0=6Cm

Sekil 4.7. Basit harmonik hareket

Yayin esneklik katsayisi,
k = F/Ax = mg/Ax =2 kg . (9,8 m/sn®) / 0,20 m = 98 N/m
bulunur. Cisim O noktasi etrafinda bir salinim hareketi yapmaktadir. Hareketin
denklemi,
d?x
dt?

d?x
t2

m +kx=0

2 +98x=0

2
‘3 X +49x=0 (4.23)

t2
olur. (4.23) denkleminin genel ¢6ziimii,
X =C, COS 7t +C, sin 7t (4.24)

bulunur. t=0 aninda x=x¢ oldugundan, c¢1=Xp olur. Denklem (4.24)’iin tiirevi alinirsa,

% =-7c,sin7t+7c, cos 7t

0="7c,
c,=0
elde edilir. Buna gore, cismin hareket denklemi,
X =6cos 7t (4.25)

olur. Denklem (4.25)’in tiirevi alinirsa,

o =V =-42sin7t (4.26)
dt
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elde edilir. Goriiliiyor ki, cismin hareketi basit harmonik harekettir. Hareketin genligi
6 cm ve acisal hizi1 7 rad/sn’dir. Her defasinda cisim denge konumundan, +42

cm/sn’lik bir hizla gegmektedir.

Ornek 4.3

Kabul edelim ki, Ornek 4.2°de serbest birakildigi andan itibaren devaml
olarak cisme, F=9,26coswt kuvveti etki etmektedir. Bundan bagka ayrica soniim
katsayis1t R=16,25 N.sn/m olacak sekilde ve her an cismin hiz1 ile orantili bir séniim
kuvveti cisme etki etmektedir. Buna gore, hareketin rezonans frekansmi ve rezonans
genligini bulalim.

Hareketin diferansiyel denklemi,

2
zd—zx 116,259 1 08x = 9,26 cos at (4.27)
dt dt
dir. Bize burada, (4.27) denkleminin ¢6ziimii degil, once rezonans frekansmin degeri

sorulmaktadir. Denklem (4.19) hatirlanacak olursa,

R? 1 (98 16,25% 1 2
:—1/—— ~—4=—s3n
2m®> 2z \ 2 8 27 T

bulunur. Bu durumda, normal harmonik hareketin genligi,

I:O

A= 1
[mz(a)o2 —w2)2 +a)2R2F
A_

_ 9,26 _ 9% o

1
la(a9-16) +16(16,25)7 s  [4356 + 42252

_1
27

f

2
@y —

olur.

4.2. Elektrik Devre Problemleri

Ikinci mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlere drnek olarak
ikinci ve Onemli bir uygulama elektrik-devre problemleridir. Burada g6z Oniine

alman elektrik-devre Sekil 4.8’de goriildiigli gibi, kutuplar arasindaki elektriksel
potansiyel farki zamanla degisen bir iiretecin uglar1 arasma seri olarak baglanmis

bulunan bir direng, bir bobin ve bir kondansator’den olusan bir kapali devredir.
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g(t)’nin degeri volt cinsinden, R’nin degeri ohm, L’nin degeri henry ve C’nin degeri
ise farad cinsinden Olciilmektedir. R,L ve C verilen sabit degerlerdir. &(t) genel
olarak bir siniisodial fonksiyonla, 6rnegin &(t)=gocoswt fonksiyonu ile ifade edilir.
Burada ¢, gerilimin volt cinsinden maksimum degeridir.

a b

e

Sekil 4.8. Kapali elektrik devresi

Sekil 4.8’de goriilen RLC devresinden gegcen akim, zamana bagli olarak
degismektedir. Ayn1 sekilde kondansatdrde toplanan elektrik yiik miktar1 da zamana
bagl olarak degismektedir. Burada amacimiz, elektrik akim siddetinin I(t) ile
gosterilen ani degerini ve ayni sekilde, t aninda kondansatérde bulunan elektrik yiikii
miktar1 Q(t)’yi bulmaktir.

Devreden gegen akimin ani degeri I(t), Ikinci Kirchhoff kanunundan hareket
edilerek bulunabilir. Buna gore, a ve b noktalar1 arasima tatbik edilen ani potansiyel
farki ¢(t), devrenin diger kisimlarinda meydana gelen ani potansiyel diismeleri
toplamina esittir. Herhengi bir anda devreden gecen akimin ani siddeti I ile ifade
edilirse, o anda R direcinin uglar1 arasindaki potansiyel diismesi IR, bobinin uglar1
arasindaki potansiyel diismesi Ldl/dt ve kondansatoriin uglar1 arasindaki potansiyel

diismesi Q/C olarak bilinmektedir. Bu durumda Kirchhoff kanununa gore,

Lﬂ+rl +%=g(t) (4.28)

dt
yazilir. Burada Q, g6z 6niine alinan zamanda kondansatordeki yiik miktaridir. Bir dt
zamani sonra bu yiik miktar1 dQ kadar artacagindan veya azalacagindan ve bu sonsuz

kiigiik zaman araliginda devreden gecen akim siddeti sabit kabul edileceginden,
dQ

I(t)=— 4.29

=" (4.29)

olur. Denklem (4.29)’un tiirevi alinirsa,

dl_d*Q

a_tv 4.30
dt  dt? (4.30)

elde edilir. I ve dI/dt’nin degerleri Denklem (4.28)’de yerine yazilirsa,
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d’Q gdQ 14_ 431
Ldt2+ dt+CQ £(t) (4.31)

elde edilir. Goriiliiyor ki, (4.31) denklemi, ikinci mertebeden, sabit katsayili ve
homojen olmayan lineer bir diferansiyel denklemdir. Baglangi¢ sartlar1 da goz oniine
alinarak bu denklem kolayca ¢oziiliir ve zamana bagl olarak kondansatoriin yiikii
bulunur.

Bu kez, Denklem (4.28)’de her terimin ayr1 ayr1 zamana gore tiirevi alinirsa,

2
Ld ?+Rd—l+ilzd—g (4.32)
dt dt C dt

elde edilir. Bu denklem de ayni sekilde, ikinci mertebeden sabit katsayili ve homojen
olmayan bir lineer diferansiyel denklemdir. Baglangi¢ sartlar1 kullanilarak denklem
¢oziiliir ve I(t) ani degeri kolayca bulunur.

Simdi kabul edelim ki, &(t) = gocoswt olsun. O zaman (4.31) denklemi

d?Q dQ 1
L—+R—+—-Q =g, cosawt 4.33
a2 Rogr QTS cosa (4.33)

olur. Burada homojen kismin 6zel ¢oziimii Qp(t) ile gosterilirse, dnceden biliyoruz ki,

Qp(t) = Acosmt + Bsinwot (4.34)
olur. Belirsiz katsayilar metodu kullanilarak A ve B bulunur. Bunun i¢cin Q ve

tiirevleri Denklem (4.33)’de yerlerine yazilirsa,
1 2
——Lo® [A+wRB=¢,
C
1 2
= -oRA+| —-Lw" |B=0
C
elde edilir. Buradan A ve B bulunur ve Denklem (4.34)’de yerlerine yazilirsa,

1 :
50( - La)zjcos ot + wRe, sin wt

Q,(t) = ) 2 (4.35)
(— La)zj +w°R?
C
elde edilir. Denklem (4.35) daha kisa olarak asagidaki sekilde yazilabilir.
&y Sin(at +0
Q,(t) = o SIn( ) (4.36)

1 2
\/(— La)zj + w’R?
C
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&, sin(awt + J)

2
a)\/RZ +(a)L —1j
Co

olur. Burada 6’ya faz agis1 denir ve

Q,(1)=

R

oldugundan, 6 buradan bulunur ve (4.36) denkleminde yerine yazilir. Denklem
(4.33)’lin genel ¢oziimii,

Q) = Qc(t) + Qp(t)
oldugundan ve t—o0 i¢in Qc(t) = 0 oldugundan,

Qp(t)’ye Q(t) goziiyle bakabiliriz.

Akim siddetinin ani degerine gelince, I(t)=dQ/dt oldugundan, Denklem
(4.36)’nin tiirevi alinirsa,

&, Cos(at + )

Ple)

elde edilir. Goriiliyor ki, ani akim siddetinin frekansi, a ve b uglar1 arasina

I(t) =

(4.37)

uygulanan ani gerilimin frekansma esittir. (4.37) denkleminin paydasinda goriilen

(oL—1/wc) ifadesine devrenin reaktans’1 denir. Tiim payda,

\/RZ +(a)|_—ij =7 (4.38)
e

ifadesi ise, devrenin impedans’1 adin1 alir.

Ornek 4.4

Direnci R=10 ohm olan bir direng teli ve 6z indiiksiyon katsayis1 L=0,2 henry
olan bir bobin, elektromotor kuvveti 40 volt olan bir dogru akim tiretecine, Sekil
4.9°da goriildiigli gibi seri olarak baglaniyor. t=0 aninda S anahtar1 kapatildiginda,
devreden gecen akim siddeti sifir degerinden baslayarak gittik¢e artan bir deger alir
ve en sonunda sabit bir degere ulasir. Iste bu kisa zaman aralig1 icinde bir t aninda

devreden gecen akim siddetini bulalim.
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{1]
e=40V

~ S
R=10€Q L=02H

A AN — 20—
Sekil 4.9. Kapali elektrik devresi

€, R ve L’nin verilen degerleri Denklem (4.32)’de yerlerine yazilirsa,

2
O'—z'+100'—I =0
dt dt

elde edilir. Bu denklemin genel ¢6zlimii,

0,2

I({t)=c, +c,e™
olur. t=0 i¢in 1(0)=0 ve t—o0 i¢in [=40/10=4 amp oldugundan,
I(t)=41-e>")

bulunur.

Ornek 4.5

Elektromotor kuvveti e=100sin40t olan bir iiretecin ucglar1 arasma 10 ohm’luk
bir direng teli ile 0,5 H’lik bir bobin seri olarak Sekil 4.10°daki gibi baglaniyor. t=0
aninda devreden gecen akim siddeti sifir ise herhangi bir t aninda akim siddetinin ne

olacagini bulalim.

(=)
\EF

£=100sin 401

R=10Q L=05H

__f'gm-\_

Sekil 4.10. Kapali elektrik devresi

Denklem (4.28)’de bilinen degerler yerlerine konursa

0,5% +101 =100sin 40t

elde edilir. Denklem sadelestirilirse,

% + 201 = 200sin 40t
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olur. Denklemin genel ¢6ziimii,
I(t) = 2(sin 40t — 2cos 40t )+ ce "
dir. Baslangi¢ sart1 kullanilarak c=4 bulunur. Bu deger yukarida yerine yazilirsa,
I(t) = 2(sin 40t — 2cos 40t )+ 4e "
bulunur. Burada belli bir zaman sonra ikinci terim sifir olacagmdan I(t) degeri,
| (t) _ 100sin(40t + o)
VR +0?L?
olur. Bilinen degerler yerlerine yazilirsa,
I(t) = 2+/5sin(40t + &) (4.39)
elde edilir. t—o i¢in (4.38) ve (4.39) denklemleri birbiriyle 6zdestir.

- Lo? ——ﬁ——Z
oR R

tano =

oldugundan, 6=-1,11 radyan olur. Bu deger Denklem (4.39)’da yerine yazilirsa,
I (t) = 27/5sin(40t —1,11)

bulunur.

Ornek 4.6

Sekil 4.11°de goriilen kapali devre, bir RLC devresidir. Zaman baglangicinda
devreden gecgen akim siddeti sifir olduguna gore herhangi bir t anindaki I(t)’nin ne

olacagini bulalim.

£

o)
X
e=5sin 100t 4
C=2.10 F——

R=10Q L=0,05H

A 000000 ——

Sekil 4.11. Kapali elektrik devresi

Denklem (4.37) tekrar yazilir ve bilinen degerler burada yerine konulursa,

&, sin(at + J)

2
\/Rz + (a)L - 1]
aC
5sin(100t + 9) ~ lsin(100t +9)

J100+(5-507 9

() =

() =
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ve

tans = C@ =50_5:4,5
R 10

olur. Buradan 6=1,35 radyan oldugundan,

I(t) = %sin(lOOt +1,35)

bulunur.

4.3. Mekanik-Mukavemet Problemleri

Yiiksek mertebeden sabit katsayili dogrusal diferansiyel denklemlere
dinamik, yap1 ve elastik kirig gibi miithendislik problemlerinde sik sik karsilasilir.
Newton’un ikinci hareket kanunu, her seyden dnce ikinci mertebeden bir dogrusal
diferansiyel denklem oldugundan dinamik problemlerinde bu yasa esas alnir.
Problemle birlikte verilen baslangic ve sinir kosullar1 kullanilarak ¢6ziim fonksiyonu
elde edilir.

Mukavemet problemlerinde diisey yiikle yiiklenmis bir kirisin yer
degistirmesinin (elastik egri) denklemi yine ikinci mertebeden bir dogrusal
diferansiyel denklem olarak elde edilir.

Analitik geometride, diizlemsel bir egrinin dik eksen sisteminde egrilik

ifadesi,

olarak verilir. Burada p egrilik yaricapi, x ve y kiris lizerindeki bir noktanin
koordinatlar1 ve y aynit zamanda noktanin baslangi¢c konumundan itibaren yiikleme
altinda yer degistirmesidir. Elastik egrinin p egrilik yaricapi, M egilme momenti ve |
atalet momenti arasindaki baginti, E elastisite modiilii olmak tizere,

1M

p El
dir. Egrilik ifadesi bu bagintida yerine yazilirsa elastik egrinin diferansiyel denklemi

tam olarak elde edilir. Ancak miihendislik uygulamalarinda sekil degistirme kiigiik
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olacagindan dy/dx egimi de kiicliktiir ve egimin karesi egrilik ifadesinde ihmal
edilirse,

dly _ M

dx>  El
diferansiyel denklemi elde edilir. Denklemdeki iki farkli isaretten birisine karar

(4.40)

vermek segilen eksen sisteminin ydonlenmesine ve egilme momenti i¢in kabul edilen
isaret prensibine baghdir.

Sekil 4.12-a ve Sekil 4.12-b’de bu durum belirtilmistir.

g
- >x
> X
M >0 \___’/
M >0

2
y dy <0 2
d )(2 d—); >0
dx
Sekil 4.12-a. Negatif egrilik Sekil 4.12-b. Pozitif egrilik
Ornek 4.7

Kiitlesi m olan bir P maddesel noktasi, t=0 baslangi¢c aninda x=0 noktasindan
Vo ilk hiz1 ile gececek sekilde x ekseni dogrultusunda Sekil 4.13’deki gibi hareket
halindedir. Ancak hareket sirasinda daima O noktasma yonelmis bir F1=mn?x geri
cagirma kuvveti ile Fp=2Amnv harekete kars1 direng kuvveti cisme etki etmektedir.
Burada 0<A<1 ve n sabitlerdir ve v cismin herhangi bir andaki hizidir. Maddesel

noktanin x yer degistirmesini zamana bagli olarak bulalim.

F m A
F1r__
-~
2 L S >
\\\\\\\‘\\X\\\\\'\\\\\'\\‘\‘\\\\\\ . N \\\\\\\\‘)ux

O K——x

Sekil 4.13. Maddesel noktanin yer degistirmesi

Cisim, O’dan itibaren x uzakliginda bir v hiz1 ile pozitif x ekseni yoniinde
hareket etmekte iken, cisme negatif x ekseni yoniinde F1=mn2X ve F=2Amnv

kuvvetleri etki etmektedir. Newton’un ikinci hareket kanununa gore,

2
m d ;( =—mn®x — ZAmn%
dt dt
ve buradan
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d?x

dt—2+2/1mn%+n2x=0

(4.41)

elde edilir. Bu bir ikinci mertebeden sabit katsayili homojen diferansiyel denklemdir
Karakteristik denklem ve kokleri

t? +2Ant+n* =0
t,, =—Ant2’n* —n?
t, =—An+ n\/lz——l
t, =-An— A2 -1
olur. 0<A<1 verildigi i¢in A>-1<0 dir. O halde diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii,

x(t)=e"" (cl cosV1-A*nt+c, sinv1- A4 nt)

dir. Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak c; ve C; sabitleri asagidaki sekilde bulunur.
% = —n/le‘i"t(cl cosv1-A°nt+c,sinv1- 4> nt)

et (— c,M1— A sin1—A2nt +c,ny1— A2 cos1— A2 nt)
t=0 icin x(0)=0 ve

L
dt ), °

oldugundan

c1=0ve c, = Yo N7
n

elde edilir. Bu durumda istedigimiz ¢6zim

—Ant

A )
x(t) = 5 sinnv1- 2%t (4.42)
© nv1l— A2

bulunur.

Ornek 4.8

Sekil 4.14°te goriildiigii gibi tek bir P kuvveti etkisinde olan, I uzunlugundaki
ankastre kiriste yer degistirmeleri bulalim.

60



»<

= '//T// A
>

3

Sekil 4.14. Ankastre kiriste yer degistirme

Mesnetteki tepkiler P diisey tepki ve PI momentidir. Mesnetten herhangi bir x
uzakliginda yukari etkiyen P kuvveti pozitif Px momentini dogurur. O halde x
kesitindeki toplam egilme momenti,

M =—PI + Px
olur ve elastik cubugun diferansiyel denklemi,

d’y _—PI+Px
dx? El
seklinde elde edilir. Mesnette,

(4.43)

d
x=0 i¢in y=0 ve &
dx

smir kosullar1 altinda diferansiyel denklemin ¢oziimii art arda iki kere integral
almarak basit¢e yapilirsa,

dy P[ x}
—=—|-IX+—=-|+¢C
dx El 2

y—i —1 +X—2+X—3 +C,X+C
El 2 6] 7
verilen kosullar kullanilarak integral sabitleri,
c1 =0, c,=0

bulunur. Bu durumda kirisin herhangi bir noktasindaki y yerdegistirmeleri,

_-PIX P
El 2 EI 6
(4.44)
seklinde elde edilir. x=I i¢cin gubuk ucunda maksimum yer degistirme ise,
3

olarak bulunur.
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Ornek 4.9

I boyunda, g yogunluklu, gerilmis elastik bir ip x ekseni boyunca denge
konumundan itibaren ® agisal hiz1 ile donmektedir. T ipteki gerilme kuvveti, y(x) ise
x donme ekseninden itibaren ipin yer degistirmesi olduguna gore donme hareketinin

diferansiyel denklemi,

2

T (; y+pa)2y=0 (4.46)

XZ

dir. Ipin hareketi inceleyelim.

Ip iki ucundan tesbit edilmis oldugundan, sinir kosullari,

y(0) =0,  y(I)=0 (4.47)
ile verilir. (4.46) diferansiyel denklemindeki sabitleri,

po’
=

A=

ile tanmmlarsak denklem,
d?y
dx?

seklini alir ve ¢oziimii,

+Ay=0

y = Acos~+/Ax+ Bsin+/Ax
olur. (4.47) sinir kosullar1 uygulanirsa,

x=0 i¢in A=0 ve ¢6ziim

y = Bsin/Ax (4.48)
olur. x=1 i¢in,
Bsin/A1 =0, B#0, Al =np
2_2
2 =7 h=1,2,3, ..

A, A2, ... 0z degerleri i¢in problemin sifirdan farkli ¢6ziimii vardir ve her bir
A i¢in (4.48) denkleminin ¢6ziimii,
y =Bg,(x) (4.49)

. N .
olur. Burada ¢, (X)SInTﬂ-X problemin 06z fonksiyonlaridir. Oz fonksiyonlarin

herhangi bir kat1 da problemin ¢6ziimiidiir.

Her bir A, degerine o agisal hizin bir degeri karsilik geleceginden,
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n T
wn:T” T n=1,23, .. (4.50)

bulunur. Bu degerler, donen ipin kritik agisal hizlaridir.
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