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OZET

Bu c¢alismada son yillarda gelisme gosteren lineer olmayan tamamen
¢oziilebilir (1 + 1) boyutlu kismi tirevli diferansiyel denklemler incelenmistir.
Genel olarak bu denklemlerin ¢oziilebilirligini gosteren yontemler ele alinmistir. Bu
calismada inceledigimiz yontemler Lax formalizmi, AKNS formiilasyonu, sifir
egrilik sart1 ve Bi-Hamilton yapidir. Lax formalizminde biri 6z deger digeri zaman
degisim denklemi seklindeki iki lineer denklemin uyumluluk sartindan ortaya ¢ikan
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler tamamen ¢oziilebilir denklemler
olmaktadir. Ayni zaman da AKNS ve sifir egrilik sart1 formiilasyonlari, Lax
formalizmini temel alan formiilasyonlardir. Bu c¢alismada yukarida deginilen
yontemler detayli bir sekilde incelenmis ve Ornekler verilmistir. Lax
formiilasyonuyla KdV, Burgers ve Boussinesq denklemlerinin, AKNS
denklemleriyle KdV, mKdV, NLS ve SG denklemlerinin ve sifir egrilik sartiyla da
KdV denkleminin tamamen ¢06ziilebilir oldugu gosterilmistir. Ayrica AKNS
denklemlerinin sifir egrilik sarti formiilasyonu kullanilarak da elde edilebildigi
gosterilmistir. Daha sonra Poisson parantezlerinin sonlu ve sonsuz boyutlu lineer
vektor uzaylarindaki 6zellikleri incelenerek Bi-Hamilton formalizmi verilmistir. Bi-
Hamilton yapiya sahip olan lineer olmayan denklemlerden biri olan KdV
denkleminin Bi-Hamilton yapis1 detayli olarak incelenmis ve elde edilen Hamilton
operatorlerinin anti-simetri 6zelligi ve Jacobi 6zdesligini sagladigi gosterilmistir.
Sonrasinda KdV denklemi i¢in bulunan Bi-Hamilton fonksiyonlar1 ve operatorleri
yardimiyla KdV hiyerarsisindeki diger denklemler elde edilmistir. Son olarak
Boussinesq denkleminin Bi-Hamilton yapist incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lax formalizmi, AKNS formiilasyonu, Sifir egrilik

sarti, Bi-Hamilton.
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ABSTRACT

In this study, showing the development in recent years, nonlinear compeletely
solvable (1 + 1) partial differential equations were investigated. In general, methods
that show integrability of these equations were discussed. The methods examined in
this study are Lax’s formalism, AKNS formulation, zero curvature condition and Bi-
Hamilton structure. In Lax formalism, nonlinear partial differential equations,
originating from compatibility condition of two linear equations, consisting of
eigenvalue equation and time evolution equation, become completely solvable
equations. At the same time, AKNS formulation and zero curvature condition base
on Lax formalism. In this study, above mentioned methods were examined in details
and exemplified. It was shown that KdV, Burgers and Boussinesq equations are
comletely integrable by using Lax formulation, AKNS equations provide the
integrability of KAV, mKdV, NLS and SG equations , and the integrability of KdV
equation is also shown by using zero curvature condition. It was shown that AKNS
equations can be derived by using zero curvature condition formulation, too.
Afterwards, Bi-Hamilton formalism was given, examining features of Poisson
parentheses in infinite dimensional and finite dimensional linear vector space. Bi-
Hamilton structure of the nonlinear equations-KdV equation, is examined in detail
and it is shown that Hamilton operators provide antisymmetry feature and satisfy
Jacobi identity. Then, other equations in KdV hierarchy are obtained with the help of
Bi-Hamilton functions and operators, found for KdV equation. Finally, Bi-Hamilton
structure of Boussinesq equation is investigated.

Keywords: Lax formalism, AKNS formulation, Zero curvature

condition, Bi-Hamilton.
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1.GiRiS

Dogadaki bir¢ok olaym anlasilmasi i¢in yapilan modeller lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemler icermektedir. Bu nedenle lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin tamamen ¢6ziilebilirliginin gdsterilmesi uygulamali
matematigin gelisen giincel konularindan birisi haline gelmistir. Ornegin fizigin
bir¢cok dallarinda, lineer olmayan optik, hidrodinamik, katihal fizigi, plazma fizigi,
yiiksek enerji fizigi gibi genis bir alandaki fiziksel olaylarin incelenmesinde lineer
olmayan sistemlerin tamamen c¢oziilebilirligi fizik¢iler ve matematik¢ilerin bir
calisma alanmi olusturmaktadir (Das, 1989; Ablowitz ve Clarkson, 1991).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziilebilirligi izerine
yillardir yapilan ¢aligmalar (1 + 1) boyutta ¢ok sayida denklemin ¢oziilebilirliginin
gosterilmesini  saglamistir. Bu denklemlerin en Onemlisi ve en ¢ok bilineni
Korteweg-de Vries (KdV) denklemidir. 11k olarak Gardner (1971) KdV denkleminin
tamamen c¢oziilebilir bir denklem oldugunu goéstermis ve bu fikir daha sonra
Zakharov ve Fadeev (1971) tarafindan gelistirilmistir. Genel olarak tamamen
coziilebilirlik kriterleri ile ilgili her yeni formiilasyon genellikle ilk olarak KdV
denklemi iizerinde smanmaktadir. Ornegin, fermiyonik degiskenlerin ithali ile KdV
denkleminin stiper ve siiper simetrik genellestirmesi yapilarak tamamen ¢o6ziilebilir
siiper denklemler incelenmeye baslanmustir (Giirses M ve Oguz O, 1985: 437-440;
Mathieu P, 1988: 2499-2056; Kupershmidt BA, 1984: 213-215; Kupershmidt BA,
1987; Manin Yu I ve Radul AO, 1985: 65-67). Bir diger ydonde yapilan giincel
calismalar ise ¢ok bilesenli tamamen c¢oziilebilir sistemlerin elde edilmesidir. Cok
bilesenli KdV denklemi son yillarda birgok ¢alismanin odagi olmustur (Svinolupov
SI, 1991: 611-620; Oguz O, 1995). Ayrica ¢ok bilesenli KdV denklemlerinin gok
bilesenli siiper KAV denklemlerine genellemesi yapilmistir (Oguz O, Oguz O ve
Yazic1 D, 2001: 7713-7718).

Genellikle tamamen ¢oziilebilir sistemler (1 + 1) boyutta incelenmektedir.
Bu sistemlerle ilgili yillardir birgok 6rnege rastlanmaktadir. Bu 6rneklerin baglicalar1
KdV, Burgers, NLS, Boussinesq ve Sine-Gordon denklemleridir. Bu denklemler
matematiksel fizikte ve diger bilim alanlarinda bircok problemde karsimiza

cikmaktadir. Korteweg-de Vries (KdV) denklemi s1g su dalgalarini ve plazmalardaki



akustik dalgalarmi belirtir (Korteweg ve de Vries, 1895: 422-443). Lineer olmayan
Schrondinger (NLS) denklemi derin sudaki ylizey dalgalarini ve lineer olmayan
optigini agiklar (Malomed ve Boris, 2005: 639-643). Sine-Gordon (SG) denklemi
yer ¢ekimine bagh tele dik diisey diizlemlerde hareketini belirtir. (Frenkel ve
Kontorova 1939: 137-149; Faddeev ve Korepin, 1978: 1-87). Boussinesq denklemi
hareket eden bir basm¢ alanmin yarattigi dalgalart modellemeyi agiklar
(Demircioglu, 2010) ve Burgers denklemi en onemli lineer olmayan yayilim
denklemlerinden biri olmakla beraber akiskanlar dinamigindeki yayilan dalgalar i¢in
en basit lineer olmayan denklem modelidir (Debnath, 1997). Ayn1 zamanda (2 + 1)
boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziilebilir oldugu (1 + 1) boyutlu
denklemlerin ¢oziilebilir oldugundan yola ¢ikarak bulunmustur. (2 + 1) boyutta olan
denklemlere de Kadomtesev-Petviashvili (1970), Davey-Stewartson (1974) ve
Ishimori (1984) drnektir. Ote yandan (3 + 1) boyuttaki lineer olmayan denklemlerin
de tamamen ¢oziilebilirliginin gosterilmesi giincel problemlerden birisidir.

Tamamen ¢o6ziilebilirligi bir kag farkli yontem ve yaklagimla incelemek
miimkiindiir . Bu yontemlerin baslicalar1 Lax formalizmi, AKNS formiilasyonu , sifir
egrilik sart1 ve Bi-Hamilton yapidir.

Bu c¢alismada lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin (1 + 1)
boyutta tamamen c¢oziilebilirligi yukarida deginilen yontemler c¢ergevesinde
incelenecektir. 1. Boliimde ¢aligmanin igerigi, (1 + 1) boyuttaki tamamen ¢dziilebilir
denklemlere Ornekler ve bu Orneklerin matematiksel fizikte ve diger bilim
alanlarinda hangi problemlerde karsimiza ¢iktigindan bahsedilmistir. Ayn1 zamanda
(1 + 1) boyutlu sistemlerin ¢oziimiinden yola ¢ikarak (2 + 1) boyutlu sistemlerinde
coziilebilir oldugu gosterilmistir. 2. Boliimde Lax formalizminde biri 6z deger digeri
zaman degisim denklemi seklindeki iki lineer denklemin uyumluluk sartinin lineer
olmayan denklemleri vermesi durumunda bu denklemlerin tamamen c¢o6zilebilir
oldugunu gosterdigi ve bu formalizm cergevesinde KdV, Burgers ve Boussinesq
denklemlerinin tamamen c¢Ozilebilir oldugu gosterilmistir. 3. Bolimde AKNS
formiilasyonunun Lax formalizmi temelli formiilasyon oldugu belirtilerek KdV,
mKdV, NLS ve SG denklemlerinin tamamen ¢oziilebilir oldugu gosterilmistir. 4.
Boliimde sifir egrilik sart1 formiilasyonun Lax formalizminin matris form denklemi
oldugu belirtilerek KdV Denklemi {izerinde sinanarak KdV denkleminin tamamen
coziilebilir oldugu gosterilmistir. Ayrica AKNS denklemlerinin sifir egrilik sarti
formiilasyonu kullanilarak da elde edildigi gosterilmistir. Yani (1 + 1) boyutlu
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tamamen ¢oziilebilir lineer olmayan denklemlere bes farkli 6rnek ayrintili bir sekilde
gosterilmistir. 5. Boliimde Poisson parantezlerinin Hamilton formalizmindeki roli
incelenmis ve tekrarlama bagntist kullanilarak Bi-Hamilton yap1 olusturulmustur. Bi
Hamilton yapiya sahip bir sistem sonsuz tane korunan biiyiikliige, yani sonsuz tane
Hamilton fonksiyonuna sahip olacagindan, bu yapiya uyan lineer olmayan
denklemler tamamen ¢oziilebilir denklemler olmaktadir. KdV denkleminin Hamilton
fonksiyonlar1 ve Hamilton operatorleri ¢ikarilarak Bi-Hamilton yapis1 kurulmustur.
Boylece bu yontemle de KdV denkleminin tamamen ¢06zilebilir oldugu
gosterilmistir. KdV denkleminin Bi-Hamilton yapis1 olusturulurken Hamilton
operatorlerinin mutlaka saglanmasi gereken anti-simetri Ozelli§inin ve Jacobi
ozdesliginin saglandigi P.Olver’in (1986) metodu kullanilarak gosterilmistir. Ote
yandan tekrarlama bagntis1 kullanilarak KdV hiyerarsisinden bahsedildikten sonra

Boussinesq denkleminin Bi-Hamilton yapisi insa edilmistir.



2. LAX FORMALIZMi

1968 yilinda Lax, bazi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri
ters sacilma yontemi ile tamamen ¢oziilebilir olduklarim gosterdi (Lax , 1968: 467—
490). Lax, lineer olmayan tamamen ¢6ziilebilir diferansiyel denklemleri, bir simetrik
lineer operatoriin 6z deger problemi ile bir anti simetrik operatér yazilmig zaman
degisimi problemi ile iliskilendirdi (Spiro Karigiannis, 1998: 9).

Lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem genel olarak,

K[u] = F[u, uy, Uy, ... ] (2.1

fonksiyonu,u(x,t) ve u ‘nun tiirevlerinin bir fonksiyonu olmak iizere,

du = u, = K[u] (2.2)

seklinde bir zaman degisimi denklemi seklinde yazilabilir. Burada amag, (2.2)
denkleminin tamamen c¢oziilebilirliginin test edilmesine yarayacak operatorler
bulabilmektir. Bu operatorler yardimiyla yazilan biri 6z deger denklemi ile digeri
zaman degisimi denklemi seklindeki iki lineer denklemin uyumluluk (compatibility)
sartt (2.2) denklemini veriyorsa (2.2) denkleminin tamamen ¢oziilebilir oldugu
gosterilmis olur. Simdi bir y fonksiyonu yardimiyla simetrik lineer operator L olmak

iizere es spekturumlu (isospectral) 6z deger denklemini;

Ly = A (2.3)

ve anti-simetrik A lineer operatorii yardimiyla zaman degisim denklemini, alt indis

zaman tiirev operatoriinii gostermek {izere,

e = Ay (2.4)

seklinde yazalim. Burada A sabit bir 6z deger olmaktadwr. Bu denklemlerin
uyumluluk sartin1 elde etmek igin (2.3) denklemine d; tiirev operatoriinii ve (2.4)

denklemine de L operatoriinii uygulayalim. Boylece (2.3) denkleminden;



Lep + L = Ay + A, (2.5)

elde edilir. (2.5) denkleminde A; = 0 ifadesini yerine koyup tekrar diizenlersek;

Loy + Ly = Ay (2.0)

olur. Simdi de (2.4) denklemine soldan L operatorii uygulandiginda,

Ly, = LAY (2.7)

bulunur. (2.6) denkleminde Ly, = LAY (2.7) ve Y = Ay (2.4) ifadelerini kullanip

tekrar diizenlersek;

Lap + LAY = AAY (2.8)

elde edilir. (2.8) denkleminde A sabit oldugundan A lineer operatdr ile yer
degistirebileceginden (2.8) denklemi;

Loy + LAY = Ay (2.9)

seklinde de yazilabilir. (2.9) denkleminin sag tarafinda bulunan Ay ifadesi yerine Ly

ifadesini yazip tekrar diizenlersek;

Loy + LAY = ALY |, (2.10)
Loy + LAy — ALy = 0, (2.11)
[L; + (LA—AL)]Jy = 0 (2.12)

olur. L ve A lineer operatorlerinin komiitatorii [L, A] = LA — AL olmak iizere;

(Le+ [L,ADy =0 (2.13)



yazilir ve boylece uyumluluk sarti;

L.+ [L,A]=0 (2.14)

olarak elde edilir. (2.14) denklemine Lax denklemi, L ve A operatdrlerine de Lax ¢ifti

denir.

2.1. LAX FORMALIZMINE ORNEKLER
2.1.1. KdV Denklemi

Ornek olarak literatiirde de en c¢ok bilinen denklemlerden biri olan KdV
denkleminin tamamen ¢oziilebilirligini Lax formalizmi gergevesinde inceleyelim.

KdV denklemi (14 1) boyutta basit lineer olmayan bir dispersif dalga
denklemidir. Dalga hizinin dalga boyuna veya frekansina bagli olmasindan dolay1
dalganin sekli zamanla degisiyorsa bu tiir dalgalara dispersif dalga denir. KdV
denklemi;

Ui + Uy, + buuy, =0 (2.15)

seklindedir ve 0zel olarak a ve b sabitleri, a = b = 1 seg¢ildigi zaman,

Ui + Uygyy +uuy =0 (2.16)

seklini alir. Denklemdeki t ve x alt indisleri, sirasiyla d; ve 0 kismi tiirevlerini ifade
etmekte olup, burada ve bundan sonraki gosterimlerde bu sekilde kullanilacaktir.
KdV denkleminin ¢oziimii olan dalgalara soliton adi verilmektedir. Tek
basina hareket eden ve birbirleriyle carpistiktan sonra, carpisma Oncesinde sahip
olduklar1 sekil ve hizlarini1 koruyan dalgalarin pargacik benzeri dogalari, Zabusky ve
Kruskal‘m bu gibi dalgalar1 soliton olarak adlandirilmasma sebep olmustur

(Zabusky ve Kruskal, 1965: 240-243).



KdV denkleminin Lax ¢iftini elde etmek i¢in, a bir sabit olmak iizere,
(0% + Zaw)y =2y (2.17)

ile verilen lineer Schrodinger denklemini kullanabiliriz. Burada u(x,t) KdV
denkleminin bir ¢O6ziimii olmak iizere Schrédinger esitliginin 6z degerlerini

etkilemez. Yani 6z degerler degismez (invariant) kalir. Boylece,

L=0%+ -au (2.18)

ve Y = Ay lineer denkleminin A operatorii;

A= —49>—-qud —adu (2.19)
olarak alalim. Problemi ¢6zmeye 6ncelikle Lax denklemini yazmakla baslayalim.

L.=[A,L] =AL—-LA (2.20)
Sonra Lax denklemini soldan { ile carparsak,

Ly = ALy — LAY (2.21)
denklemini elde ederiz. Elde edilen bu denklemde KdV denklemi i¢in segilen A ve

L ifadelerini kullanarak sirasiyla ALY ve LAY karsiligini bulup (2.21) denkleminde

yerine yazalim.

(2.18) ve (2.19) ifadelerini ALY i¢in yazilirsa,
_ 3 _1 _1 2,1
ALY = (—40° —2aud —Zadu) (0% + Tau)y (2.22)

olur. (2.22) denklemini tiirev islemlerini alarak diizenleyelim.



ALy = (—4 03 —%aua — %aau) (Wyx + %aqu) , (2.23)

AL = —4isy — T ad> (W) = 5 Ul — 1 a?ud(u) = S ad(uih) —
% a?a(u?y) (2.24)

2 1
ALlIJ = _4¢5x - EO((UXXXIIJ + 3uxx¢x + 3ux¢xx + quxxx) -3 O(quxxx -
1 1 1
Eazu(uxw + qux) -5 O((uxqjxx + quxxx) - Eaz (ZuuxqJ + uijx)

(2.25)
(2.25) denklemini diizenlersek,
2 5 5 1 5
ALlIJ = _4¢5x - gou'lxquJ - Zauqujx -5 O(uxqjxx ) O(quxxx T2 a qulIJ -
~a?uty, (2.26)

bulunur. $Simdi de (2.18) ve (2.19) denklemlerini LAy ifadesinde yerine yazarsak,
1 1 1

LAYy = (62 + gau) (—4 03 —-oud —Eaau)q; (2.27)

olur. (2.27) denklemini benzer sekilde diizenleyelim,

LAlIJ = (62 + %au) (_4¢xxx - %O(UIIJX - %Ol(uxlll + qux)) > (2-28)
LAYy = (62 + %au) (— 4Py — auly — %auxlp) ) (2.29)

LAlIJ = _4¢5x —a az(qux) - %O( az(uxqj) - % O(quxxx - % azuijx - % O(zqulIJ >
(2.30)

1
LAlIJ = _4¢5x - a(uqujx + ZuquXX + quxxx) - E O‘(uxquJ + Zuqujx + uxqjxx) -

2 1 1
S Uy — = oa?uly, — o oa?uu, (2.31)



(2.31) denklemini diizenlersek,

5 5 1 1
LAlIJ = _4¢5X - Zauqujx -5 O(uxqjxx - g O(quxxx -5 OtuxquJ - g azuijx -

1
- 0uuxp (2.32)
elde edilir. Ote yandan Lo = %autlp oldugundan (2.21) denklemi;

1 2 5 5 1
U = —4WPsy — - Qg P — 200U Py — 5 QU Py — = QU yy — ~ O(zqulIJ -
6 3 2 3 4
1 5 5 1
6 azuzwx) - (_4¢5X — 20Uy Py — 5 Uy Py — gaquxxx S Oy P —

% o?u P, — % a?uuy ) (2.33)

olur. (2.33) denkleminde kisaltmalar1 yaparak;

%autlll =— 2 Uy P + %OﬂlxxxllJ - iazuuxlp + % a’uu,y , (2.34)
%autlp = — % AUy P — %azuuxlp , (2.35)
Up = —Uyyy — QUUy , (2.36)
U + Uy + auuy =0 (2.37)

elde edilir. a =1 alindiginda (2.37) denklem,

Up + Uggx + Uuy =0 (2.38)

halini alir, yani KdV denklemi elde edilir. Sonug olarak KdV (2.38) denklemi,

L=09%+u (2.39)

ve

A= —483—2ud—20u (2.40)
2 2



ile verilen Lax ¢ifti operatdrlerinin uyumluluk sarti olarak elde edildi. Bu
operatorlerin varligi bize KdV denkleminin tamamen ¢oziilebilir bir lineer olmayan

denklem oldugunu ifade etmektedir.

2.1.2. Burgers Denklemi

Up + Uy +uuy =0 (2.41)

seklinde ifade edilen Burgers denklemi en o©nemli lineer olmayan yayilim
denklemlerinden biridir. Bu denklem akiskanlar dinamigindeki yayilan dalgalar i¢cin
en basit lineer olmayan denklem modelidir. i1k olarak Burger tarafindan bir boyutlu
tiirbiilans1 tanimlamak i¢in kullanilmistir (Burgers, 1939).

Burgers denkleminin Lax formalizmi ile tamamen ¢6zilebilir bir denklem

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Lax operatorgifti,
L=0+u, (2.42)

A =0%+2ud + (a+ 1)uy + Bu? (2.43)

seklinde alinmaktadir (Masashi Hamanaka ve Kouichi Toda, 2003: 77). Burada
u=u(xt) ve o, B ise keyfi sabitlerdir. Burgers denklemini elde etmek i¢in daha
once ifade edilen (2.21),

Ly = ALY — LAY

Lax denklemini yazalim. Burgers denklemi i¢in segilen A ve L ifadelerini kullanarak
sirastyla ALY ve LAY karsiligini bulup (2.21) denkleminde yerine yazalim.

ALY = (0% +2ud + (o + Duy + Bu?)(@ + WY (2.44)

(2.44) denkleminde tiirev iglemleri alinip diizenlenirse,

ALY = (02 4+ 2ud + (a+ Duy + Bu?)(Py + uy) (2.45)
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ALY = Pyy + Ul + 2y + Uy + 2ulyy + 2uug + 2Py, + (a +
Duyy + (a + Duug + Buyy + Buy (2.46)

elde edilir. Simdi de (2.42), (2.43) denklemlerini LAY ifadesinde yerine yazarsak,

LAY = (0 + u) (0% + 2ud + (a + Duy + Bu?) Y (2.47)

(2.47) denkleminde de tiirev islemleri alinip diizenlenirse,

LAY = (0 + u) (Yygy + 2uly + (a + Dugy + Buy) , (2.48)

LAY = Yyx + Ulix + 2Ux Py + 2uy + 2070y + (@ + Dugd + (o +
Duxy + (a0 + Duuyg + 2Buug + BuPy + puy (2.49)

bulunur. Ote yandan L = u oldugundan (2.21) denklemi;

up = (L'Jxxx + Uk + 2uxPy + Ul + 2uyy + 2uu, P + Zuijx + (o +
Duyy + (a0 + Duug + Buy + Buly) — (W + ulyy + 2u, Py +
2ulPy, + 20y + (a0 + Dug P + (a + DugPy + (a+ Duugp +
2Buuyy + Butyy + Buy) (2.50)

olur. (2.50) denkleminde sadelestirmeleri yaparak;

U P = 2uugP — aug, B — 2Buu, P (2.51)
ve
u; + auyg, + 2(B— Duu, =0 (2.52)

olur. (2.53) denkleminde a =1 ve § = 2 alinirsa

Up + Uy +uuy =0

11



Burgers denklemi elde edilir.

Sonu¢ olarak Burgers denklemi (2.42) ve (2.43) ile verilen Lax g¢ifti
operatorlerinin uyumluluk sartinin bir sonucu olarak elde edildi. Bu operatorlerin
varlig1 bize Burgers denkleminin tamamen ¢oziilebilir bir lineer olmayan denklem

oldugunu ifade etmektedir.

2.1.3. Boussinesq Denklemi

Uge — Buuxx - B(ux)z + EUyy + AUy, = 0 (253)

seklinde ifade edilen Boussinesq denklemi lineer olmayan dispersif dalga
denklemlerinden biridir. Burada a, 8 ve € keyfi sabitlerdir. Ayni1 zamanda Boussinesq
denklemi derin sulardan s1g sulara dogru hareket eden bir boyutlu dalga hareketlerini
tarif etmede ve bunun sonucu olarak kiyr projelerinde etkili bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir (Boussinesq, 1872: 55-108).

Bu denklem igin Lax operator ¢ifti, u=u(x,t) yardimcit fonksiyon

v = v(x, t)olmak iizere,
L=0%-2ud—u,—iv, (2.54)

A =3i9% — 4iu (2.55)

seklinde alinmaktadir (Jennifer Larue, 2011: 31).
Boussinesq denklemini elde etmek i¢in (2.21),

Ly = ALY — LAY

Lax denklemini yazalim ve diger 6rneklerde yapilan islemleri bu seferde sirasiyla

Boussinesq denklemi i¢in yapalim.

ALY = (3102 — 4iu) (0% — 2ud — uy — i)Y (2.56)

12



(2.56) denkleminde tiirev iglemleri alinip diizenlenirse,

ALY = (3102 — 4iu) (Yay — 2uls, — u, P — iv) (2.57)

ALL|J = 3i‘~|JSX - 6iuxx‘~|1x - 12iux¢xx - 6iu‘~|1xxx - 3iuxxx‘~|J - 6iuxx‘~|1x +
BiugPyy + 3V U + 6V iy + 3V, — 4iuly,, + 8iu?y + 4iuu,p —
4uvy (2.58)

elde edilir. Simdi de (2.54), (2.55) denklemlerini LAYy ifadesinde yerine yazalim.

LAY = (03 —2ud — uy — iv)(3i9? — 4iu)y (2.59)

(2.59) denkleminde de tiirev islemleri alinip diizenlenirse,

LAY = (8% — 2ud — uy — iv) (3ily, — 4iuy) , (2.60)

LAY = 315y — iUy P — 121U Py — 121Uy Pyy — duPyey — 6iuPyyy +
8iuu, P + 8iut P, — 3iug Py, + 4iuu P + 3v,, — 4uvy (2.61)

bulunur. Ote yandan Ly = —2u, — u P — ivi oldugundan (2.21) denklemi;

—2uPy — Uyep — i = (3iL|J5X — 6l Py — 121U, Pyy — 61UPyyy — iUy —
6iuxx‘~|1x - 3iux‘~|1xx + 3VXXL|J + 6VXL|JX + 3VL|JXX -
4iuPy,, + 8iuyYy + 4iuu,p — 4uv) — (Biggy, —
ity U — 121U Py — 12103 Pgy — 4iuygyy —
6iuyyy + Siuu, P + 8iuy, — 3iugPyy, + 4iuu, P +
3y — 4UVL|J)

(2.62)
olur. (2.62) denkleminde sadelestirmeleri yaparak;
—2Ueyx — Uyl — Vel = Uy I — Biuuy U + 3vi U + 6V Py (2.63)
(Uggx — Buuy + v)iP + vy + u) ¥ + 2(3vx + u) Py, = 0 (2.64)
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elde edilir. (2.64) denkleminden,

Vi = —Uggx + 8uuy , (2.65)

uy = —3vy (2.66)

oldugu kolayca goriliir. (2.65) ve (2.66) denklemlerinden vfonksiyonu vy, = vy
sart1 kullanilarak yok edilerek, a = 3, B = 24 ve € = 0 degerleri i¢in,

Ugr — SUgyuy + 24(Uy)? + 24uuy, = 0 (2.67)

Boussinesq denklemi bulunur.

Sonu¢ olarak Boussinesq denklemi (2.54) ve (2.55) ile verilen Lax cifti
operatorlerinin uyumluluk sarti olarak elde edildi. Bu operatdrlerin varligi bize
Boussinesq denkleminin tamamen ¢oziilebilir bir lineer olmayan denklem oldugunu

gostermektedir.
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3. AKNS FORMULASYONU

Zakharov ve Shabat (1979) lineer olamayan tamamen ¢d6ziilebilir olan
Schrodinger denklemini anlamaya calisirken yeni bir yaklasim gelistirdiler. Daha
sonra Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (1973) bu formiilasyonu genellestirilerek
diger ¢esitli tamamen ¢oOzilebilir modelleri anlamamizi saglayan, AKNS
denklemleri adin1 verdikleri bir formalizm elde etmislerdir. Simdi Lax gosterimi
temelli bu AKNS denklemlerini elde etmek ic¢in bir dnceki bolimde ele aldigimiz
lineer denklemlerin matris denklemleri olarak ele alalim. (1+ 1) boyutlu
problemlerle ilgilendigimiz i¢in bagimli degiskenlerimiz r ve q; x ve t bagimsiz
degiskenlerinin fonksiyonu, L operatorii (2 X 2) kare matris , A operatorii de (2 X 2)
kare matris ve y fonksiyonu (2 X 1) seklinde siitun matris olacaktir. Yine 6z degerin
A = O sartim1 sagladigini kabul ederek, Lax formalizmine gore lineer matris

denklemleri ve I, (2 X 2) birim matris olmak iizere,

L(Ow(t) = Ay (t) 3.1
\
O (t) = A(OY(D) (3.2)

seklinde olacaktir. Bu denklemlerin uyumluluk sart1 da;

Ly = [A(D, L(D)] (3.3)

Lax denklemi olur. Pauli spin matrisleri,

0 1]

o=l o . =l J] . e=[ ] @ ©9

0 -1

olmak iizere,
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o, = %(01 + ioy) = [(()) 1] , (3.5)

0
o_= %(01 —io,) = [(1) 8] (3.6)

ozelliklerini gbz Oniine alalim. Yukaridaki biiytikliikleri kullanarak L ve A matris

operatorleri asagida oldugu gibi insa edilebilir.

L=0l-qo, —ro_ +iaos , (3.7)

A =Poz+ Qo + Ro_ (3.8)

Burada r ve q dinamik biiyiiklikleri (bagimli degiskenler), a sabit spektral
parametresi ve P,R,Q fonksiyonlar1 da spektral parametrenin ve dinamik
biiytikliiklerin fonksiyonlaridir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinin matris formunu

yazacak olursak;

Jd+ioc —q
L= :
[ -r d— ia] (39
P R
A= [Q —P] (3.10)
elde ederiz. Simdi bu operatorlerin uyumluluk sartini inceleyelim. Bu amagla;
llll]
= 3.11
=y G.11)

olmak iizere (2.21) denklemini;

Ly = ALY — LAY

yazalim. Bu denkleminin sol tarafindaki L. ifadesi;
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L, = [ 0 ‘qt] (3.12)

olur. Denklemin sag tarafini da matris formunda yazalim.

R R R e [

-, 0 2 =PIl —r 9 —iol LY, -r  0—ia =Pl Y,
(3.13)
(3.13) denkleminin sag tarafindaki terimleri ayr1 ayr1 hesaplayalim.
[P R“6+ia —q [‘411] =[P RH‘~|J1x+iw~|11_qL|12] (3.14)
Q —PIlL —r  0—idod [ Q —Pll-1{y + Py —iaif, '
_ I:PL'J1X +iaPy; — qPy; — rRY; + Ry — iaRqu] (3.15)
QUi +iaQy; — qQU; + rPY; — Py + 0Py, '
ve
P e P R e
—-r d—iallQ —Pl[Y; —r d—ial QU1 — Py, '
_ [ Py + Py + aiPPy + Ry, + Ry + iRy, — qQyy + qP Y, ] (3.17)
—TPY; — TRy, + Qg + Qyx —10QY; — Bl — Py + 0Py, '
bulunur. (3.14) ve (3.16) ifadeleri (2.21) denkleminde yerine yazildiginda;
[ 0 _Qt] [‘411] _ [_qull —rRy; + qQY; — Ry, — 2iaRy; — 2qPy, (3.18)
-y 0 ][, —Qx¥; + 2iaQyy + 2rPY; + rRY; + K, — qQ, '
elde edilir. Denklemin sag tarafini sol tarafina benzetilerek yazdigimizda;
[ 0 —qt] [‘411] _ [ —P, —rR+qQ —Ry; — 2iRa — ZqP] [d}l] (3.19)
-r. 0 ][y, —Qy + 2iaQ + 2rP rR+ P, —qQ v, '
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olur. Buradan

0=-P—-rR+qQ , (3.20)
—q¢ = —Ry — 2iaR — 2qP , (3.21)
-1y = —Qy + 2iaQ + 2rP (3.22)
denklemleri elde edilir.

(3.20), (3.21) ve (3.22) denklemlerini diizenlenilirse;

P,=qQ—-rR , (3.23)
re = Qx — 2rP — 2iaQ , (3.24)
gt = Ry + 2qP + 2iaR (3.25)

olur. (3.23), (3.24) ve (3.25) denklemlerine AKNS denklemleri adi verilir. Bu
denklemlerdeki P,R ve Q; a ‘ nin kuvvet serisine agsagidaki gibi acildiginda,

P=3YM jana™ , R=3YM_ bjpa™, Q=XM_,cpo™ (3.26)

ve bu degerler (3.23), (3.24) ve (3.25) denklemlerinde yerlerine konuldugunda ve

m = 0 alindiginda;

g = box + 2qa, , (3.27)

It = Coyx — 2rdg (3.28)

bulunur. Ayn1 zamanda m = 0 ve m = 1 oldugunda tekrarlama bagintilari,

Amx = qCm — by, m=>0, (3.29)
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bim+yx + 2iby = —2qapy; m=1, (3.30)

Cms1yx — 2iCm = 2rap g m> 1 (3.31)

seklinde elde edilir. Bu asamada a,,, = sabit, b, = 0 ve ¢;; = 0 secilmek suretiyle

cesitli ¢coziilebilir lineer olmayan denklemler elde edilir.

3.1.AKNS FORMULASYONU KULLANILARAK COZULEBILIRLIGI
GOSTERILEBILEN DEKLEMLERE ORNEKLER

3.1.1. KdV ve mKdV Denklemleri

Ornegin, m =2, b; = ¢ =0 ve az =ip i¢in hangi denklemlerin elde
edildigini bulalim.
Belirledigimiz bu degerleri oncelikle swrasiyla (3.30), (3.31) ve (3.29)

denklemlerinde yerine yazalim.

b3X + Zlbz = _an3 (332)

denklemi elde edilir. Elde edilen denklemde b; = 0 oldugundan b;, = 0 olur. Ayni

zamanda a; = ip ifadesini yerine yazarsak,

b, = —qu (3.33)
ve
C3x — 2icy = 2ra; (3.34)

olur. Yukaridaki denklemlerde c; = 0 oldugundan c3, = 0 olur. Ayn1 zamanda

az = ip 1ifadesini yerine yazarsak,
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C, = —TH (3.35)

\(

ayy = (qCy; — b, (3.36)

bulunur. Daha 6nceden buldugumuz b, = —qu ve c, = —ru denklemlerini (3.36)

denkleminde yerine yazarsak,

a,, =0 (3.37)

olur. Bu durumda a, = sabit oldugundan a, = 0 segilebilir.

m = 1 i¢in strastyla (3.30), (3.31) ve (3.29) denklemlerini yazalim.

bZX + Zlbl = _anz (338)

ve daha onceden bulunan b, = —qu ve a, = 0 denklemlerini (3.38) denkleminde

yerine yazarsak,

b, = —%uqx (3.39)
ve

Cyx — 2ic; = 2ra, (3.40)
bulunur. Ayni zamanda c, = —rp ve a, = 0 denklemlerini kullanarak (3.40)

denkleminde yerine yazarsak,

C, = ~ury (3.41)

\(
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a;x = qcy —rby (3.42)

olur. Daha onceden buldugumuz b; = —%uqx ve ¢, = %urx denklemlerini (3.42)

denkleminde yerine yazarsak,

a1x = 71 (rdx + qry) = u(ar)y (3.43)
A\

a, = u(ar) (3.44)
elde edilir.

Bir de m = 0 i¢in srastyla (3.30), (3.31) ve (3.29) denklemlerini yazalim.

le + 21b0 = _anl (345)

ve daha oOnceden bulunan b, =%uqx ve a,; =%u(qr) ifadelerini  (3.45)

denkleminde yerine yazarsak,

G Ry + 2iby = —iqu(ar) , (3.46)
1.1 P

b, = EH(E dxx — 9°T) (3.47)

veE

Cix — 2icy = 2ra, (3.48)

bulunur ve ¢; = %prx ,ay = %u(qr) ifadelerini (3.48) denkleminde yerine yazarsak,
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Gur)y — 2ico = irp(qr) , (3.49)

11
Co = EH(E Iyx — qrz) (3.50)
ve

agx = (qCo — Iby (3.51)

olur ve by= %u(% dxx — 9%r), ¢ = %u(% Iyx — qr?)  denklemlerini  (3.51)

denkleminde yerine yazarsak,
1 (1 11
dox = Q(gll (E Jxx — qzr)) - I‘(E U(E Iyx — qrz)) ) (3.52)

Ay = iu(qrxx ~ Txx)

ve

2y = 7 (qry — ray) (3.53)
denklemleri bulunur. Simdi de buldugumuz a, = iu(qrX —1qy), by = %u(% Qxx —

q%r), ¢o = %u(% Iyx — qr?) ifadelerini sirasiyla q, = by + 2qag (3.28) ve ry =

Cox — 2rag (3.29) denklemlerinde yazalim.

A = (GG — PPk + 2qG u(ary — 1)) (3.54)

(3.54) denklemini diizenlersek,

1 3
dt = Z Uqxxx — E urqqx (355)
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olur.
1 1 2 1
re= GGy — ar?)x — 2rCplary — rqy) (3.56)
(3.55) denklemini diizenlersek,
1 3
Iy = 4 Mlxxx — 5 Hqrry (3.57)

denklemi bulunur. (3.55) denkleminde p=4 ve r = —% ve (3.57) denkleminde

n=4 ve q= —% alindiginda,

e = dxxx + qdx (3.58)
ve

I = Tygx + ITy (3.59)
KdV denklemi elde edilir.

(3.55) denkleminde p=4 ve r= —%q ve (3.57) denkleminde p =4 ve

q= —%r alindiginda,

qe = dxxx T %0« (3.60)
ve

If = Tyyy + 2Ty (3.61)
mKdV denklemi elde edilir.
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3.1.2. Nonlineer Schrodinger (NLS) Denklemi

Ayni zamanda a; = b, = ¢, =0, a, = sabit = i ve r = —q alindiginda
hangi denklemin ortaya ¢iktigini bulalim.
Bunun i¢in oncelikle m =1 i¢in swasiyla (3.30), (3.31) ve (3.29)

denklemlerinde yazalim.

bZX + Zlbl = _anz (362)

elde edilen (3.62) denkleminde b, = 0 oldugundan b,y = 0 olur. Aym1 zamanda

a, = if3 ifadesini yerine yazarsak,

b, = —qp (3.63)
ve
Cyx — 2ic; = 2ra, (3.64)

olur. Bulunan denklem de ¢, = 0 oldugundan c,; = 0 olur. Ayn1 zamanda a, = if8

ifadesini yerine yazarsak,

c, = —1f (3.65)
ve
a;x = qcy —rby (3.66)

bulunur. Daha once elde edilen b, = —qf ve c, = —rf denklemleri (3.66)

denkleminde yerine yazilirsa,

a;, =0 (3.67)
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olur. Bu durumda a; = sabit oldugundan a; = 0 segilebilir.

m = 0 i¢in sirastyla (3.30), (3.31) ve (3.29) denklemlerini yazalim.

le + Zlbo = _anl (368)

b; = —qgf ve a; = 0 denklemlerini (3.68) denkleminde yerine yazarsak,

by = — Bax (3.69)
ve

Cix — 2icy = 2ra, (3.70)
bulunur. Daha Onceden bulunan c; = —rf3 ve ap; =0 denklemlerini (3.70)

denkleminde yerine yazilirsa,

0 = 51y (3.71)
ve

aox = qCo — by (3.72)
olur ve by = — % Bax , Cop = %Brx denklemlerini (3.72) denkleminde yerine yazarsak,
aox = 3B (rax + ary) . (3.73)
a0x = 35 () = 2o = 7 B(ar) (3.74)
bulunur. Elde edilen a, = %B(qr), by = —%qu ve cy = %Brx ifadelerini sirasiyla

g = box + 2qap (3.28) very = cox — 2rag (3.29) denklemlerinde yazalim.
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q: = (=3 Bg0x + 246 B(ar)) (3.75)

(3.75) denklemini diizenlersek,

Qe = Birg? — - By - (3.76)
qe — Birg® + % Bdxx =0 (3.77)
olur ve

re = G Brx — 2rGB(an) (3.78)

(3.78) denklemini diizenlersek,

re = - Bry — Biqr? , (3.79)

ry + Biqr? — % Bryxy =0 (3.80)
bulunur. (3.77) ve (3.80) denklemlerinin her iki tarafin1 "1’ ile ¢arpilirsa ,

. 1
1qy — quz +Equx =0 5 (381)

ire + Bqr? — > Brex = 0 (3.82)

olur. Elde edilen (3.81) ve (3.82) denklemlerinde r = —q ve B = —2 alinirsa,

iqe + qxx + 2qq* =0 (3.83)
Lineer olmayan Schrodinger denklemi elde edilir.

26



3.1.3. Sine-Gordon (SG) Denklemi

Bu kisim da AKNS denklemlerinde P, R, Q terimlerinin o’ 1n ters kuvvetlerini

iceren fonksiyonlarm oldugu durumu g6z 6niine alalim.

k(x,t)

Bunun i¢gin m = —1 alarak fonksiyonlarimizi P == R — &

o
m(x,t)
o

Q=
tirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar1 (3.23), (3.24) ve (3.25)

seklinde tanimlayalim. Buradaki k,1, m biyiikliikleri; x ve t‘ye baglh

denklemlerinde yerine koyup o' larin katsayilarini esitleyerek,

ky =qm—rl , (3.84)
l, = —2kq , qe = 2il (3.85)
m, = —2Kkr , ry = 2im (3.86)

bulunur. Burada u = u(x,t) olmak iizere k =i cosu, l=m =i sinu seklinde

alarak (3.84), (3.85) ve (3.86) denklemlerini yeniden diizenleyelim.
Oncelikle sectigimiz k,1,m  degerlerini swrasiyla 1, = —2kq ve my = —2kr

denklemlerinde yerine yazacak olursak,
0 G sinu) = -2 G cosu) q (3.87)

olur. (3.87) denkleminin sol tarafindaki x* e gore tiirev alindiginda,

iuxcosu = -2 G cosu) q (3.88)
bulunur. Elde edilen (3.88) denkleminin her iki tarafi ﬁ ile ¢arpilirsa,
q=—-Uy=-T (3.89)
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olur. Bulunan (3.89) denklemini q; = 2il denkleminde yerine yazildiginda,

0 (—2uy) = 2i(5 sinu ) (3.90)
elde edilir. (3.90) denkleminde sadelestirme islemleri yapildiginda,

Uy = Sinu (3.91)

Sine-Gordon denklemi bulunur.

Sine-Gordon denklemi 19. yiizyildan beri diferansiyel geometri
calismalarinda 6nemli bir denklem olarak biliniyordu (Bianchi, 1902) ve 20.
ylizyilda kristallerin yayilmasinda, ferromanyetik ve ferro elektrik malzemelerde,
rezonans optikte kisa titresim yayilmasinda ve uzun Josephson kavsagi iginde
manyetik akisin yayilmasinda uygulandi. Boylece bir dizi ilging fiziksel olayin lineer
olmayan dalga denklemleri Sine-Gordon denklemi ile elde edildi (Ablowitz et al.,
1973, 1974; Ablowitz et al., 1981).
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4. SIFIR EGRILIK SARTI

Sifir egrilik sarti, tamamen ¢oziilebilir lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemleri elde etmek i¢in kullanilan formiilasyonlardan biridir.

Sifir egrilik sarti AKNS denklemleri gibi Lax gosterimi temellidir. Matris
gosterimli, (2 X 2); X ve T operatérlerinin Lax ¢ifti 6zelliklerine sahip olduklarmi ve

¢ vektorii ile

b =To , (4.1)
by =X (4.2)

lineer denklemlerini sagladigini kabul edelim. Bu formiilasyonda X ve T
operatorlerinin her ikisi de A 6zdeger parametresine bagli olabilir.

(4.1) ve (4.2) denklemlerinin uyumluluk sarti,

Pyt = bix (4.3)

denklemi yukaridaki lineer denklemleri kullanarak

Xid + Xy = Tyd + Ty 4.4)

seklinde yazilabilir. (4.4) denkleminde ¢y =Xd ve ¢ =T¢ ifadeleri tekrar

kullanilarak yazilirsa,

X.d + XTd = T, + TXd (4.5)
ve
(X¢ + XT =T, = TX)$ = 0 (4.6)

29



bulunur. (4.6) denkleminde [X,T] = XT — TX komiitator bagmntisin1 kullanarak her

¢ degeri igin parantez i¢inin sifira esit olmasi,
X, —Ty+[X,T]=0 4.7)

denklemini vermektedir. Bulunan (4.7) denklemine sifir egrilik sart1 denklemi ya da
Lax formalizminin matris form denklemi denir. Simdi de sifir egrilik sarti

formiilasyonunu bazi 6rneklere uygulayalim.

4.1. SIFIR E(“;RiLjK SARTI FORMULASYONU KULLANILARAK
COZULEBILIRLIGI GOSTERILEBILEN DENKLEMLERE
ORNEKLER

4.1.1. KdV Denklemi

KdV denkleminin tamamen ¢dziilebilirligini sifir egrilik sarti ¢ergevesinde

inceleyelim. KdV denklemi i¢in,

0 1
=yt o Y

1 1
2 Yux —4B—Zyu

T = 4.9

1 1 1 1
_482 +EYBu +Ey2u2 +gyuxx _gyux

olarak alalim (Mark Hickman, Willy Hereman, Jennifer Larue ve Unal Goktas, 2009
: 1-20). Burada 3 ve y herhangi sabitlerdir. Bu durumda,

0 0
X¢ = —%vut ol > (4.10)
1 1
gyuxx _48 - gyu
T, = |, L . ) (4.11)
EYBuX + ;Y Uuy + gyuxxx - gyuxx

olur. Simdi de swrastyla XT ve TX ifadelerini bulalim.
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1 1
_ 0 1 2 Yux —4B—Zyu
XT = B—%Yu ol| : (4.12)

1 1 1 1
482 +EYBU+EYZUZ +gyuxx _gyux
—4B2 + ZyBu + —y2u? + Yl — < yuy
XT = 3 18 6 6 (4.13)
1 — i 2 —4 2 __ 1 + E + i 2.,,2 )
2 Byux — —y“uuy B* —3Byu+:Byu+—vyou
Ve
TX v 4w [ ’ 1] (4.14)
= 1 , .
—4B2 + 1yBu+ Sy2ul + 1yu  — iy, [[BTEYR 0
. —4B” + 2Byu — 3 yu + —y2u? “ YUy “15)
— = Byuy + —-y2uuy —4% + 2yBu + —72u? + = YUy

Buldugumuz (4.10), (4.11), (4.13) ve (4.15) denklemlerini (4.7) denkleminde yerine

koyarsak,
X; =T X, T 0 0 0 4.16
- =| 1 1 1 =

t X+[ ’ ] _gyut_gyuxxx_gyzuux 0 ( ) )
bulunur. Buldugumuz (4.16) denklemini diizenlersek,

1
- EY(ut + Uyyx + yuux) =0, (417)
Ut T Ugxx T YUUy = 0 (418)
olur. (4.18) denkleminde y = 1 alinirsa,
Up + Uyyy +uuy, =0 (4.19)

KdV denklemi elde edilir.
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4.1.2. AKNS Denklemleri

Ikinci 6rnek olarak AKNS denklemlerinin sifir egrilik sarti cergevesinde

cikariligini inceleyelim. AKNS denklemleri i¢in operatérleri,

_ _lz q(X' t)
X= [r(x,t) it ] g (4.20)
r= [Is) ? (4.21)
ve vektoru

_ [$1
= [‘132] (4.22)

seklinde alalim. Burada T = sabitve q(x,t) ve r(xt) dinamik buyiklikleri ¢
spektral parametresine bagl degillerdir. P, R, S ve T fonksiyonlari ise { parametresine
ve q(x, t) ve r(x, t) biiytikliiklerine baghdir.

(4.20), (4.21), (4.22) ifadeleri (4.1) ve (4.2) denklemlerinde yerine yazacak olursak;

[?b:] - [r(_xlzt) q(?ét)] [&] ’ (4.23)
[%]t =[5 1 [?1;1] (4.24)

ifadelerini elde ederiz. Bu denklemlerine integre edilebilirlik sartin1 uygulayalim.

Bunun i¢in oncelikle (4.23) denklemini t* ye gore tiirevini alalim.

b Wl P o I el e 429
elde edilir.(4.25) denklemini diizenlersek ;
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_ [O—i§P+qS qt—i§R+qT] [(1)1] (4.26)

2]
o, re+ rP +i¢S 0+ rR+idT | |,

ifadesi bulunur. Simdi de (4.24) denklemini x’ ye gore tiirevini alalim.

Xt

b Ml o I T 4 @20

elde edilir. (4.27) denklemini diizenlersek;

P i e [ 29

denklemi elde edilir. Integre edilebilirlik sartindan asagidaki denklik yazilabilir.

0—ilP+qS q¢— iR+ qT] [(1)1] _ [PX — i(P+Rr Ry+ Pq+ i(T] [(1)1]

re+ rP +i¢S 0+ rR+i(T ||, Sy —i¢S+r1rT Ty +qS+icT [ [,
(4.29)

(4.29) esitliginden;

Pp,=qS—Rr, (4.30)

Ry =q¢—2i(R+qT - Pq , (4.31)

Sy =1+ rP—rT+ 2i(S , (4.32)

Ty = rR— ¢S (4.33)

denklemleri bulunur. Yukaridaki ifadelerden goriildiigii gibi P = —T olur. Bu esitligi
yukaridaki denklemlerde kullanip tekrar diizenlersek;

Ph=qS—r1R, (4.34)
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R, + 2ilR = q, + 2Pq , (4.35)

S, — 2i(S =r, + 2rP (4.36)

AKNS denklemleri elde edilir. Boylece (4.30-31-32) denklemleri ile verilen AKNS

denklemlerinin “sifir egrilik sart1” kullanilarak elde edilebilecegi gosterilmis oldu.
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5. BI-HAMILTON YAPI

Lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin tamamen
coziilebilirligini gostermek icin kullanilan yontemlerden biridir.

Klasik mekanikte kullanilan Hamilton formalizminde bir sistemin dinamigi,
q(x,t) ve p(x,t) faz uzaymi olusturan smrast ile genellestirilmis koordinat,

genellestirilmis momemtum olmak iizere,

dgj

Qit = o = OpH , (5.1)
dpj

Pit = 5 = —0q,H (5.2)

seklinde bir Hamilton fonksiyonu yardimiyla incelenebilmektedir. Burada (q, p)

dinamik degiskenler olarak adlandirilir ve bu degiskenler faz uzayini tararlar.

5.1. Poisson Parantezleri

Yukaridaki hareket denklemleri g = g(q;,p;) ve h = h(q;,p;) dinamik

degiskenlere bagli fonksiyonlar olmak tizere;

dg oh  dg oh

=VyN % 901 95 91
{0} = X1 Gy ape ~ 9 90s (5.3)

seklinde tanimlanan Poisson parantezi yardimiyla da ifade edilebilirler. (5.3)

Poisson parantezlerinin 6nemli 6zellikleri,

(i) {af + Bg, h} = off, h} + B{g, h} (dogrusallik 6zelligi) (5.4)
) {fg=—-{gf} (anti-simetri 6zelligi) (5.5)
dii) {f{gh}}+{gh }+{h{fg}=0 (Jacobi 6zdesligi) (5.6)
(iv)  {f,gh} = g{f h} + {f g}h (Leibniz 6zelligi) (5.7)
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seklinde verilebilir (Poisson, 1809: 266-298). Hamilton formalizminin dinamik
degiskenleri arasindaki Poisson parantezleri, N boyutlu bir uzay i¢in

(i=1,2,.....,N) olmak iizere,

_ ¢vN 0qi 99j  dq; 0qj
{ai,qi} = Zk:l(aqkﬁ - 6_pk6_q]]<) (5.8)

tanim bagmtisindan

2ai _ o _
. 0, B 0 (5.9
dgi _ Opi _
seklindeki tiirev iligkileri kullanilarak kolayca,
{qi,qj} =0 ve {pi,pj}=0 (5.11)
elde edilir. Ayrica benzer sekilde

_ yvN (949i 9Pj\ _ N —
{ai,pj} = TR GE ) = XN 8k Sk = 85 (5.12)

09k 0pk

bulunur. Burada &;; Kronecker deltasi semboliinii gostermektedir.
Simdi burada H = H(q;, p;) Hamilton fonksiyonu olmak tiizere, dinamik
degiskenler ile Hamilton fonksiyonlar1 arasindaki Poisson parantezlerinin Hamilton

formalizmindeki roliinii inceleyelim.

o0 oM _ 0q; oM
0qx O0px  Opk 0qk

{qi, H} = X4 ( (5.13)

0q;
Opk

04

= 0 ifadelerini kullanarak
aqk

= 8ik Ve
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0H 0H

o H) = X0, Su o = 32 (5.14)
elde edilir. Benzer sekilde,
_ VN Opj OH  dp; 0H N & OH _ _0H
P} = i1 G, py, ~ apicaa — T k=100, T T, (-15)
bulunur. Boylece (5.1) ve (5.2) hareket denklemlerinin
qlt_{qI'H}_E > (516)
oH
= {py H} = - (5.17)

seklinde de yazilabildigi goriilmektedir.

Poisson parantezlerinin Hamilton formalizmindeki roliinii inceledikten sonra
bu kisimda da H=H(q;,p;) Hamilton fonksiyonu ile herhangi bir
A = A(q;,p;) fonksiyonun arasindaki Poisson parantezini hesaplayarak zaman
degisim denklemini elde edecegiz. Bu denklemi kullanarak korunan biiyiikliiklerin

tanimin1 verecegiz.

dA OH dA OH
—_——— 5.18
0qx 0px  9px aqk) ( )

{AH} =X G

(5.18) denklemi g = 2t = ;’—;‘ ve pye = ot = —;’—: ifadeleri ve cok degiskenli
bir fonksiyonun diferansiyelinin tanim kullanilarak

dA
{A,H} = Zk 1( th kpk,t) ) (5.19)

0A qu 0A %)
dqi dt 6pk dt

{AH} = Xi,G— (5.20)
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ve en genel hal i¢in,
0A 0A 0A
dA = lejzl(?% dqy + a_pkdpk) + ot dt (5.21)

ozelligi kullanilarak,

dA O0A
(A H}=22-20 (5.22)

elde edilir. (5.22) denkleminde A fonksiyonu t’ye acik bir sekilde bagli degil ise,

0A
==0 (5.23)

olur. Boylece

S ={a,H (5.24)

zaman degisimi denklemi elde edilir. Eger (5.24) denkleminde A bir korunan
biiyiikliik ise sabit olacagindan,

dA
<=0 (5.25)

olur. Boylece A korunan bir biiyiikliik ise, bu biiyiikliiglin Hamilton fonksiyonu ile

Poisson parantezi de

{A,H} =0 (5.26)

olacagi goriilmektedir. Eger n tane Hamiltonyenimiz var ise bunlarin hepsinin

korunan bityiiklik oldugunu A; = H;(q,p), (i=123,...)
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{H,H}=0 (5.27)

bagintisindan gorebiliriz. Buldugumuz sonuglar sonsuz boyutlu lineer vektor
uzaylarina da kolayca genellestirilebilir. Simdi sonsuz boyutlu lineer vektor

uzaylarinda Hamilton formalizmini inceleyelim.
5.2. Sonsuz Boyutlu Lineer Vektor Uzaylarinda Hamilton Formalizmi

Bu uzaylarda Poisson parantezleri,
© &F 5G
{F,Gly, =/, 500 ) sucg 3% (5.28)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada fonksiyoneller herhangi bir u = u(x) fonksiyonu

ve onun tiirevleri cinsinden,

Flul = [ f(u, Uy, Uy - )dX , (5.29)

Glul = [ g(uuy, Ugg o )dx (5.30)

olarak verilmekte ve fonksiyonel tiirev,

o= 30 35 Gud) + 3 (o)~ = T 5 ) (5.31)

Ouy Oy Ouijy

seklinde olmaktadir. Poisson parantez yapisini belirleyen J; operatorii

{F,G}j, = —{G,F};, (5.32)
\(
{F,{G, H}]i}]i +{G,{H, F}]i}]i +{H, {F, G}]i}]i =0 (5.33)
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anti-simetri 0zelligini ve Jacobi 6zdesligini sagliyorsa Hamilton operatorii olarak
almabilir.

Bu kisimda Bi-Hamilton formalizminin O6zelliklerini detayli bir sekilde
inceleyecegiz. Eger zaman evrim denklemi ile ilgili olarak yukaridaki 6zellikleri
saglayan iki tane Hamilton operatorii bulunuyorsa olusan yapiya Bi-Hamilton yap1
adi1 verilmektedir.

Boylelikle zaman degisim denklemi Bi-Hamilton formalizminde, J, ve J; iki

Hamilton operatorii yardimiyla,

Su(x) SH
ue = {uHy, =[5 o g dy = [ 8G=ylo .5y =g, (5.34)
ve benzer sekilde

SH
ue = {u Holy, = 15505 (5.35)

seklinde elde edilir. Burada ZE—EX}I; =8(x—y) ve 8(x—y) ifadesi Dirac-Delta

fonsiyonudur.

Sonsuz tane Hamilton fonksiyonu elde etmek i¢in ,

ue =Jo su(x) Jx su(x)

(5.36)

zaman degisim denklemini g6z Oniine alalim. (5.36) denkleminin sag tarafina

JolJo =1 birim operatdriinii ekleyip tekrar diizenlersek,

8H _ 8H 8H
Jo 2t = )5 o 2 = R Jo (537)

olur. Burada R =J;J;! seklinde tanimlanan R operatoriine tekrarlama operatorii ad

verilir. (5.37) denklemini herhangi bir n degeri i¢in genellestirerek,
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lo = Rl 5] = R o 5 (538

ve ya
SHp SHp—
Jogu =i 50 (5.39)

seklinde tekrarlama bagintilar1 elde edilir. Tekrarlama bagntisin1 yazmaktaki amag
Jo ve J; diye iki tane Hamilton operatorii varsa Hy[U] fonksiyonelinden baslayarak
sonsuz tane Hamilton fonksiyoneli elde edilebilmektir. (5.39) denkleminde sonsuz
tane korunan biiyiikliigiin varlig1 bize tamamen ¢oziilebilir bir dinamik sistemi isaret
etmektedir. Sonu¢ olarak Bi-Hamilton yapiya sahip dinamik sistemlerin lineer

olmayan zaman degisim denklemleri tamamen ¢oziilebilir denklemler olmaktadir.

5.3. KdV Denkleminin Bi-Hamilton Yapisi

Simdi de 6rnek olarak literatiirde ¢ok i1yi bilinen tamamen ¢6ziilebilir KdV
denkleminin Bi-Hamilton yapismi inceleyelim. Once KdV denklemi icin J, ve J;
Hamilton operatorlerini KdV denklemini kullanarak elde edelim.

Herhangi bir dinamik sistemin zaman evrimi denklemini,

uy = {u,Hy}j, = {u,Ho}y, (5.40)
Ve

SH SH,
u = Jo = J, e (5.41)

olarak  yazilabilecegini yukarida gOrmiistiik. Buradaki H;[u] Hamilton

fonksiyonellerinin h;(u, uy, ...) fonksiyonlar1 cinsinden

Hi[u] = [ h;(u, uy, ...) dx (i=0,1,2,.....)
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oldugunu go6z Oniine alarak, ilk olarak KdV denkleminin ], operatoriini ve

h;(u, uy, ...) Hamilton fonksiyonunu zaman evrimi denkleminden elde edelim.

Bunun ig¢in,
Up = —Uygxx — Uly (542)
KdV denklemini
1 d 1
up = [_uXX - Euz]x = & —Uygx — Euz] (543)

seklinde yazalim. (5.43) denklemini u, = J, 81';1u[u] denklemi ile karsilastirdigimizda,
Jo=20, (5.44)
S6H 1

o= Uk Su? (5.45)

oldugu goriiliir. (5.45) denkleminde h; Hamilton fonksiyonunu bulmak igin,

Sty _ ohy _ 0 (oh
Su  du  ox (6ux) (5.46)

fonksiyonel tiirev tanimii kullanarak,
h;(u,uy) = %u)z( — %u3 (5.47)
oldugu bulunur. (5.47) denklemini

Hi[u] = /7, by (u, u)dx (5.48)

denkleminde yerine yazacak olursak,
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Hy[u] = f_io (1 uz — 1u3) dx (5.49)

olur. Boylece Bi-Hamilton formalizmi i¢in birinci Hamilton operatorii ile fonksiyonu

tanimladik. Simdi de ikinci bir Hamilton operatdrii bulmamiz gerekiyor. Bunun i¢in,

8Ho[u]
Ut = —Uxxx — UUx = ]1#u (550)

KdV denkleminden benzer sekilde ]J; Hamilton operatérii ve hy(u,u,) Hamilton

fonksiyonunu elde edelim. KdV denklemi

ut=—uXXX—qu=(—63—§u6—§6u)u (5.51)

seklinde de yazilabilir ve (5.51) denkleminden ,

Jy=—0%—Zud—s0u=—09—2ud —:u, (5.52)
veE

SHo[u] _

e =y (5.53)

2

oldugu goriilmektedir. Buradan Hamilton fonksiyonu h, = %u ve Hamilton

fonksiyoneli

Hy[u] = fj;%uzdx (5.54)

elde edilir.
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Sonug olarak KdV denklemi i¢in,

Jj=—0%—Zud—-0u=—0%—2ud—-uy ,
3 3 3 3

Ho[u] = [~ Iwtdx

-0 2

oldugu goriiliir. Burada J,, J; Hamilton operatérlerin ve H,[u],H;[u] Hamilton
fonksiyonellerinin varligi bize KdV denkleminin bu formalizmin ¢ergevesi icinde de
tamamen c¢oziilebilir lineer olmayan bir denklem oldugunu ifade etmektedir. Simdi

de ], ve J; operatorlerin anti-simetri ve Jacobi 6zdesligini gosterelim.

5.4.]o Ve J; Operatorlerinin Anti-Simetri Ve Jacobi Ozdesligi

5.4.1. Anti-simetri Ozelligi

a.{F, G};, = —{G, F};, oldugunu gosterelim.

{F, G, = S, 30 g, dx (5.55)

-0 §u

Burada 2—z = Ave Z—S = B dersek ve J, = 9 ifadesi kullanilirsa (5.55) denklemi,

{F,G}, = J . A0dBdx = [ . AB,dx (5.56)

seklini alir. (5.56) denkleminde AB, = (AB), — AyB kuralini kullanirsak,
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{F, G}, = 7, (AB), — AB)dx = [, (AB),dx — [ A.Bdx

olur. Burada sinir sartlarindan dolay1 fjooo(AB)XdX = 0 oldugundan,

{F,G}, =—J " ABdx=—[" BAdx=—[" BoAdx=—{GF},

bulunur.
b.{F,G};, = —{G, F};, oldugunu gosterelim.

© § 8
{F, G}h =f F]lidx

-0 §u

(5.59) denkleminde J, = — 83 — gu 9 — gau esitligini kullanilirsa,

{F,GYy, = [ A(=0° —1ud—20u)Bdx |

{F,G}y, = — [ A9*Bdx — [* AzudBdx— [ A;duBdx
olur. (5.61) denkleminde integralleri,

Z,=—/ Ad*Bdx ,

Z,=—J ., AzudBdx ,

Zy = — [ AZ0(uB)dx

seklinde isimlendirip sirasiyla Z;,Z,, Z3 ifadelerini diizenleyelim.
Z,=—[ Ad*Bdx=—[_ [(Ad?B), — (0A) 3*B] dx ,

Zy=—]_ (A9*B),dx + [, (0A) 9°Bdx
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(5.59)

(5.60)
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(5.62)

(5.63)

(5.64)
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(5.66)



(5.66) denkleminde [ (A3?B),dx = 0 oldugundan,

Z, = [ . (9A) 8?Bdx

(5.67)

halini alir. (5.67) denkleminde tekrar AB, = (AB), — A;B kuralmi kullanip

diizenlersek,
o 2 o) ) 2
Z, = [ 08) 0°Bdx = [ [((@A)5-B) — (9*A)0B|dx .

Z, = J". ((8A)8B) dx — [ (9?A) 8Bdx = — [°, (9?A) dBdx ,

Z =~ [((63A)B)X - (a3A)B] dx— [ ((@°A)B) dx + [ (8°A)Bdx ,

Z, = [ (@*A)Bdx = [*_B(d°A)dx
elde edilir.

Z,=—J AsudBdx = — [ AudBdx,

7, = _gfoooo[(AuB)X — (duA)B] dx = —gfjooo(AuB)XdX + gfjooo(auA)de

Burada [, (AuB),dx = 0 oldugundan (5.73) denklemi,

Z, = 2/ (duA)Bdx = % [*7 B(AuA)dx
seklinde bulunur.

Zy=— [ As0uBdx = — [ AduBdx ,

Zy = =7 [ [(AuB), — (9A)uB] dx = — [ (AuB),dx + 3 [ (9A)uBdx
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(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)



Zy = -7, (M) uBdx = ; [* Bu(dA)dx (5.77)
olur. Bulanan (5.71), (5.74) ve (5.77) ifadelerini (5.61) denkleminde yerine yazarsak,

{F,G}y, = [, B(@*A)dx + [ Bu(dA)dx + [ B(BuA)dx , (5.78)

(F,Gly, = — J7 B[-(@® +2ud +10u)| Adx (5.79)
bulunur. Buradan ,
{Fr G}]l = _{Gr F}]l

oldugu kolayca goriiliir.

5.4.2. Jacobi Ozdesligi

Bu kisimda Hamilton operator ¢ifti olan J, ve J;“ in Jacobi 6zdesligi kontrolii
detayli bir sekilde ele alinacaktir.

Operatorlerin Hamiltoniyen operatorii olabilmesi icin

{F, G}y, = fj;%]i 53&) dx (5.28) ile daha once verilen Poisson parantezinin anti-

simetrik (5.5) ve Jacobi 0Ozdesligini (5.6) biitiin f,g,h fonksiyonelleri igin
saglamalidir. Fakat (5.6) ile tanimlanan Jacobi 0zdesligini kullanmak basit bir
Hamilton operatorii icin bile ¢ok zor ve karmasiktir. Bu nedenle P.Olver’in metodu
olarak bilinen (Olver, 1986) ve asagida verilen teorem kullanilacaktir.

Teorem: J; anti-simetrik g Xq  matris  diferansiyel  operatér  ve

I[u] = % [ 6 J;6dx]J; ye karsilik gelen fonksiyonel bi-vektdr olmak iizere,

(16 Stdx =0 (5.80)

seklindeki Jacobi 6zdesligini sagliyor ise J; bir Hamilton operatoriidiir.

Burada ‘> dig carpim ve ‘0’ da bir form olarak tanimlanir. Ayni zamanda dig
carpim O 0 = 0 Ozelligine sahiptir. Simdi de ], ve J; operatorlerinin Jacobi
0zdesligini sagladigin1 gosterelim.
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afJ,0 8;[11:] dx = 0 oldugunu gosterelim.

S1[u] _ro SI[u]
[1o® S -dx=[--86 = —dx (5.81)
Burada I[u] = - f 0 J;0 oldugunu hatirlayip i = 0 i¢in tekrar yazalim.

I[u] —feloe_—fee (5.82)

olur. (5.81) denklemi u degiskeni igermediginden —u = 0 olur. Bundan dolay1

[].0 8;[11:] dx =0 olur.

8;[11:] dx =0 oldugunu gosterelim.

b.[],6

fne 2dx=[ (-2 -2ua-3Ju,)e Sldx (5.83)
Simdide I[u] =- f 0 Ji0 ifadesini i = 1 i¢in yazalim.

ful=2f0)8=2f6 [-0°—2ua—1u,e (5.84)
(5.84) denklemini diizenlersek,

[[u] = =2 (8 Byex —3 OuB, —= 6 Ouy) (5.85)

elde edilir. Burada 6 8 = 0 kuralindan,

[u] = =260y — gfeuex
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81[u] 1
8—1‘1*:—5[99)( (5.86)

olur. Bulunan % = —% [ 60, ifadesi (5.83) denkleminde yerine yazilirsa,
81[u] 2 1 1
= dx=f(—63—gu6—gux)6 (—geex)dx (5.87)

elde edilir. (5.87) denklemini diizenlenirse,

fre Mgy =g [(—exxx —2ug, —2u,0) (-0 e)] dx | (5.88)

[106 B dx = 26, 00, + 10,0 0, + 21,00 0, | dx (5.89)

(5.89) denkleminde 0,0, =0 ve 00=0 esitlikleri kullanilirsa,

108 S dx = [0, 0 6,dx (5.90)

bulunur. (5.90) denkleminde AB, = (AB), — A B ifadesinden yararlanilarak,

Orxx 0 05 = (Bxx 0 85)x — 05y (8 0)x (5.91)

Oxxx 06 = (exx 0 ex)x — Oxx 0405 — exx eexx (592)

elde edilir. Burada 6,6, = 0 ve 6,4 6,y = 0 oldugundan (5.92) denklemini,
Buxx 0 6x = (Bxx 6 05)y (5.93)
seklini alir. (5.93) ifadesini (5.90) denkleminde yerine yazilirsa,

[0 2t dx =[5 (00 0,)dx (5.94)
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olur. Bulunan (5.94) denklemi sonsuz uzaylarda incelenirse,

15010 28 dx = [ 2 (6, 0 0,),dx = 0 (5.95)

olur. Boylelikle J, ve ]; operatdrlerinin anti-simetri ve Jacobi 6zdesligini sagladigi
gosterildi.

5.5. KdV Hiyerarsisi

KdV denklemi i¢in bulunan J,, J; operatorleri ve Hg[u], Hi[u]
fonksiyonelleri yardimiyla KdV hiyerarsisindeki diger Hamilton fonksiyonellerini
bulabiliriz.

Ornek olarak H,[u] Hamilton fonksiyonelini bulalim. Bunun icin ise

su 1 su

tekrarlama bagintismni (], hatirlamakta baglayalim.
y

Tekrarlama bagmtist n = 2 i¢in yazilirsa,

S6H S6H
Jogu =50 (5.96)

olur. Daha 6nce buldugumuz,

]0 =aa
1 1 2 1
Ji=—0®—-ud—-0u=-0%—--ud —-uy,
3 3 3 3
T

ifadelerini (5.96) denkleminde yerine konulursa,

2 = (0= 200 - ) (- 1) 5

50



olur. (5.97) denkleminin sag tarafinda gerekli islemler yapilirsa,

d 8H 1 2 1 1 1
58—; = Usx +3 (U?) g + S Ullee + gu(uz)X + S UxUxy + guzuX (5.98)

ve bir takim diizenlemeler yapildiktan sonra

a 8H2 _ 1 2 2 2 2 1 1 2

&E_uSX +E(u )xxx+guuxxx +§u Uy +guxuxx+gu Uy > (599)
8 8H, _ 1, 5 2 1 5.2

&E = Usx + E(u )xxx + guuxxx + guxuxx + gu Uy (5100)

bulunur. (5.100) denkleminde % ifadesini bulmak i¢in asagidaki esitlikler isimizi

kolaylastiracaktir.

u?uy = 2 (ud)y (5.101)
Uyl = (uz—z)x : (5.102)
Ullyygy = (Uly)y — Uyl = (UUyy)y — (uz—z)x : (5.103)
(U?) 4 = 2(uuy)y = 2uuy, + 2u2 (5.104)

Yukaridaki (5.101), (5.102), (5.103) esitlikleri (5.104) denkleminde yerine yazacak

olursak,

o 8H 1 2 2 (uz 1 (u2 5

&S_UZ = Usy + 5 (uz)xxx + g(uuxx)x ) (%)x + 3 (%)x + 18 (u3)x > (5105)
0 8H 1 2 1 (u? 5

&S_UZ = Usyk + E (uz)xxx + g(uuxx)x - g (7)X + E (u3)x (5106)

elde edilir. (5.106) denklemi,
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SH, 1, o 2 uf , 5 3
—= = Uy, +-(u + -uUly, —— 4+ —u
Su 4x 2( )xx 3 XX 6 18

(5.107)

olur. (5.107) denklemindeki H, Hamilton fonksiyonelini bulmak i¢in h, Hamilton

fonksiyonunu, a, b, ¢, d keyfi sabitler olmak iizere,

h, = au?; + bu?uy, + cuu2 + du?* (5.108)

seklinde yazalim. Bu sabitleri

Gﬁ=&_i(&)+i(ahz) (5.109)

Su du 0x \Ouy 0x2 \Quyy

fonksiyonel tiirev tanimindan bulabiliriz. (5.108) denklemi (5.109) denkleminde

yerine yazilip gerekli tiirev islemleri yapilirsa,

8H d 62

o = 2buuyy + cug + 4du® — — (2cuuy) + o= (2aug +bu?) (5.110)
% = 2auyy, + b(u?), + 4du + 2buuy, + cuZ — 2cuZ — 2cuuyy , (5.111)
22 = 2auyy + b(u)y + 40’ — cuZ +2(b — uuyy (5.112)

olur. Bulunan (5.112)denklemi ile (5.107) denklemi karsilastirildiginda,

2a=1vea=s, (5.113)
1

b=> . (5.114)
1

c=1 (5.115)
6

4d=>ve d== (5.116)

18 72

oldugu kolaylikla goriiliir. a, b, ¢, d sabitlerini bulduktan sonra h, yazilirsa,
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h, = 2u2, + = u?uy, +-uu? + —u? (5.117)

olur. Aymi zamanda u?uy, = (u?uy)y — 2uu? oOzdesligi kullanilarak (5.117)

denklemi tekrar diizenlenirse,

h2=%u)2(x—2uu)2(+%u4 (5.118)

olur. Bulunan (5.118) denklemi

Ho[ul = [7 hy(u, uy, uyg)dx (5.119)

denkleminde yerine yazacak olursak,
o [1 5 5
Hplul = [ [E uz, — guu)z( + Eu“] dx (5.120)

bulunur. Bdylece J,, J; operatorleri ve H,[u], H;[u] fonksiyonelleri yardimiyla
tiglincli H,[u] Hamilton fonksiyoneli de bulunmus oldu.
KdV hiyerarsisindeki H,[u] fonksiyoneline karsilik gelen zaman evrimi

denklemi

] SHa[u]
t=Jo 5,
denkleminden,

u—(u +2 (%) + 2uu u—’2‘+iu3)
t 4x 2 XX 3 XX 6 18 <

seklinde besinci mertebe KdV denklemi elde edilir. Bu islemlere devam edilerek
sonsuz tane Hamilton fonksiyoneli ve Hamilton fonksiyonu bulunur. Bunlara karsilik

gelen KdV hiyerarsisinin diger zaman evrimi denklemleri de kolayca elde edilir.
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5.6. Boussinesq Denkleminin Bi-Hamilton Yapisi

Bu kisimda Boussinesq denkleminin Bi-Hamilton yapisini inceleyecegiz.

Bunun i¢in 6ncelikle

Uge — SUgyuy + 24(Uy)? + 24uuy, = 0

seklindeki (2.67) Boussinesq denklemini hatirlayalim. Yine Lax formalizminde
yapildigi gibi bu denklemin Bi-Hamilton yapisini incelemek i¢in Hamilton
operatorleri ve Hamilton fonksiyonelleri u ve yardimci v fonksiyonlar1 cinsinden

elde edilebilir. Bu sistem icin zaman degisimi denklemi matris formunda

yazilmalidir. Matris formundaki zaman degisimi denklemi ¢ = (3) olmak iizere

9 9
¢ = ]oﬁHl[u;V] = ]15H0[U,V] (5.121)

seklinde olacaktir. Yukaridaki denklemdeki Hamilton fonksiyonellerinin fonksiyonel

tirevleri

5 5
S H vl =% . (5.122)

8 8
=5 Holw v] = . (5.123)

seklinde slitun matrisler olarak tanimlanmaktadir. J, ve J; Hamilton operatorleri de
anti simetri 6zelligine sahip Jacobi 6zdesligini saglayan kare matrisler olacaktir.
Simdi Boussinesq denklemi i¢in v ve u fonksiyonlari cinsinden yazilan (2.65)

ve (2.66) zaman degisim denklemlerini géz 6niine alalim.

Vi = —Uggx + 8uuy
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Uy = —3vy

Bu denklemleri

Ve = (—uyy + 4yu®)y (5.124)
ve

u; = (—3v)y (5.125)

seklinde yazarak J, Hamilton operatoriinii ve H; Hamilton fonksiyonelini (5.122)

denklemini kullanarak elde edelim.

8H;
[u] _] Su
Vi — 0| &H,
Sv

denklemindeki J, Hamilton operatorii anti simetri 6zelligi ve Jacobi 6zdesligini

saglayacak sekilde

Jo = [g g (5.126)

seklinde secelim. Bu durumda

8Hy _ 88% _[0 0 85% _ (%)X
H =Jo%u = Jo|sn, | = o] sty | = (o) (5.127)
Sv 8v 8v /
ifadesinden,
ut=(%)x ) (5.128)
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elde edilir. Yukaridaki denklemler
karsilastirildiginda

SHy _ _

= 3v,

% = —Uyy + 4u?

oldugu goriiliir. Burada

Hy[u,v] = f_io h; (v, u, uy)dx

(5.124) ve

Fonksiyonelini ve bunun fonksiyonel tiirevleri

Sy _ by _ 0, (0hr) 0 ()
su  adu 0x \Ouy 0x2 \Quyy

\(

oy _ by _ 0 (0hy) | 0" ()
sv v 0x \0vy 0x2 \O0vgy

G06z Oniine alinarak h; hamilton fonksiyonunun

h; = av? + bu?® + cu?

(5.129)

(5.125) denklemleri ile

(5.130)

(5.131)

(5.132)

a, b ve c sabitler olmak iizere seklinde olabilecegi kolayca tahmin edilebilir. (5.132)

ifadesindeki sabit katsayilar1 bulmak i¢in H; Hamilton fonksiyonelinin fonksiyonel

tiirevleri hesaplandiginda
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8H,

E= 2av . (5133)
% = 2cu,, + 4bu? (5.134)

elde edilir. (5.130) ve (5.131) denklemleri ile (5.133) ve (5.134) denklemleri
karsilastirildiklarinda, katsayilar

a=-—-= , b=1 , C=—= (5.135)

olarak bulunur. Sonu¢ olarak Bi-Hamilton yapmin Hamilton fonksiyonlarindan bir

tanesi
_ _3.2 3_12
h1——§V tu —oug (5.136)
ve Hamilton fonksiyoneli
3 1
H, = (—EVZ +ud - Eu)z() dx (5.137)

bulunur. Ote yandan ikinci Hamilton operatérii

034+ ud+du 60v+vo
= | svieve - (65 - 2(0%u + ud®) + 3(8%ud +9ud?) + 8(u? + u?9))
(5.138)

ve ikinci Hamilton fonksiyonu
ho = —2v (5.139)

seklinde verilmektedir (Popowicz, 1993). Boylece ikinci Hamilton fonksiyonelinin
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Holu, vl = [7_ho(v)dx (5.140)

Tanim bagntisini kullanarak denkleminde yerine yazacak olursak,
Ho = — [ 7 vdx (5.141)

oldugu goriiliir.
Simdi de J,, H; ve J;, Hy ifadelerini sirasiyla (5.122) ve (5.123) denklemlerini

sagladiginmi gosterelim.

Oncelikle Boussinesq denklemi icin verilen J,, H; ve % ifadeleri

©: = Jo % H;[u,v] (2.316) denkleminde yerine yazilirsa,

[EL = [3 (a) [_uxf;fuz] ’ (5.142)
o], = [ ) (5.143)

olur ve buradan da

Uy = _3VX i

Vi = —Uggx + 8uuy

ifadeleri yazilabilir. Boylece Boussinesq denkleminin Bi-Hamilton formalizmi i¢in

birinci Hamilton operatorii ile fonksiyonunun sagladigmi gosterdik. Simdi de ikinci

Hamilton operatdrii ve fonksiyonunun sagladigimi gosterelim. Ise J;, H, ve %

ifadeleri @, = J; % Hg[u, v] denkleminde yerine yazmakla baslanirsa,

[u] _[63+u6+6u 60v+vd ] 01

vli Tl av+6va  —(0°5—2(0%u+ud®) +3(3%ud + dud?) + 8(Au* + u2d))l | 5|
(5.144)
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[u] _[63+2u6+uX 7v0 + 6vy ] 01
Vt_ ’

6vy +7vd  —(0% 4 5uy 0% 4 Uy 0 — Uy + 8u? 3 + 16uuy)l [~
(5.145)
u] —3vy
[V]t - [—uXXX + 8qu] (5.146)

bulunur ve benzer sekilde
Uy = _3VX i

Vi = —Uggx + 8uuy

u ve v ifadelerine bagli zaman evrim denklemleri yazilir. Yukarida ki denklemlerin

Vyt = Vi Integre edilebilir sartindan da
Ugr — SUygx + 24(uy)? + 248uuy, = 0

Boussinesq denklemi bulunur.

Sonug olarak yukarida verilen ], , J; Hamilton operatorlerin ve Hg[u], Hy[u]
Hamilton fonksiyonellerinin varlig1 bize Boussinesq denkleminin bu formalizmin
cercevesi icinde de tamamen ¢oziilebilir lineer olmayan bir denklem oldugunu ifade

etmektedir.
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6. SONUCLAR

Bu c¢alismada son yillarda gelisme gosteren lineer olmayan tamamen
cozilebilir (1 + 1) boyutlu kismi tirevli diferansiyel denklemlerin tamamen
coziilebilirligi ele alimmustir. Lineer olmayan denklemlerin ¢d6ziilebirligini
gostermede kullanilan yOntemlerden baglicalar1 olan Lax formalizmi, AKNS
formalizmi, sifir egrilik sart1 ve Bi-Hamilton yapis1 detayl bir sekilde incelenmistir.
Iki boyutlu lineer olmayan KdV, mKdV, lineer olmayan Schrodinger, Sine Gordon,
Burgers ve Boussinesq denlemlerinin ¢dziilebilirliginin gosterilmesi bu yontemlere
ornek olarak yapilmustir.

Bu calismada incelenen yontemler kullanilarak yeni lineer olmayan tamamen
coziilebilir denklemler elde edilebilir. Ayrica bu yontemler tamamen ¢oziilebilir
denklemlerin ¢ok bilesenli denklem sistemlerine genellestirilmesinde de
kullanilmaktadir. Tamamen ¢0Oziilebilir  denklemlerin  siiper  denklemlere
genellestirilmesi yiiksek enerji fizigindeki siiper simetrik alan denklemlerinin

¢cOzlimiine yol gosterebilecegi dngdriilebilir.
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