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ÖZET 

ASAL DOĞRULTU EĞRİLERİ, HELİSLER ve SLANT HELİSLER 

 Bu çalışmada, bir Frenet eğrisinin asal doğrultu eğrisi ve asal donör eğrisi 

kavramları tanıtıldı. Bir düzlem eğrinin asal donör eğrisi olarak bir silindirik helisin 

parametrik gösterimleri elde edildi. Bir silindirik helisin asal donör eğrisi olarak bir 

slant helisin parametrik gösterimleri elde edildi. 
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ABSTRACT 

PRINCIPAL DIRECTION CURVES, HELICES and SLANT HELICES 

 In this study, the notions of  the principal direction curve and principal donor 

curve of a Frenet curve were introduced. Parametric representations of a cylindrical 

helix as a principal donor curve of a plane curve were obtained. Parametric 

representations of a slant helix as a principal donor curve of a  cylindrical helix were 

obtained. 

 

Keywords :  Frenet curve, principal direction curve, principal donor curve , helix, 

slant helix 
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GİRİŞ 

 

 3 - boyutlu Öklid uzayında teğet doğruları sabit bir doğru ile sabit bir açı 

yapan bir eğriye silindirik helis veya genel helis denir. 

 1802 yılında, M. A. Lancret tarafından ifade edilen ve 1845 yılında B. de 

Saint Venant tarafından ispatlanan teoreme göre bir eğrinin silindirik helis olması 

için gerek ve yeter koşul   eğrinin eğriliği ve   eğrinin burulması olmak üzere  




 

fonksiyonunun eğri boyunca sabit olmasıdır. 

 2004 yılında, Izumiya ve Takeuchi tarafından "New Special Curves and 

Devolopable Surfaces" isimli makalede asal normal doğruları sabit bir doğru ile sabit 

bir açı yapan eğriler olarak tanımlanan slant helisler aynı yazarlar tarafından 

karakterize edildi. İzumiya ve Takeuchi tarafından yapılan karakterizasyona göre 

eğriliği sıfır olmayan birim hızlı bir eğrinin slant helis olması için gerek ve yeter 

koşul  

 

2

3
2 2 2

 

 



 
 
 

 

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasıdır. 

 2005 yılında, L. Kula ve Y. Yaylı tarafından "On Slant Helix and Its 

Spherical Indicatrix" isimli makalede bir slant helisin teğetler göstergesinin ve 

binormaller göstergesinin birer silindirik helis olduğu gösterildi.  

 2012 yılında, Jin Ho Choi ve Young Ho Kim tarafından "Associated Curves 

of a Frenet Curve and Their Applications" isimli makalede asal doğrultu ve asal 
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donör eğrileri tanımlandı. Bu kavramlar kullanılarak silindirik ve slant helisler 

arasındaki ilişkiler incelendi. 

 Dört bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde eğrilere ait genel 

bilgiler verildi. İkinci bölümünde helisler ve slant helisler ile ilgili tanımlar ve 

teoremler verildi. Üçüncü bölümde asal doğrultu ve asal donör eğrilerinin tanımları 

yapıldı. Asal doğrultu ve asal donör eğrilerinin eğrilik ve burulmaları ile ilgili önemli 

sonuçlar elde edildi. Dördüncü bölümde asal doğrultu eğrisi ve asal donör eğrisi 

kavramları kullanılarak silindirik ve slant helislerin parametrik gösterimleri elde 

edildi. 
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1.TEMEL KAVRAM ve TEOREMLER 

 

Aşağıda verilecek olan tanımlar için O'Neill (2006), Kühnel (2002), Millman (2007) 

ve Struik (1988) kaynak kitaplarına bakılabilir. 

 

I     de bir açık aralık ve  1k    olmak üzere  I   açık aralığındaki her bir  t   reel 

sayısına bir    3t E    vektörünü karşı getiren  .k   sınıftan bir     fonksiyonuna  I   

dan  
3E   e .k sınıftan  parametrik eğri denir. 

 

 t   vektörüne     parametrik eğrisinin  t   parametresine karşı gelen noktası denir. 

 

Her  t I   için      0
d

t t
dt


     ise     ya regüler eğri denir. 

 

   regüler bir eğri ise   
 

 
1

T t t
t







   vektörüne     eğrisinin   t   

noktasındaki teğet birim vektörü denir. 

 

( )
( )

( )

T t
t

t







   sayısına     eğrisinin   t   noktasındaki eğriliği denir. 

 

Her  t I   için    0t    veya denk olarak    0T t    ise     ya eğriliği sıfır 

olmayan eğri denir. 
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   eğriliği sıfır olmayan bir eğri ise   
 

 
1

N t T t
T t




   vektörüne     eğrisinin  

 t   noktasındaki asal normal birim vektörü denir. 

 

     B t T t N t    vektörüne     eğrisinin   t   noktasındaki binormal birim 

vektörü denir. 

 

           , , , 1T t T t N t N t B t B t     

           , , , 0T t N t T t B t N t B t    

ve  

     , 1T t N t B t    

olduğundan  

      , ,T t N t B t   üçlüsü  
3E   te pozitif ortonormal bir tabandır. 

 

      , ,T t N t B t   üçlüsüne     eğrisinin   t   noktasındaki Frenet tabanı denir. 

 

 
   

 

   

 

, ,B t N t N t B t
t

t t


 

 

 
     sayısına     eğrisinin   t   noktasındaki 

burulması denir. 

 

Her  t I   için  

       T t t t N t    

             N t t t T t t t B t         
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       B t t t N t     

dir. 

Bu eşitliklere Frenet - Serret formülleri denir. 

   

 
3

(t)=
t t

t

 




 




  

ve 

     

   
2

,
(t)=

t t t

t t

  


 

  

 




 

dir. 

 

Bir  
0t I   için     

0

:  

t

t

s t s t u du      şeklinde tanımlanan  s   fonksiyonuna  

 0t   noktasına göre yay uzunluğu denir. 

     s t t   dır. 

 

Her  t I   için    1t     ise     eğrisine birim hızlı eğri denir. 

 

Eğriliği sıfır olmayan birim hızlı bir     eğrisine Frenet eğrisi denir. 

 

   bir Frenet eğrisi ise  

   T t t    

   t T t    
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         , ,t B t N t N t B t       

     T t t N t   

         N t t T t t B t      

     B t t N t    

 
0

01 

t

t

s t du t t    

dır. 

 

 t   noktasından geçen ve doğrultu vektörü   T t   olan doğruya     eğrisinin  

 t   noktasındaki teğet doğrusu denir. 

 

 t   noktasından geçen ve doğrultu vektörü   N t   olan doğruya     eğrisinin  

 t   noktasındaki normal doğrusu denir. 

 

 t   noktasından geçen ve doğrultu vektörü   B t   olan doğruya     eğrisinin  

 t   noktasındaki binormal doğrusu denir. 

 

 
 , T  , N  ve B  vektör fonksiyonlarına sırası ile hız vektör alanı, teğet vektör 

alanı, asal normal vektör alanı ve binormal vektör alanı denir. 

 

 , ,T N B   üçlüsüne     eğrisinin Frenet çatısı denir. 

 

 , ,T N B  pozitif ortonormal bir çatıdır. 
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  3:V t V t    vektör alanı için  

,u T V  , ,v N V  ve ,w B V  olmak üzere 

V uT vN wB     

dir. 

 

 : t t     fonksiyonuna     eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. 

 

 : t t     fonksiyonuna     eğrisinin burulma fonksiyonu denir. 

 

Bütün noktaları belirli bir düzlem eğri üzerinde bulunan bir eğriye düzlem eğri denir. 

 

Teorem 1.1 : Eğriliği sıfır olmayan bir     eğrisinin düzlem eğri olması için gerek 

ve yeter koşul  0    olmasıdır (Millman R ve Parker G. D., 2007). 

 

Bütün noktaları belirli bir küre üzerinde bulunan bir eğriye küresel eğri denir. 

 

Teorem 1.2 : Burulması sıfır olmayan bir     Frenet eğrisinin küresel eğri olması 

için gerek ve yeter koşul  

2

 

 


 

 
 

 

olmasıdır (Kühnel W., 2002). 
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2. HELİSLER ve SLANT HELİSLER 

 

Tanım 2.1 : Eğriliği sıfır olmayan ve teğet birim vektörleri sabit bir birim vektör ile 

sabit bir açı yapan bir eğriye  silindirik (genel) helis denir (Millman R ve Parker G. 

D., 2007). 

 

Teorem 2.2 : Eğriliği sıfır olmayan bir  eğrisinin silindirik helis olması için gerek 

ve yeter koşul  



  oranının sabit olmasıdır (Millman R ve Parker G. D., 2007). 

 

İspat : İşlemleri basitleştirmek için     bir Frenet eğrisi olsun.  

c



   sabit  ve 

2 2

1

1 1

c
a T B

c c
 

 
  olsun. 

2 2

1
( ) 0

1 1

c
a N c N

c c
     

 
 

olduğundan 

a  sabit bir birim vektördür. 

(0, )   açık aralığında  cot c    olacak şekilde bir     sayısı vardır. 

2 2
2 2

2 2

1 sin cos
1 cot 1

sin sin
c

 


 


      

 2

2

1
1

sin
c
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olduğundan  

2

1
sin

1 c
 


  

ve  

2

1
cos sin cot

1
c

c
   


 

olduğundan 

2
cos

1

c

c
 


 

dir. 

2

1
sin

1 c
 


    ve   

2
cos

1

c

c
 


  dir.  

2 2 2

1
, , cos

1 1 1

c c
T a T T B

c c c
   

  
 

olduğundan 

   sayısı ( )T t   vektörleri ile  a   vektörü arasındaki sabit açıdır. 

Tersine  a   sabit bir birim vektör ve  (0, )    olmak üzere , cosT a  olsun. 

Frenet tabanına göre a vektörü  

, , ,a T a T N a N B a B     dir. 

, , , 0N a N a T a Ta 
      ve  0    

olduğundan 

, 0N a   

dır. 

cos  ,  a T B a B    
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a sabit bir birim vektör olduğundan 1a   dir. 

2 221 cos ,a B a    

dir. 

, sinB a      

dır. 

cos  sin  a T B   

dir. 

0 cos   sin  ( ) (cos sin ) a N N N            

dir. 

0N   olduğundan  

cos sin 0    

dır. 

cot




    sabittir.    

Eğriliği ve burulması sabit olan bir eğri bu teoreme göre bir silindirik helistir. 

Eğriliği ve burulması sabit olan bir eğriye dairesel helis denir. 

 

Tanım 2.3 : Eğriliği sıfır olmayan ve asal normal birim vektörleri sabit bir birim 

vektör ile sabit bir açı yapan bir eğriye slant helis denir (Izumiya ve Takeuchi, 2004). 

 

Teorem 2.4 : Bir     Frenet eğrisinin slant helis olması için gerek ve yeter koşul  

3
2

2

2 2( )

 


 



 
  

  
 fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasıdır (Izumiya ve 

Takeuchi, 2004). 
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İspat :    bir Frenet eğrisi olsun. 

2 2 2 2
D T B

 

   
 

 
  olsun.  

   2 2 2 2

2 22 2

     

  


    

  
 

 

2 2

2 2

2 2

 
   

 

 

 
 

 


 


 

   

 

2 2

3
2 2 2

     

 

    
 



 

 

2 2 2

3
2 2 2

      

 

     
 



 

 

2

3
2 2 2

  

 

 
 



 

 

 
3

2 2 2

   

 

 
 



 

 

2

3
2 2 2


 




 



 
 
  



  

dır. 

   2 2 2 2

2 22 2

     

  


    

  
 

 

2 2

2 2

2 2
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2 2

3
2 2 2

     

 

    
 



 

 

2 2 2

3
2 2 2

      

 

     
 



 

 

2

3
2 2 2

  

 

 
 



 

 

 
3

2 2 2

   

 

 
 



 

 

2

3
2 2 2


 




 



 
  

   



  

dır. 

2 2




 



 
 

 
  

 ve  

2 2




 



 
  

 
  

olduğundan  

2 2 2 2
( )

( )

D T N B N

T B

N

 
   

   

  







     
 

    

 

 

 dir. 

c     sabit olsun. 

D cN     

dır. 
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2 2

1

1 1

c
a N D

c c
 

 
   olsun. 

2 2

1
( ) 0

1 1

c
a N c N

c c

     
 

 

olduğundan  

a  sabit bir birim vektördür. 

 0,   açık aralığında cot c     olacak şekilde bir     sayısı vardır. 

2

1
sin

1 c
 


  ve  

2
cos

1

c

c
 


 

dir. 

2 2 2

1
, , cos

1 1 1

c c
N a N N D

c c c
   

  
    

olduğundan  

   sayısı  ( )N t   vektörleri ile  a   vektörü arasındaki sabit açıdır. 

Tersine  a   sabit bir birim vektör ve   0,    olmak üzere  , cosN a    olsun. 

2 2 2 2 2 2

1
D N T B

 

     

   
  

  olsun. 

Her t I   için   ( ),  ( ),  ( )N t D t D t   
3   te pozitif ortonormal bir tabandır. 

, , ,a N a N D a D D a D      

dir. 

2 2

1
, ,D a N a

 

 


 

2 2

1
, 0N a

 


 


 

olduğundan  



14 

 

cos  ,  a N D a D     

dir. 

2 221 cos ,a D a      

dir. 

2 2, 1 cosD a    

2, 1 cosD a    

, sinD a   

dır. 

cos  sin  a N D   

dir. 

0 cos sin ( ) (cos sin  )a N N N                

dir. 

0N     olduğundan cos sin  0     

dır. 

cot     sabittir.  

Tanım 2.5 :     bir  I   açık aralığında tanımlı eğriliği sıfır olmayan bir eğri olmak 

üzere her t I  için     T t T t    eşitliği ile tanımlanan  T   eğrisine     eğrisinin 

teğetler göstergesi denir. 

Teğetler göstergesi bütün noktaları birim küre üzerinde olduğundan küresel bir 

eğridir. 

 

Teorem 2.6 : Bir Frenet eğrisinin slant helis olması için gerek ve yeter koşul teğetler 

göstergesinin silindirik helis olmasıdır (Kula ve Yaylı, 2005). 
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İspat :     Frenet eğrisinin T  teğetler göstergesinin eğrilik ve burulması  
T   ve  

T   olsun. 

T T N      

dir. 

T N N         

 N T B        

olduğundan 

2

T T N B          

dir. 

           2 2

T T T N N B B      
                 

            22 T N N T B B N                             

olduğundan 

   3 23 2T T N B                   

dir. 

   2

T T N T N B              

olduğundan 

2 3

T T T B         

dir. 

T   , 

   
2 2

2 3

T T          

4 2 6      
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 4 2 2     

olduğundan 

2 2 2

T T          ve  

     2 3 3 2, , 3 2T T T T B T N B                            

   2 33 2             

olduğundan 

 3,T T T               

dur. 

2 2 2

3 3

T T

T

T

    




 



 
   

olduğundan 

2 2

3

T T

T

T

   




 



 
   

dur. 

 

 
 
 

3 3

2 2 4 2 2
2 2 2

,T T T

T

T T

         


      

     

 

 
  

 

 

olduğundan 

 2 2 2

,T T T

T

T T

     


   

    

 

 
 


 

dir. 

 2 2 2 2

T

T
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olduğundan 

 

2

3
2 2 2

T

T

  

  



 
  

 

 

dir. 

Bu eşitliğin sol tarafındaki fonksiyonun sabit olması sağ tarafındaki fonksiyonun 

sabit olmasına denk olduğundan teoremde belirtilen önerme doğrudur.  

 

Tanım 2.7 :     bir  I   açık aralığında tanımlı, eğriliği ve burulması sıfır olmayan 

bir eğri olmak üzere her  t I   için     B t B t    eşitliği ile tanımlanan  B   

eğrisine   eğrisinin binormaller göstergesi denir. 

Binormaller göstergesi bütün noktaları birim küre üzerinde olduğundan küresel bir 

eğridir. 

 

Teorem 2.8 : Burulması sıfır olmayan bir Frenet eğrisinin slant helis olması için 

gerek ve yeter koşul binormaller göstergesinin silindirik helis olmasıdır (Kula ve 

Yaylı, 2005). 

İspat : Burulması sıfır olmayan     Frenet eğrisinin  B   binormaller göstergesinin 

eğrilik ve burulması  
B   ve  B   olsun.  

B B N       dir. 

   B N N  
       

  N T B          

olduğundan 

2

B T N B         

dir. 
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           2 2

B T T N N B B      
                  

              22T N N T B B N                             

 

2 32T T N N T B B N                       

olduğundan 

   2 32 3B T N B                    

dir. 

   2

B B N T N B              

 2

B B T B         

dir. 

B    ,  

   
2 2

3 2

B B         

6 4 2      

 4 2 2     

olduğundan 

2 2 2

B B          ve  

     2 2 3, , 2 3B B B T B T N B                             

4 3 32 3           

olduğundan 

 3,B B B                

dur. 
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2 2 2

3 3

B B

B

B

    




 



 
    

olduğundan 

2 2

3

B B

B

B

   




 



 
    

ve  

 

 

3

2 2
2 2 2

,B B B

B

B B

     


    

   

 

 
  

 

 

 
 

3

4 2 2

   

  

  



 

olduğundan  

 2 2 2

,B B B

B

B B

     


   

    

 

 
  


  

dir. 

 2 2 2 2

B

B

   

     

 
  

 
  

olduğundan 

 

2

3
2 2 2

B

B

  

  



 
  

 

 

dir.  
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3. ASAL DOĞRULTU EĞRİLERİ 

 

Tanım 3.1 :      ve     Frenet eğrileri için  T N   ise    eğrisine    eğrisinin 

asal doğrultu eğrisi denir. 

  eğrisine de     eğrisinin asal donör eğrisi denir (Choi ve Kim, 2012). 

Teorem 3.2 :    eğrisi     eğrisinin asal doğrultu eğrisi ise veya     eğrisi     

eğrisinin asal donör eğrisi ise  

a) 
2 2     

b) 
2

2 2

 


  



 
  

  
 

c) 

 

2

3
2 2 2

  

  



 
  

 

 

d) 
2 2 2 2

T N B
 

   
  

 
 

e) cos . sin .T dt N dt B      

dir (Choi ve Kim, 2012). 

 

İspat : T N  olsun. 

T uT vN wB                       (3.1) 

olacak şekilde u , v  ve w  fonksiyonları vardır. 

T  birim vektör alanı olduğundan  
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2 2 2 1u v w                       (3.2) 

ve 

0uu vv ww                         (3.3) 

dır. 

T N T      

 u T u N v N v T B w B w N               

( ) ( ) ( )u v T u v w N w v B             

olduğundan  

0u v      , 0u v w      ve 0w v                  (3.4) 

dır. 

( )u u v uu uv       

vv ww uv vw vw           

( ) ( ) 0v u v w w w v           

ve 

0u v    

olduğundan  

0u   dır. 

Bu sonuç (3.1) , (3.2) , (3.3) ve (3.4) eşitliklerinde kullanılırsa  

T vN wB                      (3.5) 

2 2 1v w                      (3.6) 

0vv ww    

v                       (3.7) 
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v w   , w v                      (3.8) 

eşitlikleri elde edilir. 

 B T N vN wB T wN vB        

dir. 

N B w N wT wB v B vN              

w N wT v B v B w N          

wT   wN  

olduğundan  

w                       (3.9) 

olur. 

v   , w   ve 
2 2 1v w   

olduğundan  

 2 2 2 2 2 2v w        

ve 

2 2                      (3.10) 

dir. 

2 2 2v    

ve  

2 2
2

2 2 2
v

 

  
 


 

dir. 

 2 22 2

2 2 2 2

v ww w v wv v w

v v v v v
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olduğundan 

2

2 2

 


  



 
  

  
 

dir. 

 

2

3
2 2 2

  

  



 
  

 

 

dir. 

2 2
v

 

  
   


, 

2 2
w

 

  
 


 ve 

T vN wB   olduğundan 

2 2 2 2
T N B

 

   
  

 
 

dir. 

2

22 2

1
arctan

1

   


    



  

     
       

       
  
 

 

olduğundan 

arctan dt




   

ve 

tan dt




   

dir. 

2 2 2 2

1 1
cos

1 tan
1

v dt
dt




  



       
  

  
 




 

ve 
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2 2 2 2
tan .cos sinw dt dt dt

  
  

   
   

 
    

olduğundan  

   cos sinT dt N dt B      

dır.  

 

Teorem 3.3 :     eğrisi     eğrisinin asal doğrultu eğrisi ise veya denk olarak     

eğrisi     eğrisinin asal donör eğrisi ise,     eğrisinin silindirik helis olması için 

gerek ve yeter koşul     eğrisinin düzlem eğri olmasıdır (Choi ve Kim, 2012).. 

İspat : Teorem (3.2), (b) de belirtilen eşitliğe göre     nin sıfır fonksiyonu olması  




  nın sabit olmasına denk olduğundan teoremde belirtilen önerme doğrudur.  

 

Teorem 3.4 :     eğrisi     eğrisinin asal doğrultu eğrisi ise veya denk olarak     

eğrisi     eğrisinin asal donör eğrisi ise,     eğrisinin slant helis olması için gerek 

ve yeter koşul     eğrisinin silindirik helis olmasıdır (Choi ve Kim, 2012).. 

 

İspat : Teorem (3.2), (c) de belirtilen eşitliğe göre  



  nın sabit fonksiyon olması 

 

2

3
2 2 2

 

 



 
 
 

  fonksiyonunun sabit fonksiyon olmasına denk olduğundan 

teoremde belirtilen önerme doğrudur.  
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4. UYGULAMALAR 

 

4.1. Bir Düzlem Eğrinin Asal Donör Eğrisi ve Silindirik Helisler  

 

Bu bölümde Teorem 3.2 de belirtilen bilgiler kullanılarak asal doğrultu eğrisi belirli 

bir düzlem eğri olan birim hızlı silindirik helisler incelenecektir. 

 

Sonuç 4.1 : 
0t I  , c  ve 

21A c   olmak üzere 

eğriliği     ve burulması  c    olan bir birim hızlı silindirik helis  

       
0 0 0 0

0

1
sin  ,  cos  ,  c

t t

t t t t

t A r dr d A r dr d t t
A

 

    
    
      

    
    

          (4.1) 

eşitliği ile tanımlanabilir. 

 

İspat :     eğriliği     ve burulması  c    olan bir birim hızlı silindirik helis 

olsun. 

     
0 0 0 0

cos  ,  sin  ,  0

t t t

t t t t

t A r dr d A r dr d



    
    
     

    
    

     

olsun. 

   bütün noktaları  0z    düzleminde bulunan bir düzlem eğridir. 

     
0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

t A r dr A r dr  
    
     

    
    
    



26 

 

ve  

  1t    

olduğundan  

   birim hızlı bir eğridir. 

   T t t     

ve  

         
0 0

sin  , cos  , 0 

t t

t t

T t A t A r dr A t A r dr   
    
      

    
    
   

olduğundan  

     t T t A t     

dir. 

 
 

     
0 0

1
sin  , cos  , 0

t t

t t

N t T t A r dr A r dr
t

 



    
       

    
    
    

ve 

       0,0,1B t T t N t    

dir. 

2 2 2 2
T N B

 

   
  

 
 

olsun. 

2 2 2

1 1

1 Ac



 
 

 
 

ve 
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2 2 21

c c

Ac



 
 

 
 

olduğundan 

      
1

T t N t cB t
A

     

   
0 0

1
sin  , -cos  , c

t t

t t

A r dr A r dr
A

 
    
     

    
    
   

dir. 

   
0

t

t

t T d      

olsun. 

       
0 0 0 0

0

1
sin  ,  cos  ,  c

t t

t t t t

t A r dr d A r dr d t t
A

 

    
    
      

    
    

     

dır. 

   t T t    

ve 

    1t T t     

dir. 

         
0 0

1
cos  , sin  , 0 

t t

t t

T t A t A r dr A t A r dr
A

   
    
     

    
    
   

ve  

   T t t    

dir. 
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0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

N t A r dr A r dr 
    
     

    
    
   

dır. 

   T t N t   

olduğundan  

   eğrisi     eğrisinin asal doğrultu eğrisidir. 

     B t T t N t    

   
0 0

1
sin  , c cos  , 1

t t

t t

c A r dr A r dr
A

 
    
      

    
    
   

ve 

         
0 0

1
cos  , - sin  , 0

t t

t t

B t cA t A r dr cA t A r dr
A

   
    
      

    
    
   

   c t N t     

olduğundan  

   t c t    dir.  

 

Sonuç 4.2 : g I  da 1C  sınıfından pozitif reel değerli bir fonksiyon, 

0t I ,  ,  a b , 0a    ve  2 2 1a b    olmak üzere 

eğriliği  ag    ve burulması  bg    olan bir birim hızlı silindirik helis  

       
0 0 0 0

0sin  ,  cos  ,  b

t t

t t t t

t a g r dr d a g r dr d t t

 

  
    
      

    
    

                (4.2) 

eşitliği ile tanımlanabilir. 
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İspat :    eğriliği  ag    ve burulması  bg    olan bir birim hızlı silindirik helis 

olsun. 

     
0 0 0 0

cos  ,  sin  ,  0

t t

t t t t

t g r dr d g r dr d

 

  
    
     

    
    

     

olsun. 

  bütün noktaları  0z    düzleminde bulunan bir düzlem eğridir. 

     
0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

t g r dr g r dr 
    
     

    
    
    

ve  

  1t    

olduğundan  

   birim hızlı bir eğridir. 

   T t t   

ve  

         
0 0

sin  , g cos  , 0 

t t

t t

T t g t g r dr t g r dr
    
      

    
    
   

olduğundan  

     t T t g t     

dir. 

 
 

     
0 0

1
sin  , cos  , 0

t t

t t

N t T t g r dr g r dr
t


    
       

    
    
    

ve 
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       0,0,1B t T t N t    

dir. 

2 2 2 2
T N B

 

   
  

 
 

olsun. 

2 2 2 2

ag
a

a b g



 
 

 
   

ve 

2 2 2 2

bg
b

a b g



 
 

 
 

olduğundan 

       T t a N t b B t      

   
0 0

sin  , - cos  , b

t t

t t

a g r dr a g r dr
    
     

    
    
    

dir. 

   
0

t

t

t T d     

olsun. 

       
0 0 0 0

0sin  ,  cos  ,  b

t t

t t t t

t a g r dr d a g r dr d t t

 

  
    
      

    
    

     

dır. 

   t T t    

ve 

    1t T t     
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dir. 

         
0 0

• cos  ,  sin  ,  0 

t t

t t

T t ag t g r dr ag t g r dr
    
     

    
    
   

ve  

     t T t ag t     

dir. 

     
0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

N t g r dr g r dr
    
     

    
    
   

dır. 

   T t N t   

olduğundan  

   eğrisi     eğrisinin asal doğrultu eğrisidir. 

     B t T t N t    

   
0 0

sin  , b cos  , a

t t

t t

b g r dr g r dr
    
      

    
    
    

ve 

         
0 0

• cos  ,  - sin  ,  0

t t

t t

B t bg t g r dr bg t g r dr
    
      

    
    
   

     b g t N t    

olduğundan  

    t b g t     

dir.  
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Teorem 4.3 : Eğriliği     ve  burulması  0c     olan bir birim hızlı silindirik 

helisin küresel eğri olması için gerek ve yeter koşul   0 0t    ve  d   olmak 

üzere  

  0

2 2 2 2

0 02 1
t

c t d t




 


  
                   (4.3) 

olmasıdır. 

 

İspat : Eğriliği     ve burulması  0c     olan birim hızlı     silindirik helisi 

küresel bir eğri olsun. 

Teorem (1.2) ye göre  

2
c

 

 


 

  
 

  

veya denk olarak  

2

3
c






 

 
 

 

dir. 

2

2 3

1

2
c



 

   
    
   

 

olduğundan 

 
2 2

2

1 1

22
c t dt e

t
     

dir. 

2

0

1

2
e


   

olduğundan  
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2 2

2 2

0

1 1 1

2 22
c t dt

t 
     

dir. 

Bu eşitlik uygun şekilde düzenlenirse (4.3) eşitliği elde edilir. 

Tersine (4.3) eşitliği doğru olsun. 

     
3 2t t c t d     

olduğundan  

 

 
2

3

t
c

t






 

 
 
 

 

veya denk olarak  

2
c

 

 


 

  
 

 

dır. 

Sonuç 4.4 : Eğriliği     ve burulması  0c     olan birim hızlı küresel silindirik 

helis 

d  ,  0 0t   ,  

  0

2 2 2 2

0 02 1
t

c t d t




 


  
  

ve  

   
0

21

t

t

t c r dr      

olmak üzere  

       
0 0

0
2

1
sin ,  cos ,  

1

t t

t t

t d d c t t
c

      
 

   
   
               (4.4) 
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eşitliği ile tanımlanabilir. 

 

Örnek : Sonuç 4.4. te 
1

3
c   , 0d   , 

0 0t    ve  0 0 1t     olsun. 

  0

2 2 2 2

0 02 1
t

c t d t




 


  
  

olduğundan  

 
2

1

1
3

t

t

 

 
  
 

 

   2

0

1

t

t c r dr     

olduğundan 

  2arcsin
3

t
t   

  22
sin 3

3
t t t    

  22
cos 1

3
t t    

   
3

2 2

0

2 2
sin  3 3

9 3

t

d t        

  3

0

2
cos  

9

t

d t t      

   
3

2 323 2 2 2 1
3 3,  ,  

2 9 3 9 3
t t t t t

 
     

 
  

dir.  
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4.2. Bir Silindirik Helisin Asal Donör Eğrisi ve Slant Helisler 

 

Bu bölümde Teorem 3.2 de belirtilen bilgiler kullanılarak asal doğrultu eğrisi belirli 

bir silindirik helis olan birim hızlı slant helisler incelenecektir. 

 

Sonuç 4.5 : 
0t I  , c  ve 

21A c   olmak üzere 

eğrilik ve burulması 

 

2

3
2 2 2

c
 


 



 
  

 

 eşitliğini sağlayan bir birim hızlı slant 

helis 

2 2      

     
0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

N t A r dr A r dr 
    
     

    
    
   

     
0 0

c 1
sin  ,  cos  , 

t t

t t

c
B t A r dr A r dr

A A A
 

    
      

    
    
   

2 2 2 2
T N B

 

   
  

 
 

olmak üzere 

   
0

t

t

t T d     

eşitliği ile veya  
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0 0 0

0 0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin  ,

          ,  sin cos  , 

        

t

t t t

t

t t t

c
t A r dr A r dr d

A

c
A r dr A r dr d

A

 

 

   
     

     

   
    

     

     
          

          

    
        

         

  

  

 

 0

2 2

1
  ,

t

t

d
A

 


  



 



 

eşitliği ile tanımlanabilir.  

 

İspat :  
2 2      ve  

2 2c      olsun. 

c    olduğundan Sonuç 4.1 e göre  

       
0 0 0 0

0

1
sin  ,  cos  ,  c

t t

t t t t

t A r dr d A r dr d t t
A

 

    
    
      

    
    

     

bir birim hızlı silindirik helistir. 

     
0 0

1
sin  , -cos  , c

t t

t t

T t A r dr A r dr
A

 
    
     

    
    
   

     
0 0

cos  , sin  , 0

t t

t t

N t A r dr A r dr 
    
     

    
    
   

     
0 0

c 1
sin  ,  cos  , 

t t

t t

c
B t A r dr A r dr

A A A
 

    
      

    
    
   

dır. 

2 2 2 2
T N B

 

   
  

 
 

ve  



37 

 

   
0

t

t

t T d     

olsun. 

   t T t     ve  1T     

olduğundan     birim hızlı bir eğridir. 

2 2
c


 

 



 
    

 
 ,  

2 2
c


 

 



 
  

 
 

2 2     

ve 

2 2c     

olduğundan 

2 2 2 2 2 2 2 2
T N N B B

   

       

 

  
   

        
      

 

   2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
c N T c B c B c N

 
       

   
          

 
 

c N T c B c B c N T            

dir. 

T T     

dır. 

1
T T N



   

olduğundan   
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   eğrisi     nın asal doğrultu eğrisidir. 

2 2 2 2
B T N N B T

 

   

 
       

  
 

2 2 2 2
N B

 

   
 

 
 

dir. 

   2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
B c N T c B c B c N

 
       

   

           
 

c N T c B c B c N T N                 

dir. 

,NB N N        

dır. 

   eğriliği     ve burulması     olan birim hızlı slant helistir.  

 

Sonuç 4.6 : g I  da 1C  sınıfından pozitif reel değerli bir fonksiyon, 

0t I , 0a   , 2 2 1a b    ve     
0

t

t

G t g r dr    olmak üzere eğriliği 

 cosag bG    ve  burulması   sinag bG  olan bir birim hızlı slant helis 

            

          

  

0

0

0

cos cos sin sin  ,

           ,  cos sin sin cos  ,  

          , sin

t

t

t

t

t

t

t bG G b bG G d

bG G b bG G d

a bG d

     

    

 


   



  












 

eşitliği ile tanımlanabilir. 
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İspat : Sonuç 4.2. ye göre  

       
0 0

0sin  , cos  , b

t t

t t

t a G d a G d t t    
 

   
 
 
   

eğriliği  ag    ve burulması  bg    olan bir birim hızlı silindirik helistir. 

      sin  , cos  ,  T t a G t a G t b   

      cos  , sin  ,  0N t G t G t  

      sin  , bcos  ,  B t b G t G t a   

dır. 

           cos sinT t bG t N t bG t B t    

ve 

   
0

t

t

t T d      

olsun. 

            

          

  

0

0

0

cos cos sin sin  ,

           ,  cos sin sin cos  ,  

          , sin

t

t

t

t

t

t

t bG G b bG G d

bG G b bG G d

a bG d

     

    

 


   



  












 

dir. 

   t T t     ve      1t T t     

olduğundan  

   birim hızlı bir eğridir. 

   G t g t    ve  G g    dir. 
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   cos sinT bG N bG B    

dir. 

        sin cos cos sin .T bg bG N bG agT bgB bg bG B bG bgN         

 cosT ag bG T   

olduğundan 

 cosT ag bG    

dir. 

1
N T T



    

olduğundan  

 ,    nin asal donör eğrisidir. 

    cos sinB T N bG N bG B T        

   sin cosB bG N bG B   

dir. 

        cos sin sin cos .N B bg bG N bG agT bgB bg bG B bG bgN            

 sinag bG T    

 sinag bG N   

olduğundan 

 sinag bG   

dir. 

2 2 ag     ve   tan bG
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dir. 

  
2 2 2 2 2

2

2 2
1 tan 1bg bG bg bg

ag

     

  


    

      
   

 

 
3

2 2 2

2

b

a

 

 

  
 

 
 

olduğundan  

 

2

3
2 2 2

b

a

 


 



 
  

 

 

dır. 

   sabit olduğundan     bir slant helistir.  
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5. SONUÇ 

 

 Bu çalışmada, bir Frenet eğrisinin asal doğrultu eğrisi ve asal donör eğrisi 

kavramları tanımlanmıştır. Bir düzlem eğrinin asal donör eğrisi olarak bir silindirik 

helisin parametrik gösterimleri elde edilmiştir. Bir silindirik helisin asal donör eğrisi 

olarak bir slant helisin parametrik gösterimleri elde edilmiştir. 

 Bu çalışmada verilen yöntemler ile eğrilik ve burulması verilen bir silindirik 

helisin parametrik gösterimleri bir düzlem eğri kullanılarak bulunmuştur.Yine eğrilik 

ve burulması verilen bir slant helisin parametrik gösterimleri bir silindirik helis 

kullanılarak bulunmuştur  
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