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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2018, 68 sayfa

Bu calismada, herhangi bir Hilbert uzayinda eliptik diferensiyel denklemler icin
integral kosullu Neumann tipi ters problemi ele alinacaktir. Problemin ¢6ziimii i¢in
kararhilik ve koersif kestirimleri elde edilecektir. Ust belirli problemin yaklasik ¢oziimiinii
bulmak i¢in birinci mertebeden sonlu fark semasi kurulacaktir. Fark semasinin ¢ziimii igin
kararlilik kestirimleri olusturulacaktir. Sonra, ¢ok boyutlu eliptik kismi diferansiyel
denklem i¢in integral ve Dirichlet kosullu Neumann tipi iist belirli problemin ¢éziimlerinin
kararlilig1 incelenecektir. Bu problem i¢in hem birinci mertebeden fark semas: kurulacaktir

hem de kararlilik analizi yapilacaktir.



Iki boyutlu eliptik denklem icin integral kosullu Neumann tipi iist belirli

probleminin ¢6ziimiinii bulmak icin algoritma ve MATLAB kodlar1 verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu fark semasi, Iyi tammlilik, Kararlilik, Sinir deger problemi,

Eliptik ters problem, Ust belirlilik, Yaklasik ¢oziim, integral kosul



ABSTRACT
MS THESIS
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In this thesis, the stability estimates for the solution of the Neumann type inverse
problem with integral condition for elliptic differential equations in the an arbitrary Hilbert
space have been investigated. Stability and coercive stability estimates will be obtained for
solution of this problem. The first order of accuracy difference scheme for approximate
solution of overdetermined elliptic problem will be constructed. Stability estimates for
solution of difference scheme are obtained. Later, stability analysis for solution of
Neumann type overdetermined problem with integral and Dirichlet conditions for multi-
dimensional elliptic partial differential equation will be done. The first order of accuracy
difference scheme for this problem will be constructed and stability analysis will be done.

Algorithm for numerical solution of Neumann type overdetermined problem with
integral for two-dimensional elliptic partial differential equation and MATLAB codes will

be described.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiZiNi

. Hilbert uzay1

: Oz-eslenik pozitif taniml1 operator

. A operatoriiniin tanim bdlgesi

: C(H ) =C ([O,T], H ) uzayl [O,T]arahgl iizerinde tanimli ve degerleri

H Hilbert uzayinda olan tiim siirekli fonksiyonlarin olusturdugu

Banach uzay1
G (H)=Cgf ([O,T], H) uzayl (0 < a < 1), [0,T] aralig: iizerinde

tammmli ve degerleri H Hilbert uzayinda olan biitin diizgin

fonksiyonlarin olusturdugu Banach uzay1

[O,T] araligi lzerinde tamimli ve degerleri A operatoriiniin tanim

bolgesinde olan tim siirekli fonksiyonlarin kiimesi

: [O,T] aralig1 tizerinde tamimli ve degerleri H Hilbert uzayinda olan
tim ikinci mertebeden tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlarin kiimesi
: U’nun H ’daki normu

: {(X11X21"'Xn) eR,,0<x <L1<i< n} ile verilen birim agik kiip

: Q kiipiin sinir1

: Q=QuUS, kiipiin kapanis1

:Q  kiimesinde tamimlanan kuadratik integrallenebilen  ve

||V||L2(5) = {I X-e'g-:!J.|V(X)|2 Xm...an}% ile tamimlanan normlu Vv

fonksiyonlardan olusan Hilbert uzay1
: Neumann sinir deger problemi
: Integral kosullu Neumann tipi eliptik ters problem

: Birinci mertebeden dogruluk fark semasi

Xl



1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Tez dort boliimden ve ekten olugsmaktadir. Birinci boliim temel kavramlardan ve giris
alt boliimlerinden olusmustur.

Ikinci boliim iki alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt béliimde integral kosullu
Neumann tipi lokal olmayan eliptik iist belirli problemin iyi tanimlilig1 gosterilmistir.

Kabul edelim ki H bir Hilbert uzayi, A ise H ‘da pozitif tanimli herhangi bir

0z-eslenik operatorii olsun. Yani, 6 >0ve | birim operator olmak tizere A> Sl.

Ileride, ¢, v, ¢ € D(A) belirli elemanlar, f(t) ise [O,T] araliginda tanimlanan H
degerli bir diizgiin fonksiyon ve 0< A, <T bir bilinen say1 olarak kabul edilecektir.

[O,T] kapali araliginda taniml o dizgin skaler fonksiyonunun

.
ﬂa (/1)‘ dA <1 kosulunu sagladigini varsayalim.

0

Bilinmeyen u(.)eC([0,T],D(A))nC?([0,T],H) fonksiyonu ve peH

elemani (O,T) araliginda
—U, (t)+Au(t)=f(t)+p (1.1.1)

eliptik denklemi ve

T

U (0) =g, u (T)=[a(2)u, (A)di+y, u(4)=¢ (1.1.2)

0

kosullart saglamis olsun. Tezin devaminda (1.1.1), (1.1.2) problemine integral kosullu

Neumann tipi lokal olmayan eliptik ters problemi diyecegiz.
Bu alt boliimde problemin ¢oziimii i¢in kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri

hakkinda teoremler ispatlariyla birlikte verilmektedir.



Ikinci alt béliimde ise soyut problem igin elde edilen sonuglarin uygulamasi

verilmektedir. Q=(0,1)", n - boyutlu R Oklid uzayinda smir1 S=0Q , kapanisi

Q=QuUS olan bir kiip olmak iizere, [0, T]xQ bolgesinde, asagidaki ¢ok boyutlu eliptik

kismi diferensiyel denklem i¢in Neuman tipi integral kosullu iist belirli Dirichlet sinir deger

problemini

—Uy (£, X) = U (t,X)+u(t,x) = f(t, X)+ p(x),0<x<1,0<t<T,

u (0,x)=(x),u, (T,x):j[a(/l)ul(l,x)dﬂw/(x), (1.1.3)

(2, X)=¢(X),XxeQ,(0< 4, <T)

ele alacagiz. Burada a, (x), @(X),w(x), {(x) (xe f_l) ve f(t,x)(te(0,T),xeQ) bilinen
diizgiin fonksiyonlar, «(t)€[0,T] araliginda tanimli skaler fonksiyonu, A, € (0,T), ayrica

a,(X)2a,>0 (X € Q). Bu iist belirli eliptik problemin ¢6ziimii i¢in kararlilik ve hemen
hemen koersif kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
Uciincii boliim ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde 6zgiin énermeler

sunulmaktadir. Bu alt boliimde, integral kosullu Neumann tipi (1.1.1), (1.1.2) eliptik ters

problemin yaklasik ¢6zlimii i¢in

_ U — 2uk U

2
T

u, —U, =7y,

+Au, =f, +pl<k<N-LNz=T;

N1 (1.1.4)
Uy —Uy, = Zw‘(ti)(um U +7y,,
i=0

u, =¢

birinci mertebeden dogruluk fark semast sunulmustur. (1.1.4) fark semasinin ¢dziimii i¢in

ise kararlilik ve koersif kararlilik kestirimlerini iceren teoremler ispatlariyla verilmistir.

Ikinci alt béliimde, ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem igin Neuman tipi

integral kosullu (1.1.3) ist belirli Dirichlet sinir deger problemin yaklasik ¢6zliimii icin



birinci mertebeden dogruluk fark semasi olusturulmustur. Fark semasinin ¢oziimii igin
kararlilik ve hemen-hemen koersif kararlilik esitsizlikleri hakkindaki teoremler ispatlariyla
birlikte sunulmaktadir.

Ucgiincii alt boliim sayisal sonuglarini icermektedir. Bu alt boliimde ¢ok boyutlu eliptik

kismi diferensiyel denklem i¢in Neuman tipi integral kosullu (1.1.3) iist belirli Dirichlet

siir deger problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasinin
sayisal ¢oziimii ele alinmistir.

Bu kisimda, fark semasini li¢lii kosegen matrisler i¢in degistirilmis Gauss yontemi
(Samarskii ve Nikolaev, 1989) uygulanarak matrislerden olusan bir lineer sisteme
doniistiiriilmeleri saglanmustir. Ust belirli eliptik problemin sayisal ¢oziimii icin MATLAB
programi kullanilmig olup, elde edilen grafikler ve hata analizini olusturan tablolar bu
kisimda verilmistir.

Dordiincii ve son boliim, elde edilen sonuglarin ve onerilerin sunuldugu boliimdiir.
Ekler kisminda ise, ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem i¢in Neuman tipi integral
kosullu st belirli Dirichlet sinir deger problemin yaklasik ¢oziimiin birinci mertebeden
dogruluk fark semasinin sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in MATLAB program kodlari
sunulmustur.

Direkt problem, var olan bir sebepten dolay1 ortaya ¢ikabilecek sonuglarin bulunmasi
problemi iken, ters problem ise mevcut sonuglardan sebebin belirlenmesi problemi olarak
ifade edilebilir. Matematiksel fizikte, denklem, bdlge ve sartlar verildiginde denklemi ve
sartlar1 saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemi, direkt problem olarak adlandirilmaktadir.
Ters problem, direkt problemin ¢oziimii hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla ilgili
denklemin Kkatsayilarinin belirlenmesi olarak da tanimlanabilir (Golgeleyen ve Kaytmaz,
2016).

Sinir deger probleminin ¢oziimii, denklemden ve bazi ek kosullardan elde edilir.
Eliptik denklem igin direkt problemler Dirichlet, Neumann ve Robin tip simir deger
problemleri olarak ele alinir.

Matematiksel fizik direkt problemleri sik karsilagilan klasik sinir deger problemleri ile
iligskilendiririz. Direkt bir problemde, baz1 kismi diferansiyel denklemleri ve baz1 baslangi¢
ve sinir kosullarini saglayan bir ¢6ziim bulmak gerekir. Ters problemlerde, ana denklem ve /
veya baslangi¢ kosullar1 ve / veya sinir kosullar1 tam olarak belirtilmemistir, bunun yerine,
baz1 ek bilgiler mevcuttur. Bu yiizden ters matematiksel fizik problemlerini birbirinden

ayirarak, katsayr problemlerini (denklemin bazi katsayilari bilinmedigi gibi tam olarak



belirtilmemis oldugu durum), sinir ters problemlerini (sinir kosullarinin bilinmedigi durum)
ve evrimsel ters problemlerden (baslangi¢c kosullart bilinmedigi durum) s6z edebiliriz
(Samarskii ve Vabishchevich, 2007).

Prilepko vd. (2000), Isakov (2006), Samarskii ve Vabishchevich (2007) ile
Kabanikhin’in (2011) kitaplar: 6zellikle ters problemlerin genel teorisine ve onlarin ¢6zim
bulma yontemlerine adanmistirlar.

Son yillarda, kismi diferensiyel denklemler igin tist belirli problemlerin etkisi
miihendisligin ve fizigin farkl uygulama alanlarinda da ortaya ¢ikmus olup, bu da st belirli
problemlerin bilimsel arastiriimasinin 6nemini daha da arttirmistir.

Ust belirli problemleri incelemek icin klasik yontemlerden Fourier integral yontemi,
Fourier seriler yontemi ve Laplace doniisiimii yontemi kullanilabilir. Ancak, bu yéntemler
sadece sabit katsayil diferensiyel denklemler i¢in gegerlidir. Kismi diferensiyel denklemler
icin st belirli problemlerin yaklasik ¢6ziim yontemlerinden en kullanigli olaninin operator
yaklasimi uygulayan sonlu fark yontemi oldugu bilinmektedir (Kabanikhin, 2011).

Farkli tipteki ters problemlerin; EideI’man (1991), Dehghan (2001), Romanov vd.
(2003), Sakamoto ve Yamamoto (2009), Orlovsky (2008), Orlovsky ve Piskarev (2009)
Hasanov (2010), Kalmenov ve Shaldanbaev (2010), Ashyralyev ve Erdogan (2010),
Soloviev (2011), Alekseev vd. (2012), Orazov ve Sadybekov (2012), Erdogan ve Uygun
(2012), Aleroev vd. (2013), Qian (2013), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013), Roberty (2013),
Bouzitouna vd. (2013), Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013), Ashyralyev ve
Agirseven (2014), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2015),
Ashyralyyev ve Akkan (2015), Abdelaziz vd (2015), Lee (2016), Ashyralyyev ve Akyiiz
(2016), Klibanov ve Romanov (2016), Ashyralyyev (2017), Ashyralyyev vd (2017),
Orlovsky ve Piskarev (2018) ¢alismalarinda ele alindig1 goriilmektedir.

Eliptik denklemler i¢in basit lokal sinir deger problemi Bitsadze ve Samarskii
tarafindan 1969 yilinda koyulmus ve incelenmistir.

Yapilan arastirmalara bakildiginda, eliptik denklemler i¢in farkli lokal olmayan sinir
deger problemlerin yaklasik ¢oziimleri ve onlar igin kararlik analizleri ise, Ashyralyev
(2008), Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu (2012), Ashyralyev ve Oztiirk (2013),
Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu (2013), Ashyralyev ve Oztiirk (2013, 2014) ’iin
calismalarinda arastirilmis oldugu anlasilmaktadir. Bu ¢alismalarda lokal olmayan direkt
problemlerin ve yaklasik fark semalarinin ¢oziimleri i¢in kararlilik kestirimlerinin elde

edildigi goriilmektedir.



Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013,2018) makalelerinde Dirichlet ve
Neumann kosullu Bitsadze-Samarskii tipi st belirli problemi, Banach uzayinda
arastirilmustir. Bu ¢calismalarda varlik ve teklik teoremleri ele alinmustir.

Ashyralyyev ve Akyuz (2016), Ashyralyyev vd (2017), Akyuz (2017) ¢alismalarinda
cok noktali Bitsadze-Samarskii tipi iist belirli problem i¢in kararlilik analizi yapilmustir.

Ancak integral kosullu st belirli problemleri incelenmemistir. Ayrica, bu tip
problemlerin ¢oziimleri i¢in kararlilik analizinin yapilmamis oldugu gériilmektedir. Integral
kosullu st belirli problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in kararlilik sorular: da agiktir. Bu tezde ele
alinacak sonuglarin literatiirdeki bu boslugu doldurmasi amaglanmaktadir.

Bu tezdeki amag eliptik kismi diferensiyel denklemler igin integral kosullu Neumann
tipi tst belirli problemin ¢oziimiiniin ve yaklasik fark semalarinin ¢éztiimiiniin kararlilik

analizini arastirmaktir.

1.2. Temel kavramlar

Bu kisimda, lineer ve normlu sistemler, Banach uzayi, i¢ ¢carpim uzayi, Hilbert uzayi,
sinirl lineer fonksiyoneller, sinirli operatorler, 6z-eslenik ve pozitif operatorler ile ilgili
kavramlar ve tanimlar verilmektedir.

Tamm 1.1.1. Bir E kiimesi, her iki X ve y elemani ile birlikte, X+Y ile gosterilen

ve toplam olarak adlandirilan elamanini da igeriyor; her bir A4 reel (karmasik) sayisiigin X
elemant ile birlikte AX ile gosterilen ve onlarin ¢arpimi olarak adlandirilan elemani
iceriyor hem de bu iki islemler asagidaki kosullar1 sagliyorsa o zaman E kiimesine reel
(karmasik) lineer sistem denir (Krein, 1972):

1) (x+y)+z=x+(y+2);

2) X+y=Y+X;

3) Her xeE i¢in 0x =6 olacak sekilde E ’nin elemani vardir;

4) (A+ p)X=AX+ ux;

5) A(X+Y)=AX+puy;

6) (Au)x=A(ux);



7) Ix=X.

Tamm 1.1.2. Eger E lineer sistemi her bir X elemanina karsilik gelen, X ile gosterilen

ve norm olarak adlandirilan negatif olmayan bir reel sayiya sahipse ve

1) [x]=0x=0
2) |Ax=[4l]

3) [x+yl=Ix+]yl

kosullar1 sagliyorsa o zaman E lineer sistemine normlu lineer uzay denir (Krein, 1972).
Tamm 1.1.3. X birkimeve d ise XxX kiimesinde tanimlanan fonksiyon olmak iizere

(X,d) ikilisine, X,y,z€X herhangi elemanlar olmak iizere asagidaki kosullar saglanirsa

metrik uzay: denir (Kreyszig, 1978):

1. d reel degerli, sonlu ve negatif olmayan bir fonksiyondur.

2. d(x,y)=0c x=y;

3. d(xy)=d(y,x):
4. d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)

Tamm 1.1.4. (X,d) metrik uzaymndaki (x ) dizisine, her &>0 sayr ve herhangi
m,n > N dogal sayilar igin d(x,,x,)<¢& olacak sekilde N =N(g) sayist varsa Cauchy

veya temel dizisi denir (Kreyszig, 1978).
Tamm 1.1.5. Eger E normlu uzayindaki her Cauchy dizisi uzayin bir elemanina
yakinsiyorsa, o zaman E uzaya tam uzay denir (Krein, 1971).

Tamim 1.1.6. Eger E bir tam normlu uzay ise E uzaya Banach uzay: denir (Krein, 1971).
Tamim 1.1.7. Bir X karmasik lineer sistem iizerinde her X,y € X igin <X, y) ile

belirlenen asagidaki 6zelliklere sahip olan i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, X ’ e i¢ ¢arpim uzayt

denir (Cheney, 2001):



1. <X, y) karmagik sayz;

- () =(nx);

<aX y> a(x y> a eC;

I\)

w

4. Bger x#0 ise (x, x) = 0O;

(x+Yy,2)=(x,2)+(Y,2).

i

Tanmim 1.1.8. Tam i¢ ¢carpim uzay1 Hilbert uzayidir (Cheney, 2001).
Bir H Hilbert uzayinda i¢ ¢arpim ile her X € X igin;

I = {xx)

olarak norm tanimlanabilir. O zaman H bir normlu uzaya doniisiir. Ayrica, H bir Banach
uzayidir.
Tanmim 1.1.9. (Krein,1972) E bir karmasik lineer sistem olsun. Eger her X € E elemani

icin karmasik f(X) sayist karsilik getiriliyorsa, 0 zaman E {izerinde bir f(x)

fonksiyonel tanimlanmustir.

Tanim 1.1.10. (Krein,1972) Eger her X,yeE ve her «,fcE igin
f(ax+py)=af(X)+ B f(y) ise, 0o zaman f(x) fonksiyoneline lineer denir.

Tamm 1.1.11. (Krein,1972) Eger her X € E i¢in
[f Ol =<cl]

olacak sekilde negatif olmayan bir ¢ sabiti varsa, f(X) e simirli lineer fonksiyonel denir.
Esitsizligi saglayan en kiigiik ¢ sabitine f(x) lineer fonksiyonelin normu denirve | f|| ile

gosterilir. Fonksiyonelin normu i¢in

[f ()
f f
[ £ =sup™=r= v =sup|f (x)|

formiilii gecerlidir.



Simdi lineer sinirli operatdrlerin tanimlarini verecegiz.
Tamm 1.1.12. (Krein,1972) E ve F iki lineer sistem verilmis olsun. Eger her bir

X € D elemana karsilik Yy = AXe F eleman alinirsa, D < E alt kiimede tanimlanan ve
degeri F de olan A operatorii verilmistir. D kiimesine A operatériiniin tanim bolgesi
denir ve D(A) ile gosterilir.

Eger her X,X, € D(A) ve her o, 2, €C igin Al X +a,X,) = g A(X) + a, A(X,) ise,
0 zaman A lineer operatirdiir.

Tanmm 1.1.13. (Krein,1972) A lincer operatorii E de tamimlanmis olmak iizere, eger

her x € E igin
| A <X

olacak sekilde X den bagimsiz bir C sabit varsa A simrlidir denir. Esitsizligi saglayan

en kiigiik C sabitine A operatoriin normu denir ve ||A||E_)F ile gosterilir. Tanima goére

|AX|
||A||E~>F =Sup ——=— = sup ”AX“F

o O M

olur.

Tamm 1.1.14. (Krein,1971) H Hilbert uzayinda tanimli A bir siirl lineer operator
olsun. Aym uzaydaki A" operatorii, A operatdriin eslenigi olarak adlandirilir ve
(Ax,y)=(x,A'y) formiille belirlenir.

Eger A" = A ise A’ya iz-eslenik operatér denir.

Tamm 1.1.15. (Krein,1971) Eger her X # 0 eleman igin

(Ax, x) > 5<X, X> (0 >0) ise 6z-eslenik A operatdriine pozitif tanimli denir.

1
A pozitif taniml1 operator ise B = A? operatorii de ayni1 zamanda pozitif tanimlidir.

Oz-eslenik pozitif tanimli A operatériin  f (A) fonksiyonunun normu igin

|f(A)] < sup |f(2)
8<A<0

kestirim gecerlidir (Krein,1972).



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Neumann Tipi Lokal Olmayan Eliptik Ters Problemin Iyi Tanimlihg

A, bir H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli operator olsun. Yani, 6 >0
ve | birim operator olmak iizere A>Sl. @, y, {eD(A) ve f(t) bir diizgin
fonksiyon ve 0 < A4, <T bir bilinen say1 olsun.

Integral kosullu Neumann tipi lokal olmayan eliptik ters problemini bilinmeyen

peH elemanmive u(.)eC ([O,T], D(A))mC2 ([O,T], H ) fonksiyonu i¢in

—U, ()+Au() (t)+p O<t<T,

u, (0)

a( A)dA+y, u(4)=¢. (2'1'1)

o'—,—|

iist belirli eliptik ters problem olarak ele alalim. (2.1.1) ters problemi eliptik

diferansiyel denklemden ve siir kosullarindan meydana gelmektedir. Orlovsky (2008),
Orlovsky ve Piskarev (2009) makalelerinde

u(0) =, u(T) =y, u(4) = ¢ (2.1.2)

kosullari ile belirlenen Dirichlet tipi iist belirli eliptik probleminin ¢dziimiiniin varligi ve
tekligi incelenmistir.

Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013) Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014)
calismalarinda Dirichlet tipi {ist belirli eliptik problemin ¢oziimii i¢in kararlilik analizi

yapilmustir.

Neumann tipi st belirli eliptik probleminin (Ashyralyev, 2014), yani (2.1.2)

yerine

Ut(0)=¢,ut(T):W,Ut(ﬂ0)=é’ (213)

sartlar1 alindig1 durumda ¢6ziimiin varligi, tekligi ve kararliligi incelenmistir.



Ashyralyyev ve Akkan (2015) makalesinde ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel
denklem i¢in Neuman tipi st belirli karisik sinir deger problemin yaklagim ¢éziimii igin
kararli fark semalarmma bakilmistir. Cok noktali Bitsadze-Samarskii tipi tist belirli
problem Ashyralyev (2017) makalesinde ele alinmistir.

Verilen « skaler diizgiin fonksiyon

].|a(/1)|d/'t <1 (2.1.4)

0

kosulunu sagladigin1 varsayalim. C(H ) ,Cy'(H) Banach wuzaylarinda normlar

tanimlayacagiz. [O,T] araginda tamimli ve degerleri H uzayinda olan diizgiin u(t)
fonksiyonlarimin normlari

”u“C(H) - BQ’(as?r( ||u(t)||H !

||u||cgfa(H) = ||u(t)||C(H) + OquT (t+7) (T =) vt + ) - v,

seklinde tanimlanmaktadir.

Onerme 2.1. M (B) € [1, +oo), a(B) € (0,+oo) olmak tizere, asagidaki esitsizlikler

saglanir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):

lexp(~tB)],,_,, <M (B)exp(-a(B)t),
|[tBexp(~tB)|, ., <M (B)exp(-a(B)t), (t>0) (2.1.5)
|Q7], ., <M (B)(1-exp(-2Ta(B)t) (Q = I —exp(-2TB)).

H—->H

Onerme 2.2. Her biri 0<t<t+7<T ve 0<a<l1 igin,

|exp(~tB)—exp(-t+7)B| <M -

o (o) (2.1.6)

10



esitsizligi saglanir. Burada M sabiti a,tve t’den bagimsizdir (Ashyralyev ve
Sobolevskii, 2004).

.
Onerme 2.3 P=J.a(;/)Q(ef(T77)B—ef(T”)B)dyolmak iizere (2.1.4) kosulu altinda
0

| — P operatoriiniin bir S = (1 — P)fl tersi vardir ve

<M (5) (2.1.7)

IS0

kestirimi dogrudur. Burada M pozitif bir sabittir.

Ispat: B operatdriiniin spektral temsilini kullanarak

HQ (e—(T—;/)B _e (T8 )

o TN _ g-(Tenatt

— H( | _g2T® )71 (e_(T—;/)B _ e_(ny)B)

H—H H—H

< sup
5%Sl<oo

1— efzm%

ot
it 1-e?”
<e T gup

5% <A< 1 —€
7)5%

1o/

<e (-

elde edilir. Buna gore,

[(Pu,u)|=

I
. <]\“(7)\d7ulu>

Se‘”‘”ha(y)‘dﬂu u } y)|dy(u,u)
0

0

< HQ(e—(T—y)B _p (T8 )

(1 =P)u,u)=(u,uy—(Pu,u 2( I|a(7)|d7/J u,u)

11



olur. Boylece, | =P operatoriiniin bir S=(1-P)" tersi vardir ve (2.1.7) kestirimi

dogrudur.

Teorem 2.1.1. ¢,{,weD(A), f(t)eCqi'(H)(0<a<loldugunu ve o skaler
fonksiyonun (2.1.4) kosulu sagladigini varsayalim. O halde, (2.1.1) ist belirli
problemin (u(t), p) ¢dziimii igin

ey <M () Il 1T+l +1 g, | 2.18)

|0l <M ()l I, + I+l ] 219)

1

(1—a)a||

Jol,, <M (a)[nAconH clact, +al, + | W)} (2.110)

kararlilik kestirimleri gegerlidir. Burada M (5 ) sabitleri, verilen ¢,{, elemanlarindan

ve f(t) den bagimsizdur.

Ispat: (2.1.1) problemin ¢O6zlimiinii bulmak i¢in {i¢ adimdan ibaret olan algoritma

kullanacagiz. A operatérii pozitif, 6z-esleniktir. Buna gore onun tersi A™ vardir ve

smirhidir. Birinci adimda
u(t)=v(t)+A*(p) (2.1.11)

formiilii kullanarak, v(t) i¢in

(2.1.12)

12



bir lokal olmayan integral kosullu yardime1 problem elde edilir. Ikinci adimda

p=AS-Av(4) (2.1.13)

formiilii ile p eleman1 belirleyecegiz. Ugiincii adimda ise (2.1.11) formiilii ile u(t)

fonksiyonu elde edilir.

Orlovskii, Piskarev (2013) makalesinde

-V, (t)+Av(t)=f(t), 0<t<T,

(2.1.14)
v (0)=0, v (T)=¢

sinir deger problemin ¢ézimii

v(t)=-Q |:(e—tB +e—(2T—t)B) Bflq)_(e—(T—t)B A e—(m)B) B—lé} + T[G (t,s)f(s)ds (2.1.15)

(2.1.14) problemin Greeen fonksiyonudur. Buna gore,
v, (t) _ Q|:(e—tB L (2T-0B )go+ (e—(T—t)B +e—(T+t)B)§:|+ E (B, f 1,[) (2.1.16)

olacaktir.

13



Bundan dolay1

T t
F(B,1,t)= QJ'(e—(Hs)B _geroey g (s)ds +%Qj'(e(ts)8 _gerusey g (s)ds
0 0

N |~

L (2.1.17)
_ EQJ’(ef(Sﬁt)B _ ef(ZTthfS)B) f (S)dS

t
(2.1.16) formiilii (2.1.12) problemin lokal olmayan sinir sartina uyguladigimizda

T

E= Ol(ﬂ“)Q(ef,ua_i_e—(zT-;b)E;)(ocub

+fe(2)[QEe ™ +e T4 F (B, f,4) |dA+y

elde edilir. Dolayisiyla burada

E= s]a(,z)[Q(e‘“‘”B +e " ®)p+ F (B, f ,2)]dl +Sy. (2.1.18)

0

aliriz. Boylece, (2.1.12) probleminin ¢oziimi
V(t):_Q(e—tB +e—(2T—t)B)B—l(p_(e—(T—t)B +e—(T+t)B)B—l
T T
x{s a(/l)[Q(e*MB +e"P)p +F (B, f,ﬂ)}dﬂ+8y/}+'[6(t,s)f(s)ds (2.1.19)
0
I

)+ L)+ () +1, (1) +15(t)
olarak bulunur. Burada

|1 (t) _ _Q(e—tB " e—(ZT—t)B ) Bfl(D,

I2

T
(t) _ _(e—(T—t)B +ef(T+t)B)B—1SJ'a(/1)Q(ef(Tfﬂ)B +e—(T+l)B)¢di’
0

14



]

(1) =—(e " +e " )B S [a(2)F (B, f,2)dA,
0

1, ('[) _ (e—(T—t)B Lo (T8 ) B_lsl//,

Is(t):}G(t,s)f(s)ds.

bu ¢6zim tektir.

k=1...,5 icin ayr ayr ||Ik||H kestirimlerini olusturalim. Ilk ||Il(t)||H ve

le(t)HH icin Cauchy-Schwarz ve ii¢gen esitsizliklerini, ayrica (2.1.5)-(2.1.6)

kestirimlerini kullanarak

(0], <[o(e® e )
“foe= 07 [l
< (HQe—tB H +HQ€7(2T4)B v )HBdHH%H ”(P”H

= 7(2T7 )B -
< (1@ J ], 1R [ B el

<|Ql,... +1)[B7]_, el <M (S)lel,

L

H—->H

H—H

H—-H

ve

[l < (e e I, s

.
QA el [l (A& ™% e %) d2 <M (5)]ell,
0

elde edilir. Simdi ||I3(t)||H normu degerlendirecegiz. Bu nedenle I,(t) i

15



(e ~(T+)B ) B_lS]a Q]'(e—(ws)s _ e—(ZT—t—s)B)f (s)dsd/i
0
(e ~(T+t)B ) Bls = QJ‘(e (t-s)B _ 2T—t+s)B)f(S)deﬂ
+(e ~(T+t)B ) _18 QJ‘(e (s-t)B 2T+t—s)B)f (s)dsdﬂ,

=1, () + 15, (t)+ 155 (t )
seklinde yazalim. Burada

T

1, (t)= _(e—(T B | o(T+0)B ) _lSIa ; Qj(ef(us)s e TRy £ (5)dsd A,

0

|312 (t) :_(e—(T—t)B +e (T+t)B ) Blg = QJ'( —(t-s) (2T—t+s)B)f (S)de/l,

|3‘3 (t) _ (e—(T—t)B +e—(T+t) ) _18 QJ‘( (s-t)B _ 2T+t—s)B) f (s)dsdﬂ.

Cauchy-Schwarz, tiggen esitsizliklerini ve (2.1.5)—(2.1.7) kestirimlerini uygulayalim.

Buna gore,

[t 1), < (Je

—(T+t)B

e

§

H—H

)W%%FMMMMJ%H

1 t t+s 2T—t s (2120)
XE!‘“ U ‘( ) (5)” f ||C(H) '
[t O, <(le ™[, e ™", 18], I8l
: (2.1.21)
0l e 2 s M (9)]
0
(T T+ _ 1
s 0, < (]l 8 ISk 210 21
(2.1.22)

.
X ” f ”C(H) _[H(E’(Sft)B _p(eTsts)s
0

sz <M (8] ]
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kestirimleri elde edilir.

Sonu¢ olarak, (2.1.20), (2.1.21)ve (2.1.22) esitsizliklerini ve tiggen esitsizligini

kullanarak

[t L, <M ()]l

kestirimine ulagacagiz.

Cauchy-Schwarz, tiggen esitsizliklerini ve (2.1.5)—(2.1.7) esitsizliklerinden
T+t

1o, <(Je "

kestirimi bulunur.

+[e ™

H—->H

T
o IB 8l [l (2)]d2 < M (8)]w],
0

Simdi ||I4(t)||H i¢in degerlendirme yapalim. Ilk énce Green fonksiyonun formiiliinii

kullanarak I5(t) ‘yi

ls (1) = _22_:[

t+s)B ~(2T-t-s)B Jt-s|B —(21t-s|)B
3 +e +e " te } f(s)ds
= I, () + 15, (1) + 154 (1) + 15, (1)

e_(
ls
formunda yazalim. Dolayisiyla

I+s

2Tts

IS‘Bf

(2T—t-s))B

Q.
2B
QL
2B
Qe
2B
QL
2B

e
i
k
3

17



ayr1 ayri Hls,l (t)HH, HIS]2 (t)HH, Hls,s (t)HH, H|5,4 (t)HH normlart degerlendirecegiz.

e—(t+s)B

1 B T
15 O, =519 B Il ds <M (8)]f ey - (21.23)
0

1 . T
152 (1), <SRl 1B, I E ey J]e % ds <M (8)]f - (2.1.24)
0
1 ) T s
152 (1)), <5<l 1B, [l e ds <M (8)[ ] - (2.1.25)
0
1 . Tl (2T —ttes
1. (1)), <Rl 1B I lees [le 2| ds <M ()]l - (2.1.26)
0

Sonugta (2.1.23),(2.1.24),(2.1.25) ve (2.1.26) esitsizliklerini ve iiggen esitsizligini

kullanarak
15 (1), <M (5)] fq

elde edilir.

Boylece,

My <M @)l =11+ +1 L] (21.27)

elde edilir.

18



( ) §+Q( zﬂB_i_e (2T-4%)B )Bflgo

(e e ) BIS [ (2)QEe T e T P)pd 2
+(e TR e TR ) BIS [ (2)F (B, f,4)d A

;
+ (e’(H")B +e (TTh)® ) B'Sy + jG (Zy,8) f(s)ds
0
olduguna gore, (2.1.5)—(2.1.7) kestirimlerini kullanirsak,

[, <M (3) ol +lel + Wl +1 e

olur. Simdi (2.1.13),(2.1.20) formiillerden

p=Al+ Q(e—‘ﬂB e (@) ) B Ap

+(e‘(T‘”°)B+e’(W°B) 1SIa )QE " +e TPy Apd A
+(e A +e_(T”‘°)B)BSJ.a(/1) F(B,f,4)dA
0

;
+(e_(T—%)B +e—(T+zo)B)B—13A,/, " A{G(/lo,s) f(s)ds.

elde edilir. (2.1.5)—(2.1.7) kestirimleri kullanarak, (2.1.10) esitsizligine ulasiriz.

(2.1.13), (2.1.19), (2.1.27) ve licgen esitsizliginden (2.1.11) bulunur. Teorem 2.1.1

ispat1 elde edilir.

Teorem 2.1.2. ¢,{,weD(A), f(t)eCsi'(H)(0<a<loldugunu ve « skaler
fonksiyonun (2.1.4) kosulu sagladigint varsayalim. O halde, (2.1.1) ist belirli
problemin (u(t), p) ¢dziimii igin
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" 1
19 ey +I AUy 1P <M (5){||¢|IH I+l +mnf”cgfa(m:| (21.28)

koersif kararlilik kestirimleri gegerlidir.

Burada M (&) sabitleri, verilen ¢, ., elemanlarindan ve f(t)’den bagimsizdir.

Ispat: (2.1.9), (2.1.11), (2.1.19)ifadelerden

Au (t) — _Q(e—tB L (@18 ) By — (ef(Tft)B 4L (T8 )

x {sja(x)[Q(eW)B +e™%)By + BF (B, f ,A)Jd/l + SBW}
+A[G(t,s) f (s)ds+Ag +Q(e™® +e 74" By

0

. (2.1.29)
+<e (T-%)8 4 g=(T+h B)Sja )Qe " +e T ®)Bpd A

0

AR (”WB)sta(/l)F(B, f,2)dA
0

.
+ (e‘(Hﬂ)B +e (THh)® )SBV/ + AJ;G (4,8) f(s)ds

formiili elde edilir. Teorem 2.1.2 nin ispati (2.1.29) formiiliine ve (2.1.5)—(2.1.7)

kestirimlere dayanir.
2.2. Soyut Problemin Uygulamasi

Bu kesirde c¢ok boyutlu kismi diferensiyel denklemler i¢in integral kosullu

neumann tipi sir deger problemini inceleyecegiz. n - boyutlu R Oklid uzayinda sinirt
S =0Q olmak iizere, Q=(0,1)" bir ac¢ik kiip oldugunu varsayalim. Q kiimesinin
kapanis1 ile belirleyelim. a, (X), @(X), 7 (X), ¢ (x)(x € §_2) ve f(t,x)(te(0,T),xeQ)
bilinen diizglin fonksiyonlar, a(t) €[0,T] araliginda taniml skaler fonksiyonu, o >0
ve A,€(0,T) verilen reel sayilar, ayrica e, (X)>a,>0 (X € Q) oldugunu kabul
edelim.
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H=L, (§_2), Q kiimesinde tanimlanan kuadratik integrallenebilen fonksiyonlardan olan

Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda her vel, (£_2) i¢in norm,

M = { [ [voor dxl...dxn}%

seklinde tanimlanir. W, (§_2) ise Q kiimesinde ikinci mertebeden kismi tiirevleri meveut
ve kuadratik integrallenebilen fonksiyonlardan olusan Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda

her veW, (Q) icin norm,

Mz = {f | ('V(X)r ) ZZ

2 %
Vi, (x)‘ ]dxl...dxn}

bigiminde tanimlanir.

C&? ( I_2(£_2)) (0 <a<1) Banach uzayi ise [0,T] tizerinde tanimli ve L2(£_2) degerli tim

diizgiin v fonksiyonlarinin kiimesi olarak

v

(@) = V| (@)t 0 Sstljp; (t+7)"c“(T-t)* |v(t+7) - v(t)||L2 @

normu ile tanimlayalim.

Simdi, [0,T]xQ bolgesinde, asagidaki ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel

denklem i¢in Neuman tipi integral kosullu iist belirli ve Dirichlet sinir deger problemini

ele alalim.
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—un(t,x)—zn:(ar(x)uxr (t.X) +ou(t,x)=f(t,x)+p(x),0<x<l,0<t<T

T

u (0,x) = (x),u (T,x)= ]‘a(/l)ul (A)dA+y, (2.2.1)

u(ﬂ,o,x):g“(x),XES_l,(O</10 <T)

(2.2.1) problemindeki « skaler fonksiyonu (2.1.2) sartin1 sagladigini varsayalim.

(2.2.1) probleminin diferensiyel operatorii
A'u = —Z(ar (X)u, (x)) +ou(x) (2.2.2)
=1 X,

seklinde yazalim. Bu operatoriin tanim kiimesi,
D(A") = {u(¥) e, (Q),u(x) =0,xe S|

seklindedir. A* operatérii i¢in L,(€) uzayinda bir operator olmak iizere A* operatorii
0z- eslenik pozitif tanimlidir. Bu nedenle (2.2.1) ters problemi H =L, (f_Z) Hilbert

uzaymnda (2.1.1) soyut siir deger problemine déniistiiriilebilir. Bdylece, (2.1.1) soyut

sinir deger problemi i¢in Teorem 2.2.1 uygulanarak, (2.2.1) Dirichlet sinir deger iist

belirli eliptik probleminin ¢ézlimiiniin kararligiyla ilgili sonuglari ifade edebiliriz.

Teorem 2.2.1. « skaler fonksiyonunun ¢, v, { € D(AX) ve f eC§+a(|_2(£_)))(0<a<1)

oldugunu varsayalim. Bu durumda (2.2.1) st belirli problemin (u, p)¢odziimii igin

kararlilik kestirimleri gegerlidir.

||u||c(L2(5)) <M (5)[”¢”L2(Q) +||§||L2(?2) +||‘//||L2(5) +|| f ||C(L2(Q)):| (22.3)
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0], gy <M () Il <y W 1 ey | 020

1
|| p||L2@ <M (5)|:||A§0”|_2(Q) +||A§||L2(§) +||AI//||L2(5) * (1_a)a”f

— (m)} (2.2.5)

Burada M (5 ) sabitleri, verilen ¢, elemanlarindan ve f (t) ’den bagimsizdir.

Teorem 2.2.2. o, y, é’eD(AX) ve feCé‘T’a(Lz(ﬁ)) (O<a<1) verilsin. Oyleyse

(2.2.1) iist belirli problemin (u, p) ¢oziimii i¢in

ca (L @) & ||u||cg+a(w22 @) + ” p”L2 @)

|
1

(2.2.6)
<M (@{m”f

+|| Ay

+||Ago

+|| A

C3?(L(@) W2 () W2 (Q)

koersif esitsizligi dogrudur.

Burada M (5) sabitleri, verilen ¢, elemanlarindan ve f ‘den bagimsizdir.

23



3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Neumann Tipi integral Kosullu Lokal Olmayan Eliptik Ters Problemin

Fark Semasi

Bu boliimde (2.1.1) Neumann tipi integral kosullu lokal olmayan eliptik ters

problemi ile fark problemlerini iliskilendirecegiz. (2.1.1) probleminin yaklasik

¢Oziimiinlin elde edilmesi i¢in iyi tanimli birinci mertebeden dogruluk fark semasi

olusturulmustur.
A, H Hilbert uzayinda smirli ve 6z-eslenik pozitif tanimli operatér oldugunu

varsaymistik. 7 >0 herhangi bir pozitif say1 olsun. O halde,
C= %(rA+\/4A+ A),R=(1+7C)"

operatorleri de sinirli 6z-eslenik pozitif tanimli operatorleridir (Krein, 1972).

Asagidaki notasyonlar1 sonra kullanacagiz:

P=(-R*M)"
D=(l1+7C)(2l +zC)"'C™

Onerme 3.1.1. Asagidaki kestirimler saglanir. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):

IR, ., sM@+5"7)",5>0,
|BR| Mis12.N, (3.1.2)

H—-H IT

H(I— RZN)*H'HH <M (9).

Verilen a skaler fonksiyonu M, 7’ dan ve {tk}l'j=O grid noktalardan bagimsiz bir sabit

olmak tzere,



> Jatt )~ )]+t )|+t < M (3.1.2)

i=1

kosulunu sagladigini varsayalim.

Onerme 3.1.2. H Hilbert uzaymda tanimli olan

G, =(1-R)* (R™(1+R) - (1 +R™*]

_(| R (| +R2N—l){ T[ Ot(ti_l)—a(ti)](RN_i _RN+i)

i=1

+r(alty ) -alty ;) J(R-R")=ra(ty )1 -R™)}

N-2

—(RN‘l—RN“){m(t 1 -R™M)=>"7[ a(t,)-at)](R' -R™")

i=1
+7(aty,) - alty,)) (R - RN“)}
operatdriin G;* tersi vardir ve

&7, <M@) (3.1.3)

kestirimi saglanir.

fspat:
G =(1-RY’(R™(1+R) ~(1+R™)) (3.1.4)

olmak lizere determinant

N-2

G, =G+ z 7| alty)-at)]

i=1

x[(l —R)(1+RME)(RM —RM) 4 (RM - RV (R - R )]
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_I:T(a(tNl)_a(th))][(l —R)(| + RZNl)(R—RZNl)_(RNl_RN+1)2:|
+(1=R)(1+R™™*) (1 -R™)zar(ty, )
_(l _RZN)(RNfl_RNJrl)Ta(tO)

elde edilir. Ayrica,

(1=R) (1R (R R (R (R ™)

(R[04 R (R R (R R (R )
= (1-R)[RY" — R4 RV RN

1R R - 1)

= (1=R)(1=R™)(RM#* +R™)

bulunur. Buna gore,

G, =G+(1-R)(1 RZN)NZZT [ at.)-a)](RM +R"")

_[T a(tNl)_a(tNZ))][( —R)(l +RZN_l)(R—RZN_l)—(RN_l—RN+l)2:|
+(1=R)(1+R™™) (1 =R*M)za(t, ) - (1 = R*™™) (R = R" )z (t,)

seklinde yazilabilir. Simdi, G operatoriinii ele alalim.

(1=RY'[R**(1+R)=(1+R™?)]

=(1-R)’(R""+R" — I —R*™*)(R"*+R" + 1 + R*"™)
-R) [(RN1 1)-RY (R~ |)][(RN-1+|)+RN(RN-1+|)}
~R) (R"*- |)( RY)(RM*+1)(1+R")

=—(| R) (1-R™7)(1-R?)
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olduguna gore,
-1 -1 -
Q=G =(I-R™) (1-R™?) (1-R)"
ters operatorii vardir ve M , 7’ dan bagimsiz bir sabit olmak iizere

<M, (5) (3.1.5)

H—-H

”Q”H_,H :H(| —R™ )71(| _R2N-2 )’l(l _ R)—z

kestirimi kolayca elde edilir.

Q, =G,* notasyonunu kullanirsak,

5=(1-R(1-R) el a)-a@R R
_I:T(a(tN—l)_a(tN_z)):I
JO-RI(1 R (R (R R ]

+(1=R)(1+R™™) (1 =R™M)zar(t,) - (1 -R*™) (R"* = R" ™) zar(t,)
olmak tizere,

Q-Q=QQS (3.1.6)
yazilabilir.

[S[l, <2l =Rl 1 =R

H—H H—H

<3 lat)-a@[R], R, ]
+ T|a(tN—1) - a(tN—2)|

IRl R BRI, 4R R

2
H-H

H->H
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+7|l=R], . [T+ R | —R2N HFHH lor(ty )|

(o) (3.1.7)

H—-H H—H H

+T“|_R2N“ RN—l_RN+l

HoH H H—H

< 2'M2(5)’T‘Z_f |a(ti—1) _a(ti)|+M3(5)|a(tN—1)| + M4(5)|a(t0)| <M, ()

elde edilir. Burada, M.(9), r ’dan bagimsiz bir sabittir. Son olarak, tliggen esitsizligini

kullanarak, (3.1.5), (3.1.6) , (3.1.7) ifadelerden herhagi kii¢iik pozitif 7 igin

||Q1||H—>H SHQ”H—)H +||Q1||H—>H ||Q||H—>H ||S||H—>H
<M, (8) +]Q,, .., MM, (S)7

elde edilir. Pozitif 7 keyfi kiicik sayr olduguna gore, (3.1.3) esitsizligine ulasilir.

Bdoylece, ispat tamamlanmustir.

4o

[] en biiylik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak iizere |, ={—} olarak
T

alacagiz. (2.1.1) diferansiyel problemi i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasini

e T U Ay S f g plsk<N-LNZ=T;
T
u-—-u, =1y,
R (3.0.9)
Uy —Uy, = Zfa(ti)(um —u)+zy,,
i=0

u, = 4
olarak ele alalim. (3.1.8) problemine
u =v,+A"'p (3.1.9)

formiilii uygulanirsa bilinmeyen V, lar igin,
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Ve — 2V +Viy

2
T

V, =V, =1V, (3.1.10)
N-1

VN = VN = Zra(ti)(vm —V,)+ry,

i=0

+Av, = f 1<k<N-1,

seklindeki yardimci lokal olmayan fark problemi elde edilir.

(3.1.8) problemin ¢oziimiiniin algoritmasi ii¢ adimdan olusturulur. Birinci adimda

(3.1.10) yardimci problemin ¢oziimii {vk}g‘ bulunur. v, hesaplanilir. Ikinci adimda ise

p=AJ—Ay, formille p eleman belirlenir. Uciincii adimda  (3.1.9)  formiil ile {uk}g

elde edilir.

Teorem 3.1.1. & skaler fonksiyonun (2.1.4) kosulunu sagladigini ve @, i, { € D(A),

{f, }E: eC%*(H)(0<a<1l) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3.1.8) fark probleminin

(H{Uk}g

, p) ¢Oziimii icin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir.

H{uk}::

<M (8) ol +le, I, {61

cH

um}, (3.1.11)

Javel, <M &) Il M, ol sl 112)

(1—1a)a H{ o

[pll, <M (5){IIA¢IIH Al +lAvl, +

}. (3.1.13)
Cor" (H)

N -

1
‘dan

Bu kestirimde bulunan M (&) sabitleri, verilen a,¢,¢,y elemanlarindan ve {f,}

bagimsizdir.
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jspat:

—?(V, 4 —2_\/k '{‘V‘fil) +Ay, = f, ,1<k<N-1, (3.1.14)
Vv, Ve v, verilmistir
direkt probleminin ¢6ziimii Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) ¢alismasinda,
v = P[(R‘ —R™ )y, +(RY = R™ )y, ]
~P(R"' =R")DY (R" —R")f;z (3.1.15)
i1

N-1 L -
+ DZ;(R"' ~RI)fr 1<i<N-1
j=

formiilii ile ifade edilmistir. (3.1.10) yardimci lokal olmayan problemin ilk sartindan

P[(R —R™ )y, +(RYE =Ry, ]

_P(RNl_RNu)DN.‘l(RNj SR 7 (3.1.16)
N-1 _ "
+DY (RM =Rz v, = 7.

j=1
elde edilir. Buna gore,

(R_RZN—l_I+R2N)VO+(RN—1_RN+1)VN
:<RN—1_RN+1)DNZ_1(RN—J' —RN+j)ij

J:

N-1 ) _
(1 - RZN)DZ(RH —RY] )fjr+r(l ~R™M)p

j=1

olur. Boylece,
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F=(R""- RN”)DN_l(RN‘j —R")fir
j=1

~(1-R")DY (R =R )f r+2(1 -R™)p

j=1

olmak iizere,
(R=R™ =1 +R™ Jyp (R =R v, = F, (3117)

alinir. (3.1.10) yardimci lokal olmayan problemin ikinci lokal olmayan sartindan

N-2

za(ty)V, _ZT[ a(ti—l)_a(ti)] Vi

+[—1+r(olz_(tN_1) —a(ty,)) Vs
+[l_ Ta(tN—l)]VN =ty

aliriz.

(3.1.15) formiilii kullanarak,

-2

ra(ty)Vv, —ZT[ alt)-a(t)] P[(Ri _ RzN—i)VO +(RN—i _ RN+i)VNi|
_'\.‘ZZT[ O{(ti_l)—a(ti)]|:P(RNi _RNH)D’\.IZl(RNj —RN*j)sz-

_DNhl(Rii _Ri* )sz'}+[—l+r(a(tNl)—a(tN2))]

XP[(RN—l B RN+1)V0 +(R— RZN_l)VNi|

_[—1+T(Ot(tN71) —a(th))]{p(R_ RZN—l) D’\_Iz_l(RN_j _ RN+ )ij
_Dl\-l—l(RN—l—j _ RN )sz}

+[1-ra(tyy)]vy =1w
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elde edilir. Buna gore,

{mﬂo)— > e[ al,)-a()]P(R R
+[—1+r(a(tN )-olt, 2))} p(RN—l _ RN+1)}V0

+{ > ol alt)-a]P(RY R )+ [-1tr(att, ) -att,)]

xP(R-R™)+[1-zar(ty )]} vy

=Ty + Nizz;r[ alt)-a(t)]

x_P(RN‘i - RN”)Df(RN‘j ~R"I)fr - DNZ_l(Feij - R”j)sz}
-l-_[—l-l-r(a(tN_l)—aj(:th_z)ﬂ )

P(R-R™?) Df(RN“' -R")fr
j=1

Da

_DNzl(RN-H _ RNt )sz_}

j=1
ve

N-2

{’““ox' -R™)-3 e[ alt)-a@)](R'-R™)
+|:—l+r(a(tNl)—0_g(tN2))](RN1 SRYy,

+{—'\:Z_12T[ a(t_,) —a(ti)](RN*i _RM )

[ttt YRR 1R

=7(1 -RM)y + szr [ a.,) —a(ti)][(RN’i -R"")D

XNZ:(RNJ —R"I)fr—(1- RZN)DNZ_I(R“J - R”")fjf}
1

i= j=1
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+[ Lo (alty ) -alty ) | (R-R**)D

N-1 N | N ANy S IN-1-j| N-1+j
xz;(re ~R")fr—(1-R )DZ(R -R )”
=

j
=1

olur. Boylece,

N-2

F=7(1 =Ry + D e[ alt,) —a(ti)][(RN—i ~R)D

i=1

N-1 ) ) N1 o
XZ;(RN-J ~R"I)fr—(1 - RZN)D;(R" - R'“)fjr}
j= =!

+[-1+ r(a(tNl)—a(th))]{(R— RZN‘l) DN 1(RN—J' _RW )ij

=

(1 _p2N N IN-1-j| o N-1+]
(1-R™)DY (R RN )ty

=t

olmak lizere

{Ta(to)(l ~R*M) - NZZT[ a(ti—l)_a(ti)](Ri - RZN_i)
+|:—1+ T(a(tN—l) _a(tN—Z))](RN_l B RN+1)} Yo
+{_’\_IZ:_ZT[ Ol(tifl)_a(ti)](RNii B RNH) (3:1.49)

+|:_1+ T(a(t’\"l) _a(tN—Z)):I(R B R2N71)+[1_Ta(tN—1)](l -R™ )} i
=F,

alinir. Sonug olarak, (3.1.17) ve (3.1.18) denklemleri

{auvo +a,Vy = F,
(3.1.19)

Ay Vp tayVy = Fz
seklinde yazabiliriz. Burada,
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a“:R RZNfl I+R2N a12 RNfl RN+1

a, =rta(t,)(1-R™) NZZT[ alt)-alt)] ( RzN'i)+[—1+r(a(tN_1)—a(tN_z))](RN'l—RN”)

N-2

o alt,)-a@)](R" -R™)+[-L+r(alt,,) -alt, ) [(R-R™*)+[1-ra(t, )] (1 -R™)

i=1
Simdi
R-R™M*—1+R™ =—(1-R)-R™*(1-R)=—(1 -R) (1 +R*™*)
ve

(R_RZN—l_ | +R2N)|:_(R_R2N—1)_|_(I _RZN):|+(RN—1_RN+1)(RN—1_RN+1)
_R2M |+R2N) (RN—l_RNJrl)Z
RVI_RMY_R4+R2NT 4 = RZN)(RN—l_RN+1+R_R2N—1_I+R2N)

-(R
(
(RNl R)(1+R)+(1- R)(I+R2N’1))(RN’1(I—R)(I+R)—(I—R)(I+R2N’1))
(
(

|=R)*(R*(1+R)+(1+R™?))(R"* (1 +R)—(1 +R™?))

| -RY (R2N2(|+R) (|+R2'“)2)

olduguna gore, (3.1.19) denklem sisteminden elde edilmis olan operatdriin determinant

N-2

G =(R-R**'—1+R™ ){—Zr[ a(t ) -a(t)](R"' -R"")

i=1

-1+ (alty ) -alt,,))](R-R™ )+ [1-zat, )] (1 -R™ )}
—(R"* - RN“){ra(tO)(l —R™M) - N_Zfr[ a(t ) -a(t)](R'-R™)

[tz (alty,)-alty ) (R =R
=(R=R™ =1 4+R™)[ -(R-R™ ")+ (1 -R™)]
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+(RN—1_RN+1)(RN—1_RN+1)_(I —R)(l +R2N—1)
x{—Nfr[ a(t,)-a(t)](R" =R")
+[T(a(thl)_a(tN72)):|(R_RZN_l)_Ta(thl)(l - RZN)}

N-2

—(R"* - RN”){m(tO)(I R =7 alt)-at)](R'-R™)

re(alty ) -alt, ))(R" -R")

= (1=R)* (R (14 R) (14 R™)')

~(1-R)(1 +R2N1){—_
+[r(alty)-alty ) (R-R™ ) -ra(t, )(1 -R™)|

N-2

—(R"*- RN+1){m(t0)(| R =>7[ alty)-at)](R'-R™)

i=1

2

o[ alty)-a)](R"-R"")

+7(a(ty,) _a(tN—Z))(RNil - RN+1)

seklinde yazilabilir.

Onerme 3.1.2 uygulanilirsa, (3.1.19) denklem sistemin ¢dziimii

v, =Gt {[—Z‘fr[ a(t ) - a)](R" —R"™)

+[ 1+ 7(altyy) - alty,)) [(R-R™™)+[1-za(t,,)](1 - R™ )] F (3.1.20)
_(RN—l _ RN+1) Fz}

ve

v, = Gl—l {(R _R2N | L RN )F2
—|:‘L'0!(t0)(| -R™M)— sz27[ a(t,) —oc(ti)](Ri — RZN*‘) (3.1.21)

+ [—l+ T(a(tN,l) - a(thz)):I(RNil - RNH):I Fl}
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olarak bulunur. (3.1.14) problemin ¢oziimii i¢in Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004)
kitabinda

H k=0 C(H) [H k 0

kestirimin saglandigi belirtilmistir

IRl + R, | @122

C(H)

Ucgen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini (3.1.20) ve (3.1.21) esitliklerini kullanarak,

dahasi (3.1.1) ve (3.1.3) kestirimlerini de uygulayarak,

H->H

R <165, R { w5 e -at R - R
H[Ler(alt)-alty ) JR-R,, +i-raty ) -R™], ., ]

[

H—->H

Il e R =R
= HH
o
N-2
o IR, 5] et 0-ats)
H{f,}.“;f
—H

H ]

+-1+7(alty,) —a(tN_z))MR - RZMHH% ID,,_.., TZHRN*J' ~RM
j=1

XHRN—l _ RN+

C(H)

N-1
i-il j
Ry SR o=, ol

C(H)

_HRN—l _ RN
|:HRN i _ RN+

_THI . RZNHH_m ||D||H—>H JZ_;HRH _ Ri+J

HoH ||D||H4>H TZHRN J RNJrJ

C(H)

fieihs

H—->H

C(H)

—TH| _RZNH ||D|| fHR\N—l—j\_RN—lﬂ H{f.}N—l
Ho Ho i=1 H-H Vit llew
(bl

<M @) (Il +lol,, +

ve
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"RLAHNR—RM4—I+RMH

N-2

Zz’|a t)—a(t)|

”RVN ”H SHGilHH—m H—H

R

N-1

I =r, ol S -m ]

(il }

-1tz (alty ) - alty,) NR RMWLMJDmHHTZWRN’ RN

N-1
UM

et R, Se] at)-atR R,

14 () - aaMQHle RN

B T ) > L

s

H—-H

C(H)

TZHR\N—H\ _ RN

et W o
=R Pl

H—-H

N-1 ) i
IOl 72 R -R™
H-H HoH -~ 2
j=1

HoH { fi }’1:1

e

H->H

XHRN—l_RNJrl

C(H)

N-1 ) .
-], ol S ol =], e

{f }N . C(H))'

kestirimi bulunur. Sonugta, (3.1.22) kestiriminden

C(H)

<M()(lvl, +lol, +

=M (@) el +Iwl, + AR, | (3123)

H{Vk Feoo

Cc(H)

elde edilir. Burada

Atp=¢-v, (3.1.24)

uygulayalim.
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Al p=¢— P|:(RIO _ RN )Vo +(RN—I0 _ RV )VN ]

n P(RN—IO _ RN+IO)DNZ_1(RNj _ RN+j )sz_

=1
_ Di(Rlo—j _ Rl )sz.
=

esitligi bulunur. Oz-eslenik operatérler igin operatdr islemlerini, iiggen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini kullanarak, (3.1.12) esitsizliligini,

RIO r R2N—|0

o, <l =IPL, | -

XHGfHFHH {{—Nz_zr‘a(ti_l) —a(t)||R"" -R""
i=1

+‘_1+T(a(tN 1)_a(tN 2))‘ R_RZN_lu

H—-H

H—->H

HF1HC(H) _HRN_l -R™

H-H HFz HC(H)}

[ G HH—>H { R-RH™E -1+ R™ HH—>H HFZHC(H)
_ '\:z::_lzr‘a(ti_l) - oc(ti)‘HRi — R¥N HHaH

- zla(t)||1 -R*|
v JIFleo ]

+l-7a Nl)\”l—RZNH

H—>H

+ ‘RN—lo _ RN+|0

H—-H

14z (aty,) - alt, )[R -RY

+||P||H—>H HRN_IO ~R" HoH ||D||H—>H TLnl]inZHRN_j -R" H{ fk}L\: cH)
H—-H
N-1
_HDHHAH J<jN 12 R“o J‘ R|o+J . {fk}k:l )

CH) i|

<M () el +lel +o, <[5

ve
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{fher

C(H)]

[l <M (&)l e+l +

ifade edebiliriz.

p=AS —PA|(RP =R )y, +(RV™® —R"™* )y, |

+AP(R" —R"™h) DN_l(RN‘j —R"I)f
j=1
N-1 i )
— AD j=l(R'o—l _ Rl )sz.

Oz-eslenik operatérler icin operatdr islemlerini, iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini

kullanarak, (3.1.13) kararlilik kestirimi

RIO _ RZN—|0

Ioll, <lAc, ~AP], | .

Siew . {—Nfda(til) —a(t)|[R" R
i=1

1tz (alty ) - alty )| [R-RY

H->H

H-H
-t D =R, IR R =R, TPl

HRN—IO _RN+I0

G, |[R-R*™* —1+R™|

R
HoH H HH—)H { HoH ” Zllc(H)

H—H

‘[TW%)IH' R D latt ) —a)R R

v IRl

14z (alty ) - ety )| RV - R

- i i N-1
+|AP|H HRN b _ RN*h . ||D||H—>H TK”J-E’},XJRN i _ RN . {fk}k:1 o
i - N-1
4D, 7 max [R* =R R

{ider

C(H):|

<M (3) b, +1cl, I, +
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caa(H):|

(3.1.13) kararlilik kestirimi ulasilir. (3.1.19) kestirimi ile (3.1.23) esitsizligi (3.1.10)

Il =M 5) Il +1ac, vl !

denklemleri kullanilarak,

C(H):|

(3.1.11) kararhilik kestirimi ulasilir. Boylece, Teorem 3.1.1 ispati elde edilmis olur.

H{uk [

c (H)

M (8)| ol +lwl, +1¢l, + [

Teorem 3.1.2. o skaler fonksiyonun (2.1.4) kosulunu sagladigini ve ¢, ¥, { € D(A),

{f ) eCa(H)(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3.1.8) fark probleminin

(H{uk}li_ll ’
H{Au e

{UM —2u, +U, }Nl
2
v k=1
e (3.1.25)

<M <5>{||A¢||H +|acl, +|av), + min[.n@,“ ]M

Bu kestirimde bulunan M (&) sabiti, verilen 7,a,¢,{,y elemanlarindan ve {fk}:(:l ‘dan

p) ¢ozlimi agsagidaki hemen hemen koersif esitsizligi saglanir.

In A2

Cot (H)

bagimsizdir.

Ispat: (3.1.14) probleminin ¢dziimii icin,
Ay, el

Via =2V, +V, "
z? k=1
ctH) (3.1.26)

. 1 2
<M (5){”AV0“H +[|Avy |, +mm{ln[;},1+ }H oo (H)}

In||A
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kestirimi Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda ispatlanmistir. (3.1.1),

(3.1.3) kestirimleri, Oztiirk’{in (2013) ¢alismasinda ifade edilmis olan

N-1

> |l(r=R) RHHH%H <M min{ln[%),l+ z|in[B|,, ., ‘} (3.1.27)

=
esitsizligi ve (3.1.20) ve (3.1.21) denklemleri kullanilarak lokal olmayan (3.1.10)
formiillerinin ¢dziimii igin

[Avs ], +lAvi I, <M (8){IAgl, +IAS], +]Avl,

+min{ln(%j,l+ : }H{ folea C(H)}

A2
esitsizligine ulasmamiz gerekir. Bu durum igin (3.1.20) ve (3.1.21) denklemleri

In

H—->H

kullanilarak ve A=B? kestiriminde,

2

Ay, =G,* {{— _7 [ alty)-at)](R" -R"™)

+[_1+ T(a(tN—l) _a(thz))](R - RZN_1)+[1_Ta(tN71)](I -R*" )] AR,

_(RN—l _ RN+1)AF2}
ve

AV, =G {(R-R™ — 1 +R™) AF,

{m(to)(l -R™) - 27[ a(t,)-a(t)](R'-=R*™")

[+ (alty ) -alt, ) (R -R"™)] AFl}

seklinde ifade edilir. Burada,
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AF, =(R"* - RN“)AD%(RN”' —RY)fz
j=1

—(I - RZN)ADZ(RH — R )fjr+r(| ~R™M)Ap

j=1

ve

AF, =7(1 —R*) Ay + hizz[ a(t,) —a(ti)][(RN’i ~R"")AD

i=1

- N-1 -
" (RN_J' _ RN+j)ij_(| _ RZN)ADZ(R"_J‘ _Ri+j)sz-:|
1

=1

+[-1+7(alty,) - a(tN_z))][(R - RZN‘l)ADh_IZf(R“‘j —R")fr

j=1

(- RZN)ADNzl(RN“ - RN‘l”)f z}
i

seklinde ifade edilmistir.

Oz-eslenik operatorler icin operatdr islemlerini, {icgen esitsizligini ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini |AF|. ., icin uygulayarak,

C(H)

||AF1|| SHRN—l_RNﬂ

e N L

X 7 Max HRN" _ RN
1<j<N-1

{fihe

|AD],_,, x7 max |REH - R

H—H 1<j<N-1

H—H C(H)

=R

{fdieo

H—H HoH C(H)

—t| =R, [Ad]
THI R HH»H A¢ H—-H

<M (5)(||(P||H + ‘{ fidico C(HJ

esitsizligine ulasilir. (3.1.1) ve (3.1.27) esitsizliklerinden,

|

1

In||A2

(s

H—->H

|AR].,, <M (5){||A¢||H + min{m(l),u
T

C(H)}
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elde edilir. Benzer bigimde islemler |AF,|_  i¢in de uygulanarak,

CH)

N-2
Ly <R, v+ o] )=t

. . . : N-1
R =R, IAD], ., = max [RYT-R¥I[ e}
HoH -H 71Nt H-H i llem)
e . N-1
1R [AD],,, z max [R-R¥I|  HE 1
H-H HoH 7 cjan-t HoH [ i oy

e

|AD],, ,,, 7 max [R" ~R"")
1

HoH <N
C(HJ

N-1
{ fJ' } j=1
esitsizligi elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.27) esitsizliklerinden,

} CS?(H)}'

bulunur. Au, ve Au, 06z-eslenik operatorleri i¢in operator islemlerini, tiggen esitsizligini

L (alty ) - et ) [R-R™

H-H H—-H cH)

R\N-l—j\ _RVH

[AD],_,, 7 max

H-H

-|R-r"

H~>H|

| AR

CH)

1
In||A2 {f

|AF [0 <M (5){||Azy||H + min{ln(l}1+
T

H—H

ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak ||Au0||H ve ||AuN ||H icin,

N-2 . .
Al <6 S - a

+‘[—1+ z‘(a(tN_l) —a(tN_z))]HR — RZN—l‘H_)H +|1—ra(tN_1)|HI _R2N HH_)H }

H—H

N-1
) r . N-1
R =R 10 2R RS
2N S -l 1+ ] f N 2N
_HI -R HH»H ||D||H%H T;HR R H—H { j}j:l C(H) +THI -R HH%H ||¢||H

AR R =R el + e at)-at)
i=1l

e

H-H

X|:HRNi _ RN+

N-1 . .

Bl s 72 |R" -R™
HoH H—-H —
J:

CH)
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=
-

—|1 -R*" ” ” -
THI HH H H-H <
J:

_ R\i—j\ _Ri+jH H{ fj}N 1
HoH

= caJ

N-1 ) .
jRr], ol SR -

LN
1

1tz (alt, ) - alty,)) c

e

H—>

=
-

ST 0 e I 1

i)z
H—H J e :|:|}
C(H))

oo [Pl 2
J:

+ ‘{ fk}kNj

LN

<M @(MWMH +oll,

ve

vl <[6, o IAL L IR-RE 1R

N-2

X THI - RZN HH—)H ||l//||H~>H + ZT| a i 1) a

i=1
N-1
IOl 2 [R* R
H—H H-H
=1

i

{ }N -1
_‘ | R HH_)H ”D”Hw T; R _ RHHH{ fj}': cH) ]

N-1
IN-1 N-j _ RN+
[R-R*2] D], e R -R"
HoH HoH "4
j=1 H—-H

% _HRN_i _ RN+i

CH)

(.

+‘—1-|— (altyy)-alty,)) CH)

N < IN-1-j N-1+] N-L
_HI -R HH_,H ” ||H—>H TJZ; R -R o H{ fj}j:l C(HJ
N-2
—cla@)1 =R - Xl att)-a@|R =R

i=1

t1+e(alt, ) -a Nz))HR“ R" 1H

) B N-1
R =R, 1ol @\R” R
N-1

S -
S 0 s

<M (5)(||x//||H +ol, +|{flis C(H))

C(H)

R, ol

C(H)
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kestirimleri saglamir. (3.1.1) ve (3.1.3) esitsizliklerini (2.1.4) kosulunu ve |AF]|

cH’

|AR,||..,, icin elde edilmis olan kestirimleride kullanarak, istenilen kestirim

CH)

[Avell, +lAvill, <M (S)[ 1Al +[Awl, +IAZ],

+min[|n(%j,1+ ]H{ fk}’k\:ll C(H)}

seklinde ifade edilir.

1
In|[A2

H->H

H{A\’k hea

<M (8){|Agll, +|Awl, +|AZ],

+min{ln(%j,1+ }H{ Ay C(H)} (3.1.28)

bulunur. Sonugta (3.1.10) yardimci lokal olmayan fark problemine iicgen esitsizligi

C(H)

1
In|[A2

H—-H

uygulanarak (3.1.26) kestirimi elde edilir.

p:Aé/_AVhJ

bicimindeki bagintisina ||AV0||H icin ifade edilen esitsizligi ve tliggen esitsizligini

uygulayarak || p||,, igin,

1

In||A2

(e

) 1
Iol, < (2)[ 1ol I, 1<l *m'”l'”(;}“

|

kestirimi bulunur. (3.1.9) denklemine (3.1.28) ve (3.1.29) esitsizlikleri uygulanarak

} (3.1.29)

H—-H C(H)
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1
AE

In {fk}g

N-1
H{Auk it c

T

|

elde edilir. Boylelikle, (3.1.8) dogruluk fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak

2 N-1
{ukﬂ —cU +U }
2
T k=1

(H)<M<5>[||A¢||H+|W||H+||A4||H+min[m(l}l+ } (3130)

H-H

<M (8){|Agl, +|A], +]Awl,
cH)
. 1 N-1
+mm[|n(;j,1+ }H{ fets cham)}

elde edilir. Sonu¢ olarak, iiggen esitsizliginden, (3.1.29), (3.1.30) ve (3.1.31)

(3.1.31)

1

In||A2

H—->H

esitsizliklerinden (3.1.25) elde edilir. Boylelikle, Teorem 3.1.2 ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.3. a skaler fonksiyonun (2.1.4) kosulunu sagladigini ve @, v, ¢ € D(A),

{ i }E:ll € Cyi(H)(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3.1.8) fark probleminin

(H{“k b

, p) ¢ozimi igin asagidaki koersif kararlilik kestirimleri gegerlidir:

2 N-1 N-1
{T U,y — 20, + uk—l}k:l + {Auk }k:1

ot (H) c&2 (H) +|| p”H

o gl

(3.1.32)

Csi" (H)

g, +IA], +1Av], }

N1

1 dan

Bu kestirimde bulunan M (&) sabiti, verilen a,¢,¢,y clemanlarmdan ve {f,}

bagimsizdir.

Ispat: (3.1.14) direkt problemin ¢oziimii igin, Ashyralyev ve Sobolevskii'nin (2004)

calismasinda,
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N-1

-2
{r Vg — 2V, +ka1}

K=licge v

o gl

Ci* (H)

A, +1Av], }

esitsizliginin dogrulugu ifade edilmistir. (3.1.10) yardimci lokal olmayan fark probleminin

¢Oziimii i¢in (3.1.20) ve (3.1.21) uygulanarak,

A, =G/ {{—Nfr[ at,) - a)](R" -R")
[+ r(altyy) - alty,) J(R-RM) +[1-rer(ty )] (1 -R™ )} AF,
_(RN—l i RN+1)AF2}

ve

Av, = Gl—l {(R _RMN_| 4R )AFz
_{ra(to)(l —R™M) - NZ_ o[ alt,)- O!(ti)](Ri _ RN )

1o (alty ) - alty,) (R -R™)] AFl}

bulunur. ilk olarak, A=B? ve P=(1-R*™)™ esitliklerinden, 6z-eslenik operatdrler i¢in

operatdr islemlerini, tiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak, | AR, w Ve
[AF: e icin,
||AF1||C(H) < HRN_l -R™ HoH ” D||H—>H

X 7 Max HRN“ _ RN
1<j<N-1

{fils

|AD],, x7 max |RMH - RS

H—H 1<j<N-1

H—-H C(H)

=R

(b

HAH|

H-H C(H)
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_THI -R™ HHHH |Aal.

<M (5)(“¢)”H + {fk}‘:: c(H)j

ve

86 <ol Wl + 2 1] tt-at)
R =R I8l e R R ]
SR Y LR RN e
AHee(at) -t )JR-R, , A0], 7 max R =R
s N . 1 et i

bulunur. (3.1.1) ve (3.1.3) kestirimlerinden ve (2.1.4) kosulundan

CS‘T'a(H)}

s

1
R

ve

CSTa(H)}

esitsizlikleri elde edilir. Simdi de liggen esitsizligi uygulanarak ||AV0||H ve ||AVN ||H i¢in,

1 N-1
1A gy < (0) w0
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N-2 i .
[l <167, 1AL {—r;\[ () -a@R™ R,
+ |1—ra(tN_1)|“I -R™ HH%H }
(s
H—H
(),
N-2
» M R+ 3] et -at)

ot

H-H

[ r(alty ) -alt) R-R™Y,

N-1
IOl 2R =R
H-H H-H
j=L

N-1
i .
=R 0, SRR
HoH HoH 4
j=l H-H

X‘RN—l_RNﬂ

C(H)

ol

-I-Z'H| —RZNH
C(H) H—-H

N-1 N+1
- \R ~R

X[HRN—i _ RN+i

N-1 ) _
IO, 2[R =R
H—H H-H
j=L

C(H)

N-

i W) L I }

LN

i N-1 , , _
s (ot ) -att D) [R-R™, Pl iR =R )
L = H-H ctH)
| RN D = R\N—l—j\ RN+ f .
_TH - HH»H ” ||H4sz_: B . H{ i}j=1 cH)
<M(6) ol +lol +fi 812,
ve
[Avill, <]6:1, Il (JR-RE -1+ R
*H' Rl ¢ el ) -at)
i=1
) ) N-1 . ) _
X[HR“' R, Pl 2 R =R
N .
_HI B RZNHH—>H ”D”H—>H TJZ_;HRI - R JHH{ fj}lill C(H) }
N-1 ) ) _
+|_1+T(aaN_1>-aaN_2>>|[uR— RO, 1Pk e IR =R ()
=t H-H cH
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_HI _R2N H ||D|| Z'NZ_lHRN_l_j _ RN ‘{f }N—l
H-H H-H = ok 1= cH)

a1 -R®|, - Y o] att)-a)||R R
i=1

+|-1+ 7 (a(ty,) -ty ,))|[R"* -R"

H-H

H—-H

N-1
N-1 N+1 N-j N+j
xRV =R D], 7> [R" - R
H—H H-H
=

H-H { fi }’j\‘:_ll

N-1
H—-H ‘{ fj }j::L

C(H)

el e

N-1
—|lh =Rr™ D 3[R - RE
H—H H—H
— j:]_

(.., )

seklinde elde edilir. Bu kestirimleri kullanarak,

C(H)

<M (6)(IIV/IIH +lel,, +|

N-1

-2
{r Vi,  — 2V, + vk_l}

<M (5){(1_1a)a‘

Kt llege ()

(002l 21821 101 |

Cor' (H)
elde edilir. (3.1.10) yardimci lokal olmayan fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak

1 N-1
<M (0] ol +1acl sl vl

N-1
H{Avk b Cgfa(H):| (3.1.33)

Coi' (H

kestirimi elde edilir. (3.1.8) dogruluk fark semasinda (3.1.32) ve (3.1.13) esitsizlikleri

uygulanarak,

1 N-1
<M 0) lao, 1A, vl

Cgm)} (3.1.34)

H{Auk}:‘:_ll

Cor' (H
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kestirimi elde edilir. (3.1.10) yardimeci lokal olmayan fark problemine {iggen esitsizligi
uygulanarak,

N-1

—2
{0, -2u, +u,_|

‘gt ()

M (5){||A¢||H +lact, +lav, +

(3.1.35)
(1- a)aH tlleg (v )}

kestirimine bulunur. Boylelikle, (3.1.33), (3.1.34) ve (3.1.35) kestirimlerinden

5 N-1
{720 -2u +u

+[l.

C“(H)j|

(3.1.32) kestirimine ulagilir. Boylelikle Teorem 3.1.3 ispatlanmuis olur.

H{Au [

3 (H) Hlicge )

oM (5)@\A¢HH FlAc, +Avll, +

)a H

3.2. Integral Kosullu Neumann Tipi Eliptik Sinir Deger Ters Probleminin Fark
Semasi

Bu béliimde bazi notasyonlari anlatmakla baglayalim. n—boyutlu R Oklid uzayinda

= (O,I)n bir acik kiip ele alalim. Sinir S =0Q olsun. Q kiipiin kapanisi Q=QuUS dr.

a, (x), p(x),w(x), ¢ (X)(x 5_2) ve f(t,x)(te(0,T),xeQ) bilinen diizgiin fonksiyonlar,

a(t) €[0,T] araliginda tanimli skaler fonksiyonu, o >0 ve 4, € (0,T) verilen reel sayilar,

ayrica @, (X) =3, >0 (xeQ) oldugunu kabul edelim.

[0, T]xQ bolgesinde, asagidaki ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem igin

Neuman tipi integral kosullu iist belirli ve Dirichlet sinir deger problemini ele alalim:
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—un(t,x)—zn:(ar(x)uxr (t.x)) +ou(t,x)=f(t,x)+p(x),0<x<1,0<t<T,

r

U, (0,x)=(x),u, (T,x):j[a(;t)uﬂ(i,x)d/uyx(x), (3.2.0)

(2, X)=¢(X),xeQ,(0< 4, <T)

(3.2.1) problemindeki o skaler fonksiyonu (2.1.4) sarti1 sagladigimi varsayalim.

(3.2.1) probleminin diferensiyel operatoriinii
A'u = —Z(ar (x)u, (x)) +ou(Xx) (3.2.2)
r=1 Xp

seklinde yazalim. Bu operatoriin tanim kiimesi,
D(AY) = {u(x) eL(Q),u(x)=0,xe s}

seklindedir.

(3.2.1) probleminin yaklasimim iki adimda kuracagiz. ilk adimda, grid noktalar

uzayinin
O ={x =X, =(N Py iy ); = (Jiros B ) Jp =03 0,3, =1y =Ln),
Q, =52th, S, —OhAS

belirleyelim.

(3.2.2) ile tanimlanan A* diferensiyel operatorii yerine
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Afu“(x):—Z(ar(x)uQr (x)) +ou" () (3.2.3)

seklindeki A fark operatorii alacagiz. Burada, U(X) fonksiyonlar1 tim X e S, noktalar

igin U(X)=0 sartin1 saglayan operatdriin

D(A) ={u"(x) e Ly, u"(x)=0,x €S, |

olup kendisi ise 6z-eslenik pozitif tanimli bir operatordiir.

A, operatoriinii kullanarak, uh(t,X) ve ph(X) bilinmeyen fonksiyonlar icin

asagidaki adi diferensiyel denklem sistemi ele alinir.

—%hﬁfu(t,x): f'(t,x)+p"(x),0<x<I,0<t<T, xeQ,,
u (0,x)=¢"(x),u (T, x) :].a(l)ug (A4, x)dA+y"(x), (3.2.4)

0

u" (A, X)=¢"(x), xe Qn, (0< 4, <T)

Ikinci adimda (3.2.4) problemini t degiskenine gore yaklasimimi ele alalim. Bu

nedenle N  —sabit pozitif tam sayist olmak iizere, grid noktalar uzaymi

[O,T]r = {tk =kz,k=1,....,N,N7¢ =T} ile gosterelim. Simdi, u” (ﬂn, X) degeri i¢in,

u“(ﬂo,x):u@ﬁ}r,x)+o(r),xd2h

T

seklinde birinci mertebeden yaklasim formiilii kullanarak, (3.2.4) problemi igin
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h _oh h
U (%) ZUKTZ(X)+UK1(X)+ATUC(X): fe'(x)+p"(x), 1<k <N-L,Nz=T;

(3.2.5)

uy (x)—u'ﬂH(x) m(t ), (x)=ul (x))+ 7" (),

u, (x)=¢"(x)
birinci mertebeden dogruluk fark semasi olustururuz.
(3.2.4) problemi
U (t,x) =" (t,x)+(AY) p" (%) (3.2.6)
formiiliinii kullanarak, bilinmeyen V" (t,x) fonksiyonu igin lokal olmayan

2,,h
_d th(zt’x)+Afv(t,x)= £7(t,x),0<x<1,0<t<T,xeQ,,
v (0,x) = 9" (), (T, x) = ja VI (A, x)d A+ (), (3.2.7)

V' (A, X)=¢" (%), x € Qn, (0< A, <T)

bir yardimer smir deger problemini ifade edelim. p" (X) fonksiyonunun degerlerinin

hesaplanmasi i¢in, (2.1.13) formiiliine gore,
p" (X) = Alp" () - A" (t,, x) (3.2.8)

baglantis1 kullanilacaktir. (3.2.7) problemi igin

54



Ve (9720 0+ Vis (%) | g (3 = £ (x), 1<k < N L Nz =T+

T
vp (X)=v; (X) = 79" (), (3.2.9)
v (X) =i (X) = Zre‘i (Vi1 (X)=V] (X)) + 7" (x)

birinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir.

L,=L (Qh) ve W7 =W} (th uzaylarmda — Q, lizerinde  taniml

p (X)= { p(hy .. i )} grid fonksiyonlarmm normlari,

2 "
(x)‘ hl...hn}

ve
12 12
"l =11, {ZZ\ \ J [ ("),
xeQy, erh
seklindedir.

Teorem 3.21. o«  skaler fonksiyonun (2.1.4) kosulunu  sagladigimi  ve

" w" e D(Af), { fkh}:(:l €Cy;i’(Ly)(0<a<l) oldugunu varsayalim. O halde,

(3.2.5) fark semasmnin (‘{u: }::_11 ,ph) ¢Oziimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri

saglanir:

e T [ N I N (e 6210
1 §

s e M ){H(p W2h+H§ " | hwfh+(1—a)aH{fkh}:_1l chva(LZJ (3.2.11)
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Burada, M (5) sabitleri, verilen a,¢",¢"y" elemanlardan ve {fk“}:l’den

bagimsizdir.
Teorem 3.22. o«  skaler fonksiyonun (2.1.4) kosulunu  sagladigimi  ve
o" w" " e D(Af), {fk}::ll eCa*(L,,)(0<a<l) oldugunu varsayalim. Bu durumda,

(3.2.5) fark probleminin (H{Uk}::

,ph) ¢Ozlimii asagidaki hemen hemen koersif

esitsizligi saglanir:

N-1
h h h
{uk+l — 2uk +Uy }
2
E k=1

iy (5){”¢

N-1
k=1

[’

X, h
+H{A1uk} C(La) Lan
C(Lon) (3.2.12)

1 =
B IR e I

Burada, M (J) sabiti, verilen z,a,¢",¢",y" elemanlardan ve {fkh}::’den bagimsizdir.

e

2
W3

3.3. Sayisal Uygulamalar

Bu boliimde integral kosullu Neumann tipi eliptik ters problemin sayisal ¢oziimlerini
ele alacagiz. Sayisal ¢ozlimii bulmak icin MATLAB programi kullanilmistir.

Iki boyutlu elliptik kismi diferensiyel denklem icin integral kosullu Neumann tipi iist belirli

problemi ele alalim:

—U, (t, X) — U, (t,X)+u(t, x) = f(t,x)+ p(x),0<x<1,0<t<1,

u (0,x)= (p(x),u(%, xj =£(X),
. (33.1)
u(l,x):Ie“ui(i,x)d/lﬂ//(x),OS x<1,

u(t,0)=u(t,1)=0,0<t<1.

Burada,
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f(t,x)=[—e "+ (z* +1)(e " +1) |sin(zx),

(%) =0,/ (X) = B—%e‘z}sin(ﬂx), £(x) = (e_;+gjsin(ﬁx).

(3.3.1) problemin gergek ¢oziimii U(t,X) = (e +t—=1)sin(zx) ve p(x)=(z>+1)sin(zx)?

oldugu agiktir. (3.3.1) probleminin u(t,X) ¢éziimiinii bulmak i¢in u(t, x) = v(t, X) + A~ p(x)

bagintisini kullanarak, bilinmeyen V(t, X) fonksiyonu igin

—V, (t,x) -V N (t,x)+v(t,x)=f(t,x),0<x<1,0<t<1,
v (0,%) = o(x),

V(lvx)=je_iVl(ﬂ,X)th//(x),Os x<1, (332)

v(t,0)=v(t,1)=0,0<t<1

lokal olmayan integral kosullu yardime1 problem elde edilir.

(3.3.1) problemin ¢oziimiiniin algoritmasi ii¢ adimdan olusturulur. Birinci adimda (3.3.2)
yardimc1 problemin ¢cOziimiinii v(t, x) olarak buluruz. Ikinci adimda
p(X) = Af (X) - AV(%, X) formiille p fonksiyonu belirleyecegiz. Uqﬁncﬁ adimda ise u(t, x)

fonksiyonu elde edilir.

(3.3.2) problemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak ig¢in birinci dogruluk fark semalarini

kuracagiz. ik once [0,1] x[0,1], grid noktalar kiimesini tammlayalim:
[0,4], x[0,1], ={(t,.%,):t, =kr,k =0,..N,Nz =1,x, =nh,n=0,..M,Mh =1}

1 1 C C
Ay = g Ay = [—:l My = 5— —I, olmak iizere t i¢in birince mertebeden ve x i¢in ikinci mertebeden
T

5t

(3.3.2) problemin dogruluk fark semasi
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\Y
+

k f—
n+l

k k
2V, +V,

n
j=0

h

2

k
+V,

F (%))

N-1
Vo =t =Y et (vt v + oy, ,n=0,M,

0, =0(%,) W, =w (%), &, =£(x,),n=0,M;

seklinde ifade edilir. (3.3.3) fark semasini

n-1

notasyonlart kullanilarak,

L "n-1 (N+1)x1

S o

S

(N+1)x1

Vv

n+1 =

Av.,+Bv, +Cv ,=1g,,n=1LM -1,

—

V, 26,VM =0.

k=LN-Ln=1M -1,

(3.3.3)

(N+1)x1

(3.34)

matris formunda yazabiliriz. Burada A,B ve C, (N +1)><(N +1) tipinde kare matrisler olup,

g, ise (N + 1) x 1 tipinde bir siitun matris, 1, (N +1)x (N +1) tipindeki birim matristir.

o O O o
o 95 O O

o O 9 O

» O O O

O O O O

o O o o

o O O o

o O 9 O .-

O O O o

o 9 O O -

o O O o

(N+1)x(N+1)
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-1 1 0 O 0 0 0
d b d 0 0 0 0
0O d b d 0 0 0
ac[0 0 4 b0 00 (339
0O 0 0 O b d
0O 0 0 O d d
L4 Ly I3 Ly v Iy, Iya 2y J(N+1) x(N+1)
1 2 2 1

g

gi
g, =| ! n=1.M-1
gN—l

N
L gn J(N+1)x1

9, =00y =7y, ,n=1LM -1
gk =—f(t,x)k=LN-Ln=1M-1

(3.3.3) denklem sisteminin ¢dziimiinii (Samarskii ve Nikolaev, 1989)

v, =a,Voy+L.n=1...,M-1

seklinde arayacagiz. Burada o,(n=1,..M =1),(N+1)x(N+1) tipindeki kare matrisler,

B.(n=1..M -1)ise (N +1)x1tipindeki siitun matrislerdir. ;,(N +1)x(N +1) tipindeki sifir
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kare matris ve 3, (N +1)x1 tipindeki sifir elemanlardan olusan siitun vektorii olmak tizere, o, ,

, B.., katsay1 matrisleri igin,

Qg = _(ﬁn + Cnan)ilph )

. (3.3.8)
ﬂml = _(IBn +Cnan) (I 9, _Cnﬂn)v n=1..M-1
formiilleri gegerlidir. «,,;, f,.; katsayr matrisler bulunduktan sonra ¢6ziim
v,=a, V., +8..,n=M-1..1 (3.3.9)
olarak bulunur. Algoritmanin ikinci adimindaki p, ler
I I I
(&0 Vo) —2(&, —V0) + (&, —vey) _
n+1 n+1 n n n-1 n-1 |
pn - h2 +(§n _Vno)ln :11 M _1 (3310)
seklinde hesaplanilir. Sonra ii¢lincii adimda u: ler
k k |
u, =v. +& —-vo,n=1M -1 (3.3.11)

olarak almnir.

Birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziimleri yukarida ifade edilen
algoritmayr MATLAB programinda kullanarak elde edildi. Farkli N=M=10,20,40,80,160
degerlerde yaklagik sayisal ¢oziimiin hata analizlerinden 3.3.1, 3.3.2 ve 3.3.3 tablolan
olusturulmustur.

(3.3.1) ve (3.3.2) problemlerinin gergek ¢dziimlerinin (t,,X,) grid noktasindaki

degerleri U(t,,x,) ve V(t.,X,) olarak almmistir. Sayisal ¢oziimler sirasiyla U ve Vv ile

belirlenmistir.

(3.3.1) problemindeki bilinmeyen p fonksiyonunun X, noktalarindaki sayisal ¢oziimii

p, olarak ifade edilmistir. Buna gore, hata formiilleri
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M-1 5 %
Ev) = max (Z‘u(tk,xn)—ur'j h) ,

1<k<N-1 Py
1
2 2
hi,

M -1
Ev) = max (Z‘v(tk,xn)—vr'j
n=1

1<k<N-1
1
M-1 , )2
EpM = (Z| p(xn) - pn| hj
n=1
seklinde alinmugtir.

Tablo 3.3.1. Neumann tipi lokal olmayan eliptik ters problemindeki v i¢in hatalar

Fark Semasi N=M=10 | N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160

Birinci Mertebeden

Dogruluk Fark Semast | 1.77x107 |7.09x10° | 3.10x10° |1.44x10° | 6.94x10™*

Tablo 3.3.2. Neumann tipi lokal olmayan eliptik ters problemindeki p igin hatalar

Fark Semasi N=M=10 | N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160

Birinci Mertebeden

Dogruluk Fark Semas | 7.01x107 [3.23x102 | 1.55x10% |7.60x107° | 3.76x10°

Tablo 3.3.3. Neumann tipi lokal olmayan eliptik ters problemindeki u i¢in hatalar

Fark semasi N=M=10 N=M=20 N=M=40 N=M=80 | N=M=160

Birinci Mertebeden

Dogruluk Fark Semas: | 7.07x107° |{3.16x107° | 1.50x10° | 7.38x10™* |3.65x10™*
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Gergek Cozim

¥ ekseni 0 0 e

Sekil 3.3.1. (3.3.1) NSD IKNTETP’nin ger¢ek ¢oziim grafigi

Birinci Dereceden Cézdmid KN=20 M=20

# ekseni 0 0o

t ekseni

Sekil 3.3.2. (3.3.1) NSD IKNTETP’nin BMDFS yaklasik ¢ziim grafigi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, eliptik diferensiyel denklemler igin Neumann tipi integral kosullu st
belirli problemin ¢6ziimiiniin ve yaklasik ¢oziime tekabiil eden fark semasinin ¢6ziimiiniin
kararlilik analizi arastirilmistir. Tezde elde edilen 6zgiin sonuglar maddeler halinde su

sekildedir:
1. H bir Hilbert uzayi, A ise H ‘da pozitif tanimli herhangi bir 6z-eslenik
operatorii, ¢, w, { €D(A)ve f(t) bilinen diizgiin bir fonksiyon, 0<A, <T bir bilinen

.
say1, a diizgiin skaler fonksiyonu ve J. |a (/”t)| dA <1 kosulu olmak iizere
0

—u, ()+Au() f(t)+p, 0<t<T,

u (0)= ]a A)dA+y, u(A)=¢ (4.

0

seklindeki integral kosullu Neumann tipi st belirli eliptik problemin ¢6ziimii i¢in

kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri kanitlanmistir.

2. Q=(0,1)", n-boyutlu R, Oklid uzayinda sinir1 S =&, kapanisi Q=0QuUS olan
bir kip, a (x),e(X),w(X),L(X)(xeQ)ve f(t,X)(te(0,T),xeQ) bilinen diizgin
fonksiyonlar, «(t) €[0,T] araliginda tanimli skaler fonksiyonu, >0 ve 4,€(0,T)

verilen reel sayilar, ayrica o, (X)>a, >0 (X € Q) olmak iizere, [0,T]xQ bolgesinde,

Uy (t,X) - Z( . (LX) ) +ou(t,x)=f(t,x)+p(x),0<x<1,0<t<T,

X

T

0, (0:x) = 0(x).u (T.x) = fa(2)u, (2)d2+y. (42)

0

U(4y,X) =& (X), X €Q,(0< 2, <T)




bigimindeki ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem ig¢in Neuman tipi integral
kosullu st belirli Dirichlet sinir deger problemi ele alinmigtir. (4.2) iist belirli problemin

¢Oziimii icin kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

3. (4.1) ust belirli eliptik problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in birinci mertebeden dogruluk

_ Ueg — 2uk U

2
T

U, —U, =7y, (4.3)

+Au, =f +p,I1<k<N-1LNz=T,

N-1
Uy —Uy, :ZTa(ti)(ui+l_ui)+T‘//n’ulo =g
i=0

fark semas1 arastirilmistir ve onun ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik

ve koersif kararlilik kestirimleri ispatlanmistir.

4. Cok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem icin (4.2) Neuman tipi integral
kosullu iist belirli Dirichlet sinir deger problemin yaklagik ¢6ziimii i¢in birinci mertebeden
dogruluk fark semas: incelenmistir. Fark problemin ¢6ziimii i¢in kararlilik ve hemen-
hemen koersif kararlilik kestirimleri ispatlanmistir.

5. Iki boyutlu eliptik denklem i¢in Neumann tipi integral kosullu iist belirli problemin
sayisal ¢oziimleri MATLAB programi kullanilarak hesaplanmistir. Birinci mertebeden
dogruluk fark semasinin ¢6ziimii i¢in elde edilmis olan teorik ifadeler, sayisal deneylerin
sonuglartyla desteklemektedir.

6. Neumann tipi integral kosullu iist belirli problemin ¢oziimleri ¢ok boyutlu eliptik
denklemler i¢in ayni algoritma ile bulunabileceginden arastirilan yontem ii¢ boyutlu
denklemlere de uygulanmasi onerilebilir.

7. Tezde incelenmis problemlerin yaklasik c¢oziimlerini bulmak igin birinci
mertebeden dogruluk fark semalar1 kurulmustur. ilerleyen zamanda yaklasik ¢oziimler i¢in
ikinci ve list mertebeden kararli dogruluk fark semalarinin kurulmasi daha iyi sonuglara

ulastirabilir.
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6. EKLER

6.1. Ek 1. Birinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasmin Sayisal Coziimleri I¢in
MATLAB Program Kodlar:

function bsinverse_int_d(N,M,lam0)

%Numerical solution of the equation
%-utt-uxx-ux+u=f(t,x)+p(x);

%inverse problem
%ut(0,x)=fi(x),ut(1,x)=int(alfa(s)us(s)ds) +ksi(x)
%u(t,0)=u(t,1)=0

if nargin<l;end;close;close;

T=1;

tau=T/N;h=1/M;lbt0O=lamO/tau;10=Ffloor(lbt0); Ibtl0=Ibt0-I0;
%%% First step FIRST ORDER ACCURACY
%%%%Calculation V
A=zeros(N+1,N+1,M+1);B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);
for k=1:N+1

t(k)=(k-1)*tau;

end;

for n=1:M+1

for k=2:N
A(k,k,n)=1/h"2;C(k,k,n)=1/h"2;B(k,k,n)=-2/tau2-2/h"2-1;
B(k,k+1,n)=1/tau"2;B(k,k-1,n)=1/tau"2;

end

B(1,1,n)=-1;B(1,2,n)=1,
B(N+1,1,n)=(3/2+exp(-t(2))/2)*tau;
B(N+1,2,n)=(-2+exp(-t(3))/2)*tau;
B(N+1,3,n)=(1/2-(exp(-t(2))-exp(-t(4)))/2)*tau;
B(N+1,N+1,n)=1-tau*exp(-t(N))/2; B(N+1,N,n)=-1-tau*exp(-t(N-1))/2;
for j=4:N-1,;

B(N+1,j,n)=-tau*(exp(-t(j-1))-exp(-t(j+1)))/2;

end;

end

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1

x=(n-1)*h;

for k=2:N

fii(k,n)=-rsf(t(k),x);

end

fii(1,n)=tau*ksii(0,x); fii(N+1,n)=tau*sin(pi*x)*(1-exp(-2))/2;
end

alphaf{1}=zeros(N+1,N+1);bethaf{1}=zeros(N+1,1);

for j=2:M

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,j)*alphaf{j-1});



alphaf{j}=-Q*A(.,.));

bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j) *bethaf{j-1}));

end

V=zeros(N+1,M+1);

for j=M:-1:1

V(:,j)=alphaf{j}*V(:,j+1)+bethaf{j};

end

%%Second step FRIST ORDER ACCURACY calculation of p(x)
pl=zeros(M+1,1);

for n=2:M

x=(n-1)*h;
vxx=(-2*V(10+1,n)+V(l10+1,n+1)+V(10+1,n-1))/h"2; Av=-vxx+V(l0+1,n);
pl(n,1)=aksii(lam0,x)-Av;

end

pl(1,1)=exactp(0); pl(M+1,1)=exactp(1);

%%%Third step FIRST ORDER ACCURACY Calculation U
U=zeros (N+1,M+1);

for n=1:M+1

x=(n-1)*h;

for k=1:N+1

U(k,n)=V(k,n)+exact(lam0,x)-V(10+1,n);

end

end

%%ERROR ANALYSES FOR FIRST ORDER ACCURACY
%\%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION U,V'\%\%\%\%\%\%\%\%
for n=1:M+1;

for k=1:N+1,;

x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t(k),x);
esv(k,n)=exactv(t(k),x);

end

end

%%%%%%%% EXACT P

for n=1:M+1;

x=(n-1)*h;

esp(n,1)=exactp(x);

end

pv=V,

ftf=esv-pv;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;
fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3.7(1/2);
maxerroru=max(fmat4);

maxerrorp=0;

%p2=zeros(M+1,1);

for n=2:M;
maxerrorp=maxerrorp+(esp(n,1)-p1(n,1))"2;
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%p2(n,1)=esp(n)-p1(n);

end

%p3=p2
maxerrorp=maxerrorp”(1/2)*h"(1/2);

pf=U;

ftf=es-pf;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3.7(1/2);

maxerror=max(fmat4);

%Output FOR FIRST ORDER ACCURACY;
format('shortG");

Grids=[N,MJ;
cevapFirstAccuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];

%GRAPH OF THE SOLUTION for FIRST order;
strl=strcat(‘first order accuracy for N=",num2str(N),'M=",num2str(M));
figure;surf(pf);title(strl);xlabel('t axis’);

ylabel('x axis');rotate3d;

figure; surf(es); title('exact solution'); xlabel('t axis");
ylabel('x axis');rotate3d ;

function estx=exact(t,x)
estx=(exp(-t)+t+1)*sin(pi*x);

function estxv=exactv(t,x)
estxv=(exp(-t)+t)*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi*2+1)*sin(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=(-exp(-t)+1)*sin(pi*x);
function aksi=aksii(t,x)

aksi=(pi"2+1)*(exp(-t)+t+1)*sin(pi*x);
function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=(-exp(-t)+(pi"2+1)*(exp(-t)+t))*sin(pi*x);
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