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OZET
YUKSEK LiSANS TEZIi

NEUMANN TiPi COK NOKTALI UST BELIRLi KARISIK SINIR DEGER
PROBLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Suzan KARABEY

Giimiishane Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2019, 77 sayfa

Bu calismada, eliptik diferansiyel denklemler icin Neumann tipi ¢ok noktali {ist
belirli Dirichlet-Neumann ve Neumann-Dirichlet karistk siir deger problemleri ele
alimmuistir. Problemlerin ¢ozlimleri igin kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Sabit katsayili denklemler i¢in ¢ok noktali karisik sinir deger problemlere karsilik
gelen orneklerin ¢oziimleri Fourier seri yontemiyle, Fourier ve Laplace integral doniisiim
yontemleriyle elde edilmistir.

Ust belirli ¢ok noktali Dirichlet-Neumann ve Neumann-Dirichlet karisik smir deger
problemler igin birinci ve ikinci mertebeden dogruluk sonlu fark semalari sunulmustur.

Fark semalarin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimleri gdsterilmistir.

Iki degiskenli eliptik denklem igin Neumann tipi cok noktali Dirichlet-Neumann ve



Neumann-Dirichlet karigik sinir deger problemlerin ¢oziimlerini bulmak igin algoritma
verilmistir ve MATLAB kodlart eklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cok noktali kosul, Fark semasi, Kararlilik Kkestirimi, Karisik sinir
deger problemi, Ust belirli eliptik problemi, Yaklasim



ABSTRACT
MS THESIS

NUMERICAL SOLUTIONS OF NEUMANN TYPE OVERDETERMINED
MULTIPOINT MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEMS

Suzan KARABEY

Glimiighane University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2019, 77 pages

In this study, for elliptic differential equations Neumann type overdetermined
multipoint Dirichlet-Neumann and Neumann-Dirichlet mixed boundary value problems
have been investigated. Stability estimates for solutions of problems are obtained.

By using Fourier series method, Fourier and Laplace integral transformation methods
solutions of examples which correspond to multipoint mixed boundary value problems for
equations with constant coefficients are obtained.

First and second order of accuracy finite difference schemes to find approximate
solutions of overdetermined multi-point Dirichlet-Neumann and Neumann-Dirichlet mixed
boundary value problems are proposed. Stability estimates for the solution of difference
schemes are presented.

Algorithm of solving of Neumann type over determined multi - point Dirichlet -

Vi



Neumann and Neumann-Dirichlet mixed boundary value problems for two-dimensional

elliptic equation are given. MATLAB codes are attached.

Key Words: Multi - point condition, Difference scheme, Stability estimate, Mixed
boundary value problem, Overdetermined elliptic problem, Approximation
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

H : Hilbert uzay1

A:H—->H : Sinirli 6z eslenik pozitif tanimli operator

Al X A operatoriiniin tersi

5 A% X Sinirh 6z eslenik pozitif tanimli operatdriin karekokii
Q : Operator

D : Operator

G(t,s) : Green fonksiyon

f() : Fonksiyon

o, ¢ : Hilbert uzayimin elemanlari

D(A) ; A operatoriiniin tanim bolgesi

C(H) 3 u:[0,T]— H diizgiin fonksiyonlardan olusan ve her u

fonksiyonunun  normu  ul, ., =max[lu(t)|, ile tanimlanan

0<t<T

Banach uzay1
C“(H) : [0,T] aralginda tammlanan H  degerli diizgiin  u(t)
fonksiyonlardan  olusan  ve  ufonksiyonunun  normu

lullee gy = Ul iy + _sup_ s u(t+s)—u(t)| ile tamimlanan bir

Banach uzay1

Cyi”(H) : Cii’(H) O<a<l , H Hilbert uzay olmak tiizere tiim
u:[0,T]>H diizgiin fonksiyonlarin olusturdugu ve U
fonksiyonu

Ju

— ||u||C(H) + oiﬁ‘ﬁg(t +8)" (T —t)*s™ Ju(t+s)—u(b)],, ile

tanimlanan Banach uzay1

Q {(Xl,..., X,)eR ,0<x <1L1<i< n} ile verilen birim agik kiip
O Birim acik kiipiin kapanisi

S Kiipiin sinir1

S, (X=X %) % =0, X; €[0,1], j#i,1<i, j <n} kiipiin

siirinin bir kismi

S, : {X=0 %) | X =1, X; €(0,1], j#i,1<i, j <n} kiipiin
siirinin bir kismi

L, (5) : Q kiimesinde tanimlanan kuadratik integrallenebilen ve
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C.(Ly)
M(9)

Loy = L (D)

BMDFS
IMDFS
OEPTO

”u”Lz(ﬁ) = {I 129[|u(x)|2 dx..d Xn}% ile tanimlanan normlu u

fonksiyonlarindan olusan Hilbert uzay1
Banach uzay1

En biiyiik tam say1 fonksiyonu

Q kiimesinde tanimlanan 2. mertebeden kismi tiirevlerine sahip
ve kuadratik anlamda integrallenebilen  fonksiyonlarin
olusturdugu Sobolev uzay1

|n| =\ +...+h? kiigiik pozitif say1

Kiigiik pozitif say1

N
{a),? }O grid fonksiyonlardan olusan Banach uzay1

Sadece 0 degere bagl bir pozitif sabit
Grid noktalar kiimesi

Q. grid noktalar kiimesi iizerinde tanimlanan v(hm,,....h m )

grid fonksiyonlardan olusan Hilbert uzay1
Birinci mertebeden dogruluk fark semasi

Ikinci mertebeden dogruluk fark semas:

Oz eslenik pozitif taniml1 operatdr
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1. GENEL BILGILER

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda, vektor uzayi, normlu uzay, i¢ ¢arpim uzayi, Banach uzayi, Hilbert
uzayi, sinirl lineer operatorler ve 6z-eslenik operatorle ile ilgili kisa bilgiler verilmektedir.
Gergek sayilar kiimesini R ve karmasik sayilar kiimesini iseC ile gosterelim.

Tanmim 1.1.1. X gergel vektor uzayi, X bir kiime, + ve - ikili islemler olmak iizere

asagidaki aksiyomlari saglayan (X,+,-) seklindeki bir tigliidiir. (Cheney, 2001) :

1) Eger X ve y X ’in elemanlariise X+ Yy ’de X ’in elemanidir;

2) VX, ye X, X+y=Y+X;

3) VX, y,ze X, X+(y+2)=(X+y)+2z

4) X ’in her X elemanii¢in Xx+0=0+ X = X olacak sekilde bir 0 eleman1 vardir;
5) X ’in her X elemani i¢in x+ (—X) =0 olacak sekilde tek bir —X eleman1 vardir;
6) Eger xe X ve 1eR ise 1-xe X ’dir;

7N A-(X+y)=A-x+4A-y(LeR);

8) (A+u)-x=A-Xx+u-x (A, ueR);

9) A-(ux)=(Ap)- %

10) 1-x=x (1eR).

Tanim 1.1.2. X bir vektor uzayi olsun. X {izerindeki |||| ile gosterilen norm asagidaki ii¢

aksiyomu saglayan bir ger¢ek degerli fonksiyondur (Cheney, 2001):

D [¥=0,
2)[ax] = |4][x| (2<R.xeX),
B+ Y=+ Iyl (x,y € X)



vektor uzayina tanimlanan normu ile birlikte normlu lineer uzay denir.
Ornek 1.1.1.

X =C karmasik sayilar kiimesi olsun. X karmasik sayisinin mutlak degeri |X|
gosterilirse, ||X||=|X| ile norm tanimlanabilir. Buna goére, a ve b gercek sayilar olmak
lizere X =a+ib karmasik sayisi i¢in |X|:m olur.

Tamim 1.1.3. X vektor uzayma C karmasik sayilar grubu iizerinde tanimlanan
<~,~>: X x X —C i¢ carpimu ile birlikte i¢ ¢arpim uzayr denir. Her X,y,z e X igin ig

carpim asagidaki 6zelliklere sahiptir (Cheney, 2001):

1) <X, y) degeri karmasik sayidir;

2) (x.¥)=(y.%);
3) (ax,y)=a(xy),VaeC;
4)Eger x =0 ise (X,X)>0;

5 (x+Vv,2)=(X,2)+(Yy,2), VX, y,ze X.

Ornek 1.1.2.

X, [a, b] araliginda tanimlanan stirekli karmasik degerli fonksiyonlarin olusturdugu kiime

b
olsun. Bu durumda, i¢ ¢arpim, her X,y € X ig¢in <X, y> = .[ X(t)y(t)dt ile tanimlanir.

a

Her i¢ carpim uzaylar asagidaki 6zelliklere sahiptir:

L(X+ Yy, X+y)=(x,X)+2Re(x,y)+(y,y), VX, y € X;
i.(x,ay)=a(x,y),vx,ye X,Va eC;

iii.(x, y+z>:(x y)+(x2),vX,y,2€ X;

iv.<2xl, > (X, V) VX Xy ey X, Y € X
i=1

I¢ carpim uzayidaki her X elemani igin norm ||X|| = #(X, X) olarak tanimlanir.



Tanim 1.1.4. Tam normlu lineer uzay Banach uzayidir (Kreyszig, 1978).
Tanim 1.1.5. Tam i¢ ¢carpim uzayina Hilbert uzay1 denir (Cheney, 2001).
Tamm 1.1.6. E ve F iki vektor uzay1 verilmis olsun. Eger her bir X € D elemanina

karsilk y=Axe F eleman: alimirsa, D c E de tamimlanan ve degeri F de olan A
operatorii verilmis olsun. D alt kiimesine A operatoriiniin tanim boélgesi denir ve D(A)
ile gosterilir (Krein, 1972).

Tamim 1.1.7. H; ve H, Hilbert uzaylar olmak {iizere A:H, - H, doniisiimiine,
Vx,yeH,, Va,feC A(ax+py)=aA(X)+BA(y) ifadesi gegerli ise lincer operatdr
denir (Krein, 1972).

Tamim 1.1.8. Eger E ve F iki normlu uzay olmak iizere A: E — F lineer operatorii i¢in

|AX||. <C|x|. esitligini saglayan C >0 reel sayis1 varsa A operatoriine sinrl lineer

operator denir. En kiigiik C sayisina A operatoriiniin | A ile gosterilen normu denir
p % p e = g

(Krein, 1971).

AX
A||E—>|: normu sup ” ”F

xeE,x=0 ” X ”E

Tanima gore, formunda yazilabilir.

Ornek 1.1.3.

1

1 2 1
E=L, [O,l], AE—E, ||X|| = (“X(S)FdSJ , AX =IX(S)dS olsun. Buna gore, ||A||
0

Loy —
0

normu arastirilsin.
Coziim:
Her x € L,[0,1] igin,
1 1

1 1 2(1 2
vte[0,1], |Ax()|< | |1-x(s)|dssU |1|dsj (j Ix(s)[ dsj =1-{x], 1, oldugundan
0 0 0

|Ax®)| <X [ ].Buna gore,
Lo[0]

1

1 ) 2 1
x|, :( j |AX(3)| ds] s[ j I
L 1
2
Lz[o,l][_"lzdsJ :”X
0

L,[04]

1
2 2
dsJ

=[x

L,[0.4]



oldugundan A <1.

Simdi , X, (t) =1 fonksiyonu g6z niine alinsin.

s N
2 2
||X0|||_2[0,1] =(I|XO(S)|Z dSJ =(I12d8] =1
0 0

A, (t) = Jl. X, (s)ds = Jl'lds =1,vte[0,1].

Boylece,

| A =sup A4 o > 2], 1
Mooy olipg 2

1A =>1.

Sonugta, |A|=1.

Tamm 1.1.9. H bir Hilbert uzay olmak {izere A:H — H lineer sinirli operatdr olsun.
A":H —>H operatorii VX, yeH, <AX, y> =<X, A*y> sartin1 saglarsa, A" operatorii A

operatdriiniin eslenigi denir (Krein, 1972).

Tanmim 1.1.10. H bir Hilbert uzay olmak tizere A:H — H lineer sinirli operatdr olsun.
A:H —H operatdrii i¢in A"=A ise yani, Aoperatdrii VX,yeH, (AX,y)=(x, Ay)
sartin1 saglarsa 6z eglenik operatordiir denir (Krein, 1972).

Ornek 1.1.4.

1
H= LZ[O,l], AX:IK(t,S)X(S)dS ile A operatoriinii tanimlansin. A operatoriiniin 6z
0

eslenik olmasi durumu incelensin.

Coziim:

(AX, y):ij(t)Wdt :j K (t,s) x(s)ds y(t) dt



Burada,

Ay(s) = [K(ts)y(t)dt

A'y(t) = j K (s,t)y(s)ds.

Boylece,
A=A" < K(s,t) =K(t,s)

oldugu gortiliir.

Tamm 1.1.11. A6z eslenik bir operator olsun. Eger H Hilbert uzayinin her X # 0 elemani
i¢in

<Ax, X> >0 <X, X> (0 > 0) esitsizligi dogru ise A operatoriine pozitif tamimli operator
denir.

OEPTO olan A operatériin f (A) fonksiyonunun normu i¢in
|f(A)] < sup | ()]

kestirim gegerlidir (Krein, 1972).
n herhangi bir dogal say1 olmak iizere R" Oklid uzayinda © =(0,1)" birim agik kiipii

ele alinsin.



Slz{x=(x1,...,xn)‘| X =0, x, €[0,1], k =m, 1< k,mén}
S, ={X=0%u %) | % =1 %, € (0,1, k= m,1<k,m<n}

olmak iizere kiipiin smnirin1 0Q =S =S5, US, ve kapanigini Q=QuUS ile belirlensin. O

kiimesinde tanimlanan kuadratik integrallenebilen fonksiyonlardan olusan H =I_2(£_))
Hilbert uzayinda her u fonksiyonu igin norm,

%
[l ={J L W0 dx . dx, )
formundadir.
62
Sobolev genellestirilmis kismi tlirev operatorii Dﬁ = r - d ile gosterilir. Buna gore,
X.OX

i

W (5_2) Sobolev uzayindaki fonksiyonlarin normu

oMo +| [ S S owcof dx}

xeQ i=1 j=1

seklinde alinacaktir.

]
gbir dogal say1, Aj, 4, 4,,.... 4, €(0,1),k,K,,....k,,0>0 gergek sayilar ve Zki <1

i=1
olmak tlizere 1//:§_2—> R, (pZﬁ—) RLP: QR f :(O,T)><Q—)R1,ar Q>R (A<r<n)
fonksiyonlari verilmis olsun.

[0,1]x Q> bolgesinde tanimlanan u fonksiyonu

n

—gti?(t,x) Zax[ (x) (t x)jmu(t )=p)+ LX), 0<t<lxeQ, (111

=1

eliptik diferansiyel denklemi saglamis olsun. u fonksiyonunun kismi tiirevleri

U, (0, X) = (x) (1.1.2)



0@ = Ykt (2 )+ p () (L13)

siir kosularini saglamis olsun. Bu tip kosullara Neumann tipindeki veya 2. tip ¢cok noktali
lokal olmayan kosullar denir.

0<t<1 xedQ, i normal vektor olmak tizere ufonksiyonunun (t,x) noktasindaki

normal fivektore gore kismi tiirevi augr; X) ile belirlenir. u fonksiyonu i¢in

u(t,x)=0, xeo, 0<t<1 (1.1.4)
kosuluna Dirichlet kosulu,

%(t,x)zo, xeoQ,0<t<1 (1.1.5)

kosuluna Neumann kogulu denir. u fonksiyonu igin
ou
u(t, x) =0, XESPE('{,X):O, xe$,, 0<t<1 (1.1.6)
n
kosuluna Dirichlet-Neumann karisik sinir kosulu ve
ou
E(’[,X):O,XESl,U(t,X):O,XESZ,OStSl (1.1.7)
n

kosuluna Neumann-Dirichlet karisik sinir kosulu denir.

1.2. Literatiir Taramasi

Ek kosullarla birlikte verilen matematiksel fizik denklemleri kurtarma problemleri

miithendisligin ve fizigin farkli uygulamali alanlarinda genis olarak kullanilmaktadir.



Ust belirli eliptik sinir deger problemlerini arastirmak icin Fourier serileri yontemi,
Fourier ve Laplace integral yontemleri gibi klasik yontemler sabit katsayili durumlarda

uygulanabilir.

Kismi diferansiyel denklemler i¢in ters problemler i¢in yaklasim yontemlerinden en
cok kullanilan yontem operator yaklasimmi uygulayan sonlu farklar yontemi oldugu
bilinmektedir (Kabanikhin, 2011).

Eliptik denklemler icin farkli list belirli sinir deger problemler ve onlarin yaklagimlari
Orlovsky, 2013; Ashyralyyev ve Dedeturk, 2013; Ashyralyyev, 2014; Ashyralyyev ve
Dedeturk, 2015; Ashyralyyev ve Akyiiz, 2016; Ashyralyyev, 2017; Ashyralyyev, Akyiiz
ve Dedeturk, 2017; makalelerde incelenmistir.

Neumann tipi lokal olmayan sinir deger problemlerin iyi tanimliligi Ashyralyev ve
Tetikoglu, 2012; Ashyralyev ve Tetikoglu, 2013; Ashyralyyev, 2017; Ashyralyyev ve
Cay, 2018 makalelerde arastirilmistir.

Ashyralyyev, 2014 makalesinde, bilinmeyen p e H eleman ve u(.) fonksiyonu i¢in

{—un(t)+AU(t)= fFO)+pt 0<t<T, (1.2.1)

u ) =¢, u M=y, u)=¢ 1€(0,T)

Neumann tipindeki ters eliptik problemin ¢6ziimii i¢in kararlilik esitsizlikleri elde edilmis.
Bu makalede, (1.2.1) probleminin yaklasimi icin BMDFS ve IMDFS sunulmustur. Fark
semalarin ¢oziimleri i¢in kararlilik analizi yapilmstir.

Ashyralyyev ve Akkan, 2015 makalede, ¢ok boyutlu eliptik denklemler igin karisik
siir deger kosullariyla ters problemin yaklagimlar: arastirilmastir.

Ashyralyyev, 2017 makalede, ¢,,¢ € H verilen elemanlar ve f(-) bilinen siirekli

fonksiyon olmak iizere bilinmeyen p e H eleman ve u(.) fonksiyon igin

—U, (t)+Au(t)=p+ f(t),0<t<T,
u (0) =0, u(4)=¢, (1.2.2)

W) =+ Yk (A)




ikinci tlir smir sarth ve Neumann tipi ek sartli ters problem arastirilmistir. (1.2.2)
problemin ¢oziimii i¢in kararlilik esitsizlikleri sunulmustur. BMDFS$’nin ¢oziimii i¢in
kararlilik ve koersif kararlilik esitsizlikleri kanitlanmastir.

Ashyralyyev ve Cay, 2018 makalede ve Cay, 2018 Yiiksek Lisans tezinde

@, eH verilen elemanlar ve «(-), f(-) bilinen siirekli fonksiyonlar olmak iizere

bilinmeyen peH eleman: ve u(.) fonksiyonu i¢in

—U, (t)+Au(t)=p+f(t), 0<t<T,

integral kosullu Neumann tipindeki eliptik st belirli sinir deger problemin iyi tanimliligi
arastirtlmistir. Yaklasik ¢6ziim igin BMDFS sunulmustur. Fakat integral kosulu ile verilen
Neumann tipindeki smir deger problemlerin iyi tanimlilig1 incelenmistir. Ama Neumann
tipi iist belirli problemler yeterince arastirilmamistir.  Karigik sinir deger problemlerin
¢cOzlimleri ve yaklasik ¢6ziimleri i¢in kararlilik sorular1 aciktir. Tezde alinacak sonuglar bu
boslugu doldurulmasina yonlendirilecektir.

Bu iste, eliptik kismi diferansiyel denklemler i¢in Neumann tipi ¢ok noktali
Dirichlet-Neumann ve Neumann-Dirichlet karigik simir deger problemleri ele alinmistir.
Problemlerin ¢6ziimleri i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Sabit katsayili orneklerde Fourier seri yontemiyle, Fourier ve Laplace integral
dontigiim yontemleriyle ¢ok noktali karisik sinir deger problemleri 6rneklerin ¢oziimleri
bulunmustur.

Ust belirli ¢ok noktali Dirichlet-Neumann ve Neumann-Dirichlet karigik smir deger
problemlerin yaklagimlar1 icin BMDFS ve IMDFS kurulmustur. Fark semalarin ¢dziimii
i¢in kararlilik kestirimleri olusturulmustur.

Iki degiskenli eliptik denklem igin Neumann tipi ¢ok noktali Dirichlet-Neumann ve
Neumann-Dirichlet karigsik sinir deger problemlerinin ¢oziimlerini belirlemek igin bir

algoritma ve MATLAB programindaki kodlar verilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Ust Belirli Neumann Tipi Cok Noktali Lokal Olmayan Smmir Deger
Problemi

H Hilbert uzay1 ve A:H — H bir simirli OEPTO ve D(A) onun tanim bdlgesi olsun.
Aor A Agreen 4, €(0,T), T >0 ve ki, k,, ..., K, gergek sayilar verildigini,
0<A <A << A, <T ve

> k<t (2.1.1)

sartlarim  saglandigi kabul edilsin. C(H) Banach uzayindaki u:[0,T]— H diizgiin
fonksiyonun normu

[ulc ) = max

u(ol,

ile tanimlanir. Simdi C*(H) ve c. “yile belirlenen Banach uzaylarini tanimlansin.

[0,T] kapali aralikta tammlanan diizgiin H  degerli u(t) fonksiyonlarin normlari

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

u CQ(H)—||u||C(H)+ sup s |lu(t+s)—u(t)|
lu Cgfa(H):||u||C(H)+ sup (t+5)“(T —t)*s™ Ju(t+s)—u(t),, -
O<t<t+s<T

1
Asmirli OEPTO olduguna gore B = A? operatorii aym dzelliklere sahiptir.

Onerme 2.1.1. Asagidaki kestirimler gecerlidir (Ashyralyev ve Sobolevski, 2004).

oo <M (o)

H—->H

<t“ 0<a<lt >0,H(| )’




a

T

HBﬂ(e‘tB—e*“”)B) 0<a,B<l0<t<t+r<T

H(| v’

<M (o
H->H ( )(t+T

a+f !

(2.1.2)

<M (), H(| —e?)”

<M(1),0<A<T.

H->H H—-H

1
Ashyralyyev, 2017 makalede, ¢,w, €D(A?) ve f(-) siirekli fonksiyon olmak iizere

bilinmeyen peH eleman ve u() eC*([0,T],H)nC([0,T],D(A)) fonksiyon igin

—u, (t)+Au(t)=p+f(t),0<t<T,

u (0)=9p u(4)=¢ (2.1.3)

0 =3 ku (2)+y

tist belirli lokal olmayan ¢ok noktali sinir deger problemi incelenmistir. (2.1.3) st belirli
lokal olmayan ¢ok noktali sinir deger problemin ¢oziimiiniin varhigl ve ¢6ziim igin
kararlilik, koersitif kararlilik teoremleri Ashyralyyev, 2017 makalede sunulmustur.
Teorem 2.1.1.

1
A sinirh 6z eslenik pozitif tamimli bir operatér, ¢,y,¢ € D(A)ND(A 2), f(t) e Cyy* (H)
(0<a<1) ve k;,k,,..., K, katsayilar (2.1.1) sart1 altinda oldugu varsayilsm. M (5) pozitif

sabit a,p,y, <, f (t) ’e bagh olmamak iizere (2.1.3) iist belirli problemin ¢dziimii i¢in
[ulleqy <M @) el +llhy 1l +1 ke, +[B7,, +[B7 [, +[B7], | @14)
|20, <M@ |l s 1< 1 e | (2.1.5)

1
all-a)

|t

[Pl < M(5){|IA¢IIH Ay, +lAadl, + chv“(H)} (2.1.6)

11



kestirimleri dogrudur (Ashyralyyev, 2017).
jspat:

Q= ( | —e?™® )_l olmak tizere,

G(t,s) = —(ZB)_l Q [e—(zm—s) B o(t+9)B o ~(2T-t-s)B o | BJ
fonksiyonu

Vie (t) + AV(t) = f (t)’ te (O,T),
2.1.7)

Vi (0) =g, v(T)=¢

seklindeki ikinci tip simir deger kosullu eliptik problemin Green fonksiyonudur. Eger

¢,£ eD(B),f()eC*([0,T],H) ise, (2.1.7) problemin ¢dziimi,

v(t):—Q[e“BJre (2118 }B ¢+Q[ Sre <T“>B]B-lg+]e(t,s)f(s)ds

seklinde bulunur (Orlovsky, 2013). Ayrica,

V(t) Q[ —(2T-t) j|(0+Q|:e—(T—t)B ~(T+t) }§+F(B flt)
(B, f|t)= T[ (t+9) f(s)ds—gj[ @B £ (5) ds
0 O (2.1.8)
e (I8 £(s) ds—— j e @T9I8 £ (5)ds

N[O N|O

;e O

e V8 £ (s)ds +% j e @98 £ (5)ds
t

olur. (2.1.3) probleminin ¢6ziimii,

12



u(t) = A7 (p) +Vv(t)

bigiminde aranir. Burada v(-) fonksiyonu

—v () +Av(t) = f (), te(0,T),
(2.1.9)

v(T)=3 kv () +p.v, (0) =

i=1

seklindeki yardimer lokal olmayan smir deger problemin ¢oziimiidiir. (2.1.8) formiiliinii

(2.1.9) kosuluna uygulandiginda bilinmeyen v, (T) icin,

denklem elde edilir.

Ashyrayev ve Oztiirk, 2012 makalesinde,
q
D=1-YkQ g (T-4)B _o~(T+4)B
240 )

ile tanimlanan operatdriin tersinin varlig1 ve onun normu i¢in

o7, .., <M (9)

kestirimi ispatlanmustir. (2.1.3) problemin ¢6zimii

13



V(t):_Q[e—tB+e (2T-t)B JB—lw Q[
xD_l{ik[ (

+ e (T+t)B:|

(2.1.10)

AR B+ BIF (B, f |z,,)}+ B‘ly/}

+jG(t,s) f(s)ds = 1,(t)+ 1,(t) + 1,(t) + 1, ()

olarak bulunur. Burada

1,(t) = -Q[e*h e-<2”>5] B e

|2(t) --Q 'e —(T—t)B+ e ~(T+t)B ] D_li k_Q(e—/LB_e—(ZT—ﬂi)B ) B—l(p
- - i=1
_ - q

L,(t)=—Q|e " F+e 2 DY KB'F (B, f | 4)
- - i=1

1,(t) =—Q[e (V4 e (0B D1y,

Operatéor normunun tanmmmini (2.1.2) ve lggen esitsizlikleri (2.1.10)’nun 1.terimine

kullanilirsa,

1Ol <|Q[e Pre ] |8,

annc(H)[He T e
<M(@©)|B7,

(2.1.11)

o B,

elde edilir. Benzer sekilde 2. terimi igin

12Ol <[ %+

—~(T+t)B :|

< Qg [He el

Xz|k|HQ e B _ o (2T-4)8 )

Zk Qe
C(H,}HD‘WL(H)

|57,

~(2T-4)B )571(0
H

C(H)

+He ~(T+)B

H—H

14



<M@Y k| [B ], <M@|B], - (2112)
i=1
Simdi,

e —(2T-t-s)B

o Tt

;
[F (B 1), < %C(H)-ﬂ:”e (1498 . H

—(2T-t+s)B

I [

C(H) o

+[e

s

C(H)

—(2T+t-s)B

1 T (508
1Rk Il

+e

o 1T legts

C(H)

<M )| f|

C(H)

kestirim alinir. Buna gore,

||| (t)”C(H) HQ T8 4 (T+t)Bj| sz

SHQ”C(H)[HG s I C(H)JH oo (2.113)

q
], SKIFE (1A, MOl

C(H)

C(H)

olur. (2.1.2) ve tiggen esitsizlikleri kullanirsa,

|||4(t)||cm) SHQ[E (T8 o ~(T+) }
<l e

<u@fp,

[o787],

C(H)

+He T+t

... 1o 181, @110

C(H)
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esitsizligine ulasilir. Ayrica,

i
< 16 A9 ey Il 9

C(H) O

-
J‘H —(t+s)B

0
T
0

<M@)-[f]

g e e

—(2T-t-s) B

‘C(H) ” ”C(H) (2.1.15)

ds+ e 7]
0

|| f ||C(H) C(H) || ||C(H) ds

C(H)

C(H)

kestirimler elde edilir. Boylece, (2.1.10) formiiliinden, (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13), (2.1.14),
(2.1.15) esitsizliklerinden ve tiggen esitsizliginden (2.1.4) kestirimin gercekligine ulasilir.

A (P) =U(d) —V(A) =¢ —V(4)

formiilii, (2.1.4) ve liggen esitsizliginden (2.1.5) alinir. (2.1.6) esitsizliginin ispati

= AS+Qe [I +e‘2(”’)3}Bco—Qe‘(”f’)B[l +e ** D
{BF B, f |4 +Zq“k,[Qe”ﬂ'B(|—e2M>B)B¢]+BW}
i=1

+ Aj[ G(t,s) f(s)ds

formiiliine ve (2.1.2) esitsizliklerine dayanir.

1
Teorem 2.1.2. A smirli 6z eslenik pozitif tanimli bir operator, ¢,y,¢ € D(A)ND(A?),
f)eCq”(H) O<a<1) ve kK, ...k katsayilar (2.1.1) sarti altinda oldugunu

varsayilsin. M (S5) pozitif sabit o, ¢,y, <, f(t) ’e bagh olmamak iizere (2.1.3) st belirli

problemin ¢ozliimii igin

14

u

CH% (H) +||Au CH% (H) +|| p”H
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1

AE(p 1

a(l-a)

+
H

+ +

H

L L
Ayl +| Az |f

<M @) | Agl,, +|Awl, +|AL], +

Cor (H)

H

koersitif esitsizlik gegerlidir.

Ashyralyyev, 2017 makalede (2.1.3) ters eliptik problemin yaklasimi i¢in BMDEFS ve
IMDFS kurulmustur. Fark semalar icin kararlilik hem de koersif kararlilik esitsizlikleri
kanitlanmistir. Cok boyutlu eliptik denklemler i¢in birinci ve ikinci tip smir deger

problemlere yukaridaki ifade edilen soyut teoremler uygulanmaistir.

2.2.iki Boyutlu Neumann Tipi Cok Noktal Karisik Stmir Deger Problemlerin
Analitik Coziimleri

Bu kisimda, sabit katsayili lineer eliptik denklem icin Neumann tipi ¢ok noktali
karisik smir deger problemlerin ¢oziimleri Fourier serileri metodu, Fourier integral
yontemi ve Laplace integral yontemi uygulanarak ¢éziilecektir.

[lk olarak, Fourier serileri metodu kullanilarak bir problemin ¢ziimii ele almsin.

Ornek 2.2.1.
Bilinmeyen iki degiskenli W ve bir degiskenli p fonksiyonlar igin asagidaki
Neumann tipi lokal olmayan sartli Neumann-Dirichlet karigik sinir deger problemin

¢Oziimii Fourier serileri metodu kullanilarak bulunsun:

2
W, —W, +w=ge" COS%TX[S%+1J+ p(x), 0<t<l 0<x<1,

w, (0, X)=—7rCOS3L2X, 0<x<1],

Wt(l,x):%Wt(%,xj+%W{%,x}r%wl(%,xj

(2.2.1)

. et 2?2 24
+ e+ +
5 5 5

w(%,sz(e_z +1jcos3izx, 0<x<1,

w, (t,0)=0, w(t,)=0 0<t<1.

ncos?’ﬂTX, 0<x<1,

17



Coziim:

Problemin ¢oziimiinii  w(t, x) =u(t, x) + A" p seklinde aranacaktir.

operatordiir ve Au(t,x)=—-u, (t,x)+u(t,x) seklindedir. u(t,x)

ayrilir.
u(t, x) =v(t, x)+q(t, x)

Burada v(t, x) fonksiyonu

-V, -V, +v=0, O0<t<l O<x<l]

v, (0, x) =—7ZC053L2)(, 0<x<1,

1 (1 2 (1 2 (3
vt(l,x)zgvt Z’X +€Vt E'X +th Z’X

z z 3z
et 2?2 2e ¢ ] 37X
c +

+r| -7+ E-

v, (t,0)=0, v(t,1)=0, 0<t<1

problemin ¢dziimii ve q(t,x) fonksiyonu,

_ A7t
—ﬁ—y-i'q—e COS——

q,(0,x)=0, 0<x<l,

1 1 2 1 2 (3
qt(l' X):gqt (Z'Xj—’_gqt (E'X)+gqt (Z,X), 0< X <1,

q,(t0)=0, q(t1)=0 0<t<1

’q d%q 37x (57[2

T+1} O0<t<1,0<x<1,

Burada A
fonksiyonu iki kisma

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

problemin ¢oziimiidiir. Degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak (2.2.3) problemi

¢oziliir. v(t,x)=T(t).X(x) =0 ifadesi formunda ¢6ziim aranir. Kismi tiirev alarak ve

(2.2.3) > deki ifadesinde yerine yazilirsa,

18



T'R+TE)  X"(X)

T() X Ve
“T'®+T () _ X"(X) _ (2.25)
T(t) X (X) -
elde edilir.
X"(xX) = AX (),
(2.2.6)

X'(0)=0, X(1) =0

seklindeki Sturm-Liouville problemi elde edilmis olur.
Eger A>0 ise (2.2.6) simir-deger probleminin sadece X (x) = Oasikar ¢oziimii vardir. Bu
durumda 6z deger ve 6z fonksiyon yoktur.

Eger A <0 ise (2.2.6) sinir-deger probleminin asikar olmayan ¢6ziimii,

X (X) = C, cos+/—Ax +C,siny-Ax

seklindedir.

X'(0)=0=>C,=0
2

X(1)=0=>cos—2 =0 2, :—%(2k+1)2 k=12,

2

C,=1 olarak almsin. Boylece, A, :—%(ZK +1)2,k:1,2,... 6z degerler vardir. Oz

degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar

r(2k+1)

X, (x) =cos , k=12..

seklindedir. Simdi (2.2.5) te 6z degerleri yerine yazilsin. O halde,

19



-T"O+T(1)(A-4)=0

olur. Adi diferansiyel denklem i¢in Karakteristik denklemi

2
— 1 +(1+%(2k +1)2j =0

olduguna gore, karakteristikler

2

2
fh, = \/1+%(2k +1) 4, = \/1+%(2k +1)’
seklindedir. Genel ¢6ziim A, ve B, keyfi sabitler olmak {izere
T (t) = Ae"! + B e

formunda yazilabilir. Buna gére, (2.2.3) problemin ¢dziimii

vt %) = 3T, ()., (x)

olur. T (t) ve X, (x) degerleri yerine yazilarak,

v(t, x) = ka (t,x)= Z(Akeﬂ“t + Bke”kvzt)cosmx
k=1 k=1

elde edilir. Tirev alinirsa,

= - 7(2k +1)x
V(£ X) =) (Ake”k*l‘yk,l—Bke ”kvltykvl)cosu
k=1

olur.

20



v,(0,X)=—7 cos%[ X

kosulu ve

lokal olmayan kosulu kullanilarak,
A =B =0k=23,...

elde edilir. k=1 ve t =0 igin

v (0,%) = [Ai\/l"' (37”)2 - BlJ1+ (37”}2 Jcos%r

1+(37”j2 (A-B)=-7

2
olur. L= l+(3?ﬂ-j olarak alinsin.

olur. Lokal olmayan kosula gore,

21
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v (LX) =(Ae"L- Ble‘LL)cossizX

1 L L 37X
=—| Ae‘L-B.e “L |cos—
5(A1 ' ] 2

2 L L 3T
+—| Ae?L-Be?L |cos—
5(A1 ' j 2
1 & 2 3z
+=| Ae*L-Be 4L |[cOS—X
5(A1 ' 2
V4 _372

. 12 — = 3
+| e "+-e*+—-e24+—-e * |TCOS—X
5 5 5 2

elde edilir. Sadelestirme yapilirsa,

olur.
1Lt 2oL o3t
=e-—Zet—=p?-=e*,
% 5 5 5
L o9 L 5 3
=et-Ze‘-—e2-=¢ ¢,
% 5 5 5
1 -2 2 =~ 3z
=—| € "+-e‘+-e?+—-e* |(—x
0= les2 J-=)

olmak tlizere

Ail—qo - Bqul =0

veya

22



Aqu - qul = %

elde edilir. Simdi,

A-B = —% ifadesi kullanilirsa,

70,

1
1qo___qu1 % B(qo_ql)zt(qs"'”qo)

olur. Buna gére, A ve B, katsayilari

B, — 1 q,+7q, A= 1 O +79, 7
0 — G L 0o — 0y L L
1 7x(9,-1)+q
A1: (0 ) 3
qO_ql L

seklinde bulunur. Sonugta, v(t, x) fonksiyonu

v(t,x) = L (%1% e 1+(37”J2t ot G%*7% e_\w(%ﬂft COS%TX

seklinde elde edilir.
(2.2.4) probleminin ¢dzlimiine gecilirse, problemin ¢oziimii, C,(t) keyfi t’ye bagh

fonksiyonlar olmak iizere

q(t, x) = ZC (t)cos 7[(2;+1)

seklinde aranir. Birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinarak (2.2.4) problemin diferansiyel

23



denkleminde yerine yazilirsa,

Oy 0o +0 = Z[ -G+ C(t)(ﬂ(ZkJrl)] +Ck(t)]cos—”(2l;+l)x=e‘ cos%x(% 1}

elde edilir. Buna gore, k #1 indis i¢in
2
¢/ 0.0 "% | 0 -0
alinir. Yani,

¢, (1) +C, (t) (1+ (@j J ~0

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denkleminin ¢oziimii, n, ve n, keyfi sabitler ve

= oo 72D

olmak tizere

C,(t) =ne* +ne™

seklindedir. Tiirev alinarak,

' t —ut
Ck (t) = nleﬂk ne — € . Hy

elde edilir. Sinir sart1 kullanilirsa,

Ck,(o) =0

24



sonucuna ulasilir. Boylece,

n—-n,=0=n=n,

elde edilir.

1 1 2 1 2 3

1,X)==-0q,| =, X [+=0¢,| =, X |[+—Qq,| =, X |, O<x<1
FERN NN
seklindeki lokal olmayan sinir sartina gore,

, 1 .1 2 /(1 2 /(3
CQ==C, |—,x|+=C | =,x|+=C, | =,
<0 5k(4j5k(2j5k(4j
olur. Buradan

, , ) 1(  # M
Cy (D) =ne™ g —n e 1 :g(nle fuc—nge ¢ /ka

2 e M 2 Suc 3t
+=|neuy —ne 2y |[+=|ne*py—-ne *u
5 1 k 2 k 5 1 k 2 k

elde edilir. Sadelestirmeler ve

notasyonlar yapilirsa,

na—-nb=0

alinir. Yani,
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na-nb=0=n(a-b)=0= n=0,n,=0

bulunur. Dolayisiyla, k =1 igin C, (t)=0 olur.

k =1 icin ise

~C,"(t)+C,(t) [1+(37”j j e (%u}

olur. Homojen olmayan ikinci mertebeden adi diferansiyel denkleminin ¢oziimii, C, (t)

homojen denkleminin genel ¢oziimii ve C,(t) homojen olmayan denklemin bir 6zel

¢oziimii olmak iizere C,(t)=C, (t)+C,(t) seklindedir. C,(t)=d.e™™ formunda o&zel

¢ozlim aranir. Birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinarak denklemde yerine yazilirsa,

C. () =—dze ™ C,'(t)=d,z%e™
2 2
—d e +de | 1+ (B—EJ —et| 24
2 4
2 2
LR
2 4

elde edilir. Buradan d, =1 oldugu gériiliir. Boylece, 6zel ¢oziim, C,,(t) =e™™ seklinde

olur. Homojen denklemin ¢6ziimii eklenerek ¢6ziim,
C(t)=de" +de " +e™
2
L=,1+ [3—7[j
2

seklinde elde edilir. Tiirev alinirsa,

C/(t)y=de"L-de " L-7ze™
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olur. Sinir kosulu kullanilarak,

C/(0)=0=L(d,~d,)=7= d,—d, =%

elde edilir. Buna gore,

bulunur. Simdi,

' 1 /(1 2 /(1 2 /(3
CLH==C/| =, x|+=C/| =, x [+=C,| =,
(=gc(x)+Be (3 )r 2 (3]

lokal olmayan sinir kosulu kullanilarak,

L L n
C/M=d,e'L-d, e L-—7e"= %(dle“L—dze ‘L - e 4J

2 st st 37N 9 L _L z
+—[dle ‘L-de *L—-7ze * }r—(dlezL—dze 2L—rme Zj
5 5
elde edilir. Diizenlemeler yapilirsa,

1 -~ 92 2 o 8%
d,Lg,—-d,Lg, =—7| " +=e 4+=-e 24—¢ *
1 qO 2 ql [ 5 5 5 j

L (dl% - dqu) =-0;

dl% _dqu = _q_L3
7q
dzqo +T0_dzq1 = _q_|_3
_72' —
d2 (qo _ql) — M

L
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elde edilir. Boylece, d, ve d, katsayilar

d. = 1 (_”qo_qs)
, =
9 -G, L
qd = 1 77(1_qo)_q3
L=
0 -G L

olarak bulunur. Bulunan katsayilar yerine yazilirsa,

1-q. )= — 7. —
Cl(t)z( 1 ﬂ-( qO) q3je|-t+( 1 ( 79, q3)je—Lt+e—;ﬂ
4G L 0,9, L

elde edilir. Buna gore, (2.2.4) ’iin ¢6ziimi,

q(t, ) = 1 ”(1_ do ) =0 o 1+(37”th n 1 (_7[% _ qs) ef\}“(%ﬂjzt ye

3T
COS—X

seklinde olur.

u(t,x) fonksiyonu uf(t, x) =v(t, x) +q(t, x) seklindeydi. Simdi bulunan v(t, x) ve q(t, x)
yerine yazilirsa,

u(t, x) = 0053—7[x

3z
COS—X
2
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veya
ut,x)=e" cos%r X

elde edilir.

w(t,x) (2.2.1) problemin ¢oziimii olmak iizere, her X i¢in p fonksiyonun degeri,
1 1
X)=Aw| —, X |- Au| —, X
Pe (2 j (2 j
formiilii ile bulunur. (2.2.1) probleminde
1 z
w(—,xj: e2+1 cos3—7[x
2 2
seklindeydi. Birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinarak,

V1 2 7£
W, 1o)== e 11]sin > W, (t,X) =— 371 e 41 |cos ¥ x
2 2 2 2 2

elde edilir.
_ 3
u(t,x) =e " cos— X
2
fonksiyonunun x degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri alinirsa,

2
u,(t,x)= —%Te”‘ sin %rx u, (t,x)= —(37”) e ™ cos%zx

1
olur. AW(E , Xj degeri,
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1 1 1
AW| — X [=-W,, | =, X [+W| =, X
2 2 2
formiilii ile bulunur. Yani,
V3 2
Aw l,x =le2+1 coss—ﬂx 14( 3%
2 2 2

elde edilir. Benzer sekilde,
Au(t,x) =—u, (t,x)+u(t,x)

olduguna gore,

V.4 2
Au (1 xj —e? cos3—”x 1+£3—”j
2 2 2

bulunur. Boylece, p fonksiyonun degeri,

p(x) = cos%ﬂx{l%%ﬂj ]

seklindedir. Buna gore,

Alp=w E,X ~u l,x =le2+1 cos3—7[x—e70053—7rx=c053—7[x
2 2 2 2 2

elde edilir. Son olarak, (2.2.1) problemin w(t,x) ¢6ziimi

w(t,X) =u(t,x)+ A'p=e"™ coss?ﬁx+coss?ﬁx
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bulunur. Bdylece ¢ozlim,

w(t,x):(e”‘+1)0053—”x ve p(x):coss—”x 1+(3_”j2
2 2 2

seklinde bulunmus olur.
Simdi, sabit katsayili lineer eliptik denklem i¢in Neumann tipi ¢ok noktali karigik
smir deger problemin ¢oziimii Fourier integral yontemi uygulanarak bir ornekte ele

alinsin.

Ornek 2.2.2.
Bilinmeyen iki degiskenli W ve bir degiskenli p fonksiyonlar i¢in asagidaki

Neumann tipi lokal olmayan sartli sinir deger probleminin ¢oziimii Fourier integral

doniisiim metodu kullanilarak ¢6ziim bulunsun:

X

2] 2
—W, —W, +W=2e"" —4x’%e™ + p(x), 0<t<l —0< X<,

w,(0,x) =—™, —w<x<o,

Wt(l,x):%Wt(%,xj+§vw[%,xj+§w{%,xj (2.2.7)
15 2+ 228

) 3
—e" Lge 4 +ge 2 +ge 4—elj, — 00 < X <,

Coziim:
A operatorii Au(t, x) =—u, (t,x)+u(t,x) seklinde olmak tiizere (2.2.7) probleminin

¢Ozimiinii, w(t, X) = u(t,x) + A'p seklinde aranir. Burada, u(t,x) fonksiyonu,
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—U, —U, +u=2e"" —4x%e™, 0<t<l —co<X<on,

u, (0, X):—e*XZ, —00 < X <00,

u(lx)——u (1 j+2u(1 j+gut(§,xj (2.2.8)
4 5 2 5 4

1 _1 1 3
e | Ze4+Se2+Zpd—gt| —o<X<®
5 5 5

sinir-deger  probleminin  ¢oziimiidir. X  degiskenine gore Fourier doniisiimii

v(t,s) = F{u(t,x)} seklinde ifade edilsin.(2.2.8) denkleminde her iki taraftan Fourier

doniisiimi alinarak,

vn(t,s)—(1+ sz)v(t,s) = F{—Ze‘t‘X +4x%e™" } ‘tF{(e‘X )"} = ¢ 's°F {e‘xz}
elde edilir. Buna gore,
Vi (t,5) —(1+5° )v(t,5) =—e's’F {e‘xz}

homojen olmayan denklem alinir. Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimii, v, (t) =ce™

seklinde aranir.t degiskene gore birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinirsa,

v, () =—cev," (t) =ce™

elde edilir. Bunlar denklemde yerine yazilirsa,

T (1+5%)ce =—e's ZF{ } —s%cet =—e's ZF{ }
c:F{e’Xz},

v, (t)=F {efxz}e*t

elde edilir. Homojen denklemin ¢6ziimii ekleyerek,
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V(t, S) — Cle 1+5%t T Czef +s2t T e—t F {ef"z }

elde edilir.

(2.2.8) problemindeki smir ve lokal olmayan sinir sartlara da Fourier doniigiimii

uygulansin. Birinci sinir sarta Fourier doniisiimii uygulanirsa,

v,(0,8)=—-F {e‘xz}

elde edilir. Lokal olmayan kosula Fourier doniisiimii uygulanirsa

1 rL 8
vt(l,s)=1vt[l,x}rgvt(l,x}zvt(ixj—F{eXZ} lei 2e2, 200 ¢t
5 4 5 \2 5 4 ) 5 5

olur.
V,(t,5) =Ce 1+ 52 —Ce W 1+52 —e'F {e‘xz}

olduguna gore,

V,(0,5) =C\1+52 —C,\1+5° — F {e} -—F {e}
aliir. Buna gore,
J1+s%(C,-C,)=0=C,-C, =0=C, =C,

elde edilir. Diger yandan lokal olmayan sinir sart1 kullanilirsa,

V,@Ls)= Cle‘/ﬁ 1+s° —Cze‘ﬁxlh s°—e'F {e‘xz}
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ENIE

_ %[cleVﬁ

71 1 )
J1+5? —Cze_Jﬁ‘1 J1+s? —e “F {e‘x }j

F%M—e%F {e‘Xz }j
[clf e
Fle

elde edilir. Sadelestirmelerden sonra,

21
C\ﬁ[\/: 1 1+sZ 2 1+s2 g 1+si)
5

5 5

el N 23
—C, 1+sz(e‘m—%e Jl:“—%e i Z—Ee F“]

1 A 3 ) 19 1 o 3
—F{ef*z} etilet 22,2 —F{e’X } et-tei 247 2%
5 5 5 5 5 5

olur. Buna gore,

C1 1452 O_CZ 1+5° 1:0:> 1+s* (ClqO—Cqu)ZO

C,=C, = 1+5°(Cq,-C,q,) =0=+1+5°C,(q,—0,)=0= C,=0, C, =0.

Yani, C, =C, =0 elde edilir. O halde,

v(t,s)=e'F {e‘xz }
olur. Simdi, ters Fourier doniistimii kullanilirsa,

u(t,x)=F*{v(t,s)} = Fl{e‘F {e }} _etF! {,: {e }} et
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alinir. Buna gore,
2
ut,x)=e"*

olur. p(x) fonksiyonunun degerini,

1 1
p(x) = AW(E : xj —Au (E : xj

ile bulunur.

seklindedir. X degiskene gore birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinirsa,

X XX

1 e 2 1 L -l 2 2
w (E,x):—2xe 2 _2xe™*, W (E,sz—Ze 27 44x% 2 —2e7F +4x%

elde edilir.

u(t,x) fonksiyonun x degiskene gore birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinirsa,
U, (t,x) =—2xe™ U (t,X)=—2e"" +4x%e

elde edilir. Aw(t, x) ifadesi

Aw(t, x) =—-w,(t, X) +w(t, X)

formiilii ile hesaplanabilir. AW(%,X) degeri
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1 5 1 5

AW(% ’ Xj —3e 2 —4x% 2 +3e X —4x%e "

seklinde olur. Au (% , xj degeri

4 1 1 e
A p(x)=w E’X —u E'X =e? +e " -e?2 =e

elde edilir. Boylece,

w(t,x) =e ™ +e ve p(x) = (3 —4x? ) e

seklinde ¢6ziim bulunmus olur.
Son olarak, sabit katsayili lineer eliptik denklem i¢in Neumann tipi ¢ok noktali karigik
sinir deger problemin ¢6ziimii Laplace integral doniisiim metodu uygulanarak bir 6rnekte

incelensin.

Ornek 2.2.3.
Bilinmeyen iki degiskenli w ve bir degiskenli p fonksiyonlar i¢in asagidaki
Neumann tipi lokal olmayan sartli Dirichlet- Neumann karigik smir deger probleminin

¢Oziimii Laplace doniisiim metodu kullanilarak bulunsun:
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-W, —W, +W=—e""+p(x) O<t<l, O0<Xx<oo,

w,(0,x) =—€e", 0< X<,

1 1 2 1 2 3 1 2 2 L 2 3
Wt(l’x)zgwt Z’X +th E’X +th Z’X + ge 4 +ge 2 +ge 4

- 0<x<omo,

1 —Zx
W(E,xj:e 27 1 x%,0< X< o0,

w(t,0)=e" w (t,0)=—-€", 0<t<l.
(2.2.9)

Coziim:
A operatori her t igin u(t, x) fonksiyonuna uygulanirsa Au(t, x) =—u_ (t, X) +u(t, X)

olur. u(t, x) fonksiyonu,

—U,—U,+u=—e"%, 0<t<l, O<x<ow,

u(0,x)=—e", 0<x<o0,

ut(l,x):%ut (%,x)+§ut (%,x}+§ut (gx) (2.2.10)

1 2w 2 o2 30
+ ge4 +—g? +ge4 —e ", 0< X<,

ut,0)=e"u (t,0)=-e", 0<t<1

sinir-deger  problemin  ¢6ziimii  olmak lizere (2.2.9) problemin ¢Oziimiini,
w(t, X) =u(t,x) + A'p formunda aransin. X degiskenine gore Laplace doniisiimii,

L{u(t,x)} =v(t,s)

seklinde goz Oniine alnsin. Laplace doniisiimiiniin 6zelliklerini kullanilarak, (2.2.9)
denkleminden,

SZ

+1

—V, (t,8) +(L—s*)v(t,s) =—€ -

37



homojen olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Homojen olmayan denklemin 6zel

¢oziimiinii V,(t) =ce™ seklinde aransin. Birinci ve ikinci mertebeden tiirev alarak bunlari

diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,

v, () =—ce™, v, (t) =ce™

2
. . S
—ce t+(1—sz)ce t— et 2
s+1
2
) .S
—s’cet=— ' ——
s+1
1
C=——
s+1

bulunur. Yani, 6zel ¢6ziim

1
v.(t)=e'—
o) s+1

seklinde elde edilir.

Homojen kismin ¢oziimii eklenerek, C, ve C, keyfi sabitler olmak tizere, adi diferansiyel

denklemin ¢6ziimi

v(t,s) = Clem - Cze‘m +e il
S+

seklinde yazilir.

(2.2.10) problemindeki sinir ve lokal olmayan smir sartlarma Laplace doniisiimii

uygulanirsa,

1
Vt (0, S) = _STL

1 (1 2 (1 2 (3 L, 1221 23V
vt(l,s):gvt Z’S +th E’S +th Z’S +| —€ +ge4+ge2+ge4 1
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elde edilir.

V,(t,5) =CeV "t 1-s? —C,e "t 1-5? —e” 1

s+1
olduguna gore, sinir sart1 kullanilarak,
v (0,8) = C\lms? ~C,fims? -+ -1
s+1 s+l

~5?(C,-C,)=0=C, =C,

sonucuna ulagilir. Diger yandan lokal olmayan sinir sartina Laplace dontisiimii kullanirsa,

s+1

R e j
5 s+1
1
+g[Ceﬁ Ji-s'-ce x/l i
+

v,(4,8) = (Ceﬁxll s Ce’Jl:S 1-s* —e* L j

|_\
N——

=eV " ——e * ——e %2 ——e 4
b 5 5 5
1-s? s 3s?
qlze’l’s—le_ P27 2
) ) )

notasyonlar yapilirsa,

39



3 1 1

CV1- s? ,—C,V1- s? 1+—[ e +1e 4+2e 2+Ze Tape i 16 Z_Ze?_gef

5 5 5 5 5

elde edilir. Buna gore,

CN1- s’ b, —CoV1- s? , =0= v1- s? 1q0 2q1

alinir.

C,=C,=1-5*(C,-C,0,)=0=+1-5°C,(q9,-,)=0 = C,=0, C, =0.

Yani, C, =C, =0 olur. O halde, v(t,s) =eti1 olur.
S+

Ters Laplace doniisiimii kullanilirsa,

ot

S+ s+1

alinir. Boylece, u(t,x) =e " olur. fonksiyonun degeri,
. . p(x)
X)=Aw| — X [—Au| =, X
Pe) Lz J (2 J

ile bulunur.

seklindedir. x degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinirsa,
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1 1
W (t,x)=—e2 +2x Ww,(t,x)=e? +2

elde edilir. x degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirev alinirsa,
ut,x)=—e"" u (t,x)=e"*

elde edilir.

)3

olduguna gore, AW(%, xj degeri,

1 1y N
AW(E’XJZ_GZ —2+e2 +xX2=-2+X°

seklinde olur. Ayrica,

olur. O halde p(x)=-2+ x* seklindedir.

g 1 1 2, S
A p(x)=w E'X -u E'X =e? +x°—-e? =X

elde edilir. Buna gore bulunan ifadeler w(t, x) ¢ézliimiinde yerine yazilirsa,
w(t,x) =" +x* olur.

Sonug olarak, w(t,x) =e" ™ +x*ve p(x) =-2+ x> seklinde ¢oziim bulunur.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. !"Jst Belirli Cok Noktali Neumann- Dirichlet Simir Deger Eliptik Problemi
I¢in Birinci ve Ikinci Mertebeden Dogruluk Fark Semalan

n herhangi bir dogal say1 olmak iizere R" Oklid uzaymda Q =(0,1)" birim acik kiip

ele alinsin. Bu kiipiin sinirin1 0Q =S =S, US, ile belirlensin. Burada,

s ={X= (X o X,) ] % =0, X, €[0,1], j =i, 1<i, j<n|
2 ={X=(Xp oy X,)' [ X, =1, X; €(0,1], j =i, 1<i, j<n|

Zq:ki <1 (3.1.1)

olmak tizere /10,21,/12,...,/1(] e(O,l),kl,kz,...,kq,0'>0 sayilar ve

a,: Q>R (1<r<n)
v Q->RYC:Q5R!
f:(0,T)xQ >R

fonksiyonlar verilmis olsun. [0,1]x€2 bslgesinde, bilinmeyen u(t,x) ve p(x)fonksiyonlar
i¢in

2 n
J;Tl:(t,X)—Zi[ai(x)a_u(t,x)j+au(t,x) _ p()+f(t,X), 0<t<l xeQ,

i1 OX; 0%
U, (0,%) = ¢(x), U4y, x) = (),

u, (LX) = Zq:kiut (A, X)+w(X)xeQ,

i=1

(3.1.2)

%(t,X)=O,X€Sl,U(t,X)=O, xeS$,, 0<t<1



Neumann tipi st belirli ¢ok noktali Neumann- Dirichlet sinir deger eliptik problemi ele

alinsin.

Q kiimesinde tanimlanan kuadratik integrallenebilen fonksiyonlardan olusan Hilbert

uzayi L2(§_2) ile gosterilsin. Bu uzaydaki her v fonksiyon i¢in norm,

1

Ml = Lo 00l . d |

seklindedir. Q ’da ikinci mertebeden kismi tiirevlerine sahip olan ve kuadratik anlaminda
integrallenebilen fonksiyonlarin olusturdugu Sobolev uzaymi W, (f_l) ile gosterilsin. Her

w fonksiyon i¢in norm,

i=1 j=1

| Wl :{“&JO w(x) [ +anzn: W, (x)rj dx,..d xn}z

formundadir.
X 210 ou
D(A") :{u eW, (€)): %(x) =0,xeS,, u(x)=0,x eSZ}

olmak iizere (3.1.2) problemin diferansiyel operatorii

A'u :—%:%(ai(x)iuJ+au (3.1.3)

formunda yazilabilir. (3.1.2)  problemin ¢6ziimii i¢in kararlilik esitsizlikleri elde edilsin.
C(L,(Q) Banach uzayinda p:[0,1]—> L, (f_l)fonksiyonun normu
||p||C(L2((z)) - maX”p(t)”Lz((z)

0<t<1
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ile tanimlanir.

Teorem 3.1.1. k,k,,...K, katsaylari (3.1.1) kosulu sagladifini, ¢, y, é’eD(AX) ve

f eC(L,(Q)) oldugunu varsayilsm. O halde, M (&) degeri ¢,¢,p ve f fonksiyonlardan

bagimsiz bir pozitif sabit olmak iizere (3.1.2) Neumann tipi iist belirli ¢ok noktali karisik

siir deger problemin (u, p) ¢oziimii igin

ol =M ()1 ey 1l o+ W |

(3.1.4)
H(AX)_l pHLZ@ <M (5)D| f ”c(Lz(ﬁ)) +||¢||L2(§) +||§||L2(5) +||w||L2(Q):|

kararlilik esitsizlikleri dogrudur.
Teoremin ispati H = L2(§_2) igin (2.1.4) ve (2.1.5) esitsizliklerinden elde edilir. Fark

semasini olusturmak i¢in ag noktalar uzaylari

[01] ={t =kz,0<k<N,Nz=1},

Q, ={xm =(hm,...,hm)m=(m,..,m) m=0M,hM =1r =1_n}
ile gosterilir. Simdi,

St =0 NS, S2=0Q NS,,S, =St US?

notasyonlar1 kabul edilsin.

f)h grid noktalar uzayindaki D"u"(x) =0, xeS} ve u(x)=0, xeS? kosullarin1 saglamis

olan u"(x) grid fonksiyonlarina uygulanilacak

n

0 0
X, h ) h h A,
A'u ——él—Xi (a,(x)—iu J-I—GU (315)
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seklindeki operatorii A* ile belirlensin. ilk 6nce bilinmeyen u"(t,x) ve p"(x)fonksiyonlar

icin

—d;:zh t,x)+A ", x)=p" ")+ f "(t,x), (t,x)€(0,1) x O,
%ﬁ(a@=¢WQ, (3.1.6)
dcljJt (1,x)—ii:ki d;t (4, X)=w " (x), xe

seklindeki adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
Q). grid noktalar kiimesi iizerinde tanimlanan v(hm,,....h.m ) grid fonksiyonlardan

olusan L, =L, (Q,) Hilbert uzaymda her v" fonksiyonun normunu

1

¥l - Sh@nn]

biciminde tanimlansin. Simdi, [] en biiyik tam sayr fonksiyonu olmak {izere her

i1=0,1...,q indisler i¢in

sayilari ele alinsin. (3.1.2) problemin yaklasik ¢oziimii icin BMDFS

U= 20U pr ) < )+ £ ),
T

1<k<N-1xeQ,
(3.1.7)

LO0Z00 _ g, el tuald) sy "”(X)T_u o,

Ul (9=¢"(0,xe,
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formundadir. z ve |h|=/h?+...+h? kiigiik pozitif sayilar olduklar: kabul edilsin.

N
Simdi, {coli1 }0 grid fonksiyonlardan olusan C_(L,,) Banach uzaymda grid fonksiyonun

normu

= max ||@

Co(lgy)  OsksN

e},

Lon

formundadir.

Teorem 3.1.2. ki, k,,....k, katsayilar igin (3.1.1) esitsizli§in dogrulugu varsayilsin. O

halde, (3.1.7) fark semasinin ¢6ziimii igin

h

L2hj|
L2h:|

hyN-L
H{uk }1

[COREY IR VIZ ) {H{ ]

+e'l,
C. (L) 2

+e?

M) U‘{ - Wl

(3.1.8)

e

el "

L
C, (Lon) 2n

Lon

kararlilik kestirimleri gegerlidir.
N
Burada M(4,, ..., 4,,0) pozitif sayist T,h,goh,l,uh,g"h,{ fkh}o degerlerinden bagimsizdir.

Teoremin ispatt A’ operatoriin L,, Hilbert uzaymndaki simetri 6zelligine sahipliginden ve

asagidaki eliptik fark semasinin ¢oziimii i¢in koersiv kararlilik esitsizliginin dogru
oldugundan elde edilir.
Teorem 3.1.3. (Sobolevskii, 1975)

AU"(x) = 0" (X), xeQ,,

Du"(x)=0, xeS;,

u"(x)=0, xe S?

eliptik fark problemin ¢6ziimii , @ ve h degerlerinden bagimsiz bir pozitif M sabit i¢in
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seklindeki Koersiv kararlilik esitsizligini saglar. Simdi,

~3ug (X) +4u; (x) — U3 (x) =u,(0,x)+0(z?%)

2T
3UE(X)—4UE_1(X)+U:‘_2(X) —u (1,X)+0(T2)
2 t (3.1.9)
3u.i+1(x)—4u2.i(x)+u.i_1(x)+ui(u.,+1(x>—2u.,(x)+u.,1(x)) ) o)
T T

Uy () + o (U (X) —U (X)) = Uy, X) +0(z?)
yaklasik formiilleri kullanilarak, (3.1.2) problemine karsilik gelen IMDFS yazilirsa,

_uLl(X)—ZU:z(X)*'UEfl(X) +AW ()= p"(x)+ (¢, X),

“
t =kr, 1<k <N-1,

SO AW _ g1 5, LD 100
T 2T

—izﬁf[(m 244)07 5 (X) = (A+ A2)u7 () + (AL+ 24)u! () | =" (X), x € D,

(1_;uo)u|: (x)+ /uou|:+1(x) =¢(x), xe f2h

(3.1.10)

seklinde olur.

Teorem 3.1.4. k;,k;,...,k, katsayilar i¢in (3.1.1) esitsizli§in dogrulugu varsayilsin O halde,

(3.1.10) fark semasinin ¢6ziimii i¢in

N-1
+H{ i
Lan ! C. (Lyp)
N-1
+H{ i
LZh ! Cr(LZh)

<M (@,...,%,&[H(ph ]+

hyN-L
H{uk }1

&Y, <M (20| "

Lan Lon

C. (Lan)

(3.1.11)

'l e
Lon

Lon

kararlilik kestirimleri gegerlidir.
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Burada M(4,, ..., 4,,0) pozitif sayisi T,h,(ph,l//h,é'h,{ fkh}: degerlerinden bagimsizdir.

3.2. Ust Belirli Cok Noktali Dirichlet-Neumann Simr Deger Eliptik Problemi
Icin Birinci ve Ikinci Mertebeden Dogruluk Fark Semalari

[0,1]x© bolgesinde, bilinmeyen u(t, x) ve p(x) fonksiyonlar igin,

—‘Z%‘(t, X) —rzn;a%(ar(x)s—;(t, X)j+0U(t. X)=p(x)+f(t,x), 0<t<l xeQ,
0,(0,%) = p(x), U (LX) =3 K, (4 %)+ (¥) (3.21)

i=1

U(Ay, ) = (%), xeQ,
u(t,x)=0, xeS,, %(t,x):o, xe$S,, 0<t<1

cok noktali Neumann tipi st belirli Dirichlet- Neumann karigik sinir deger problemi ele

alinsin.
X 2/ - au
D(A ):{u eW, () :u(x)=0,xeS,, E(x)zo, XESZ}
n

olmak tizere (3.2.1) problemin diferansiyel operatorii (3.1.3) seklindedir.

Teorem 3.2.1. k,k,,... K, katsayilari (3.1.1) kosulunu sagladigni, ¢, v, ¢ € D(Ax)

ve f eC(LZ((_E))(O<a<1) oldugunu varsayilsin. O halde, M (5) degeri ¢, ¢,y ve f

fonksiyonlardan bagimsiz bir pozitif say1 olmak iizere (3.2.1) smir deger problemin

(u, p) ¢6zlimii i¢in

”u”C(Lz(ﬁ)) <M (5)[” f ”C(Lz(ﬁ)) +||§0 L () +||§ L () +||l// LZ(Q)jI (3.2.2)

H(AX)_l pH,_Z@ <M (5)[” f ||C(L2(ﬁ)) +||¢||L2(ﬁ) +||§||L2(§) +||W”|_2(Q):| (3.2.3)
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kararhilik kestirimleri dogrudur. Simdi (3.2.1) problemin fark semalari ele almsin. <,
grid noktalar uzayindaki u"(x)=0, xeS! ve D"u(x)=0, xeS} kosullar altindaki
u"(x) grid fonksiyonlarina uygulamilmis olan A* operatorii (3.1.5) bigimindedir. ilk

once bilinmeyen u"(t,x) ve p"(x)fonksiyonlar i¢in (3.1.6) adi diferansiyel denklem

sistemi alinir. Daha sonra, (3.2.1) problemin yaklasik ¢6zlimii i¢cin BMDFS

_ U:+1(X) _zul?z(x) +U:_1(X) + ATU:(X) = ph(X) + f h(tk ) X),

T
1<k<N-1xeQ,

Uy (X) —Ug (X) _
- -

(3.2.5)

(0, () —TuN_l(x) ~ i " U|i+1(X)T— uy (x) _ 0%

0 () =¢"(x), x e,

seklinde yazilir. Bu taktirde, BMDFS’nin ¢o6ziimii ic¢in kararhilik kestirimleri ifade
edilebilir.

Teorem 3.2.2. k;,k,,...k, katsayilar i¢in (3.1.1) esitsizligin dogrulugunu varsayilsin.

O halde, (3.1.5) BMDFS’nin ¢oziimii i¢in asagidaki kararlilik esitsizlikleri dogrudur
(Ashyralyyev ve Karabey, 2019 makale):

< M(5,,11,...,,1q)[u(p“

+er

h
+y
Lan Lon

H{uh}Nl
k
Lol (L)

(A *p" L <M (5,21,...,1(])[”@'1

N-1
+H{ i
Lan ! C, (Lyp)
N-1
+H{ i
Lon tolle, ()
7 \=2h

Teoremin ispatt A, operatorii L, Hilbert uzayindaki simetri 6zelligine sahipliginden ve

(3.2.6)

h h
[+l
Lon 4 Lon é/

asagidaki eliptik fark semasinin ¢6ziimii igin koersiv kararlilik esitsizliginden elde edilir.

Teorem 3.2.3. (Sobolevskii, 1975)

AU (x) = 0" (X), xeQ,
u"(x)=0, xeSt,

Du"(x)=0, xeS;
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eliptik fark problemin ¢6ziimii,, @ ve h degerlerinden bagimsiz bir pozitif M sabit igin

>

r=1

(W),

T I”JI’

h
Lon Lon

seklindeki koersiv kararlilik esitsizligini saglar. Simdi, (3.1.9) yaklagik formiilleri
kullanilarak, (3.2.1) problemine karsilik gelen IMDFS yazilirsa,

_U:+1(X)—2U:2(X)+U:_1(X) +A;(U:(X) — fh(tk,X)-l- ph(X),
T

t, =kr, 1<k <N -1,
SHURHOR HONNE HORI TR B0

T 21
-3 (3 20 00~ (4 4 09 + @ 20,09 ] =" (),

(1_ﬂo)u|: (x)+ ﬂou|:+1(x) =¢(X), xeQ.

(3.2.7)

seklinde olur.

Teorem 3.2.4. k;,K,,...,K, katsayilar igin (3.1.1) esitsizligin dogrulugunu varsayilsin. O

halde, (3.1.7) fark semasinin ¢6ziimii igin (3.1.11) kararlilik kestirimleri gegerlidir.

3.3. Sayisal Hesaplamalar

Bu boliimde Neumann tipi iist belirli ¢ok noktali Neumann - Dirichlet ve Dirichlet-
Neumann sinir deger eliptik problemlerin sayisal ¢oziimleri ele alinacaktir. Orneklerde
BMDFS ve IMDFS’lar1 kurulacaktir. Fark semalarmm sayisal ¢oziimleri MATLAB

programi kullanilarak ele alinacaktir.

Ornek 3.3.1.
Iki degiskenli eliptik denklem igin [0,1]x[0,1] bolgesinde,
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2
—a—g(t,x)—ﬁ((ZJrsin 7rX+COS7rX)a—u(t,X)j+u(t,X) = p(x)+ f(t,x),
ot OX OX
O<x<l1l O<t<],
u, (1, x) —0.25u, (0.25, x) - 0.25u, (0.5, x) - 0.25u, (0.75,x) =y (x), 0<x<1, (3.3.1)

0,0, =p(x), u(04,x)=¢(X),
u(t,0)=0, u(t1)=0, 0<t<l

Neumann tipi st belirli ¢ok noktali Dirichlet-Neumann siir deger problemine

bakilacaktir. Burada bilinen fonksiyonlar,

2 2 2
f(t,x) :”—cosztsin£x+(cos£t+3t)(—7z—cos£x0037zx+ﬁ—cos£xsin X
4 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

T T . T o T . T . T
+—SiN — X +—sin — Xsin 7X + —sin — X C0S £X +Sin — X),
2 2 4 2 4 2 2

p(X)=0, <(x)= (%cos%+%)sin%x,

w(X)= ZsinZ 43 +15in£ 9+3—ﬂ sin Z x
2 2 4 2 4 2
seklindedir.

u(t, x) :(cos%t+3t+2jsin%x ve

2
p(x) = -7 cos% x(cos zx—sin zXx) +%sin%x(2+sin JTX 4 COS 77X) +25in%x

fonksiyonlar cifti (3.3.1) Neumann tipi iist belirli ¢ok noktali Dirichlet-Neumann sinir
deger probleminin ¢oziimii oldugu aciktir. (3.3.1) problemine karsilik gelen yardimci

problem,
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_Zt_z\zl(t, X) —%((Zﬂin ﬂx+003ﬂx)%(t, X)j+v(t’ x) = f(t, ),

O<x<l O<t<l,
v, (4, x) —0.25v, (0.25, x) —%vt (0.5, x)—%vt (0.75,x)=w(x), 0<x<1, (3.3.2)

v, (0, ) = p(x),
v(t,0)0=0, v (,)=0, 0<t<1

olarak yazilir. h = ﬁ Ve 7 =% olmak iizere (3.3.1) probleminin yaklasik ¢oziimii icin

X,=nh,0<n<M, vet, =kr,0<k<N

seklinde ag noktalar1 belirlenir.

J,=0.4,4 =0.25 4, =05, =0.75| {ﬁ},;ﬁ _A)i-0123
T T

notasyonlar yapilir. Ik énce yaklasik ¢oziim icin (3.1.7) formiillerini kullanilarak,

k+1 k k

ok k-l _
! 2u2” 4, +7z(cos(7zxn)—sin(zzxn))M
T 2h
k ok k
—(2+sin(zx,)+cos(zx,)) U zr?z” | —uf+p, =—f(t,x),
k=1..N-1 n=1..M-1, (3.3.3)

us =0, uf —uf, =0, k=0,...,N, u-u’=rp(x,),
Uy —up ™ —=0.25(ur ™ —up ) =0.25(up ™ —up ) =0.25(up™ —ul ) = Ty (x,),

n n n n

ub=¢,n=0,.M

formundaki BMDEFS ele alinir. (3.3.2) yardimci problem i¢in BMDEFS
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k+1 k k

k k-1
Y 2\/2“ Y +7r(cos(7rxn)—sin(7rxn))M
T 2h
k k k
—(2+sin(zx, ) +cos(zx, )) ot Zr:’; TV (g, x),
k=1.N-1 n=1..M-1 (3.3.4)

vp =0, v, —V5, =0, k=0,..,N, V-V’ =1p(x,),

VAT —%(V:}” -y )—%(v';*l -y )—%(vr'f*l —v¢)=tp(x,), n=0,.M

seklindedir. (3.3.4) fark semasini

t
Y :(vO Va vN’l,sz) ,S=n-1n,n+1

S s¥Tgi1tey Vg

vektorler cinsinden,

vV, +B,v,+C v, ,=16,,n=1..,M-1,
{A“ ' ! (3.3.5)

Vo =0, Vv =Vva

matris formunda yazilabilir. Burada A ,B, ve C,, (N+1)x(N +1) tipinde kare matrisler

olup,d, , (N +1)x1 tipinde bir siitun matris ve I, (N +1)x(N +1) tipinde birim matristir.

1Yn

A =diag{0,a, a,, ...,a,,0} (3.3.6)
-1 1. 0L 0 0L O OULO O UL O 0 O]
d b d L 0 O0OL O OUL O O0OWL 0 0O
0 d b L OOL OOULOOTUL O0OOUO
B - M MMMMMMMMMMMMMMM (33.7)
o 0o oL 0o 0L 0O 0 L O 0 0 b d O
o 0o oL o oL o Oo01L o0 0 0 d©b d
0o 0oL > -k ity 1y g
i 4 4 4 4 4 4 ]
C, =diag{0,c,,c,, ...,c,,0} (3.3.8)
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2+sinzx, +coszx, 7 (—sinzx,+coszX,)
a, = +

" h? 2h
2 2(2+sinzXx, +C0OS7X,)
b, =—— - o -1
¢ _ (3.3.9)
_ 2+sinzx, +cosxx, 7(=sinzx, +CoszX,)
! h? 2h
1
d=—
2_2

6,=(60.6.,...6",6") .n=1M -1

0 =1¢,,0" =ty ,n=LM -1

0 =—f(t,x)k=LN-Ln=1M -1
(3.3.4) denklem sisteminin ¢6ziimii her n=1,...,M —1 igin

Vo4 (3.3.10)

n+1"n+l n+1

v, =a,

seklinde aranir (Samarskii ve Nikolaev, 1989). Burada o, «,, ..., ;, kare (N +1)x (N +1)

boyutlu matrisler, B,5,,....0u: 1s¢ (N+1)x1 boyutlu siitun matrislerdir.
o, (N+1)x(N+1) tipindeki sifir elemanlardan olusan kare matris ve f;, (N+1)x1

boyutlu elemanlarinin hepsi sifir olan siitun vektdrii olmak iizere «,,,, B3,,, matrisleri i¢in,

(o) :_(Bn +Cnan)_lAﬂ
ﬂm—l = (Bn +Cnan)7l(| en _Cnﬂn)l n =11 M _1

formiilleri gegerlidir ve

o= 0(N+1)X(N+l)’ B = O(N+1)><1 (\70 = 0),

Oy = I(N+1)><(N+l)’ ﬁM :O(N+1)X1(VM_1 =Vu )
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seklinde olur. Simdi, (3.3.10) formiiliiniin kullanilmas1 i¢in V,, degerinin bulunmasi

gerekir. Bu nedenle,

AM Vv t BM aVma Tt CM Vw2 = I 6’M 1
Vv =Vua

V2 =y Vv tBua

denklem sisteminin ¢dziimii bulunur. ilk &nce 1. denklemde 3.denklemden V,, , 'nin degeri

yerine yazilirsa
AM Vs BM aVma T CM A (‘ZM 4Vma +:BM —1) = QM -1
elde edilir. Daha sonra 2. denklem kullanilirsa,

Vi Z(A\/I—l + BM—1+CM—laM—1)71(|9M—1 _CM—llBM—l)

bulunur. (3.3.2) problemin ¢oziimiinii bulduktan sonra p, degeri

0 0 0
gml — 2§n +6na _ Vi — 2Vn Vi ]

D, :—(2+SinﬂXn+COS7Z'Xn)[ h2 h?

. §n+l B é/n—l Vr?+l — Vr?—l 0
—m(—=SIn X +COSTX — + -V
72-( 72- n 72- n)[ 2h 2h (é/n n)

formiilii ile hesaplanir Simdi, (3.3.3) fark semasinin ¢oziimii

u¢ =vf—v°+¢ k=0,..N, n=0,..M

olarak hesaplanabilir.

MATLAB programi kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Farkli (N,M) =
(40,40), (80,80), (160,160), (320,320) degerleri igin yaklasik sayisal ¢éziimiin hata analizi
(3.3.1.) tablosunda gosterilmistir.
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(3.3.1) ve (3.3.2) problemlerinin ger¢ek ¢oziimlerinin (t,,X,) grid noktasindaki

degerleri u(t,,x,) ve Vv(t,,X,) olarak alinmistir. Sayisal ¢dziimler sirastyla u* ve v* ile
belirlenmistir.
(3.3.1) probleminde belirsiz p fonksiyonunun x_ noktalardaki yaklagik degeri p,,

olarak ifade edilmistir. Gergek ¢ozlimlerin karsilastirilmast igin

1

M -1 2 2
Hata_u)y = max [Z‘u(ti,xm)—ur'n‘ hJ
m=1

I<i<N-1

1

M -1 5
Hata_ v, = lgn%xl(z ‘v(ti VX ) —v,in‘z hjz (3.3.11)
<I<N - m=1
1
M-1 , )2
Hata _ p, =( |P(X,) = Po hj
n=1

formiilleri kullanilmustir.
Tablo 3.1.’de goriildiigii gibi N ve M degerleri iki katina ¢ikarsa, BMDFS$’ nin hata

degerleri yaklasik % civarinda azalmaktadir.

Tablo 3.1. (3.3.3) BMDFS’nin hata analizi

v i¢in hatalar p i¢in hatalar u i¢in hatalar
N=40, M=40 0.0204 0.0301 0.0051
N=80, M=80 0.0099 0.0148 0.0024
N=160, M=160 0.0049 0.0073 0.0012
N=320, M=320 0.0024 0.0036 0.0006
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Birinci Dereceden Cozumi N=40mM=40

0
% eksen a t-eksen

Sekil 3.1. (3.3.1) Problemin BMDFS$’ nin yaklasik ¢6ziim grafigi

(3.1.10) formiilleri kullanilarak (3.3.1) problemin yaklasik ¢dziimii icin IMDFS

k+1 k k-1 k k
u " —2u’ +u . u ., —u
n 12—+ z(cos(zx,)—sin(rx,)) THE—=2
T 2h
k k k
. u .. —2u +u
—(2+sin(zx,) +cos(zx,)) -2 th Lk —p, =—f(t,x,),

k=1..N-1 n=1..M-1
us =0, —3u +4u ,—us ,=0, k=0,..,N,

0 1 2
=3u, +4u- —u;

> = p(%,),
N _ N1
B = U L o = R )

N N-1 N-2
3u, —4u, ~+u,

27
_%((&r 2u)up™ = (4+4p4)up + 1+ 24)uy )

(1_ /uo)u:lo + ﬂourl10+l = é/nf

1 +
_g((3+ 2p) U™ = (4+ A )u +(L+ 2,)uy )
(3.3.12)

1 .
_8_1((3+ 2u)up™ = (A+4u)ul + (1+2u)up )=y (x,),n=0,... M
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seklinde yazilabilir. (3.3.2) yardimci problem i¢in IMDFS

k+1 k k

v vk vkt . vE . —v
n 21—+ 7(cos(zx,) —sin(zx,)) "=
T 2h
k k k
. Vo, =2V +V
—(2+sin(zx,)+cos(zx,)) -t hz” v =—f(t,X),

k=1..N-1, n=1..M-1
Ve =0, —3v, +4v -V, =0, k=0,..,N,
=3V +4v: —v
2t
3v) —4v) v
2t

1 ¥
‘g((“ 26, Vit = (A+ 4 V8 +(L+24)V8 )

2

D — p(X,), (3.3.13)

N-2

n —Si((3+ 20 Ve = (A+Ap)VE + L+ 2 )V )
T

- (B2 - (A A+ (L 200V )= (%)
T
seklinde yazilabilir. Buna gore, fark semasi,

v ,+Bv +Cv . =10,n=1..,M-1
{A1 n+l n'n nn-1 n (3314)

v, =0, -3v, +4v,, , -V, ,=0

matris formunda gosterilebilir. Burada A, (3.3.6), C, (3.3.8) seklindedir. B, matrisi ise

asagidaki formdadir:
-3 4 1L 0 0 0 O O O O O O O O L 0 O
d bb d L 0 0 0 0 O0O O OO O0O O O0OUL 0 O
O d b L 00 0 O0OO0O O0OO0OTO0OUO O0 O0OL O0 O
B = o 0 dL 00 OOTO OO OTOUOOOL O0 O
" M MMMMMMMMMOL 0 0 0L d O
o 0o oL 0 0 0L O 0 OUL OO O0OUL b d
o 0o oL 00 0L O O0O OUL O O0O O L d b
L 0 O 0 L ell elZ e13 L e21 e22 e23 L e31 e32 e33 L 1 _4
(3.3.15)
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B, matrisindeki b, ve d (3.3.9) ile aynidur.

e11:_1+jM’e12 :2+M1el3:_3+42ﬂ1’
e, =_l+§ﬂ2 e, =14 11,8, =_3+jy2 |
e, = 1+§/13 e, =24 1,6, = 3+42/¢3
seklindedir.

4,0,y Uy 1y P Py By Kare (N +1)x (N +1)boyutlu matrisler olup, &,9%,....8_,

ise (N +1) x1 boyutlu siitun matrisler olmak tizere (3.3.13) probleminin ¢6ziimi

V.=V, + BV, +8, n=M-1..,1 (3.3.16)

n n+l

formiilu ile elde edilir.

O elemanlar sifirdan olusan matris olmak iizere «,, 3, ve &, i¢in

a, = _(Bn +CnO[n—l)_l('%1 +Cnﬂn—1)
B, =0
4 =(B,+C,a,)"(16,-C,9,,) n=1.M-1

formiilleri gegerlidir. Burada,
0, =0, B=0,9=0

Ay =41, ﬂM—l =-3l "9M—1 =0

8 5 =
Ay 2=§|, ﬂM72=—§|,3M72=0.

(3.3.16) formiiliintin hesaplanmasinda kullanilmas: i¢in v,, ve v,, , degerleri bulunmalidir.

vy, Ve V,,_degerleri i¢in
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2ma t BM vt CM 2Vms = I QM -2
—3Vwm
Vs = Oy Vs F BV 2t 7w s

A2
Au

2t BM Vust CM—3VM 4= IQM -3

Vy_, =—3Vy +4v,,
Vy,_5 =10v,, —15v,, ,+6v,, ,

denklem sistemi yazilabilir. Ugiincii, dérdiincii ve besinci ifadeleri birinci ve ikinci

denklemlerde yerine yazip sadelestirme islemleri yapilirsa bilinmeyenv,, ve v,, ; i¢in,

QllVM + Q12VM a= Gl
QZlVM + Q22VM i Gz

denklem sistemi alinir. Burada,

Q11 = _3AM—2 _8BM -2 _SCM—ZaM -3 _3CM+2ﬁM -3
Q, =4A,_,+9B,_,+9C,, o s +4C,, . By 3
Q21 = _3BM -1 _8CM—1

sz = A1VI—1+4BM—1+9CM—1
G1 = IeM—Z _CM—219M—3
G2 = |6’M_l.

Sonugta, V,, Ve v, ; i¢in,

Vy = (Qn - Q12Q22_1Q21)_1 (G1 - Q12Q22_le)
Vv = sz_l (Gz - Qzlvm)

degerler elde edilir. Bu problemin ¢oziimii bulunduktan sonra p, degeri
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(2+sin X, +COS X, ) o
Pn=- h2 {é,nu — (Vi =ty =LVey + &y
- (ﬂoVrlﬂl — (4 _1)V:10—1) -2(¢, - /uovrlwo - (4 _1)Vr|10 )}
(—sinzx, +CoS7X,) oL

- on {§n+1 — (Vi = (4o _1)Vr|1°+1 —Coa

+(ﬂovr|10—+11 - (/uo _l)VrI]O—l)} +¢, — /JOV:10 o (/Jo _l)Vllo

seklinde hesaplanabilir. Daha sonra, (3.3.12) fark semasinin ¢6ziimii

U =V — (Vo™ — (1 —1Ve)+ ¢, k=0,..N, n=0,..M

olarak belirlenir.

MATLAB programi kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Farkli (N,M) =
(40,40), (80,80), (160,160), (320,320) degerleri i¢in yaklasik sayisal ¢ozliimiin hata analizi
(3.2.) tablosunda gosterilmistir.

Hata hesaplamasi i¢in (3.3.11) formiiller kullanilmistir.
Tablo 3.2.’de goriildiigii gibi N ve M degerleri iki katina ¢ikarsa, IMDFS nin hata

degerleri yaklasik % civarinda azalmaktadir.

Tablo 3.2. (3.3.12) IMDFS’nin hata analizi

v i¢in hatalar p icin hatalar u i¢in hatalar
N =40, M =40 4.12x10™ 1.84x107° 1.38x10™*
N =80, M =80 1.23x10™ 3.25x10™ 3.75x10°
N =160, M =160  339x10° 5.99x10°° 9.73x10°°
N =320, M=320 g g1x10° 1.15x10°® 2.47x10°
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Sekil 3.2. (3.3.1) Problemin IMDFS’nin yaklasik ¢6ziim grafigi

Ornek 3.3.2.
Iki degiskenli eliptik denklem i¢in [0,1]x[0,1] bdlgesinde,

2
—a—g(t,x)—g((2+sin 7rX+COS7rX)a—u(t,X)j+u(t, X) = f(t,x)+ p(x),
ot OX OX
O<x<l O<t<],
u, (1, x) —0.25u, (0.25, x) —0.25u, (0.5, x)—%ut (0.75,x) =w(x), 0<x<1, (3.3.17)

0,0, =(x), u(0.4,)=¢(X),
u,(t,0)=0, u(t,1)=0, 0<t<l.

seklindeki Neumann tipi st belirli ¢ok noktali Neumann-Dirichlet karisik sinir deger
problemi ele alinsin.

Burada verilen fonksiyonlar,
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2
f(t,x):”—coszxsinzt+(sin£t+3tj
4 2 2 2
T . T .
X (—sm—xj(ncos;zx—sm;rx)
{ 272
72'2 T . T
+—cosEx(2+cos;zx+smnx)+coszx}
(x) = 7 1 3cosZ x S(x)= sin£+E cos Z x
¢ 2 2" 5 5 ) 2
9

Vs T 3 T
w(Xx) = ———(cos—+cos—+cos—j COS— X
4 8 8 4 8 2

seklindedir. Bu durumda,

u(t, x) :(sin%t+3t+2jcos%x ve

2

. T . T T . T
p(x) :ﬂsmgx(ncomx—sm 7rx)+7cos§ X(2+coszx+sin 72'X)+ZCOSEX

fonksiyonlar ¢ifti Neumann tipi st belirli ¢ok noktali Dirichlet-Neumann sinir deger

probleminin ¢6ziimii oldugu agiktir. (3.3.17) probleme karsilik gelen yardimci problemi

o*v 0
O<x<l O<t<l

v, (0, %) = (X),
v,(t,0)=0, v(t,)=0, 0<t<l

2|+

seklinde yazilabilir. h=

_ﬁ(t’ X) —&((2+sin TX +CO0S nx)(;—a)\:(t, x)j+v(t, X) = f(t, x),

v, (4, x) —0.25v, (0.25,x) - 0.25v, (0.5,x) - 0.25v, (0.75,x) = w(x), 0<x<1,

,r=% olmak tiizere (3.3.17) problemin fark semalarin

kurmak i¢in X, =nh,0<n<M ve t, =kz,0<Kk <N ag noktalar1 belirlenir.
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4, =0.4, 4, =0.25 1, =05, 4, =0.751 :[ﬁ]ui _A ) i—012.3
T T

notasyonlar1 yapilir. ilk 6nce yaklasik ¢oziim igin (3.1.7) formiilleri kullanilarak,

k+1 k k

2U2 U +7z(cos(7zxn)—sin(7zxn))M

T 2h
—(2+sin(zx.)+cos(zx,)) ”*1_2;12 +l L ¥+ p, =—f(t,x),
k=1..N-1 n=1..M-1 (3.3.19)
uk—uk:O us =0, k=0,...,N, ul-u’=rp(x),
uy Uy —=0.25(ur ™ —up ) -0.25(up ™ —up ) 0.25(up™ —ul ) = T (x,),
u=¢,n=0,.M

formundaki BMDFS ele alinir. (3.3.18) yardime1 problemi icin BMDEFS,

k+l k k

2V2 Uy +7z(cos(7zxn)—sin(zzxn))M
T 2h
—(2+sin(zx, ) +cos(7x.)) ”*1_2;2 o =—f(t,x),
k=1..N-1 n=1..M-]
Vi =0 =79(x,), (3.3.20)

VN N -1 025( |1+1 ) 025( |2+1 )
0,..

—0.25(ve™ —vh ) =7 (x,), n=

seklindedir. (3.3.20) fark semasin1

Vv

S

(v° VNPT VARRRY, S) s=n-1n,n+1

notasyonu kullanilarak,

64



A1Vn+1 + ann +CnVn_l = Ien, n :l,...M -1

V,—V, =0, v, =0

matris formunda yazilabilir. Burada A,,B,ve C,, (N+1)x(N+1) tipindeki (3.3.6),
(3.3.7), (3.3.8) kare matrisler olup, 8 (N +1)><1 tipinde bir siitun matris ve I,

1Y

(N +1)x(N +1) tipinde birim matristir.

0,=(60,6",...6),6") ,n=LM -1
0 =1¢,,0" =ty ,n=1LM -1
O =—f(t,x)k=LN-1n=LM -1

(3.3.20) denklem sisteminin ¢oziimiinii V,, = 0 olmak iizere

V. .+

n+1"n+1 n+1?

vV, =« n=M-1..1

seklinde aramir. Burada o,(n=1..M-1),(N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler,
pA.(n=1..M-1) ise (N+1)x1 tipinde siitun matrislerdir. e, (N +1)x (N +1) tipindeki
birim kare matris ve f,, (N +1)x1 tipindeki tiim elemanlar1 sifir olan siitun vektorii olmak

lizere a,,,, f3,,, matrisleri i¢in,

n+1?

Ay = _(Bn +Cnan)7lp\1
B..=B,+C.a)"*(16,-C.B) n=1.M-1

formiilleri gegerlidir.

(3.3.20) problemin ¢dziimiinii bulduktan sonra p, degeri

. -2 + Vo, —2v0 +VP
pn:—(2+sm7zxn+c057zxn)[§”+l SnF o Vig =2V +Vny

h? h?

. é/n+l B é/n—l Vr(1)+l — Vr?—l 0
—7n(—=SIN X 4+ COSTX — + '/
7[( T, 73 n) ( 2h 2h (é/n n )
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formiilii ile hesaplanir. Simdi, (3.3.19) fark semasinin ¢oziimii

u¢ =v—v°+¢ ,k=0,..N, n=0,.M

olarak hesaplanabilir.

MATLAB programi kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Farkli (N,M) =
(40,40), (80,80), (160,160), (320,320) degerleri igin yaklasik sayisal ¢6ziimiin hata analizi
(3.3.) tablosunda gosterilmistir.

(3.3.17) ve (3.3.18) problemlerinin gergek ¢oziimlerinin (t,X,) ag noktasindaki
degerleri u(t,,x,) ve V(t,,X,) olarak alinmistir. Sayisal ¢dziimler sirastyla u¥ ve V¢ ile
belirlenmistir.

(3.3.17) probleminde belirsiz p fonksiyonunun X, noktalardaki sayisal ¢oziimii p,

olarak ifade edilmistir. Gergek c¢oziimlerin karsilastirilmasi i¢in (3.3.11) formiiller

kullanilmustir.

Tablo 3.3. (3.3.19) BMDFS’nin hata analizi

v i¢in hatalar p icin hatalar u i¢in hatalar
N=40, M=40 0.093775 0.073708 0.040918
N=80, M=80 0.046148 0.036138 0.02016
N=160, M=160 0.02289 0.017893 0.010006
N=320, M=320 0.011399 0.0089031 0.0049844

Tablo 3.3.’de goriildiigii gibi N ve M degerleri iki katina ¢ikarsa, BMDFS$’nin hata

degerleri yaklasik Y4 civarinda azalmaktadir.
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Sekil 3.3. (3.3.17) Problemin BMDFS’nin yaklasik ¢6ziim grafigi

Daha sonra (3.1.10) formiilleri uygulanarak (3.3.17) problemin yaklasik ¢6ziimii
icin IMDFS

k+1 k k-1 k k
u " —2u. +u . u..—u’
n TZ” "+ 7z(cos(rx,)—sin(zx,)) L

2h

2uf +u
h2 l_uri:_pn:_f(tk’xn)!

k —
—(2+sin(zx,)+cos(zx,)) Ui

k=1.N-1 n=1..M-1,
—3uf +4uf —uk =0, uf =0, , k=0,..,N,
=3, +4u; g = 279(x,),

(3.3.21)
uy —upt—0.25(up —up ) - 0.25(up ™ —up ) - 0.25(uf ™ —up ) = Ty (x,),

ub + p (u'n°+1 —ub ) =¢,3u" —4uM*t +u?

—0.25((3+ 2 ) Ut —(4+4g)ul +(1+ 2 )ut )

—0.25((3+2,)up™ — (4+4u)uy + (L+241,)uy )

~0.25((3+ 2u5)u ™ = (4+4us)up +(L+2u)ul =27y (x,),n =0,..., M
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seklinde yazilabilir. (3.3.18) yardimci problem igin IMDFS

k+1 k k-1 k k
vV, -2V, +V . Vo, =V
n —"—+ z(cos(zX,)—sin(rx,)) L —"=2
T 2h
k k k
. Vo, =2V +V.
—(2+sin(zx,) +cos(zx,)) h2n vk =—f(t,X,)

k=1..N-1, n=1..M-1,

=3V +4v: — V2 =27¢(X,),

=3vf AV v, =0, vi=0, k=0,..,N, (3.3.22)
vy -yt —0.25(v'n1+1 —v,'ql)—0.25(v'n2+1 —ve )—0.25(v,'13” A ) =7y (X,),

n=0,..,M,

vy =4V 4V P —0.25((3+ 224V = (A+ A )Vy + (L+ 214)V,y )

—0.25((3+ 22,V ™ = (4+ 41, )Vy: +(L+ 211, V7 )

—0.25((3+ 22V = (A+ 4 )Ve + (L+2)V5 )= 27y (X,)

formundadir. Fark semasi,

—

{Ahvm-l + ann +Cnvn_1 = |9n, n =1,...M —1,

-3V, +4v,-v, =0, v,, =0

matris formunda yazilabilir. Burada A, (3.3.6), C, (3.3.8) ve B, matrisi ise (3.3.15)

seklindedir. B, matrisindeki b, ve d (3.3.9) ile aymidur.

. —1+j”1,12—2+ ,els__3+42ﬂl
e, = 1+ju2'622:1+”2’ezg__3+jy2
eslz—%,egz:2+ﬂ3,e33:_3+jﬂ3
bi¢imindedir.

a,.f,, (N+1)x(N+1) tipinde kare matris olup, 9, ise (N+1)x1 (n=0,...,M —2) siitun
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matris olmak iizere (3.3.22) probleminin ¢éziimii

V.=V, ,+LV,.,+3, n=M-2,.1 (3.3.23)

formiilii ile elde edilir. Bu durumda «,, S, ve 9, icin,

an = _(Bn +Cnan—1)7l(A1 +Cnﬂn—1)
B, =0
4,=(B,+C,,)"(16,-C,%,,) n=1..M-1

formiilleri gegerlidir. Burada,

K
Il
oo_l N
=
Il
So
Il
o
NQ
I
RS
|
|
|
©
I
o

(3.3.23) formiiliiniin kullanilmasini saglamak i¢in Vv,, ve v,, , icin degerler hesaplanir.

AM 4w T BM Vvt CM aVm2 = I ‘9M 1
vy =0

V2 = &y Vg HBu_Vu + %2

denklem sistemi elde edilir. Ugiincii denkleme ikinci denklemi ve onlarin her ikisini birinci

denklemde yerine yazilirsa,

A\/I 4aVm T BM aVmat CM 1 (aM 2Vva +:BM 4aVm T '9M -2 ) =1 '9M 1
alinir. Buna gore,
-1
Vua = (BM—l +CM—1aM—l) ( I 9M—1 _CM—1‘9M—2)

elde edilir.

Bu problemin ¢6ziimii bulunduktan sonra p, degeri,
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2+Sin X +C0S X N
Ph=— ( I,:Z n) {é,n+1 - (luovrl10+11 - (luo _1)Vrl10+l +6ha
~(uVi =ty =DV 1) = 2(8, = (V™ = (1t —DVE)}
7(—=sinzX, +CoS X, N
- on ) {é/ml —(uovey = (o =DVey =&,y
lg+1

Vs — (1 _l)vrl10—l)} +¢,— ﬂoVrI10+1 — (4o _:I-)V:]0

seklinde hesaplanabilir. Daha sonra (3.3.21) fark semasinin ¢6ziimii

U =V — (Vo™ — (g, —ve)+ ¢, k=0,...N, n=0,..M

olarak belirlenir.

Sayisal ¢oziim MATLAB programinda elde edilmistir. Farkli (N,M) =(40,40),
(80,80), (160,160), (320,320) degerleri i¢in yaklasik sayisal ¢dziimiin hata analizi 3.4.
tablosunda gosterilmistir. Hata hesaplamasi i¢in (3.3.11) formiiller uygulanilmastir.

Tablo 3.4.°de goriildiigii gibi N ve M degerleri iki katina ¢ikarsa, IMDFS nin hata

degerleri yaklasik % civarinda azalmaktadir.

Tablo 3.4. (3.3.21) IMDFS’nin hata analizi

v i¢in hatalar p icin hatalar u i¢in hatalar
N=40, M=40 0.00048856 0.0048348 0.00020678
N=80, M=80 6.30x10°° 0.00085298 4.05x107°
N=160, M=160 2.15x10° 0.00015451 8.80x10°
N=320, M=320 6.09x10° 2.89x10°° 2.03x10°°
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Sekil 3.4. (3.3.17) Problemin IMDFS’nin yaklasik ¢dziim grafigi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, eliptik diferansiyel denklemler i¢in Neumann tipi ¢ok noktali karigik sinir
deger problemlerinin ¢oziimlerinin ve yaklasik ¢oziimler i¢in kurulmus olan birinci ve

ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinin kararlilik analizi arastirilmistir.
n,g herhangi bir dogal sayilar olmak iizere R" Oklid uzayinda Q =(0,1)" birim
acik kiipiin sIniri 0Q=S=5 US, , a (x),o(X),r(x), xX)(xe LZ(.(._E)) ,

f(t,x)(te(0,1),xeQ) bilinen diizgiin fonksiyonlar, c>0 ve 4 €(0,1), k,Kk,...k,

q
verilen reel sayilar ve Zk ; <1 olduklari varsayilsin. Tezde elde edilen 6zgiin sonuglar
j=1

asagidaki gibidir:
1. [0,2]x Q2 bolgesinde,

n

(t X) — z {a (x) "t X)j+0'u(t X) = p(x)+ f (t, x),

O<t<]l xeQ,
(4.1)

000 =900, U@L X) = Skt (A ) +p(0.U(g ) = (0. XD,

u(t,x)=0, xeS$,, %(t,x):o, xe$S,, 0<t<1

seklindeki bilinmeyen U ve p fonksiyonlu ¢ok noktali Neumann tipi st belirli Dirichlet-
Neumann karisik sinir deger probleminin ¢éziimii igin kararlilik Kestirimleri elde
edilmistir.

2. [0,1]xQ bolgesinde,



—gtit’(t,x)—gai;r[a,(x)g—x“r(t,x)}wu(t,x) =p()+ (&),

O<t<l xeQ,
10,0 =909, U LX) =Ykt (2,0 +w/(x), (42)
U4, X) =< (x), xeQ,

%(t,x)zo, xe$S, u(tx)=0 xeS,, 0<t<1

seklindeki bilinmeyen u ve p fonksiyonlu ¢ok noktali Neumann tipi ist belirli

Neumann-Dirichlet sinir deger problemi ele alinmistir. Bu problemin ¢oziimii i¢in

kararlilik esitsizlikleri kanitlanmistr.

3. Karisik sinir deger kosullari ile verilen Neumann tipi (4.1) ve (4.2) ¢ok boyutlu

eliptik tist belirli problemler i¢in

h _o9yh h
Uea (T 2U L) FUG ) | g () = )+ 10t %), k=12, N ~Lx €D,

.
U () =Ug () _ oy Un () Uy (X) <
— ¢ (X), .

35, 00000 =00,

i=1

U|:(X) ={"(x), xeQ,

seklindeki BMDFS incelenmistir.

4. Karigik sinir deger kosullar1 ile verilen (4.1) ve (4.2) Neumann tipi ¢ok boyutlu

eliptik iist belirli problemler i¢in

uy ., (X) —2u! (x) +u!, (x .
e (®) ;2( )+ s )+Ahu:(x)= p"(x)+ f"(t,,x),k=12..,N-1,xeQ,,

—3ug (X) +4uy' (X) —2u; (X) _ 2" (%) 3uy () —4uy_, (X) +2uy ,(x)

2t 2t
_i%[(3+ 24 )u|?+1(x) - (4 + 4 )u: (x)+ (1+ 24 )ul?—l(x):' =y " (x),

(-4 )UE (x) +/uiuI:+l(X) =<£(¥), xeQ,
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seklindeki IMDFS arastirilmistir.

5.1ki degiskenli eliptik denklem igin Neumann tipi ¢ok noktali Dirichlet-Neumann
smir deger probleminin ¢6ziimii i¢in algoritma sunulmustur ve MATLAB programi
kullanilarak sayisal ¢oziimler hesaplanmistir. BMDFS ve IMDFS’larnin sayisal deneyleri
elde edilmis olan teorik ifadeleri desteklemektedir.

6. Eliptik denklem i¢in Neumann tipi ¢ok noktali Neumann- Dirichlet sinir deger
probleminin sayisal ¢Ozlimiiniin algoritmas1 verilmistir ve sayisal ¢Oziimler
hesaplanmaistir. Sayisal sonuglar elde edilmis olan teorik ifadeleri desteklemektedir.

7. Sonuglarin karigik simir deger kosullariyla eliptik kismi diferansiyel denklemleri

iceren modelleri incelemekte katkisi olacaktir.
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6.EKLER

6.1. Ek 1. (3.3.1) Problemin MATLAB Program Kodlari

function equation3(N,M,lam0,lam1,lam2,lam3)

if nargin<l;end;

close;close;

T=1;tau=T/N;h=1/M;
IbtO=lamO/tau;10=floor(Ibt0);mu0=Ibt0-10;Ibt1=lam1/tau;l1=floor(Ibt1);mul=Ibt1-I1;
Ibt2=lam2/tau;12=floor(Ibt2);mu2=Ibt2-12;Ibt3=lam3/tau;13=floor(Ibt3);mu3=Ibt3-I3;
Ibtl0=Ibt0-10;
A=zeros(N+1,N+1,M+1);B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);

for n=1:M+1

for k=2:N

x=(n-1)*h;

A(K,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"*2+pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
B(k,k,n)=-2/tau"2-2*(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-1;
B(k,k+1,n)=1/tau"2;B(k,k-1,n)=1/tau"2;

End

B(1,1,n)=-1;B(1,2,n)=1;B(N+1,N+1,n)=1;B(N+1,N,n)=-1;
B(N+1,11+2,n)=-1/4;B(N+1,11+1,n)=1/4;B(N+1,12+2,n)=-1/4;B(N+1,12+1,n)=1/4;
B(N+1,13+2,n)=-1/4;B(N+1,13+1,n)=1/4;

end

R=eye(N+1,N+1);fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1

x=(n-1)*h;

for k=2:N

t=(k-1)*tau;fii(k,n)=-rsf(t,x);

end

fii(1,n)=tau*ksii(0,x);
fiil(N+1,n)=tau*(ksii(T,x)-(1/4)*ksii(lam1,x)-(1/4)*ksii(lam2,x)-(1/4)*ksii(lam3,x));



end

alphaf{1}=zeros(N+1,N+1);bethaf{1}=zeros(N+1,1);

for j=2:M

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(:,:,j);bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j) *bethaf{j-1}));
end

U=zeros(N+1,M+1);alphaf{M}=R; bethaf{M}=zeros(N+1,1);
QZ=A(:,:;,M)+B(:,;,M)+C(:,:;,M)*alphaf{M-1}; Q=inv(QZ2);
U(;,M+1)=Q*(R*(fii(:,M))-C(:,:;,M)*bethaf{M-1});

for j=M:-1:1

U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j};

end

pl=zeros(M+1,1);

for n=2:M

x=(n-1)*h;
uxx=-(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))*(-2*U(10+1,n)+U(10+1,n+1)+U(I0+1,n-1))/h"2;
ux=-(U(10+1,n+1)-U(10+1,n-1))/(2*h)*pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x));
Au=uxx+ux+U(10+1,n);p1(n,1)=aksii(lam0,x)-Au;

end

pl(1,1)=exactp(0); pl(M+1,1)=exactp(l);

V=zeros (N+1,M+1);

for n=1:M+1

x=(n-1)*h;

for k=1:N+1

t=(k-1)*tau; V(k,n)=U(k,n)+exact(lam0,x)-U(10+1,n);
end end

for n=1:M+1;

for k=1:N+1,
t=(k-1)*tau;x=(n-1)*h;es(k,n)=exact(t,x);esu(k,n)=exactu(t,x);
end end

for n=1:M+1;

x=(n-1)*h;esp(n,1)=exactp(x);

end
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maxerrorp=0;

for n=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(n,1)-p1(n,1))"2;

end

maxerrorp=maxerrorp”(1/2)*h"(1/2);
pu=U;ftf=esu-pu;fmatl=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmat1*h;fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2);maxerroru=max(fmat4);
pf=V;ftf=es-pf;fmat1=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmat1*h;fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2);maxerror=max(fmat4);
format('shortG");Grids=[N,M];
cevapFirstAccuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];
strl=strcat('Birinci Dereceden C6ziim N=",num2str(N),'M=",num2str(M));
figure;surf(pf);title(strl);xlabel('t eksen’);

ylabel('x eksen’);rotate3d,;
A=zeros(N+1,N+1,M+1);B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);
for n=1:M+1

for k=2:N;

x=(n-1)*h;
A(K,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2+pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
B(k,k,n)=-2/tau2-2*(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-1;

B(k,k+1,n)=1/tau"2; B(k,k-1,n)=1/tau”2;

end;

B(1,1,n)=-3;B(1,2,n)=4;B(1,3,n)=-1;
B(N+1,N+1,n)=3;B(N+1,N,n)=-4;B(N+1,N-1,n)=1;
B(N+1,11+1,n)=-1/4*(3+2*mul);B(N+1,11,n)=1/4*(4+4*mul);
B(N+1,11-1,n)=-1/4*(1+2*mul);B(N+1,12+1,n)=-1/4*(3+2*mu2);
B(N+1,12,n)=1/4*(4+4*mu2);B(N+1,12-1,n)=-1/4*(1+2*mu2);
B(N+1,13+1,n)=-1/4*(3+2*mu3);B(N+1,13,n)=1/4*(4+4*mu3);
B(N+1,13-1,n)=-1/4*(1+2*mu3);

end;

R=eye(N+1,N+1);fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1,
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x=(n-1)*h;

for k=2:N;

t=(k-1)*tau;

fii(k,n)=-rsf(t,x);

end;

fii(1,n)=2*tau*ksii(0,x);
fiil(N+1,n)=2*tau*(ksii(T,x)-(1/4)*ksii(lam1,x)-(1/4)*ksii(lam2,x)-(1/4)*ksii(lam3,x));
end;

U=zeros(N+1,M+1);

alpha{1} = zeros(N+1,N+1); betha{1} = zeros(N+1,N+1); gamma{1}= zeros(N+1,1) ;
Q=inv(B(:,:,2));

betha{2} = - Q*A(:,:,2); alpha{2} = - Q*B(:,:,2); gamma{2} = Q*R*fii(:,2);
for j=2:M-1,

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,))*alpha{j-1});
alpha{j}=-Q*(A(:;,:,))+C(:,:,j)*betha{j-1});betha{j}=zeros(N+1,N+1);
gammaq{j} = Q*(R*(fii(:.j)) - C(:,:.j)*gamma{j-1});

end;

alpha{M-1} = 4*R; betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ; alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R; gamma{M-2} = zeros(N+1,1);
A12=4*A(;,:,M-2)+9*B(:,:,M-2)+C(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3});
All1=-3*A(;,:;,M-2)-8*B(:,:,M-2)-C(:,:;,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3});
A21=-3*B(:,;,M-1)-8*C(:,:;,M-1); A22=A(:,:;,M-1)+4*B(:,:;,M-1)+9*C(:,:,M-1);
F1=R*(fii(:,M-2))-C(:,:;,M-2)*gamma{M-3}; F2=R*(fii(:,M-1)); Q=inv(A22);
QZ=A11-A12*Q*A21;F=inv(Q2);

U(,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2); U(;, M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1));

for j=M-1:-1:1;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gammaq{j};

end,

p2=zeros(M+1,1);

for n=2:M

x=(n-1)*h;
uxx=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))*(-2*(Ibtlo*U(10+2,n)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n))
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+Ibtl0*U(10+2,n+1)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n+1)+Ibtl0*U(10+2,n-1)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n-1))/h"2;
ux=(Ibtl0*U(10+2,n+1)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n+1)-1btl0*U(10+2,n-1)+(Ibtl0-1)
*U(10+1,n-1))/(2*h)*pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x));
Au=-uxx-ux+Ibtl0*U(10+2,n)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n);
p2(n,1)=aksii(lam0,x)-Au;

end

p2(1,1)=exactp(0); p2(M+1,1)=exactp(1); maxp=0;

for n=2:M;

maxp=maxp+(abs(esp(n,1)-p2(n,1)))"2;

end;

maxp=maxp”(1/2)*h"(1/2);V=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;
V(k,n)=U(k,n)+exact(lam0,x)-Ibtl0*U(10+2,n)+(Ibtl0-1)*U(10+1,n);
end;end,

pu=U;maxerroru=max(max(abs(esu-pu)));

pf=V;ftf=es-pf;

fmatl=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmat1*h;
fmat3=sum(fmat2,2);fmat4=fmat3.7(1/2);maxerror=max(fmat4);
format('shortG");

cevapSecondAccuracy=[maxerroru,maxp,maxerror];
cevap=[cevapFirstAccuracy,cevapSecondAccuracy]

strl=strcat('ikinci Dereceden Coziimii N=",num2str(N),'M=",num2str(M));
figure; surf(pf); title(strl); xlabel('t eksen’);ylabel('x eksen’); rotate3d;
function estx=exact(t,x)

estx=(cos(pi/2*t)+3*t+2)*sin(pi/2*X);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(cos(pi/2*t)+3*t)*sin(pi/2*x);

function estxp=exactp(x)

st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);chb=cos(pi*x);
estxp=-(pi"2)*ct*ch+pit2*ct*sa+pi2*st+pi2/2*st*sa+pi*2/2*st*ch+2*st;
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function ksi=ksii(t,x)

ksi=(-pi/2*sin(pi/2*t)+3)*sin(pi/2*x);

function aksi=aksii(t,x)

st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);cb=cos(pi*x);at=cos(pi/2*t);
aksi=(at+3*t+2)*(-pi*2/2*ct*cb+pit2/2*ct*sa+pin2/2*st+pit2/4*st*sa+......
pin2/4*st*cb+st); function rsftx=rsf(t,x)

st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);cb=cos(pi*x);at=cos(pi/2*t);
rsftx=pin2/4*at*st+(at+3*t)*(-pi*2/2*ct*cb+pi*2/2*ct*sa+pi2/2*st+pi~2/4*st*sa+.....
pin2/4*st*ch+st);

6.2. Ek 2. (3.3.17) Problemin MATLAB Program Kodlar:

function equation4(N,M,lam0,lam1,lam2,lam3)

if nargin<l;end;close;close; T=1;tau=T/N;h=1/M;
IbtO=lam0/tau;10=floor(Ibt0);mu0=Ibt0-10;Ibt1=lam1/tau;I1=floor(lbt1l);mul=Ibt1-I1;
Ibt2=lam2/tau;12=floor(Ibt2);mu2=Ibt2-12;Ibt3=lam3/tau;13=floor(Ibt3);mu3=Ibt3-13;
Ibtl0=Ibt0-10;
A=zeros(N+1,N+1,M+1);B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);

for n=1:M+1

for k=2:N

x=(n-1)*h;

A(kk,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2+pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
B(k,k,n)=-2/tau2-2*(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-1;
B(k,k+1,n)=1/tau"2;B(k,k-1,n)=1/tau2;

End

B(1,1,n)=-1;B(1,2,n)=1;B(N+1,N+1,n)=1;B(N+1,N,n)=-1;
B(N+1,11+2,n)=-1/4;B(N+1,11+1,n)=1/4;B(N+1,12+2,n)=-1/4;B(N+1,12+1,n)=1/4;
B(N+1,13+2,n)=-1/4;B(N+1,13+1,n)=1/4;

end

R=eye(N+1,N+1);fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1

83



x=(n-1)*h;

for k=2:N

t=(k-1)*tau;

fii(k,n)=-rsf(t,x);

end

fii(1,n)=tau*ksii(0,x);
fii(N+1,n)=tau*(ksii(T,x)-(1/4)*ksii(lam1,x)-(1/4)*ksii(lam2,x)-(1/4)*ksii(lam3,x));
end

alphaf{1}=R;bethaf{1}=zeros(N+1,1);

for j=2:M

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(:,:,j);bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,J))-(C(:,:,j) *bethaf{j-1}));
end

U=zeros(N+1,M+1);

for j=M:-1:1

U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j};

end

pl=zeros(M+1,1);

for n=2:M

x=(n-1)*h;
uxx=-(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))*(-2*U(10+1,n)+U(10+1,n+1)+U(I0+1,n-1))/h"2;
ux=-(U(10+1,n+1)-U(10+1,n-1))/(2*h)*pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x));
Au=uxx+ux+U(10+1,n);p1(n,1)=aksii(lam0,x)-Au;

end

pl(1,1)=exactp(0); p1(M+1,1)=exactp(l); V=zeros (N+1,M+1);
for n=1:M+1

x=(n-1)*h;

for k=1:N+1
t=(k-1)*tau;V(k,n)=U(k,n)+exact(lam0,x)-U(10+1,n);

End End

for n=1:M+1;

for k=1:N+1,;

t=(k-1)*tau;
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x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t,x);esu(k,n)=exactu(t,x);

end end

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

esp(n,1)=exactp(x);

end

pu=U;ftf=esu-pu;

fmatl=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmat1*h;
fmat3=sum(fmat2,2);fmat4=fmat3.7(1/2);
maxerroru=max(fmat4);maxerrorp=0;

for n=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(n,1)-p1(n,1))"2;

End

maxerrorp=maxerrorp”(1/2)*h"(1/2);pf=V;ftf=es-pf;
fmatl=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmat1*h;fmat3=sum(fmat2,2);fmat4=fmat3.”(1/2);
maxerror=max(fmat4);

format('shortG'); Grids=[N,M];
cevapFirstAccuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];

strl=strcat('Birinci Dereceden Coziimii N=",num2str(N),'M=",num2str(M));
figure;surf(pf);title(strl);xlabel('t eksen");

ylabel('x eksen’);rotate3d,;
A=zeros(N+1,N+1,M+1);B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);
for n=1:M+1

for k=2:N;

x=(n-1)*h;
A(Kk,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2+pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x))/(2*h);
B(Kk,k,n)=-2/tau""2-2*(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))/h"2-1;
B(k,k+1,n)=1/tau"2;B(k,k-1,n)=1/tau2;

end;

B(1,1,n)=-3;B(1,2,n)=4;B(1,3,n)=-1;
B(N+1,N+1,n)=3;B(N+1,N,n)=-4;B(N+1,N-1,n)=1;B(N+1,11+1,n)=-1/4*(3+2*mul);
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B(N+1,11,n)=1/4*(4+4*mul);B(N+1,11-1,n)=-1/4*(1+2*mul);
B(N+1,12+1,n)=-1/4*(3+2*mu2);B(N+1,12,n)=1/4*(4+4*mu2);
B(N+1,12-1,n)=-1/4*(1+2*mu2);B(N+1,13+1,n)=-1/4*(3+2*mu3);
B(N+1,I13,n)=1/4*(4+4*mu3);B(N+1,13-1,n)=-1/4*(1+2*mu3);
end;

R=eye(N+1,N+1);fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for k=2:N;

t=(k-1)*tau;

fii(k,n)=-rsf(t,x);

end;

fii(1,n)=2*tau*ksii(0,x);
fii(N+1,n)=2*tau*(ksii(T,x)-(1/4)*ksii(lam1,x)-(1/4)*ksii(lam2,x)-(1/4)*ksii(lam3,X));
end;

U=zeros(N+1,M+1);
alphaf{1}=4/3*R;bethaf{1}=-1/3*R;gammaf{1}=zeros(N+1,1);
Q=inv(B(:,:,2));

alphaf{2} =8/5*R; bethaf{2} =-3/5*R; gammaf{2} = zeros(N+1,1);
for j=3:M;

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*(A(:,:,))+C(:,:,))*bethaf{j-1});bethaf{j}=zeros(N+1,N+1);
gammaf{j} = Q*(R*(fii(:,))) - C(:,:,j)*gammaf{j-1});

end,

QZ=B(:,:;,M)+C(:,:,M)*alphaf{M-1}; F=inv(Q2);
U(:,M)=Q*(R*(fii(:,M))-C(:,:;,M)*gammaf{M-1});

for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j}*U(:,j+2)+gammaf{j};

end,

pl=zeros(M+1,1);

for n=2:M

x=(n-1)*h;
uxx=(2+sin(pi*x)+cos(pi*x))*(-2*(Ibtl0o*U(10+2,n)-(Ibtl0-1)
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*U(10+1,n))+Ibtl0*U(10+2,n+1)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n+1)+Ibtl0*U(10+2,n-1)-(IbtI0-1)
*U(10+1,n-1))/h"2;
ux=(Ibtlo*U(10+2,n+1)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n+1)-1btl0*U(10+2,n-1)+(Ibtl0-1)
*U(10+1,n-1))/(2*h)*pi*(-sin(pi*x)+cos(pi*x));
Au=-uxx-ux+Ibtl0*U(10+2,n)-(Ibtl0-1)*U(10+1,n);
pl(n,1)=aksii(lam0,x)-Au;

end

pl(1,1)=exactp(0); pl(M+1,1)=exactp(l); maxp=0;

for n=2:M;

maxp=maxp-+(abs(esp(n,1)-p1(n,1)))"2;

end;

maxp=maxp”~(1/2)*h"(1/2);V=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1;

x=(n-1)*h;

for k=1:N+1,;

t=(k-1)*tau;
V(k,n)=U(k,n)+exact(lam0,x)-Ibtl0*U(10+2,n)+(Ibtl0-1)*U(10+1,n);
end;end,

for n=1:M+1;

for k=1:N+1,;

t=(k-1)*tau;x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t,x);esu(k,n)=exactu(t,x);

end;end,

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;esp(n)=exactp(x);

end;

pu=U;maxesu=max(max(esu));maxappu=max(max(pu));
maxerroru=max(max(abs(esu-pu)));relativeerroru=max(max((abs(esu-
pu))))/max(max(abs(pu))); maxerrorp=0;

for n=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p1(n))"2;

end;

maxerrorp=maxerrorp”™(1/2)*h"(1/2); pf=V;ftf=es-pf;
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fmatl=abs(ftf);fmat2=fmatl.*fmatl*h;
fmat3=sum(fmat2,2);fmat4=fmat3.%(1/2);
maxerror=max(fmat4);format('shortG");
cevapSecondAccuracy=[maxerroru,maxp,maxerror];
cevap=[cevapFirstAccuracy,cevapSecondAccuracy]

strl=strcat('ikinci Dereceden Coziimii N=",num2str(N),'M=",num2str(M));

figure; surf(pf); title(strl); xlabel('t eksen");

ylabel('x eksen'); rotate3d;function estx=exact(t,x)
estx=(sin(pi/2*t)+3*t+2)*cos(pi/2*x);  function estxu=exactu(t,x)
estxu=(sin(pi/2*t)+3*t)*cos(pi/2*X); function estxp=exactp(x)
st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);cb=cos(pi*x);
estxp=(pi*st)*(pi*cb-pi*sa)+(pi"2/2*ct)*(2+sa+ch)+2*ct;

function ksi=ksii(t,x) ksi=(pi/2*cos(pi/2*t)+3)*cos(pi/2*x);function aksi=aksii(t,x)
st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);ch=cos(pi*x);at=sin(pi/2*t);
aksi=(at+3*t+2)*[(pi/2*st)*(pi*cb-pi*sa)+(pi*2/4*ct)*(2+sa+ch)+ct];

function rsftx=rsf(t,x)

st=sin(pi/2*x);ct=cos(pi/2*x); sa=sin(pi*x);ch=cos(pi*x);at=sin(pi/2*t);
rsftx=pi~2/4*at*ct+(at+3*t)*[(pi/2*st)*(pi*cb-pi*sa)+(pi*2/4*ct)*(2+sa+ch)+ct];
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