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OZET
YUKSEK LiSANS TEZIi

PARABOLIK DENKLEMLER iCiN COK NOKTALI LOKAL OLMAYAN SINIR
DEGER OZDESLESTiRME PROBLEMi

Pinar AKKAN

Giimiishane Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2020, 79 sayfa

Bu calismada, parabolik denklemler icin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger
Ozdeslestirme problemi ele alinmistir. Problemin ¢oziimiinin varligit ve kararlilik
kestirimleri arastirilmistir.

Ozdeslestirme problemin yaklasik ¢dziimiinii bulmak icin birinci ve ikinci
mertebeden sonlu fark semalar1 kurulmustur. Daha sonra, bu fark semalarin ¢6ziimii igin
kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Soyut sonuclar elde edildikten sonra Dirichlet sartlar1 ile verilen ¢ok boyutlu

parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in 6zdeslestirme problemin ¢éziimiiniin kararlilig



incelenmistir. Bu problem igin hem birinci ve ikinci mertebeden fark semalar1 kurulmus hem
de kararlilik analizi yapilmistir.
Ayrica test 6rneklerinde ¢ok noktali parabolik 6zdeslestirme sinir deger probleminin

¢Ozlimiini bulmak i¢in algoritma ve MATLAB kodlar1 sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Iyi tanimlilik, Kararlilik, Ozdeslestirme, Sinir deger problemi, Sonlu

fark semasi, Ters parabolik problem, Yaklasik ¢oziim



ABSTRACT
MS THESIS

SOURCE IDENTIFICATION PROBLEM WITH MULTI POINT NONLOCAL
BOUNDARY CONDITION FOR PARABOLIC EQUATION

Pinar AKKAN

Giimiishane University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2020, 79 pages

In this study, the multi-point non-local boundary value identification problem for
parabolic equations was investigated. The existence of the solution of the problem and the
stability estimates were investigated.

In finding the approximate solution of the identification problem, first and second
order finite difference schemes have been established. Then, stability estimates were
obtained for the solution of these difference schemes.

After obtaining the abstract results, the stability of the solution of the identification

problem for the multidimensional parabolic partial differential equation given by Dirichlet

Vi



conditions was examined. For this problem, both first and second order difference schemes
were established and stability analysis was performed.
In addition, algorithm and MATLAB codes are presented in the test samples to find

the solution of the multi-point parabolic identification boundary value problem.

Keywords: Well-definition, Stability, lIdentification, Boundary value problem, Finite

difference scheme, Inverse parabolic problem, Approximately solving
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Parabolik diferensiyel denklemler i¢in ¢ok noktali 6zdeslestirme smir deger
probleminin incelendigi bu tezde sirasiyla asagidaki islemler gergeklestirilmistir:

A operatorii H Hilbert uzayinda bir 6z eslenik pozitif tanimli operator,

Sy A, Sys My Sy 1, verilen gergek sayilar igin
>l <10<s <s,<...<s, <1
k=1

kosulu saglanmis olsun. Ayrica, ¢,y € H elemanlar ve f :[0,1] — H fonksiyonu verilsin.

(v, p) cifti igin

$+Av(t): p+f(),0<t<],

V() =, v(0) = Z/ukv(sk) ty

sinir deger problemi ele alinmis ve onun ¢oziimii i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
Ik olarak parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan smir deger

0zdeslestirme problemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in birinci mertebeden dogruluk

(Ve =V )+ AV = o+ p, o= (). 1<k <N,

r
1
Vy =0, VO—Z,Uth:l//,T:W,
i=1



fark semasi elde edilmis ve Kararlilik kestirimleri olusturulmustur. Burada I, :[i},
T

i=1..,r. Daha sonra parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger

0zdeslestirme problemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in ikinci mertebeden dogruluk

(v, —vk1)+A(I +%ij =(I +%j(f (tk 1j+ p},lsk <N,
2

Vy =,
r

Vo _Z{ﬂi (1_pi )Vli +:uipivli+1} =y

i=1

fark sema elde edilmis ve kararlilik kestirimleri olusturulmustur. Burada p, =i—[i},
T

i=1..r.

Sonraki asamada Dirichlet sarti1 ile verilen parabolik kismi diferansiyel denklem igin
¢ok noktali 6zdeslestirme sinir deger problemin ¢éziimiiniin kararlilig1 incelenmis ve birinci
ve ikinci mertebeden fark semalari olusturulmustur.

Bununla birlikte ¢alismada diferansiyel problem i¢in kararlilik kestirimlerini elde
etmek icin operator yontemleri (Krein, 1972; Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994), yaklasik
¢oziim i¢in sonlu fark yontemi (Samarskii ve Nikolaev,1989) kullanilmistir.  Numerik

¢ozlim i¢in ise MATLAB kodlari yazilmistir.

1.2. Temel Kavramlar

Bu kisimda, lineer ve normlu sistemler, Banach uzayi, i¢ ¢arpim uzayi, Hilbert uzayz,
sinirli lineer fonksiyoneller, sinirli operatorler, 6z-eslenik ve pozitif operatorler ile ilgili
kavramlar ve tanimlar verilmektedir. Gergek sayilar kiimesini R , karmagik sayilar kiimesini
ise C ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.1. A # @ bir kiime ve K bir cisim olsun. A’da ‘+’ ve ‘-’ skalerle ¢arpma islemleri,

+: AXA-> A,(a,b) >a+b

K XA-> A, (x,a) > a-a



seklinde tanimlansin. V a,b,c € AveVa,f € K igin

D@+b)+c=a+ b+ o),

2) a+b=>b+aq,

3) a + 0 = aigin A’nin sifir elemani denilen bir 0 € A vardir,

4) Va € Aigina + (—a) = 0ig¢in a’nin tersi denilen bir — a € A vardir,
55 a-(a+b)=a-a+ a-b,

B) (@ +p) - a=a-a+f-a,

Na-B-a)=(@-p)-a

8 1-a=a

kosullar1 saglaniyorsa A’ya K {izerinde bir lineer uzay denir (Debnath ve Mikusinski, 2005).
Tanmim 1.2.2. A # @ birkimeved : A X A — [0,+00) fonksiyonu verilsin. d fonksiyonu
Va,b,c € A igin

1) d(ab) = 0 © a = b,
2) d(a,b) = d(b,a),
3) d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

ifadelerini sagliyorsa d’ye A tizerinde bir metrik, (4, d) ikilisine ise metrik uzay adi verilir.
Burada d(a,b) = 0 & a = b kosulu yerine d(a,a) = 0 ifadesi alinirsa, d’ye bir yari-
metrik, (4, d) ikilisine de yari-metrik uzay adi verilir (Kreyszing, 1989).

Tamm 1.2.3. A, bir K cisminde lineer uzay ve |I-l: A — [0, +00) bir fonksiyon ise, |||

fonksiyonu Va,b € AveVa € K igin,

Difall=0 © a =0,
2)lla-all=|a|l llall,
 la+bl<lal +1bl

ifadeleri saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna A’ da bir norm, (4, II-Il) ’ya normlu uzay denir.
Buradalla ll= 0 & a = 0 kosulu yerine || a || = 0 esitsiligi alinirsa |||l fonksiyonuna

A’ da bir yari-norm, (4, lIl) ise yari-normlu uzay adi verilir (Kreyszing, 1989).



Tanmim 1.2.4. (A, I-l) normlu uzayiigind : A X A = R, d(a,b) =1l a — b |l bigiminde
tanimli d fonksiyonu, A iizerinde bir metrik fonksiyonudur. Burada betimlenen d metrigine
normun {irettigi metrik veya norm metrigi adi verilir (Kreyszing, 1989).

Tanmim 1.2.5. (A, II-1) normlu lineer uzayi verilsin. Ve > 0 igin bir N dogal sayis1 vardir 6yle
ki vn > N icin [la, — nll < € oluyorsa (a,) dizisi a € A ’e yakinsaktir. a, -

a(n - oo)yada lim a, = a ile ifade edilir (Maddox, 1973).
n—-oo

Tamm 1.2.6. (A, lI-Il) normlu lineer uzay olsun. V& > 0 sartin1 saglayan bir M dogal sayisi
vardir ki her mn > M igin || a,, — a, I < € ise (a,)’e Cauchy dizisi adi verilir
(Maddox, 1973).

Tamm 1.2.7. Her Cauchy dizisi bir normlu lineer uzayda yakinsak ise bu uzaya tam normlu
uzay denir. Tam normlu bir uzaya ise Banach uzayi adi verilir (Maddox, 1973).

Tamm 1.2.8. K = R veya C i¢in A bir lineer uzay olsun. (.,.): A X A — K fonksiyonu
asagida verilen sartlar1 sagliyorsa, bu fonksiyona A’de bir i¢ ¢arpim ve (4, (., .)) ifadesini

de bir i¢ ¢arpim uzay1 ad1 verilir (Musayev, 2000). V a,b,c € Ave u € K igin

1) (a,a) =2 Ove(a,a) = 0 © a =0,
2) (a,b) = (b,a),
3) (u-a, by = pu-{(a,b),

4) (a + b,c) = (a,c) + (b,c).
Teorem 1.2.1. A bir i¢-¢carpim uzayi ise, V a,b € A igin,

Ka, D) <llall-lbl

seklindeki esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir (Musayev, 2000).
Sonug¢ 1.2.1. A bir i¢ ¢carpim uzayi ise, V a,b € A igin,

la+bli<lal +1bl
seklindeki esitsizlige Ucgen Esitsizligi ad1 verilir (Musayev, 2000).

Tamm 1.2.9. Bir A i¢ ¢arpim uzayl, i¢ ¢carpimla tanimlanan norm altinda Banach uzay: ise

A’ya bir Hilbert uzay1 ad1 verilir (Debnath ve Mikusinski, 2005).



Tanim 1.2.10. X bir karmasik lineer sistemi verilsin. Her x € X elemani i¢in bazi karmagik
f (X) say1 karsilastirilabiliyorsa, o zaman X lizerinde bir f(x) fonksiyonel tanimlanmistir
(Krein,1972).

Tamm 1.2.11. Hera,be X ve her A,ue X igin f(la+ub)=Af(a)+ uf(b) ise, bu
durumda f(x) fonksiyoneline lineer denir (Krein,1972).

Tamm 1.2.12. Eger her a € X i¢in | f (X)| < C||X|| olacak sekilde negatif olmayan bir c sabit
varsa, f(X) e sinirl lineer fonksiyonel denir. Esitsizligi saglayan en kiigiik c sabite f(X)

lineer fonksiyonelin normu denir ve |/f| ile gosterilir. Fonksiyonelin normu igin

X
[F ) =sup|f (X)| formiilii gecerlidir (Krein,1972).

f —sup
Il P

Tamm 1.2.13. X ve Y aym F cismi Ustiinde iki lineer uzay ve A: X — Y operatorii
verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzayr ve A(ax + fy) = aA(x) + PA(Y),Vx,y €
D(A) veVa,B € F ise A’ya lineer operator ad1 verilir (Kreyszing, 1989).

Tamm 1.2.14. A: X — X operatori verilsin. Her x € X i¢cin Ax = x ise A operatdriine
birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve I, sembollerinden biriyle gosterilir (Kreyszing,
1989).

Tanim 1.2.15. X veY iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi D(4) < X ve goriintli
kiimesi R(A) < Y olan bir operator olsun. Eger A operatdrii D(A) nin X de smirli her
kiimesine R(A)’nin Y de sinirh bir kiimesini karsilik getiriyorsa A’ ya sinirl bir operator
denir. Yani, [|Ax|ly < c|lx|lx, her x € D(A) olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa,

A’ya sinirli bir operator denir. Esitsizligi saglayan en kiigiik ¢ sabitine A operatdriin normu

| Ax]y sup||Ax|| olur
[ —

denir ve ||A||X_>Y ile gosterilir. Tanima gore, sup

XY

(Krein,1972; Kreyszing, 1989).

Tamm 1.2.16. H Hilbert uzayinda tanimli A bir sinirh lineer operatér olsun. Ayni

uzaydaki A’ operatorii, A operatoriin eslenigi olarak adlandirilir ve (AX,y)= <X, A*y>

formiille belirlenir. Eger A" = A ise A ’ya dz-eslenik operator adi verilir (Krein,1972).



Tamm 1.2.17. Eger her X # 0 eleman igin <AX, X> > 5<X,X> (0 >0) ise 6z-eslenik A
operatoriine pozitif tanimli denir. Oz-eslenik pozitif tanimli A operatdriin - f (A)

fonksiyonunun normu igin || f (A)” < sup | f (/1)| kestirim gegerlidir (Krein,1972).
O<A<o0

Tamm 1.2.18.
d dy
dx dx | = 121
P |-y +2p()y o< s
Ly=2p(x)y=0 (1.2.2)

(1.2.1) veya (1.2.2) esitliklerinin

V,(y)=K,y(a)+M,y’ (a)=0
V,(y)=K,y(b)+M,y'(b)=0

sinir kosullarini saglayan ¢oziimiiniin elde edilmesine Sturm-Liouville sinir deger problemi
denir. Bu esitliklerde K, K,,M;,M, reel sabitler olup, KZ+M?#0, KZ+MZ=0

kosullar1 saglanmaktadir.

1.3. Literatiir Taramasi

Son yillarda matematiksel fizik denklemler i¢in ek kosullarin verilmesiyle
olusturulmus olan kurtarma modelleri miithendisligin ve fizigin farkli uygulamali alanlarinda
etki etmesinden dolay1 6zdeslestirme problemlerinin 6nemi daha da artmustir.

Bu tlir modelleri arastirmak i¢in klasik yontemler (Fourier serileri, Fourier ve Laplace
integral yontemler) sabit katsayili durumlarda uygulanabilmektedir. Ancak kismi
diferensiyel denklemler igin 6zdeslestirme problemlerinin yaklasik ¢6ziim yontemlerinden
en kullanisl yontem; operator yaklasimi uygulayan sonlu farklar yontemidir (Samarskii ve
Nikolaev, 1989). Ozellikle parabolik denklemler igin farkli iist belirli smir deger
problemlerini ve onlarin yaklagimlarini i¢eren literatiirde birgok arastirma vardir (Eidelman,
1991; Dehghan, 2001; Kalmenov ve Shaldanbaev, 2010; Kabanikhin, 2011; Ashyralyev,
2011; Ashyralyev ve Erdogan, 2011; Ismailov ve Kanca, 2011; Ashyralyev, Erdogan ve
Demirdag, 2012; Ashyralyyev ve Demirdag, 2012; Guidetti, 2012; Rashedi, Adibi ve


https://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=F5m6XF5dS2xzNPYNn8v&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=en_US&daisIds=1418663
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?authorId=55597309100&amp;eid=2-s2.0-84902463114
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?authorId=55597309100&amp;eid=2-s2.0-84902463114

Dehghan, 2014; Ashyralyev ve Erdogan, 2014; Mohebbi ve Abbasi, 2015; Kozhanov,
2017, Pyatkov ve Samkov, 2017; Azizbayov ve Mehraliyev, 2017; Sazaklioglu, Ashyralyev
ve Erdogan, 2017; Sadybekov, Oralsyn, Ismailov, 2018; Sazaklioglu, Ashyralyev ve
Erdogan, 2018; Ashyralyyeva ve Ashyraliyev, 2018; Baglan ve Kanca, 2019)

Dehghan (2001) kaynak kontrol parametresi ile birlikte difiizyon denklemi ile ilgili
ters bir problem ele almis ve kontrol parametresini tanimlamak igin ¢esitli sonlu fark
semalar1 sunmustur.

Kalmenov ve Shaldanbaev (2010), bir ters 1s1 probleminin ¢6ziilebilirlik kriterini
belirlemislerdir. Bu baglamda dogrusal operator teorisi yontemlerini kullanarak sinir deger
probleminin kesin ¢oziimiiniin varliginin bir kriterini olusturmaya calismislardir. Bu
calismanin yonteminin geleneksel olanlardan temel farki, verilen problemi Hilbert
uzaylarinda matematiksel fizikteki diger birgok g¢alismada oldugu gibi diferensiyel bir
denklemden ziyade operator olarak ele almalaridir.

Ashyralyev (2011) ise E Banach uzayinda tanimli olan sert pozitif A operatorii ile

verilen parabolik denklem i¢in p parametresini belirlemek amaciyla

%4‘ Av(t)=p+ f(t),0<t <],

v0)=o.v(@) =y

sinir deger problemini ele almistir. Caligma sonucunda verilen smir deger problemin
¢Ozlimii icin Holder normlarinda kararlilik esitsizlikleri elde edilmistir.

Ashyralyev ve Erdogan (2011) tek boyutlu parabolik denklemin sag tarafinin Dirichlet
kosulu ile yeniden yapilandirilmasinin ters probleminin sayisal ¢ozlimlerini sunmuslardir.
Calismada dogruluk farki semalarinin birinci ve ikinci derecelerinin ¢dziimleri i¢in zorlayici
kararlilik tahminleri yapilmistir.

Ismailov ve Kanca (2011) lokal olmayan sinir ve iist belirli kosullari ile 1s1 denklemin
¢ozliimii ile birlikte zamana bagli 1s1 kapasitesi katsayisinin bulunmasi (ters) problemini ele
almiglardir. Bu calismada, igerikle ilgili olan varlik ve teklik teoremleri kanitlanmis ve bu
ters problemin sayisal ¢oziimii ile ilgili baz1 diislinceler lizerine 6rnekler sunulmustur.

Ashyralyev, Erdogan ve Demirdag (2012), Hilbert uzayinda parabolik denklem igin

iist belirli baglangig¢ sinir deger problemin yaklagik ¢6ziimii i¢in I. ve 1. mertebeden dogruluk
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fark semalarimi incelemislerdir. Bu baglamda c¢alismada olusturulan fark semalarinin
¢oziimil i¢in kararlilik tahminleri elde edilmis, sayisal teknikler gelistirilmis ve algoritmalar
bir 0rnek lizerinde test edilmistir.

Ashyralyyev ve Demirdag (2012) arastirmalarinda, pozitif A operatorii ile keyfi bir E
Banach uzaymda V'(t)+Av(t)=f(t)+p (0<t<1),v(0)=¢,v(1)=y parabolik
denkleminin p parametresini belirleme simir degeri problemini goz Oniine almislardir.

Calismada yaklasik ¢6ziim icin |. mertebeden dogruluk fark semasinin iyi tanimlig
gosterilmis ve onun ¢ozliimii igin kararlilik ve hemen hemen koersiv Kararlilik kestirimleri
ispatlanmustir.

Guidetti (2012), kaynak terimin soyut bir parabolik sistemde yeniden yapilandirilmasi
problemini ele almistir. Sistemin ¢oziimiinii kaynak terimin bilinmeyen kism ile birlikte
belirlemek icin gerekli olan tamamlayici bilgiler, zaman araliginda genel Borel 6l¢iisiine
gbre ¢coziimiin bir zaman integrali bilgisi ile verilmistir. Maksimum diizenlilik tipi olan bir
¢Oziimiin varlhigr ve tekligi teoremi kanitlanmistir.

Ashyralyev ve Erdogan (2014) lokal olmayan kosullarla parabolik bir denklemin sag
tarafinin yeniden belirlenmesi problemini ele almiglardir. Bu problemin iyi tanimliligi
uyumlu uzaylarda ispatlanmistir.

Mohebbi ve Abbasi (2015), bilinmeyen kontrol parametresini ve bilinmeyen
parabolik ters problem ¢Ozliimiinii belirlemek icin {iist mertebede bir fark semasi
kurmuslardir. Arastirmacilar, Onerilen sayisal semada, konuma gore tiirevi dordiincii
dereceden bir kompakt sonlu fark yaklasimi ile degistirmislerdir. Daha sonra 6nerilen
semanin kararliligin1 ve yakinsamasini arastirmiglardr.

Kozhanov (2017), birinci veya ikinci baslangig sinir deger problemlerinin sinir
kosullarina sahip olan parabolik denklemlerde u (x,t) ¢Oziimii ile p (t) ve q (t)
katsayilarinin  belirlenmesinde dogrusal olmayan ters problemlerin ¢dziilebilirligini
incelemistir.

Pyatkov ve Samkov (2017) duragan olmayan 1s1 ve kiitle aktarim (bir sivinin sicaklig
ve konsantrasyonu i¢in parabolik denklemleri igeren Navier-Stokes sistemi) igin sag tarafi
ile ¢6zlimiin kendisini bulma ters problemlerin ¢oziilebilirligini aragtirmiglardir.

Sazaklioglu, Ashyralyev ve Erdogan (2017) integral kosullu st belirli zamana bagl
kaynak tanimlama problemini (yar1 dogrusal bir parabolik denklem tarafindan yonetilen ters
bir problemini) ele almislardir. Bu diferensiyel problem igin kararlilik tahminleri belirlenmis

ve problemin yaklasik ¢oziimii i¢in 1. ve Il. dogruluk farki semalar1 6nerilmistir.



Sadybekov, Oralsyn ve Ismailov (2018) lokal olmayan smir ve integral tstbelirli
kosullari ile parabolik bir denklemde zamana bagli bir 1s1 kaynagi bulmada ters bir problemi
arastirmiglardir. Bu problemin siir kosullar1 diizenli olmakla birlikte, problemdeki temel
fark Ozfonksiyonlar sisteminin tam olmamasidir. Ayrica ¢alismada varlik, teklik ve
stireklilik baglaminda genel Fourier yonteminden yararlanilmistir.

Sazaklioglu, Ashyralyev ve Erdogan (2018) Banach uzayinda {istbelirli yar1 dogrusal
bir denklem i¢in kaynak tanimlama ters problemin ¢oziilebilirligini ve ¢6ziimiin tekligini
arastirmiglardir. Ayrica, bu problemin sayisal ¢6ziimii i¢in Rothe fark semasi incelenmistir.
Daha sonra bu fark semasinin varligi ve tekligi ile ilgili sonug verilmistir. Onerilen ydntemin
etkinligi hesaplama deneyi ile degerlendirilmistir.

Ashyralyyeva ve Ashyraliyev (2018) bir boyutlu hiperbolik-parabolik denklem i¢in
Neumann smir kosulu ile kaynak tanimlama problemlerin sayisal ¢6ziimlerini
aragtirmiglardir. Calismada, Neumann sinir kosulu ile hiperbolik-parabolik denklemler igin
tanimlama problemlerinin sayisal ¢6ziimii i¢in bir birinci dogruluk farki semasi sunulmustur.
Ayrica bu fark semasi basit bir test problemi icin uygulanmis ve sayisal sonuglar
sunulmustur.

Baglan ve Kanca (2019) periyodik sinir ve integral iistbelirli kosullart ile iki boyutlu
yar1 dogrusal parabolik ters problemin katsay1 problemini aragtirmiglardir. Iterasyon yontemi
ile ¢o6ziimiin varhig, tekligi ve verilere stirekli bagimliligi kamtlanmistir.  Ayrica,
dogrusallastirma ve implicit sonlu farklar semasini kullanarak bu ters problem icin sayisal
¢Oziimii diistinmiislerdir.

Literatiir taramas1 sonucu bazi arastirmacilarin parabolik denklemler i¢in iist belirli
sinir deger problemlerin iyi tanimliligi inceledigi (Ashyralyev, 2011; Ashyralyev, Erdogan,
Demirdag, 2012; Ashyralyyev, Demirdag, 2012), baz1 arastirmacilarin ise ters parabolik
denklemler i¢in lokal olmayan smir deger problemlerin iyi tanimliligi inceledigi
(Ashyralyyev, Dural ve Sozen, 2012;  Ashyralyyev, 2018, Ashyralyyev, 2020)
belirlenmistir. Ancak parabolik denklemler i¢in lokal olmayan sinir deger sartlariyla
0zdeslestirme problemleri incelenmemis ve bu tiir problemler igin kararlilik analizi
yapilmamustir.  Iste bu tez calismasi ile yaklasik ¢dziim icin kararlilik durumuna agiklik
getirilecek ve elde edilen sonuglar literatiirdeki bu boslugu dolduracaktir.

Bu amagla ¢alismada parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger
Ozdeslestirme problemin ¢oziimiine kararlilik kestirimleri olusturulacaktir. Bu baglamda

parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger 6zdeslestirme problemin



yaklasik ¢Oziimiinii olusturacak I. ve Il. mertebeden fark semalar1 kurulacak ve fark
semalarin ¢6ziimil i¢in kararlilik kestirimleri elde edilecektir. Ayrica Dirichlet sinir kosulu
ile verilen 6zdeslestirme problemin ¢6ziimlerinin kararliligi incelenecek ve bu problem igin
birinci ve ikinci mertebeden kararli fark semalar1 kurulacaktir. Daha sonra ¢ok noktali
parabolik 6zdeslestirme smir deger probleminin ¢éziimiinii bulmak i¢in algoritma ve test
ornekleri icin MATLAB kodlar1 verilecektir.

Ayrica bu tezde arastirtilacak problemlerde operatorler 6z eslenik ve pozitiftir.
Sonuglarin farkli sinir kosullariyla parabolik kismi diferensiyel denklemleri iceren modelleri
incelemeye de katkisi olacaktir. Bununla birlikte kararlilik esitsizlikleri problemin
¢Ozliimiiniin verilere gore belli bir uzayda kararli olmasini géstermektedir. Yani, bir uzayin
normunda veriler az degistiginde ¢oziimde belli bir uzay normunda az degismelidir.

Sonuglar ¢6ziim i¢in kararlilik kestirimlerini icermelidir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sabit Katsayth Lineer Parabolik Denklem Icin Lokal Olmayan
Ozdeslestirme Probleminin Coziimlerinin Klasik Yontemlerle Bulunmasi

Bu kisimda, sabit katsayili lineer parabolik kismi diferensiyel denklem igin lokal
olmayan 6zdeslestirme sinir deger problemleri; Fourier serileri, Fourier integral doniisiim ve
Laplace integral doniisiim yontemleri uygulanarak ¢oziilecektir.

Ilk olarak, Fourier serileri yontemi uygulayarak Ornek 1°deki 6zdeslestirme sinir deger

problemin ¢oziimiinii ele alalim.

Ornek 1. [0,1] X [0,1] bolgesinde uve p bilinmeyen fonksiyonlar igin

ou o
E—yz p(X)+ f(t,X),
f(t,X):27r23in7rx+2t7r28in7rx , te(O,l) ,Xe(O,l),

u(0,x) = 2sinzx,
u(l,x)—u(%,x):sinﬁx,x e[0,1],

u(t,0)=0,u(t1)=0,te[0,1]

(2.1.1)

Baslangi¢-siir deger probleminin ¢dziimii Fourier seri yontemiyle asagidaki gibidir.

Coziim 1: Coziimii
u(t,x)=v(t,x)+a(t X)

seklinde arayalim. Burada v(t, x) yardimc1 fonksiyon



ov o
a—y=f(t,x),te(0,l) ,xe(0,1),

v(1, x)—v(%,xj—v(o, x)=-sinzx,x €[0,1],

v(t,0)=0,v(t,1)=0,t[0,1]

seklindeki problemin ¢oziimii ve w(t, x) yardimcei fonksiyonu

o, — 0, = p(X), te(0,1),xe(0),
w(0,x)-o(1, x)+a)(%, x)
=u(0,x)—Vv(0,x)—u(L x)+V(L, x)+u(%,xj—v(%,xj,x €[0,1],

o(t,0)=0,0(t,1)=0,t €[0,1]

formundaki probleminin ¢oztimidiir.

[k énce (2.1.3) probleminin ¢dziimiinii elde edelim. (2.1.3)’{in ¢6ziimiinii
o(t, X) = a(t, x)+ A(t, X)

bigiminde arayalim. Bu ¢6ziimde «(t, x) fonksiyonu,

fa 22 _0,te(01).xe(0),
OC(O,X)—OC(].,X)-}-CI(%,X):O,X6[0,1],
a(t,0)=0, te[0,1]

a(tzl) =_o, te[0,1]

problemin ¢6ztiimii ve A(t, x) fonksiyonu ise
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2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)



B =By =p(x),t(0,1),xe(0,1),
£(0,x)-p(1, X)‘*‘ﬂ(%,xj:O,XE[O,l],

B(1,0)=0,te[0,1]
B(t1)=0,te[0,1]

(2.1.5)

problemin ¢éziimidiir.
(2.1.4)Gn ¢oziminii degiskenlere ayirma yontemiyle bulalim. Bu problemin

¢Ozuiminu

at,x)=X(xX)T({)=0

seklinde arayalim. Bu ¢6ziim (2.1.4)’deki diferensiyel denklemde yerine yazilirsa
T'(t).X(x)=T(t).X "(x) (2.1.6)
elde edilir. (2.1.6)’dan

L(X):/l ve T'—(t):/l
X(x) T

yazilir. (2.1.4) ‘Gn smir sartlarim1 ve (2.1.6) denklemini kullanarak bilinmeyen X (x)

fonksiyonu i¢in

X "(X)=AX (X) =0, 0< x <1
X(0)=0,X(1)=0

(2.1.7)
Sturm-Liouville problemi elde edilir. (2.1.7) problemin karakteristik denklemi z*—1=0

seklindedir. Karakteristik denklemdeki A parametresi i¢in 3 durum s6z konusudur:

1. Durum:
A>0 ;11]2:1\/1 oldugu durumda (2.1.7) probleminin diferensiyel denklemin

¢OzUimi
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X (x) = eV +c,e VA

seklindedir. (2.1.7) sinir sartlar1 kullanildiginda

c,+¢C, =0,

¥ 7 _g

ce't +c,e

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden,

yazilir. Sonug olarak,

¢, =0,c,=0 = X(x)=0.

elde edilir. O halde A >0 durumunda (2.1.7) Sturm-Liouville problemin 6zdegeri ve
ozfonksiyonu yoktur.

2. Durum:

A =0 ise X"(x)=0olur ve bu denklemin genel ¢6ziimii
X(X)=cx+c,
seklindedir. (2.1.7) sinir sartlarin1 yerine koyarsak,

0-c,+1.c, =0,
l.c,+1.c,=0

yazilir. Bu iki denklemin ¢6ziimiinden
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¢, =0,c,=0,X(x)=0.
elde edilir. O halde A = 0 6zdeger degildir ve bu durum igin 6zfonksiyon yoktur.

3. Durum:

A < 01i¢in denklemin genel ¢oziimii C;,C, keyfi sabitleri i¢in

X (X) =€,.C08/=AX+C,.5iN/—AX
seklindedir. (2.1.7) probleminin birinci sinir sartini yerine koyarsak

X(0)=c +c,.0=0 = ¢ =0,
X (@) =c,.cos4/-4 +¢,.5iny/-1 =0

ifadeleri elde edilir. (2.1.7)’deki ikinci sart dikkate alindiginda
c,.sinv-1=0,c, =0,
sinv-4=0 = -4, =K,
A =-k*z*  k=123,..
ozdegerleri bulunur. Sonugta her A, 6zdegerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar
X, (X) =sinkzx, k=123,..

seklindedir. Elde edilen A, 6zdegerleri kullanilarak

T.'®
T, (1)

= ﬂ'k = —k27[2

denkleminin genel ¢6ziimii; A, keyfi sabit olmak iizere,
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T, (t) = Ae™", k=123

seklinde yazilabilir. Boylece a(t, x) ’in ¢oziimii,
a(t,x)=>" A e sinkzx
k=1
olarak elde edilir. (2.1.4) problemindeki her X € [0,1] icin sinir sartlarindan yararlanilarak

a(0,x)—a(l, %) +a(%, X) =0,

Z Ll—e‘k2”2+e 2 ]sinkﬁx:o

k=1

ifadeleri elde edilir. Bu durumda,
All-e*" +e 2 |sinkzx=0,vxe[0,1]] = A =0

olur. O halde (2.1.4) probleminin ¢oziimii (t,x)=0"dur.

Simdi (2.1.2) problemin ¢dziimiinii bulalim. Bu problemin ¢éziimiinii

v(t, X) = i A (t) sinkzx

seklinde arayalim. Bu durumda

v(tx) =S A (t)sinkzx,

Vo (6, %) = —(k7)" D A (t)sinkzx

00
k=1
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elde edilir. O halde (2.1.1) ve (2.1.2)’den

Z[Ak (t)+ (k)" A (t)}sin kzx = f (t,x)=(2+2t)z*sinzx

k=1
elde edilir. Bu son ifadeden

A'(t)+7°A(t)=27° (1+1) (21.8)
A,'(t)+(mz)’ A, (t)=0, m=234,.. (2.1.9)

yazilir. Ayrica
1 .
v(L, x) —V(E,X) —V(0, x) =—sin zx

lokal olmayan kosul dikkate alindiginda

Z|:A< (1)-A G)— A (O)}sin kzx = —sin zx

0
k=1

oldugu asikardir. Boylece,

An(l)—An(%j—An(o):o, m=2,34,.. (2.1.10)
Ai(l)—Ai(%)—A&(O)z—l m=1 (2.1.12)

elde edilir. (2.1.9) diferensiyel denkleminin ¢6ziimii C, bir keyfi sabit olmak {izere

A, (t)= C;lef(m”)2t seklindedir. Her m=2,3,4,... i¢in (2.1.10) denklemini g6z 6niine alirsak,

ce™ —ce 2 —¢ =0
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ifadesi elde edilir. Bu ifadeden ¢, =0dir. O halde, A, (t)=0 olur. (2.1.8) diferensiyel

-t

denkleminin genel ¢oziimii A (t)=c,e seklinde olduguna gore (2.1.11)

denkleminden

77[2

_ .2
ce’” -ce? —c,=-1

veya

dir. Bu durumda (2.1.2)’in ¢oziimii

e—/rzt
v(t, X) =——— sin zx

2 -

1-e”" +e?
seklindedir. Bu durumda

p(x) = _azu(o, X) . o*v(0,x)

OX? Ox?

olur ve (2.1.1)’de u(0,x)=2sinzx oldugundan,

o°u(0,x)

Ve =-27%sinzx
X

yazilir. Ayrica

-t
v(t, X) =———=.sinzX
,

1-e7”" +e?

18



oldugundan

v(O,x)_ — sin zx
l-e7” +e?2
aZV(O, X) —r? .
= sin X
ox? , =
l-e" +e?2

1-26" +2 2 | ,
T

olmak tizere
p(x)=q,.sinzx

seklinde yazilabilir. Sonug olarak «(t,X) igin ¢6ziim bulunmus olur.

Ikinci olarak (2.1.5) problemi igin A(t,Xx) ¢oziimiinii bulalim. A (t) bilinmeyen

fonksiyonlar olmak lizere £(t,x) ¢6ziimiini,

Bt,x) =D A (t)sinkrx (2.1.12)
k=1
seklinde arayalim. S3(0,x)— 8@ X)+ (%, X) =0 lokal olmayan sartindan

i(ﬂ(o)— AL+ Ak(%)jsin kzx =0,V x €[0,1]

k=1

elde edilir. Bu ifadeden

19



Ax(o)—/&(l)”y(%}o (2.1.13)

yazilabilir. Diger taraftan (2.1.12) ifadesinin tiirevi alinirsa

£t =3 A (B)sinkzx

elde edilir. (2.1.5) probleminde g, (t,x) ve p, (t,x)ifadelerini yerine koyarsak,
S AL Osinkzx+ S A (k22 sinkzx = p(x)
k=1 k=1

elde edilir. Bu durumda,

o0

> (A O+ A Oz )sinkzx = g,.sin 7x

k=1

yazilabilir. Elde edilen esitligin her iki tarafin1 sinmzx,m=1,2,3,... ile ¢arpip 0’dan 1’¢e

kadar integral alinirsa

© 1 1
Z(A'k )+ A (Dk*z? ).[sin mzxsin kzxdx = J'sin mzx.q,.sin zx dx
k=1 0 0

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki,

1
_[sin mz xsin Kz xdx
0

integralinin degeri,

k#migin0’a, k=m igin % ’ye esittir. O halde, her m=1,2,3,...i¢in
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1
A' ()+A ()m’z° = stin mzX.q,.sin zxdx,

0
k=m=1->A 0)+AMt)~7"=q (2.1.14)
k=m=#1l->A' ()+A (t)z*=0 (2.1.15)
oldugu asikardir. O halde (2.1.15) denkleminin ¢oziimii m=2,3,4,...igin A (t)= ce ™

olur ve (2.1.13) sartina gore

_71-2

-7 2 —
C,—Ce " +ce? =0

elde edilir. Bu ifadeden ¢, =0 ’dir. Bu durumda (2.1.14) denkleminin ¢6ziimii

A (t) =A (O)e—ﬂzt + j‘e_”z(t_s).ql.ds =A (O)e—zrzt n (:I'L:r)ql

0 T

1 ..
olur. Bu ¢6ziimde t zl,E icin

seklindedir. (2.1.13)1 dikkate alarak

, =
-7 +e? |0,

Al (0) = 2 =0,
(1—e”2 +e2}z2
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ifadesi elde edilir. Bu durumda (2.1.12)’deki

Bt.x) =S A ®sinkzx igin

Bt,x) = A (t)sinzx = (qze‘”2t +[1—e2” t ].ql].sin X

Vs

elde edilir. Sonug olarak «(t, x) = 0oldugundan w(t, x) ¢oziimii,

o(t,x) = B(t, x)

olur. Simdi v(t, x) ve a(t, x) ¢gozlimlerini u(t, x) *de yerine yazacagiz.

7% . ) 1_ —zt .
u(t,x)=V(t,x)+co(t,x)=e—_ﬂz.sm7rx+(q2e‘”‘+( ;:2 J.ql}sm;zx
l-e" +e 2

denklemi elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimii,

22 22
2 X 2 X
, (—e” +e? ||1-2e" +2e? j
-7t

_ 2 2
2 % . = R
l1-e7” +e l-e” +e 2 ||1-e" +e?2

2

+(1—e’”2t) 1-2e" +2e%

e

. sin 7z x
,

l-e”" +e?

2

seklindedir. Elde edilen bu ¢6ziimden

E(t)=e ",
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kisaltmalar1 kullanilarak ¢6ziim

u(t,x)= { Els[) +( FF_lj(ZFF_lj E)+(1- E(t))(%ﬂ.sin X

seklinde yazilabilir. O halde,

u(t’x){ze—F—E.ZE(t)+E(t)

}.sin X

sonucu elde edilir. Bir bagka ifadeyle sonug,

u(t,x)= + sin X

seklindedir.
Simdi, sabit katsayil1 lineer parabolik denklem i¢in lokal olmayan 6zdeslestirme sinir
deger problemin ¢dziimiinii Fourier integral yontemi kullanarak Ornek 2 iizerinden ele

alalim.

Ornek 2: [0,1] x R bolgesinde uve p bilinmeyen fonksiyonlar i¢in

au(t,x) o°u(t,x)
ot ox?

+u(t,x) = p(x)+ f(t,x),

ftx)=—(4x-1).(3+2t)e™,  te(0,1),xe(-o,), (2.1.16)

2 1 (1 1 (1 S ¢
u(o,x)=e™, u(,x)==u| =,x |[-=u| =,x [+=e ,xe(—o,®
(0.x) =, uax)=3u[ 3. x]-2u( xS xe o)
baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiinii Fourier integral doniisiimii yontemiyle bulalim.
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Coziim: Baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ozimiinii
u(t,x)=v(t, x)+a(t, x) (2.1.17)
seklinde arayalim. Burada v(t, X) yardimci fonksiyon

ov(t,x) o°v(t,x)
ot Ox?

+v(t,x) = f(t,x), te(0,1),xe(—o0,x),

1 (1

v(l,x)—%v&,xj+zv(z, J—V(O,X) (2.1.18)

ZU(l,X)—%U(%,Xj+%U(%,Xj—U(O,X)=geXZ,XE(—OO,OO)

seklindeki lokal olmayan baglangi¢ sinir deger problemin ¢oziimii ve w(t,x) yardimeci

fonksiyonu ise

o, (t, X) — @, (t,X) + o(t,x) = p(x),t €(0,1), x € (—o0,0),
1 1 1 1
CU(O, X)—a)(l, X)+Ea)[z,Xj—Ea)(E, XJ
(2.1.19)
4 2

_lu E,X +1u i,x =O,x€(—oo,oo)
2 \2 2 \2

bicimindeki lokal olmayan sinir deger problemin ¢oziimiidiir.

=u(0,x)-v(0,x)—u (L x)+V(l, x)+%u(l,x)—lv(%,xj

[lk 6nce (2.1.18) probleminin ¢dziimiinii bulalim. (2.1.18)’deki diferensiyel
denklemin her iki tarafina X degiskenine gore Fourier integral doniisiimiinii uygulayalim.

Bu durumda

V(t,s)=F{v(t,x)},
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V,

(t,s)= F{vt (t,x)},
F{V, (£ %)} ==s*F {v(t,x)} =—sV (t,s)

olur. Bu ifadelerden

V(t,s)+sV (t,s)+V(t,s)=F {(1—4x2)(3+ 2t)e’x2} (2.1.20)
denklemi elde edilir. E(s)=F {e‘xz} notasyonu kullanilarak,

Fi(2-4¢-1)(3+2t)e™ | = F(2-4x") (3+2)e™ |- (3+2t)F {e™

——(3+2t)F {(e) }—(3+ 2t)E(s)
=—(3+2t)(is)*E(s) —(3+2t) E(s)

=(3+2t)(s* +1)E(s)

ifadesi elde edilir. (2.1.20) denklemin ¢oziimii ¢ keyfi sabit ve V, (t, S)ézel ¢6zim olmak
iizere V(t,5)= e ¢ +V, (t,5) seklindedir. (2.1.20) denkleminin ¢8ziimiinii tamamen
elde etmek igin V, (t,s) zel ¢dziimiinii bulmaliyiz.

Simdi 6zel ¢6ziimii V, (t,5) =a+bt seklinde arayalim. Bu durumda
b+s?(a+bt)+a+bt=(3+2t)(s* +1)E(s)
olduguna gore,

b+s”(a+bt)+a+bt =(3+2t)(s* +1)E(s),
b+(s*+1)a=3(s* +1)E(s), b(s”+1)=2(s*+1)E(s),

b =2E(s), a=—2EfLSl)+3E(S)

S2
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ifadeleri elde edilir. Boylece, (2.1.20) denkleminin ¢6ziimii

V(t,s :e7<52+l)t.c+a+bt=e7(52”)t.c—2E(s)+3E(s)+2tE(s)
s?+1

. . 11 . :
seklindedir. (2.1.18) problemindeki t =1, 27 O degerleri ¢oziimde yerine yazilirsa

Vv (1, S) _ e—(sz+l).c_ ZE(S)
s*+1

+3E(s) + 2E(s),

1\ 5t 2E(s) 1
V(Z,s]_e C +1+3E(s)+2E(s),

s2

v l,ste‘szﬂ.c—zzE(s)+3E(s)+E(s),
2 s°+1
V(0,s) —Zs'ffl) 3E(s)

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeleri lokal olmayan sarta yerine koyarsak

s 4
V(1,3)—%VG,sj+%v(%,sj—v(o,s):c(e‘(szﬂ)—%e 4 e 2 —1]+%E(S):%E(S)

olur. Bu son ifadeden ¢=0 oldugu goriliir. Béylece, ¢6ziim igin

V(t,s)=— ifg +3E(s) + 2tE(s)

esitligi alabilir. Son esitligin her iki tarafina ters Fourier doniisiimii ve Fourier integral

doniisiimiin konvoliisyon 6zelligini uygularsak

v(t,x)= —ZI e Vg’ dy +(3+ 2t)e‘Xz (2.1.21)

¢dziimiine ulasiriz. —@, (0,X)+ (0, X) = p(X) olduguna gore,
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—U,,, (0, x) +u(0, ) +v,, (0, x) —v(0, x) = p(x)
olur. Son esitlikteki p(x) degeri ise

P(X) =—U, (0, %) +u(0, X) +V, (0,X) —Vv(0, X)

= (4x2-2)e ™ +e - ZKJ. eV dyj

— 4

— [ dy} —(4x*-2)e ™ -~

XX

seklindedir.

Simdi (2.1.19) lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim. Bu durumda

o, (t,X) — o, (t,X) + o(t, X) = 46 te (0,1),x € (—o0,0),
(2.1.22)

a)(O,X)—a)(l,X)+%Co(1,Xj—la)(l,Xj:O,XE(—OO,OO)

4 2 \2

problemi yazilir. (2.1.22) problemindeki diferensiyel denklemin her iki tarafina Fourier

integral doniislimiinii uygulanirsa,

F{o, (t.X)} ==s’F {o(t,x)} =—sW (t,s)
ifadeleri elde edilir. Bu durumda

W, (t,5)+s*W (t,5)+W (t,5) =4E(s) (2.1.23)

27



denklemi yazilir. (2.1.23) homojen olmayan denklemin ¢dziimii ¢ keyfi sabit ve V (t, S) ozel
¢Oziim olmak tizere

—(sz +l)t

W(t,s)=e C+W,(t,s)

seklindedir.

Bu ¢dziimde, 6zel ¢oziimii V, (t,5) =a(s) seklinde arayalim. Bu durumda

1
s?+1

(s*+1)a(s)=4E(s).a(s)=4 E(s),

—(sz +1)t

W(t,s):e +4

E(s
s?+1 (s)

elde edilir. (2.1.22) problemindeki sinir sartlarina Fourier doniisiimii uygulanirsa

W(O,s)—W(l,s)+%W(%,s]—1W (l,s}o

olur. Buna gore,

(s2 +l) (s2 +l)

1 4 1

e s? +1) 1

4
+=e 4 —=e 2 |c+4 E(s)-4 E(s)+—= E(s)—= E(s)=0
2 2 s°+1 ®) s°+1 ®) 2s*+1 (©) 2s°+1 ®)
alinir. O halde bu son esitlikten ¢ =0 ’dir. Bu durumda
W(t,s)=4 E(s 2.1.24
(ts)=477EO) (2.1.24)

¢Oziimii elde edilir.

(2.1.24) ¢oziimiine Ters Fourier doniisiimii uygulanirsa,
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w(t,x)= 4J' e Ve dy (2.1.25)

olur.
(2.1.17), (2.1.21) ve (2.1.25) formiilleri dikkate alinirsa (2.1.16) probleminin ¢dziimii

u(t,x)=2 j e " Ve dy+(3+2t)e™

olarak elde edilir.
Son olarak, sabit katsayili lineer parabolik kismi diferensiyel denklem igin lokal
olmayan Ozdeslestirme smir deger problemin ¢oOziimiinii Laplace integral yontemi

kullanarak Ornek 3 iizerinden inceleyelim.

Ornek 3: [0,1] x (0,00) bdlgesinde uve p bilinmeyen fonksiyonlar igin

u, (t, X) —u, (t, X)+2u(t, x) = p(x) + f (t, %), te(0,1),xe(0,)
f(t,x)=(3+2t)-e™, te(0,1),xe(0,),

S O € S T 6 U0 I DO
u(0,x)=3e ,u(l,x)—au(a,xj 2u(4,xj+4e ,xe(0,0), (2.1.26)
u(t,0)=(3+2t),
u, (t,0) =—(3+2t)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiinii Laplace yontemiyle bulalim.
Coziim: Bu problemin ¢dziimiinii U(t,X)=V(t, X) +o(t,X) seklinde arayalim. Bu ¢dziimde

v(t, X) yardimci fonksiyon

v, (t, X) =V, (t, X) +2v(t, X) = f (t,X), te(0,1),xe(0,),

v(l,x)—lv(l,xj+lv(l,xj—v(0,x):geX, x €(0,00) (2.1.27)
2 \4 2 \2 4

v(t,0)=3+2t, v, (t,0)=-3-2t

seklindeki problemin ¢6ziimii ve w(t, X) yardimci fonksiyonu ise
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o, (t, X) — @, (t, X) + 2(t, X) = p(X), te(0,1),xe(0,)

w(0,x)-a(1, X)+%a)(%, Xj—%w(%,xj
=u(0,x)-v(0,x)—u (1 x)+Vv(L x) (2.1.28)

1 (1 1 (1 1 (1 1 (1
2 \4 2 \4 2 \2 2 \2

a)(t,O)=O , 0, (t,0)=0

bicimindeki lokal olmayan sinir deger problemin ¢éziimiidiir.
[lk 6nce (2.1.27) probleminin ¢6ziimiinii bulalim. (2.1.27)’deki diferensiyel denklemin

her iki tarafina x degiskenine gore Laplace doniisiimiinii uygulayalim. O halde

V(t,s)=L{v(t,x)},

L{V, (t.X)} =5V (t,5) =sv(t,0)+V, (t,0) =V, (t,5) sV (t,5)+ 2V (t,5) +sv(t,0) +V, (t,0)

V, (t,5)— sV (t,s)+zv(t,s)+s(3+zt)+(_3_2t):(3+zt)si+l,

V. (1,5)-(s2—2)v (t,s)+s(3+2t)+(_3_2t):(3+2t)si+1,

Vi (t,s)—(s*=2)V (t,s)=(3+ 2t)(si+1+1—sj,

Vi (t,s)—(s2-2)v (t s):[ZS;S;J3+(2;jj2t

ifadeleri elde edilir. Bu ifadelerden

Vi(65)+5V (1.5) +V (1) = F{(1-ax) 34 2)e | - 25 25

denklemi yazilabilir. Bu denklemin ¢oziimii ¢ keyfi sabit ve V, (t, S) 0zel ¢oziim olmak tizere

V(t,s)=e P c v, (t5) seklindedir.

Simdi 6zel ¢oziimi V (t, S) =at+b seklinde arayalim. O halde
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2-s° 2-5°
—(s*=2)(at+b)= 3 2t,
a (S )(a+ ) (s+1j +[s+1j

_(52—2).a:2[28_+312],

olur. Bu esitliklerden

_ 2
L+(2_32)b=3 2-5 ,
s+1 s+1
4-3s?

(s +1)(2—sz)

olarak bulunur. Boylece, 6zel ¢oziim

2 4-3s°
V, (t,s)=at+b=—_t
o(Ls)=at+ s+1 +(s+1)(2—32)

olarak alinir. Homojen ve 6zel ¢oziim birlikte yazilirsa

V(t,s)= e ¢ v at+b

o, 2, 4-88
T s+l (s+1)(2-57)

olur. (2.1.27) problemindeki tzl,O,%,% degerlerini ¢oziimde yerine yazarsak,

2 . 4 —3s?
s+1 (s+1)(2—32)

V(Ls)= A
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(1 j =2 1 4-3s°
V|i=,s|=e 2 c+ + :
s+1 (s+1)(2—32)

V[ls):es42c+ ! . 4-3s"
’ o 2(s+1) (s+1)(2-57)

elde edilir. Bu ifadeler denklemde yerine koyulursa

J2 1 1
s+1 4(s+1) 2(s+1)
4352 4-3s?

+(s+1)(2—52) 2(s+1)(2—32)

4 —3s? 4 —3s?

+2(s+1)(2—52) (s+1)(2-5%)

elde edilir. Bu durumda

olur. Bu son esitlikten ¢ =0"dir. O halde,

2t 4 —3s? 2t 1 2s 2

V t, = =
(ts) s+1+(s+1)(2—52) s+1+s+1+52—2+sz—2

v(t,x)=L" {V (t, s)} = 2te " +e 7 +2.cosh/2x ++/2 sinh/2x

v(1,x)=3.e7+2.cosh J2x ++/2 sinh+/2x
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elde edilir. Yani

v(t,x)=L" {V (t, s)} = 2te " +e 7 +2.cosh/2x ++/2 sinh/2x (2.1.29)
olur. Simdi p(x)’ i bulalim. Bu durumda

P(X)=—Uy (L, x)+2u(L,x)+V, (L x)—2v(1x)

icin

u(Lx)=>5e7",

—U,, (1,x) =—-5e7*,

—U, (L, x)+2u(L,x)=5e7",

v(1,x)=3e* +2cosh J2x +sinh/2x,

v, (Lx)=-3e"+ 24/2 sinhv/2x — 2 cosh /2x,

V. (LX) = 3e™ —4cosh v/2x — 2/2 sinh +/2x
ifadeleri dikkate alinirsa

—V, (L x)+2v(Lx)=3e7,

p(x)=5e" -3 =2e7".

olur.

Son olarak (2.1.28)’deki W(t,X) fonksiyonunu bulalim. Laplace doniisiimlerinden

yararlanarak

L{a(t, x)} =W(t,s)

pP(X) = o, (t, X) — o, (t, X) + 200(t, S)
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L{p(x)} =W, —sW +2W

W (t,s) = e 1My (0,5)+ je_(z_sz)t(t_y)L {p(x)}dy

W (t,s) = e ¥y (0,s)+ L > (1—e(zsz)t) L{p(x)}

2—5S

olur. Bu son esitliklerde t =1,0, % ,% degerleri yerine yazilirsa,

W (0,s)-W (1,s)+%W(%,s]—1W (l,sj=0

1

w(0,s)-e W (0,s)

2—¢°

elde edilir. Bu durumda

—(2-s? 1 —
3 2(1—e( ))L{p(x)}+5e “ ' W(0,s)

—(2—52) (2—52)
1 1 2 _1 5 B 1 1 e
+ E[1—e JL{p(x)} 2e W (0,s) 2[1 e
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olur. Bu son esitlikten

W(0,s)=-—7L{p(x)}

bulunur. O halde,

_ —(Z—SZ)t 1
W(t,s)=e 5

1 —(2-s?)t
>L{p(x)}+ T (l—e (2-¢) )L{p(x)}

-L{p(x)} = % L{—sinh x/Ex} L{p(x)}

2-5S

1 7.
=—L{— [sinh+2 X—Yy p(y)dy}
(ot
seklindedir. Ters Laplace doniisiimiinden
w(t, x) = L {W(t,s)} = Jsmhf (x=y) p(y)dy

olur. Bu durumda

62W(1 X)

+2w(L, x)——[—%jsmhx/_ X — y)p(y)dy]

0

+2[—%Esinh J2(x-y) p(y)dy} =p(x)

6 w(l, X)
v +2w(l, x) = p(x)
o u(1 %) 4 ou(t, x)+ 2 V(lz’ X _au(t,0) = p(x)
2 OX

elde edilir. (2.1.29) ile (2.1.30) ¢6ziimlerini dikkate alarak
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u(t,x)=v(t,x)+w(t,x)

_ote* +.6 1 2c0sh Ix+ /2 sinh \/Ex_%jsinh J2(x-y) p(y)dy
0

= 2te™* +e* +2coshv/2x+~/2sinh ﬁx—%fsinh \E(x— y)2e ’dy
0

¢Ozlimil yazilir. Yani

u(t, x) = 2te ™ + e + 2cosh/2x+/2sinhv/2x— 3 (2.1.31)

seklindedir. Bu ¢ozlimde

157,
— [sinhv/2(x—y)2eYdy =3
V2 !

ifadesini 3 seklinde gosterelim ve ¢ozelim. Oyleyse

X

1 e«/ix—(«/iﬂ)y

«/5(\/5+1)

—X _e\/Ex

1 e—«/fx+(\/5—l)y

—X

e e 2

_\/5(\/5+1) V2(V2-1)

e 1 N 1 N eV N gV
V(2+1) 2(V2-1) | V2(z+1) \2(v2-1)

_ _ e
— De X4V e
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=-2e ¥ +2cosh ﬁx—iZSinh J2x

J2
I =—2e " +2c0sh/2x — /2 sinhv/2x

elde edilir. Elde edilen 3 degeri (2.1.31) de yerine yazilirsa

u(t,x)=2te™ +e™* +2cosh 2x++/2sinhv/2x =3
u(t,x)=2te™ +3e™

u(t,x)=(2t+3)e™

¢Oziimiine ulasilir.

2.2. Parabolik Denklem icin Lokal Olmayan, Cok Noktal, Ozdeslestirme
Probleminin Kararhhg:

A, bir H Hilbert uzayinda kendine es pozitif tanimli bir operator olsun. Ayrica 6 >0

icin A>0ol ’dir. S, 14,5, i,,..., S, 4, verilen gercek sayilar
D | ]<10<s <5, <...<s, <1 (2.2.1)
k=1

sart1 altinda oldugunu varsayalim.

Onerme 22.1. ¥V O<t<t+7r<1ve 0<B<1igin

o], <t A, <M (o)

H—H

-tA e—(t+T)A

[

<M ()

- o (2.2.2)

HA(e‘tA _e_(t+r)A)HH_>H <M (5)t(t:-—r)ﬁ
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esitsizlikler gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994). Bu esitsizliklerde M (&) bir

pozitif sayidir.
Onerme 2.2.2. S,,S,,..,S, noktalarmin ve /4, ,,..., 4, katsayilarinin (2.2.1) Kkosulu

sagladigimi kabul edelim. Bu durumda,
S = _Zﬂk (| _e—A)—l(e—SkA _e—A)
k=1

D = S operatérii vardir ve sinirlidir. Yani,

(2.2.3)

[Pl <M (&)

H—->H
olacak sekilde bir pozitif say1 vardir.
Ispat: VK e {1, 2,..., r} icin

A _ a=SA -2 _ A=A (1-s)2 _ 2 _
e e Se e <e 1Se 1:

1-e* | 1-e* = ef-1 T et-1

1

esitsizligi yazilabilir. Cauchy esitsizligi ve 6z-eslenik pozitif tanimli fonksiyonunun normu

icin kestirim (Krein,1972) kullanilarak,

1 1
D < <
IOl ;ggol_i = ;ggol_g oo™
k:lﬂk 1-e™ k=1 H 1-e™
< sup ! <M

55/1<w1_2|ﬂk| 1_2|/‘k|
k=1 1

esitsizligi elde edilir.

Simdi (v, p) ¢ifti igin,
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d‘é—(tt)+ Av(t) = p+ f(t),0<t <1, (2.2.4)

parabolik denklemi ile ilgili

V) =Y 4 v(s,) . (2.2.5)

v =¢ (2.2.6)

sinir deger problemini ele alalm. C(H) , C“(H) ve C (H) Banach uzaylarida normlari

vt o), vl

”V”C(H) = rglfgl( V(t)”H ’”V Co(H) ”V”C(H) +Oﬁs<l£ﬂ ¢ ,
(L-t)" v(t+o)|, =V ()|
Il oy =M * 58P, o

olarak tanimlayalim. Bu ifadelerde v(t) fonksiyonu [0,1] araliginda tanimlanan H degerli

bir fonksiyondur.

2.3. Kararhilik Tahminleri

Simdi (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) problemin ¢6ziimii i¢in
t
v(t)=e"v(0)+ '[e’“’s)A f(s)ds+(1-e™)A™p (2.3.1)
0

esitligini alalim. (2.3.1) fonksiyonun (2.2.4) denklemi ve (2.2.6) baslangi¢c kosulunu
sagladigr aciktir (Ashyralyev, 2011). (2.3.1) esitliginden

v(1)=e"v(0)+ je“l‘s”* f(s)ds+(1—-e*)A™p,

0

. (2.3.2)
v(s)= e‘skAv(O)+Ie‘(sk‘5)Af (s)ds +(I —e‘SkA) A'p,vk el 2,..,r}
0
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elde edilir. Daha sonra (2.2.5), (2.2.6) ve (2.3.2) esitlikleri kullanilarak

r Sic

(0= (5) <[ 1= PO (10t T fe s

k=1 k=1 k=1

1
e "v(0) +( I —e’A) Alp= go—_fe"““‘ f (s)ds
0
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemin determinant operatorii

D= (I _eA)(I _i:ukeSkAj"'eAi/Jk (' —efskA)Afl =|-e* —i,uke’sk’* +eiAi:uk
k=1 =l s Z

seklindedir.
Buradaki S operatdrii Onerme 2.2.2 deki operatdrdiir.Bu son esitlikte, Onerme 2.2.1

ve Onerme 2.2.2 dikkate alinarak D operatoriiniin sinirli tersinin varligi ve

o7, <M
oldugu goriiliir. Bu durumda
v(0)=D" {(I —e‘A)[z// +§ykze(SkS)Af (s)ds]{kzr_;yk (I —eskA)j((p—l'e‘“‘s’Af (s)dsJ}
A'p=D" {e"* [1// + ;yk T g (IAf (s)ds]
SR

+(I —Zr:,uke‘sk’*](go—j'e‘“’Af(s)ds} (2.3.3)
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olarak bulunur. Bu nedenle, lokal olmayan (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) sinir deger problemin tek
bir ¢oziimiiniin varligi gosterilir. Ayrica, v(t) ve p, sirasiyla (2.3.1) ve (2.3.3) ile

tanimlanmaktadir.

Teorem 2.3.1. I¢ noktalar ve Kkatsayilar igin (2.2.1) sartlarim saglandigini  ve

peH,y eD(A), f eC*(H) oldugunu varsayalim. O halde (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6)

probleminin (v(t), p) ¢dziimii igin

1
Il =M &) sl <P, =1 | 234)

ey <M (8) Il + s 1 e (2:35)

kestirimleri gecerlidir. Burada M (0), sabit ¢,w, f,a degerlerinden bagimsizdir.
Ispat: (2.3.3) formiiliinden

p=De Ay +AD e *Y u |e A (s)ds+ D | - e A A
k Hy @
Pz =i

0

r 1
—DlA(I —Zyke‘sk“]jeﬂs)’*f (s)ds=1,+1,+1,+1,
k=1 0

yazilir. Bu durumda,

l,=D'e Ay,

l,=ADe ™Y [e 94 f (s)ds,
k=1 0

l, = D‘l(l —Z,ukeskAj Ag,
k=1

1
l, = —D‘lAI e 97 f (s)ds
0

olarak alinir. Simdi sirasiyla 1, 1,, 1,, 1, i¢in kestirimleri inceleyelim.
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Iik olarak, |I,], kestirimini olusturalim. Bu durumda,

1]l =D A,
<HD HH%HH HH%H”Aw“

M) swp L],

_M (5)

|Av,
=M (3)| A,

elde edilir.

Ikinci olarak ||I,[|, kestirimini bulalim. Bu durumda,

[, =

ADe Y j e 9AF (s)ds
k=1 0

H

<o Z m j Ae A (s)ds

H%HH HH»H

H—->H

Sk

M (8]l | A5 —s) s

0

_(Sk -s)’ k
ci(H) o
0

~M(9)

elde edilir.

Ugiincii olarak |l,]|,, ,,, kestirimini olusturalim. Bu durumda,

(S [ YERg

H—-H
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-1

v
I __:E:/JkeASKA
H k=1

A%l

H—H

<M( (sup£ Zﬂk D||A¢||H

<A<

<M (5)|Ag],

elde edilir.

Son olarak, ||1,[|.,_,, kestirimini bulalim. Bu durumda,

D —

1
~-D'A j e 97 f (5)ds
0

H—-H

1
j Ae A f (s)ds
—>H 0

H-H

(1- s)“'lds

<M (5)]f

O ey

Ci'(H)

kestirimi elde edilir. Elde edilen bu kestirimler dikkate alinarak,

Il 7]
[pll, <M @Al +M (8) =+ M (8)]Ap], +M (8)—

1
M (5){||Al//||H +[Agl, +;||f||ca<H>}

esitsizligi elde edilir. Bu ise (2.3.4) kestiriminin ispatidir.
Simdi, (2.3.5) kestirimini ispatlayalim. (2.3.1) ve (2.3.3) esitlikleri kullanilarak

9
v(t)=>J,(t) ifadesi yazilabilir. Bu durumda,

i=1
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J,(t)=D"e " (1-e*)y,

J,(t)=D"e™(1 -e*A)i m j e 9N (s)ds,
k=1 0
J, (t) —D %™ (iﬂk (l _e—skA)j o,
k=1

(! —eSkA))(—Jl'e‘(l‘s)Af (s)dsj,

t
J5(t) = [e 9 f (s)ds,
0

-

0 0-0°

k=

J(t)=De My (1-e™),

J,(t)=D"e*(I- e‘“*)zr:uk ]k e I f (s)ds,

k=1 0

J,(t)=D7(1 —e‘tA)(l —gﬂkesﬂ*j(p,

Jo(t)=- D‘l(l —e“A)(I —Zr:yke‘sk’*jje‘(l‘s“f (s)ds,

ifadeleri elde edilir. $imdi sirasiyla J,,...,J,’ a kadar olan kestirimleri olusturalim.

[k olarak ||J1(t)||H kestirimini olusturalim. Bu durumda

2. (0, =[o e (1=e )]

<o J0 =) T vl
<M (9) sup ()],

<M (3)lwl,

olur.

ikinci olarak, |J, (t)”H kestirimini bulalim. Bu durumda,
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r

|3, (t)],, =[D e ™ (1 —eA)k ykTe‘(sk"s)Af(s)ds
0

=1

H—->H

g (A ds max| f ()|

H—-H 0<s<1

r Sk
<o (- ). Sl

<M (5);|ﬂk||| f ”C(H)

<M ()l

olarak alinir.

Uciincii olarak HJ3 (t)HH kestirimini olusturalim. Bu durumda,

IXOTANE S (RN

H—-H

|
10 S ()

|,
’

H—

<M (&) sup (e’”) sup [Zr:uk (l—e_skl )j"(l?”H

<A< O<A<o\ k=1

<M(5)]el,

elde edilir.

Dérdiincii olarak, HJ A (t)”H kestirimi bulalim. Bu durumda,

D™ (Zr: i (1-e7 )j(—j e 9Af (s)ds]

[9: ), =

H—->H

1
- j e 92 £ (s)ds
0

<[o7, . e
H—>H

Zr:ﬂk (I _e—skA)
k=1

<M@) e ™| .max|f(s)|

H—->H

H—->H H-oH

<MG)[ e,
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olarak alinir.

Besinci olarak, HJS (t)HH kestirimini olusturalim. Bu durumda,

13 V)]l = je‘“‘”“f (s)ds

H—->H

flerie] o

H—-H

(t-s)A

IA

o t— c,n___jp,

max
0<r<1
H—>H

He f(2)|ds

t
M f] [0
0

<mif|

C(H)
<M (0)[|f]le ),
bulunur.

Altinci olarak | ||J . (t)”H kestirimini bulalim. Bu durumda

[3: V)], =[oe w1 -e™)|

H—H

<[07 L le e O -2)
H—-H H—-H

v

H—-H

1 B
<M (5) sup — SUIo ( M)”V’”H

< A<o e S5<A

=M@y,

elde edilir.

Yedinci olarak ||J7 (t)”H kestirimini olusturalim. Bu durumda,

[3: ) =

D™ ( | —e™ ) Zr: n T e 9% (s)ds
k=1 0

H—->H
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Z m j e (A £ (5)ds

<o

H—->H H H*)H H )HH%H

H—->H

—(sx—s)A

o | Pl

<M (&) sup = sup Z|ﬂk|ﬂ

5,165

5);/4( ”f”C(H)
<M (Ol

olur.

Sekizinci olarak |[J(t)|, kestirimini bulalim. Bu durumda,

H‘]s(t)HH :HDl(l _em)(l _kz_;ﬂke_SkAJgp
| _iluke—skA
k=1

H—-H

2 [

H—->H

<|r-e
H—->H

r

< sup (1—87“1) sup [1_Zﬂke_5klj“¢”rﬁ HD{LHH*)H
0<A<o k=1

<A<

<M (9)el,

elde edilir.

Son olarak H‘Jg (t)HH kestirimini olusturalim. Bu durumda,

|3, (V)],, =] -D*(! —e‘A)(I —kzrl:yke‘sk“}j‘e(“)’*f (s)ds
= 0

1
e

H—>H 0

H—->H

IA

—( I —e“A)
< sup (1—67”“) sup (l_zr:ﬂke_Slij'He(ls)A
k=1 0 HoH

O<A<o I<A<o

r
I _':E:/lkegﬁkA
k=1

H—>H

<M @) ey
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olur. Elde edilen, |J, (t)[,,,i=1....9 kestirimlerini birlestirerek,

Ve, <M ()l +M (S)][F oy + M (), +M )] Flly +M (8)] I

M@yl +M ()] Fley +M ()]0l + MO f

M (6) il ol e ]

sonucuna ulasiriz. Bu ise (2.3.5) kestiriminin ispatidir.

2.4. Uygulama

Bu bdliimde, ¢ok boyutlu parabolik denklem icin karisik sinir deger probleminin
incelenmesinde (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) soyut problemin uygulanmasini diigiinelim.

Q= (O,l)n, [ "vektor uzayinda birim kiip ve sinir1 ise S =0Q ve Q=QuUS olsun.
R: noktalar S,S,,...,S, Ve 4, i,,..., 1, katsayillar (2.2.1) esitsizliklerini sagladigini
varsayalim. ¢,y e W,” (5) ve f eC” (L2 (S_))) , a; diizgiin fonksiyonlar ve &, (X)>a, >0
olmak tizere, [0,1]xQ bélgesinde

ov(t,x)

- —Zn:(ai (x)vXi (t,x))Xi +ov(t,x)=f(t,x)+ p(x),

i=1

X=(X,....,X,) €Q,0<t <],
V(l,X):gD(X),V(O,X)er:,ukv(sk,x)+l//,Xef_2
k=1

v(t,x)=0,x€eS,

(2.4.1)

karisik sinir deger problemini ele alalim.

Q dizerinde tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi olan C(f_l) Banach
uzayinda, normu ||u||C(5):m@x|u(x)| ile gosterecegiz. () flizerinde tamimlanan tim
XeQ

kuadratik integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi olan L, <§_2) Hilbert uzayinda normu ise,
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1

||u||L2(5) = [J‘ L|u(x)|2 dxl...dan

xeQ

olarak belirleyecegiz. Ayrica,

n

Au(x) = —Z(ai (x)u, (x)) +ou(x)

i=1 X

ile belirlenen operatoriin 6z-eslenigin pozitif tanimli oldugu agiktir. A operatoriin tanim

kiimesi ise,

D(A) ={u ‘u eWZZ(s_)),u(x) =0 on S}

formundadir. Buna gore (2.4.1) karigik sinir deger problemini H =L, (5) Hilbert uzayinda

(2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) soyut sinir deger problemini doniistiirebiliriz. Sonra (2.2.4), (2.2.5),
(2.2.6) problem i¢in Teorem 2.3.1°1 kullanarak karisik siir deger probleminin ¢6ziimiiniin

kararliligi ile ilgili sonuglara ulasabiliriz.

Teorem 2.3.1: @,y €W, ((_2), feC” (L2 (g_l)) ve i¢ noktalar ile katsayilar igin (2.2.1)

kosullarin saglanmasini varsayalim.

O zaman (2.4.1) problemin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirimler gecerlidir:

(2.4.2)

1
1oy <M ooy Wy * 1l |

”V”C(Lz(ﬁ)) <M |:||¢||L2(Q) + ||V’||L2(5) +[ f ||C(L2(Q)):|' (2.4.3)

Bu kestirimlerde M’nin degeri, &, (), (X), f (t, x) 'lerden bagimsizdur.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, lokal olmayan, ¢ok noktali, 6zdeslestirme problemi i¢in 1. ve Il
mertebeden dogruluk fark semalart kurularak ve problemin ¢6ziimiiniin kararlilig:

incelenecektir.

3.1. On Hazirhk

Bir N pozitif tam sayi iizerinde [0,1]T ={t, =kz, k=0,1..,N, Nzr=1} esit aralikh
ag (grid) noktalar kiimesini ele alalim. H Hilbert uzayindaki degerlere sahip olan,
q° ={q, }lN ag (grid) fonksiyonlardan olusan lineer uzayini C ([O,l]r ,H ) ile gosterelim.

a, [O,l] araliginda verilen herhangi bir say1 olsun. C, (H ) = C([O,l]r ,H ), Banach

uzayinda " ag (grid) fonksiyonlarin normunu

e oy = Maxlal,

ql'

olarak belirleyelim. Cf(H)=C“([0,1] H) Banach uzaymda ise Q" ag (grid)

T H

fonksiyonlarin normu,

+ max ||qk+r_qk||H
C.(H)  1<k<k+r<N (rT)a

=max||q”
CZ(H)  1<k<N

qT

olarak tamimlanir. Oz eslenik pozitif tanimli A operatorii ve 7 > 0 pozitif gercek sayi igin
A Y

R=(1+7A) ve F :[I +TA+%]

operatorlerini  kullanalim. Bu operatérler 6z eslenik pozitif tanimli operatorlerdir

(Krein,1972).



Onerme 3.1.1. Asagidaki kestirimler dogrudur (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

IR, . Sﬁ k>1 (3.1.)
HTARkHH_)H s%, k>1. (3.1.2)

Onerme 3.1.2. Asagidaki esitsizlikler dogrudur (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

2
< M7 et
H—-H (mT)

H Fm_ e—mrA

Sl,ae{O,l},

<2, (3.1.3)

Onerme 3.1.3. H Hilbert uzayinda tanimlanmis olan

et ()

operatdriin tersi vardir ve

le(l +§yi(| ~RY)"(R"-R! )}1

i¢in
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[l <M

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Operatdriin normunun tanimi dikkate alindigindan

1
(1) " - (e )|
|

Q- = sup
0<A<o

1+Z,Ui

= 1-(1+2) "
1 1y
1- 1+r/1
1- 1- Z|ﬂ-
Z'”‘ 1 z)

ifadesi elde edilir.

Onerme 3.1.4. H Hilbert uzayinda tanimlanmis olan

T,=|1+(1=F") "R +Zﬂ.(1 p)1-F")F +Z“'p'(

=1
operatoriin tersi vardir ve Q, = 1(;1n

[l <M

kestirimi dogrudur.

Ispat: 1lk olarak z,(1),z,(4),Z,(4) *y1 yazalim. Bu durumda

[1+ (Z +(T/;)J
z,(A)=1+

(1— [1+ A+ (M)ZJN }
2
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1-@+ﬂ@+(ﬂﬂy]N
2
1—[1+ (Z +(M)2JN
2
1(1+r(l. +1) A +LT(Ii J;l)’ﬂz ]

l—(1+ r/1+(r/1)2}N
2

Zz(/I) = Zr:ﬂi (1_pi)

M@=2MM

ifadeleri elde edilir. Bu ifadelerden yararlanarak,

1
2,(A) +2,(2) + 2,(2)|

[, < sUP

< 1 1

RS = <
2_;|ﬂi|(1_pi)_;|ﬂi|pi Z_Z:l:ﬂi

M

kestirimi yazilir.

3.2. Ozdeslestirme Problemi i¢in Birinci Mertebeden Fark Semasi

[] en biiyiik tam say1 fonksiyonunun gosterimi olmak iizere

notasyonlar1 yapalim. (2.2.4)-(2.2.6) problemin I. mertebeden dogruluk fark semasi igin,

T (Ve =V )+ AV, = f +p, f = (5 ). 1<k <N,
r (3.2.1)
Y :(PvVo_Zﬂivli =y
i=1
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formunu g6z oniine alalim. Bu durumda,

(Ve =V )+ Ay, = f +p, f = (), 1<k <N,
v, verilen

yazilir. O halde (3.2.2) probleminin ¢6ziimii vardir ve

v, :R"v0+zk:Rk’j”(fj +p)7,0<k<N

j=1

(3.2.2)

(3.2.3)

seklindedir. Bu ¢o6ziimde, p bilinmeyendir. (3.2.3) esitligi kullanilarak (3.2.1) lokal

olmayan sartlardan

RNVO+iRJN"“(p+ fj)r:go,

=1

r l;
VO—ZM(R"VO+ZR"M(p+ fj)z'j=1//

i=1 =1

denklemi elde edilir. Son ifadeler i¢in,

N .
D RN = AT -RY),

=1

I _

D RV = AT(1-RY)

j=1

formiilleri uygulanirsa v, ve A™'p igin

R, +(1-R")A™"p =¢—i RV r,
j=1

r r r |
[I —Z,uiR'ijvo—Z,ui(l ~R') A p=y+ Y Yy RV
i=1 i=1

i1 j=1
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin determinant operatorii

seklindedir.
T, operatérii sinirli ve Q,’in tersi varligia gore D, operatoriiniin D;* = -Q, (I —-R" )

seklinde tersi vardir ve sinirlidir. Buna gore,

v, = Dl‘l{—g,ui (1-R! )[(p—JZ:: RN‘j*lfjr]—(l —R" )(t//+iz;:,uii R"”lfjr]} (3.2.6)

1

r N r [ .
A'p= Dl—l{_[| —> uR' j[q)—z RN‘j+1fjrj+ R" (WZMZ R"_”lsz'J} (3.2.7)
i=1 j=1 i=1 =1
olur. O halde,
k .
ZRK—J+1T — A—l(l _Rk)
j=1

yazilabilir. (3.2.3),(3.2.4), (3.2.6) ve (3.2.7) den

i

v, = R“D* {_Z‘M (1-R" )L(p_i RN-i+1sz'J—(l _RM )(V/JrgyigR'ii*lfjrj}

N

+A (1 —Rk)ADl‘l{—[l —iZ;:,uiR"j(go—z RN‘”lfjerr RV Ll//—i—z:‘,uiil?lijﬂfj‘[]}

-1 i i-1

Kk
+> R r1<k<N

j=1
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ifadesi elde edilir.

Teorem 3.2.1. (3.2.1) fark semasmnin C, (H )x H ’deki ({Vk}:lzl, p) ¢Oziimii i¢in

{fihs

1
Iol, <M (&) I+, + 2L, | @29

} (3.2.9)
c(H)

H{Vk }L\lzl

‘{ fk }L\‘:l

<M (3)|lol, +Iv, +

Cr(H)

kestirimler gegerlidir.

fspat.

r N r I )
p=D" {—(I > wuR" j(A@—Z RN_j+lAijJ+ R" [Az,y +> Y, R'i“lAfjrj}
i=1

j=1 i=1 j=1

ifadesini, Ucgen esitsizligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini kullanarak

_ - _ 1
b <Io5), o | (1 Sl ool <2038

o)
o

AR (I Sl 21

{fk}:l:l

1
<M ()] [, +1wl, +

kestirimi elde edilir. Ayrica,

o)

UL S W PRI (A A
i=1

o)

(R o ShalfeR, ) b+

1
R W+

C?(H)j
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Cr(H)

cf(HJ}J%H{ files

o

1
AR, 2

N

1
<M (9| el Il + (3

esitsizlikleri de her k ig¢in gegerlidir.

3.3. Ozdeslestirme Problemi I¢cin Ikinci Mertebeden Fark Semasi

Simdi (2.2.4),(2.2.5),(2.2.6) problem igin,

(Ve =V )+ A[I +T?A]vk =(I +T7Aj(6?k +p), (3.3.1)

6, = f[tk lj, 1<k <N,
2
R (3.3.2)

Vo _i{ﬂi 1-p, )Vli +/1iPiV|i+1} =V, (3.3.3)

i=1

seklindeki ikinci mertebeden dogruluk fark semasini ele alalim.

Teorem3.3.1. (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) fark semasmmn C, (H)x H *deki ({vk}szl, p) coziimii
icin (3.2.8), (3.2.9) kestirimler gegerlidir.
Ispat: 11k énce (3.3.1), (3.3.2) problemin ¢dziimiinii
k < TA\_«ju
v, =F vO+Z; |+7 F*(p+6,)r, 1<k<N. (3.3.4)
=

seklinde alalim. Bu ifadede p bir bilinmeyendir. Bu durumda

Zk:(l +T?AJF“*17:A1(I ~F¥) (3.3.5)

j=1
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ifadesi (3.3.2) , (3.3.3) kosullar1 ve (3.3.4) esitligi kullanilarak,

F', +(1-F")A'p=9p- i( jFN "o ¢ (3.3.6)

j=1

{1-Soal-pF ar o { S e (1)

r li+1
:(//-}-iZ:l:lui (1—pl)2(| TZAjFI J+19 T+ZIUIPIZ(I +%JF“H19JT

= =1 j=1

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin determinant operatorii

r

D, =F" {iui +§r:ui [(1-p)F! +piF"+1]}—(l —FN){I 2 [(1-p,)F! +piFI'+1:|}

(1) 1=(1-F) B S e S0 p) (1R (1R ]

i=1

seklindedir. Q, =T, smirh olduguna gore D, QZ(I ~-FN ) vardir ve smirlidir. Son

ifade,

=Dzl{—gui{(l—pi)(l—F")+p.( F'“)}{(o i( +—jFN g }
—(I—FN)[y/+iZ;:,ui(1—pi)§(l TZA)F' J+19T+Zylp|§(|+%j|:hj+19j2'i|}

j=1 =1 j=1

p:Dz_l{—[l—izrl‘,,ui{(l—pi)F'i+piF"+l}}{A(p Z( J AF"Itg, }

j=1

r li+1 )
+FN {Al//sz,ui (1—pi)2(| +%) AF"1Hg 7
i=1
li+1 TA N
+Z,u|p|2( 7) AF T 491.2'} (3.3.7)
formuna déniisebilir. Onerme (3.1.4) ile (3.3.4) ve (3.3.7) esitliklerinden
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[pll, <

DZ{I—g,ui{(l—pi)F"+piF"+l}HAgp Z( j AFNIH0.

lIH

li+1 li+1
TA N TA iy
+(D; F“[Al//—i-z,u, 1-p) Z(I ; )AF' Jlar+2y,p,z(|+7 AF" “ejr}

1 =1 j=1
H—-H |:

li+1

A j+:
S VO WO TS PR (R P

=1
li+1
(I +ﬂ] AF" g, T}
= 2 H-H

+i|ﬂi |pi I
1 N
<M (9)| 1aal, +1vl, 283

H

H—>H:|

<[

r
L+ Sl )+ o
i=1

N .
(1+ ﬁj AEN-ig ¢
2 J
j=1

H—-H H—-H

T

H—H

} (3.3.8)
ct(H)

elde edilir. Bu durumda her 1<k <N igin

S (R A P (I S
~(1-F" ){%Liﬂi (1—pi)|§(l +%A\j|:li_j+10j’[+zr:luipi§(| +%j':"_”19,-7}}

i=1 j=1 =y -1

+i( ij (P (3.3.9)

=

ve

”Vk”H < HFKHH—M {

S ul(a-)(1-F)ea(1-F)

H»H|:

i r l+1 A .
(= F o W 0= ) S 1 422 0 ]

j=1
H—H }

N .
@—Z(I +T7Aj FY g

j=1

H—)H}

-3

li+1 TA -
p.Z |+7JFH+9]T
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+

i(u%)ﬂ-ﬂl(pwj)f

j=1

H—->H

ﬂﬂm%{gmwaﬂmo—ﬁypx Sl

|: ( jFN j+10
[1+%)F'i“lejr

H*)H:|

I +1
Aa- Y, s Sl 3

H—>H
li+1 TA F| J+19
JaF, Zhellol, o {1+ [P0
H—H
+Zk: (I TA]FK ‘*1(p+¢9)
1= 2 HoH
1

<M ) I+l + 2L @310

ifadeleri elde edilir.

3.4. Smir Deger Problemin Fark Semasi

Simdi (2.4.1) karisik sinir deger problemin fark semasini iki adimda kuralim. ilk

adimda ag (grid) noktalar kiimesini belirleyelim. Bu durumda

Qn ={x=x, =(hm,...hm );m=(m,...m),m =0,.,N hN, =Lr=1..,n},
Q, =0QrNQ, S, =N S

olarak almir. A} fark operatériinii
AV (x)=- (ar(x)vrX (x)j +ov"(X), (3.4.1)
%o Jr

ag (grid) fonksiyonlar uzaymda tim Xe€S, i¢in v"(x)=0 kosulunu saglayan v"(x)

fonksiyonlar lizerinde tanimlayalim. Bu durumda, A} kullanarak, bazi sonsuz diferensiyel
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denklemler sistemi igin ¢ok noktali lokal olmayan smir deger problemine ulasiriz. IKinci

adimda t degiskene gore yaklasim kurdugumuzda,

™t (VL1 (x)—vf_l(x))+ AN (x)= "t x)+p"(x),

(3.4.2)

seklindeki birinci mertebeden dogruluk fark semasi ve

o (x)—vl'j_l(x))+AhX[l +§va (x):(l +T—'2A“X](fh[tk_;,xJ+ o" (x)}

k<N, Nr=1 xeQn, (3.4.3)

(L)W () + oV (X)) +9" (%), xeOn,

seklindeki ikinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir.
Ly =L, (@) ve W =W, (1) ag (grid) fonksiyonlar uzaylarnda, Qn ag (grid)

noktalar kiimesi iizerinde tanimlanan u" (x) :{u(hlm h m )} ag (grid) fonksiyonlarin

17’nn

normlari,

o

1~ Zheonen

1

T

o

i, =l (1" (),

h : ‘(uh

j {23

xeQn r=1

formundadir.
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CT(LZh):C([O,l]T,LZh) Banach uzayinda ise, L,, degerli u’={uk}F ag (grid)

‘ = max

fonksiyonlarin normu
Cr(Ln)  1<ksN

u

U]l seklinde almacaktir. & €[0,1] olmak iizere

Ce (Ly)=C([01], L,,) Holder uzayr u”={u,}; ag (grid) fonksiyonlarn Holder

T

agirlikli

+  max e ~uil
C.(H)  1gk<k+rsN (”_)a

u’ =max|u’

C¥(H)  1<k<N

seklindeki normlar ile birlikte tanimlanmug olsun. 7 ve |h|=/h’+..+h sayilarmmn
yeterince kiiciik pozitif sayilar oldugunu varsayalim.

Teorem 3.4.1. 9",y e D(Ahx),{fkh}lN e C?(L,,) olsun. Bu durumda M (&) pozitif sayisi

7,0" (x), " (x), £ (x), k=1,...,N -1 degerlerden bagimsiz olmak iizere (3.4.2) ve (3.4.3)

fark semalarin ¢ézlimleri icin agsagidaki kararlilik kestirimler gecerlidir:

1
R A

N
Len +H{ fkh }1 Cf(LZh):|.

Teorem 3.4.1'in ispaty, liggen esitsizligine ve asagida verilen Teorem 3.4.2’ye baghdir.

A"

+

Lon

A"

Il ., <)

e

N

Lan

<M (5){”¢h

CI(LZh)

Teorem 3.4.2. Bir pozitif M , h ve W"'ye bagli olmamak tizere

eliptik fark problemin ¢6ziimii i¢in

>

i=1

C

<M Hwh
h

L, Lan
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kararlilik esitsizligi gecerlidir (Sobolevskii, 1975).

3.5. Sayisal Sonuglar

Tek boyutlu parabolik denklem i¢in lokal olmayan

2
%—(2+cosx)%+sin X%ﬁ-V(t,X) = f(t,x)+p(x),
f(t,x)=e"(2sinx+sin2x)—e™(3sinx+sin2x),0<x<7,0<t<1
V(Lx)=¢(x),p(x)=e"sinx; (3.5.1)

v(O,x):v(;/,x)+x//(x),z,y(x):(e‘l—e‘y)sin X, 0<x<r,
v(,0)=0,v(t,7)=0,0<t<1

simr deger problemini géz Gnine alahm. O halde p(x)=e™(3sinx+sin2x) ve
v(t,x)=e"sin(x) ¢iftinin (3.5.1) siir deger probleminin kesin ¢oziimii oldugu kolayca
kontrol edilebilir. u(t, x) fonksiyonu

ou(t,x) _(2+cosx) o’u(t,x) \sinx ou(t,x)

_ "
32 ™ +u(t,x)=—(2+cosx)¢" (x)

+sinxg’ (x)+ f (t,x)
O<x<m0O<t<l (3.5.2)
u(Lx)-u(y,x)=w(x),0<x<mr,

u(t,0)=0,u(t,7)=0,0<t<1

(3.5.2) seklinde bir yardimci problemin ¢6ziimii olsun. (3.5.1) denkleminin ¢oéziimiinii
bulmaya yarayan algoritma ii¢ asamadan olugmaktadir.

Algoritmanin ilk asamasinda (3.5.2) yardime1 problemin ¢dziimiinii buluruz. ikinci asamada
p (X))
o’u(1,x)

p(x)=—(2+cosx) poe +sin x .
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olarak elde ederiz. Son asamada ise, p(x) ifadesini (3.5.1) parabolik denkleminde yerine

yazariz ve ¢ok noktali sinir deger problemini

kosullarim1 g6z Oniine alarak ¢oOzeriz. T ve h kiiciik parametrelere bagli olarak grid

noktalarinin bir kiimesi
[0.1] [0, 7], ={(t.%,):t, =kz,k=1,..,N-L,Nz =1 x, =nh,n=1,..M -1, Mh =7}

ile ifade edilir. Bu durumda (3.5.1) denklemi i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasi,

k-1 k k _
Vi _Tvn —(2+COS(Xn )) Vn+1_2r:/2n + Vi Sln(Xn) n+12_hvn—1 +V
= f(t. %)+ p(x,),
k=1..,N, n=1..M-1, (3.5.3)
v, =, Vo =Vy =¥, n=0,.,M,
vg =0, vy =0, k=0,.. N
seklinde olusturulur. p(x, ) degerleri
u' —2u +u, TR
p(X,)=(2+cos(x,))—"2 = 1—sm(xn)#—u;“, (3.5.4)

ifadesinden elde edilebilir ve burada {uf}, lokal olmayan (3.5.2) sinir degeri probleminin

yaklasik ¢coziimleri i¢in
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url: _ur':_l Ur':+1 _2url: +ur':—l ; uri:+1 _urlj—l k
- —(2+cos(x,)) = +sm(xn)T+un
= f (tk,xn)+(2+cos(xn))§0"+1 _Zr:pz” 2 —sin(xn)%—%, (3.5.5)

k=1..,N,n=1.,M-1,
u’—ul =y, ,uf =0,u5, =0,k =0,..,N,n=0,..,.M

n

seklindeki birinci mertebeden dogruluk fark semasinin ¢oziimiidiir. Bu durumda (3.5.5)

ifadesi,
Au.,+Bu +Cu _,=RO,n=1..,M-1 u,=0,u, =0. (3.5.6)

olarak matris formunda yazilabilir. (3.5.6) ifadesindeki &, siitun matrisi, A,,B,,C, ’lerise

kare matrislerdir. Yani bu matrisler;

0 0 0 0 0 0 0 0 0
a, 0 0 0 0 c, 0 0 0 0
0 a 0 0 0 0 c O 0 0
A = | Cy= o
0 0 : 0 0
0 i 0 a 0 0 : 0c 00
0 0 0 a O] 0 0 0 ¢, O]
1 0 0 0 1 -0 0 0 0]
b, 00 0 00 0 0
5 - , 40 0 0000
00 00 - 0 0 b, 0
(0 0 00 - 0 0 b, d]

seklindedir. (3.5.6) ifadesi acik olarak
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0 07| ul, 0 00 -1 - 0 07| Un
a, 0 OffUna| |b, d 0 O 0o - 0 0 0 u
0 a 0O 0 0f : N b, d 0 0 00 0O
0 0 | T : Tha
0 0 a Oflu2| |0 0 0 0 0 0 b 0 ||uMt
0 0 0 a, Ofy 0 000 - 0 0 b, d]|y
L n [ %Yn+1 | & n 1% ]
0 0 0 0 olfuL] [&]
c, 0 0 0 Of Uy 6’
c, 0 - 0 0] : :
+ : N-2 | T| on-2
0 0 u, 0,
0 ¢ 0 ¢ 0 OfuMt]| |g"*
0 0 0 c, Ofy Q"
L [ Y1 | L .
seklinde yazilir. Buradan da
L osin(x,), -
a =—(2+cos(x ))h2+—"Ih™,
n ( ( ”)) 2
b, :1+l+2(2+cos(xn))h‘2, (3.5.7)

T

¢, =—(2+cos(x,))h __smgxn) h™,

d=-=
T

ifadeleri elde edilir. Ayrica,

00

.= [,gd=w,,n=1.,M-1
9N

n

oF = f(tk,xn)+(2+cos(xn))¢”+l_2t$” ML —sin(xn)%—qyﬂ,k =1,...,N,n=1...M -1,

seklindedir. (3.5.6) ifadesindeki R ise (N +1)x(N +1)birim matrisidir ve
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unil un
Uga=( + (U =] :
N N
unil un
olur. O halde

u, =a,,U,.,+

n— “n+l

n=M-1..1

n+1?

yardimiyla (3.5.6)"ya ¢oziim arayalim. Burada u,, =0, ¢, (n=1...,M-1) kare matrisler ve

B, (n =1..., M—l) ise siitun matrislerdir. (3.5.6) fark denklemini ¢ozmede

o, = _(Bn _i_Cnan—l)71 Aﬂ

B,=(B,+C,, 1) (Rp,~C,B,.),n=1..,M-1,

formiillerini kullanmamiz gerekmektedir. Bu formiillerde ¢; sifir kare matris, j3; ise sifir
stitun vektortdiir.
Ikinci olarak, tekrar (3.5.1) lokal olmayan karisik smir deger problemini ele alalim. Bu

durumda tiirevler i¢in ikinci mertebeden dogruluk yaklasim formiillerini dikkate alarak,

2 ~u(xn+1)—2u(xn)+U(anl)
u®(x,) 2 ,

4 (x,)~ U(Xyy0)—2U (X, )+ 2u(X, 4 ) —U(X,,)
n h3 )
0 (x,) = U(Xysp ) —4U (X, )+ 6U(X,)—4u(X, s )+u(X, )
n h4 ’
2u(0)—5u(h)+4u(2h)—u(3h)
h? ’
2u(7)—5u(z—h)+4u(z—2h)—u(z—3h)
h? ’
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ifadeleri yazilabilir. O halde (3.5.1) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklasik

¢Ozilimleri i¢in t ve X cinsinden ikinci mertebeden dogruluk fark semasini

A —V:_l N Q. (Vrl:+1 _V:—1) + s (Vrl:+1 - 2\/: + Vrl:—1)

n

T 2h h?

k k k k
Jo (Vn+2 - 3Vn+l + 3Vn _Vn—l) N 7q, Vri:+2 - 4Vk + 6V§ - 4Vr|:71 -i-V:L2

n+l

h® 2 h*

r 1 r
_—%sm(xn)(p(xm)— P(%1))~ 5 P(%,),
k=1..N,
n=2,..M-2,

olarak alabiliriz. Bu durumda

dp =(2+cos(x, ))sin(x,).
g, = (2+cos(x,)),

d, =1+7q,,

q, = —2—cos(xn)+%[25in2 (xn)—(2+3cos(xn))(2+cos(xn))],

olur. Bu sistemi matris formunda
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Au..,+Bu,, +Cu, +D

n+2 n-n+l

u,,+Eu,,=R6,n=2,..,M-2,

n

u,=0,u, =0,

(3.5.9)

U, =

61
4
5

4 1
Uy =ZUy_, ——Uy_s,

5 5

olarak yeniden yazabiliriz ve burada €, siitun matris, A,,B,,C,,D,, E, ler kare matrisler

1=t n!=—n

ve R ise birim matrisidir. O halde bu matrisler

0 O 0 0 O 0 O 0 0 O
e 0 0 0 0 y. 0 0 0 0
0e 0 - 00 0 y O 0 0
A = , B, =] . ,
0 0 0 0
0 0 e 0 O 0 ¢ 0y 00
0 0 0 e O 0 0 0 vy, O]
1 0 ~(1-p) p 0 0]
r. d 0 0 0 0
c |0 do. 0 0 0
0 0 0O 0 0 r d O
0 0 00 0 0 0 r d]
[0 0 - 0 0 O] 0 0 -~ 0 0 O]
z, 0 0
D, - z, 0 - 0 | E - 0 w, .O 0 |
0 0 o -. 0
0z 0 0 0 ¢ 0 w 0
10 0 z, 0] 0 0 - 0 w O]
oy
0,= |
QN
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seklindedir. Bu durumda

SN TN [ R RN
+2—1hsin(xn)(f(tk—%,xn+lj— f (tk—%,xn_l}r f [tk—%,an,

k=1..,N,n=2,...,.M -2,

o % 7%
" h o 2nt
RNE I X3
. :_&_'_ rq0+21q1

"TToh R e TR
nth_‘lo Tﬂi,n 2,.,M=2.
olur. p(x,), (3.5.4) ifadesinden elde edilebilir ve burada {u}}, lokal olmayan (3.5.1) snir

degeri probleminin yaklasik ¢ézlimleri i¢in

k k-1 k k

u, —u, +q un+1_un—1+q n+1_2u +L|

r 2 2h h?

uf,—3uf, +3uf—u*, 7 uf,—4uf, +6uf—-4u +u’
-4, +2 +l3 n-1 +=0, +2 +l 4 -1 -2 :9:’

h 2 h
k=1..,N,n=2,...M =2,
P (3.5.10)

uf =0,uf, =0,uf :gu‘z‘—gug‘f,
uhk,ll:;'uhkﬂ2 1uKA 5 k=0,..,N

seklindeki ikinci mertebeden dogruluk fark semasinin ¢6ziimiidiir.
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Her n=0,..,M -1 indisleri i¢in «,,,,/,,, matrisler (N +1) satirdan ve (N+1)

siitundan olusan matrisler ve ,., ise (N +1) elemanli bir siitundan olusan matris olmak

tizere (3.5.9) lineer denklemin ¢6ziimiinii Gauss modifisirlenen yontemi kullanarak

U, =, U,y +ﬂn+lun+2 + V0N = M_Z""’O

n+l

seklinde arayacagiz. Burada

n=r=0a=p4,
tiim elemanlari sifirdan olusan matrisler,

a, =—4R, ﬂzzgR

ﬂml = _Fn_lAﬂ
Ay = _|:n71 ( Bn + Dnﬂn + Enan—lﬁn )’

Vna = _Fn7l ( R(DH - Dnj/n - Enan—lyn - Enyn—l)’

F = (Cn +D,a, +E B+ Enan—lan)’ n=2,...M =2

formiillerle hesaplanir.

u, Ve Uy i¢in,

u,, =0,
Uy, = (ﬁM—l +9R _(4R —Qy_y )aM—l)il [(4R _aM_z)?/M—l _7M—l]
ifadeleri gecerlidir.

Simdi u, p,v i¢in hata analizlerini sirasiyla Tablo 3.5.1, Tablo 3.5.2, Tablo 3.5.3°de

verelim.
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Tablo 3.5.1. u igin hata analizi

Fark Semalari

(N,M) N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160
BMDFS
7.5289x10°° 3.6525x10°° 1.7985x10°° 0.89219x10°°
IMDFS
1.4774x10°° 0.39701x10°° 0.10286x10°° 2.6181x10°°
Tablo 3.5.2. p igin hata analizi
Fark Semalar
(N,M) N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160
BMDFS
1.9009x10°2 0.88111x10°? 0.42341x10°2 0.20745x10°2
IMDFS
0.57294x10°? 0.13679x10°? 0.034257x107% | 8.629x10°°
Tablo 3.5.3. v i¢in hata analizi
Fark Semalar1
(N,M) N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160
BMDFS
0.27531x10°? 0.13185x10°* 0.064479x10° | 0.031861x107°
IMDFS

0.13758x1072

0.037788x10°°

9.7782x10°°

2.4804x107°

PR

Tablodaki verilere bakildigindan N ve M degerleri 2 kat oraninda degistiginde u,Vv,

1 .
p icin BMDFS$’daki degisim yaklasik olarak > oraninda, IMDFS’daki degisim yaklasik

PR

1 . : :
olarak 2 oraninda degistigi goriilmektedir. Bu da 6rnekteki sayisal ¢ozliimiin gercek ¢oziime

yaklasiminin dogruluk mertebesi ile ayn1 mertebe yakinsak oldugunu gésteriyor. N ve M nin
degerlerinin 2 kat seklinde alinmasinin nedeni ise sayisal ¢oziimiin ger¢ek c¢Oziime

yakinsaklik mertebesini gorebilmektir.
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Tablodaki N ve M degerlerinden yararlanarak gercek c¢oziim grafigi, birinci
mertebeden dogruluk fark semasi grafigi, ikinci mertebeden dogruluk fark semasi grafigi

sirastyla Sekil 3.5.1, Sekil 3.5.2, Sekil 3.5.3’de sunulmustur.

gergek cozim

ag
og b
07—

06—

05_

0.4_5..

0.3_5..

Dz_d et

0.1 _
o

200

100
100

% elksE t ekseni

Sekil 3.5.1. N=160 M=160 i¢in gercek ¢oziim grafigi

birinci dereceden dodruluk fark semasi MN=180 MM=160

D.a{ TR
BB
g

D2_

O §
200 200

100 100

x® ekseni t ekseni

Sekil 3.5.2. N=160 M=160 i¢in birinci dereceden dogruluk fark semasi grafigi
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ikinci dereceden dodruluk fark semas) MN=180 k=180

‘If-l— :

200

100

% cleam] t ekseni

Sekil 3.5.3. N=160 M=160 i¢in ikinci dereceden dogruluk fark semasi1 grafigi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Yapilan ¢aligmalar neticesinde asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Sonug¢ 1: A operatorii H Hilbert uzayinda bir 6z eslenik pozitif tanimli operatér,

S s S,y Myy oo S, M, Verilen gercek sayilar icin
D || <10<s <5, <...<s, <1
k=1

kosul saglanmis olsun. Ayrica, ¢,y € H elemanlar ve f :[0,1] - H fonksiyonu verilmis

olsun. (v, p) ¢ifti i¢in

%(t)+Av(t)= p+ f(t),0<t<1,

V1) =0, v(O) = Y 1 V(s,)

sinir deger problemin ¢6zlimii i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Sonug 2: Q=(0,1)", " vektdr uzaymnda birim kiip ve onun smir1 S=0Q ve

Q=0QuUS olsun. [0,1]xQ bélgesinde, bilinmeyen V(t,x) ve p(x) fonksiyonlar igin

ov(t,x) _Zn:(ai (x)v, (t,x))Xi +ov(t,x)=f(t,x)+ p(x),

ot i1
X=(X,....,X,) €Q,0<t <],
V(l,X):gD(X),V(O,X)er:,ukv(sk,x)+l//,X€f_2
k=1

v(t,x)=0,x€eS,

sinir deger problemin ele alinmistir ve onun ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimleri elde

edilmistir.



Sonug¢ 3: Parabolik denklemler igin c¢ok noktali lokal olmayan smir deger

0zdeslestirme problemin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in

(Ve =V )+ AY, = f +p, f = (5 ). 1<k <N,

n =@,V _Z/uivli =y
i1

formundaki BMDEFS elde edilmistir ve kararlilik kestirimleri olusturulmustur.
Sonu¢ 4: Parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan smir deger

0zdeslestirme problemin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak igin

(v, —vk_l)+A(| +T7Ajvk :(I +%j(f (tk 1J+ p],lsk <N,
2

Vy =@,
r

Vo _Z{/‘i (1-p )Vli +:Ui/0iV|i+1} =y

i=1

seklindeki IMDFS elde edilmistir ve kararlilik kestirimleri olusturulur.

Sonu¢ 5: Dirichlet sart1 ile verilen parabolik kismi diferensiyel denklem ig¢in ¢ok
noktali 6zdeslestirme sinir deger problemin ¢oziimiiniin kararliligi incelenmis ve BMDFS
ile IMDFS olusturulmustur.

Sonug¢ 6. Test 6rneklerde ¢ok noktali parabolik 6zlestirme sinir deger probleminin
¢Ozlimiini bulmak igin algoritma ve MATLAB kodlar1 verilmistir.

Elde edilen bu sonuglar, farkli sinir kosullariyla parabolik kismi diferensiyel

denklemleri iceren modelleri incelemeye katki saglayacaktir.
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6. EKLER

6.1. Ek 1. Problemin MATLAB Program Kodlar:

function firstandsecondorder_inv_final(N,M)

if nargin < 1; end;

close;close;

%21.mertebede

tau=1/N; h=pi/M;lam=1/2;
Ibt=lam/tau;s=Ffloor(lbt);Ibtl=Ibt-s;
O=zeros(N+1,N+1,M+1);0=zeros(N+1,N+1);0s=zeros(N+1,1);
%V

A=0;B=0;C=0;

for n=1:M+1,

for k=1:N;

x=(n-1)*h;a=2+cos(x);b=sin(x);
A(k+1,k+1,n)=-a/h"2+b/(2*h);C(k+1,k+1,n)=-a/h"2-b/(2*h);
B(k+1,k,n)=-1/tau;B(k+1,k+1,n)=1+1/tau+2*a/(h"2);
end;

B(1,s+1,n)=-1;B(1,1,n)=1;

end

R=eye(N+1,N+1);

fii=0;

for n=1:M+1,
x=(n-1)*h;finpl=exactu(1,x+h);fin=exactu(1,x);finml=exactu(1,x-h);
Afi=-(2+cos(x))*(finp1-2*fin+finm1)/(h*h)+sin(x)*(finp1-finm1)/(2*h)+fin;
for k=2:N+1;

t=(k-1)*tau;fii(k,n)=rsf(t,x)-Afi;

end;

fii(1,n)=rox(x);

end;

alphaf{1}=o0;bethaf{1}=0s;

for j=2:M;

Q=inv(B(:,:,)+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(.,.));
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1}));

end;

V=0;

for j=M:-1:1;

V(:,j)=alphaf{j}*V(:,j+1)+bethaf{j};

end;

pf=V;

%Gercek cozum

for n=1:M+1,

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;x=(n-1)*h;



esv(k,n)=exactv(t,x);

end;

end;

format('shortG");
maxerror=max(max(abs(esv-pf)));
cevapv=maxerror;

%p
p(1)=exactp(0);p(M+1)=exactp(pi);
for n=2:M;

x=(n-1)*h;
p(n)=(2+cos(x))*(V(N+1,n+1)-2*V(N+1,n)+V(N+1,n-1))/(h*h)
-sin(X)*(V(N+1,n+1)-V(N+1,n-1))/(2*h)-V(N+1,n);
end;

for n=1:M+1,
x=(n-1)*h;esp(n)=exactp(x);

end;

maxerrorp=0;

for n=2:M;
maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p(n))"2;
end;
maxerrorp=maxerrorp”™(1/2)*h"(1/2);
%u

B=0O;

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for k=1:N;
B(k+1,k,n)=-1/tau;B(k+1,k+1,n)=1+1/tau+(4+2*cos(x))/h"2;
end;

B(1,5+1,n)=-1;B(1,1,n)=1;

end

R=eye(N+1,N+1);

fii=o0;

for n=2:M;

x=(n-1)*h;

for k=2:N+1,;
t=(k-1)*tau;fii(k,n)=rsf(t,x)+p(n);

end,

fii(1,n)=rox(x);

end,

for j=2:M;
Q=inv(B(:,:,)+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(.,.));
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1}));
end;

U=zeros(N+1,M+1);

for j=M:-1:1;
U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j};
end;

pf=U;
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%Gercek u

for n=1:M+1,

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;x=(n-1)*h;

esu(k,n)=exactu(t,x);

end;

end;

maxerror=max(max(abs(esu-pf)));

cevapu=maxerror;

cevapl=[cevapv,maxerrorp,cevapu];

%Grafik

strl=strcat(‘birici mertebeden dogruluk: N=",num2str(N)," M=",num2str(M));
figure; surf(pf); title(strl);xlabel(’'t axis');

ylabel('x axis"); rotate3d ;

figure; surf(esu); title('gercek cozum’); xlabel('t axis’); ylabel('x axis');rotate3d ;
%2. mertebeden fark sema

A=0;B=0;C=0;D=0;E=0;

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

g0=(2+cos(x))*sin(x);q1=(2+cos(x))"2;q2=sin(x)+tau*qo;
g3=-2-cos(x)+tau/2*(2*sin(x)*sin(x)-(2+3*cos(x))*(2+cos(x)));

for k=1:N;

A(k+1,k+1,j)=-tau/(h"3)*q0+tau/(2*(h"4))*q1,;
B(k+1,k+1,j))=1/(2*h)*q2+1/h"2*q3+2*tau/(h"3)*q0- 2*tau/(h"4)*q1;
C(k+1,k+1,j)=1+tau/2+1/tau-2/h"2*q3+3*tau/(h"4)*q1;
C(k+1,k,))=-1/tau;
D(k+1,k+1,j)=-1/(2*h)*q2+1/h"2*q3-2*tau/(h"3)*q0-2*tau/(h"4)*q1;
E(k+1,k+1,j)=tau/(h"3)*q0+tau/(2*(h"4))*q1;

end

C(1,5+1,j)=Ibtl-1;C(1,5+2,j)=-Ibtl;C(1,1,j)=1;

end

fii=0;

for j=2:M ;

x=(j-1)*h;

fi0=exp(-1)*sin(x);fil=exp(-1)*cos(x);fi2=-exp(-1)*sin(x);
fipO=exp(-1)*sin(x+h);fipl=exp(-1)*cos(x+h);fip2=-exp(-1)*sin(x+h);
fimO=exp(-1)*sin(x-h);fiml=exp(-1)*cos(x-h);fim2=-exp(-1)*sin(x-h);
finpl=exactu(1,x+h);fin=exactu(1,x);finml=exactu(1,x-h);
Afi=-(2+cos(x))*fi2+sin(x)*fi1+fi0;
Afipl=-(2+cos(x+h))*fip2+sin(x+h)*fip1+fip0;
Afim1=-(2+cos(x-h))*fim2+sin(x-h)*fim1+fim0;

for k=2:N+1;

t=(k-1)*tau- tau/2;
fii(k,j)=rsf(t,x)-Afi+tau/2*(-(2+cos(x))*(rsf(t,x+h)-Afipl-2*(rsf(t,x)-Afi)+rsf(t,x-h)-
Afim1)/h"2+sin(x)*(rsf(t,x+h)-Afipl-rsf(t,x-h)+Afim1)/(2*h)+rsf(t,x)-Afi);
end;

fii(1,))=rox(x);

end;

alpha{1} = o;betha{l1} = o;
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gamma{1}= os;

alpha{2} = (4/5)*R;

betha{2} = (-1/5)*R;gamma{2} = zeros(N+1,1);

forj =3:M-1;

L=inv(C(:,:,))+D(:,: j)*alpha{j-1}+E(:,:,)) *betha{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2}*alpha{j-1});
betha{j} = - L*A(.,:..));

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1});
gamma{j} = L*(R*(fii(:,j)) - D(,:,))*0gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1} -
E(:,:,j)*gamma{_j-Z} )!

end;

V=o0;

V(:,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-
2H)*gamma{M-1} - gamma{M-2});

forj=M-1:-1:1

V(:,J)=alpha{j}*V(:,j+1)+betha{j}*V(:,j*+2)+gamma{j};

end;

ps=V;

maxerrors=max(max(abs(esv-ps)));

cevapvs=maxerrors;

%p

p(1)=exactp(0);p(M+1)=exactp(pi);

for n=2:M;

x=(n-1)*h;
p(n)=(2+cos(x))*(V(N+1,n+1)-2*V(N+1,n)+V(N+1,n-1))/(h*h)-sin(x)*(V(N+1,n+1)-
V(N+1,n-1))/(2*h)-V(N+1,n);

end;

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

esp(n)=exactp(x);

end;

maxerrorp=0;

for n=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p(n))"2;

end;

maxerrorp=maxerrorp”(1/2)*h"~(1/2);

%u

C=0;

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

g0=(2+cos(x))*sin(x);ql=(2+cos(x))"2;

g2=sin(x)+tau*qo;
g3=-2-cos(x)+tau/2*(2*sin(x)*sin(x)-(2+3*cos(x))*(2+cos(x)));

for k=1:N;

C(k+1,k+1,j)=1+tau/2+1/tau-2/h"2*q3+3*tau/(h"4)*q1;

C(k+1,k,j)=-1/tau;

end

C(1,5+1,j)=Ibtl-1;C(1,5+2,j)=-Ibtl;C(1,1,j)=1;

end

for j=2:M ;
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x=(j-1)*h;

for k=2:N+1,;

t=(k-1)*tau- tau/2;

ppp=p(j)+tau/2*(-(2+cos(x))*((p(i+1)-2*p() +p(j-1))/h"2)+sin(x)*(p(+1)-p(-
D)/(2*h)+p());
fii(k,j)=rsf(t,x)+tau/2*(-(2+cos(x))*((rsf(t,x+h)-2*rsf(t,x)+rsf(t,x-
h))/h"~2)+sin(x)*(rsf(t,x+h)-rsf(t,x-h))/(2*h)+rsf(t,x))+ppp;

end;

fii(1,j)=rox(x);

end;

alpha{1} = o;betha{1} = o;gamma{1}= os;

alpha{2} = (4/5)*R;betha{2} = (-1/5)*R;gamma{2} = zeros(N+1,1);

for j =3:M-1;
L=inv(C(:,:,))+D(:;,:,))*alpha{j-1}+E(:,:,j) *betha{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2} *alpha{j-1});
betha{j} = - L*A(:,5));

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,))*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1});
gammaq{j} = L*(R*(fii(:,))) - D(:,:,))*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1} -
EC.:j)*gammadj-2} );

end;

U=zeros(N+1,M+1);

U(:,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-
2}H)*gamma{M-1} - gamma{M-2});

forj=M-1:-1:1;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gammaq{j};

end;

ps=U;

strl=strcat(‘ikinci mertebeden: N=",num2str(N)," M=",num2str(M));

figure; surf(ps); title(strl);xlabel('t axis');

ylabel('x axis"); rotate3d ;

maxerrors=max(max(abs(esu-ps)));

cevapus=maxerrors;

cevap2=[cevapvs,maxerrorp,cevapus];

Cevap=[cevapl,cevap2]

%fonksiyonlar

function rx=rox(x)

rx=(1-exp(-0.5))*sin(x);

function px=exactp(x)

px=exp(-1)*(3*sin(x)+sin(2*x));

function estxv=exactv(t,x)

estxv=(exp(-t)-2*exp(-1))*sin(x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=exp(-t)*sin(x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=exp(-t)*(2*sin(x)+sin(2*x))-exp(-1)*(3*sin(x)+sin(2*x));
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6.2. Ek 2. Laplace Doniisiim Tablosu

Fonksiyon Déniisiim | Fonksiyon Déniisiim
T | £ F(s) 25 | 6(t — a) e—as
t 1
2 | af(®) +bg(t) afF(s) + bG(s) 26 (- 1)[[a]] (Kare dalga) _tanhg
s
1] _ t —as
3 | f'® sF(s) = f(0) 27 IH] (Merdiven) e
a s(1—e™%)
4 | (1) s2F(s) — sf(0) 28 | coskt S
- £(0) 52 + k2 (s>0)
5 | f™® STF(s) = - 29 | sinkt k
— f(=D(Q) iz >0
6 ¢ F(s 30 h kt S
f f(@)dr —i ) cos oz > kD
0
7 | edtf(t F(s—a 31 | sinhkt k
10 -a) LR
8 |ut—a)f(t—a) e"F(s) 32 | e%coskt & _Sa;2a+ = (s> a)
9 t F(s)G(s) 33 | e*sinkt
f f@g(t —1)dr m(s > a)
0
10 | tf (D —F'(s) S P __r
773 (sin kt — kt cos kt) G 1 k)2
11| enf(e) (—DF®(s) 3 |1 S —
ﬁsm kt (52 T kz)z
12 | f(®) @ 36| 1 s?
e J; f(o)do % (sin kt + kt cos kt) e
13 i 1 P 37 2 k2
f(t), periyot p _ j et F(t)dt k coskt s2—k
1—e7P5 ), (s2 + k?)2
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it Vs — cos kt sinh kt 4+ Ak4
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6.3. EK 3. Fourier Doniisiim Tablosu

Fonksiyon Doniisiim
Fx) 0<x<m fsm) (n=1,23,..)
1 F(x) 4
f F(x) sinnx dx = s,{F}
0
2 - s(n)
%;fs(n) sin nx S
3 F"(x) n?fy(n) + n[F(0) — (=1)"F (m)]
4 X T X 1
o f (n — PF(r)dr — f (x — PDF@)dr 2 S
T2 0
5 F(m —x) D™ f(n)
6 Filx+c)+ F(x—c) 2f;(n) cos nc
7 = x+y 2
[1o) [ R@ray o) )
0 x—y
8 T—X T
n
9 x 1 n+
T ;(—1) !
e - -
11 —X, x<c T
{n—x, A Ecosnc (0<c<m)
— T
12 {((7; _;))’: ;‘;CC -z sinnc (0 <c<m)
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