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Bu c¢alismada, adi ve kismi kompleks diferensiyel denklemlerin katsayilari, baslangic
kosullar1 ve kuvvet fonksiyonu rastgele degisken secgilerek denklemler rastgele hale
getirilmistir. Bu denklemlerin ¢oziimleri i¢in yar1 analitik yontemlerden diferensiyel,
Elzaki ve Sumudu doniisiim yontemleri kullanilmistir. Ayrica, elde edilen rastgele adi ve
kismi kompleks diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri bulunarak, ¢oziimlerin olasilik
karakteristikleri incelenmistir. Parametreler farkli olasilik dagilimlarindan segilerek,
ornegin Beta, Gamma, Diizgilin, Normal dagilim olmast durumunda ¢oziimlerin beklenen

deger ve varyanslar1 hesaplanarak, grafiksel olarak gosterilmistir.
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In this study, the coefficients, initial conditions and force function of the ordinary and
partial complex differential equations have been randomized by selecting random
variables. For the solutions of these equations, semi-analytical methods, differential, Elzaki
and ternal Sumudu transform methods are used. In addition, by finding solutions of the
obtained random ordinary and partial complex differential equations, probability
characteristics of the solutions are examined. By selecting parameters from different
probability distributions, for example in case of Beta, Gamma, Uniform and Normal
distribution expected values and variances of the solutions are calculated and shown

graphically.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Kompleks analiz ve diferensiyel denklemler modern fizik ve miihendislik
modiilasyonlarinda ve 6zellikle kuantum mekanigi, akiskanlar mekanigi, niikleer fizik ve
kompleks geometri uygulamalarinda ¢ok 6nemli bir role sahiptir. Gergekte reel ¢izgideki
diferensiyel denklemler hakkinda literatiirde cok fazla calisma olmasina ragmen kompleks
bagimli ve bagimsiz degiskenlere sahip diferensiyel denklemler i¢in ¢ok az calisma
literatiirde mevcuttur. 1976 yilinda kompleks bolgede adi diferensiyel denklemler (Sibuya,
1976) ve kompleks bolgede lineer diferensiyel denklemler iizerine c¢aligmalar
yapilmistir(Sibuya, 2008). Son yillarda kompleks diferensiyel denklemler iizerine yapilan
caligmalar asagida oOzetlenmistir. 2006 yilinda, Taylor kollokasyon yontemi ile bir
dikdortgensel bolgede kompleks diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmislerdir(Sezer ve Giilsu, 2006). Eliptik bolgede karisik kosullu kompleks diferensiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢cin Taylor kollokasyon yontemi kullanilmistir(Sezer v.d.,
2006). 2013 yilinda dairesel kompleks bolgede bazi kompleks diferensiyel denklemleri
¢ozmek i¢in Kkollokasyon yontemini kullanmislardir(Yiizbasi ve Sezer, 2013). Sinirh
bolgede Ginzburg-Landau siiper iletkenlik modelinde nicemlenmis girdap etkilesimini
incelenmistir(Bao ve Tang, 2013). 2015 yilinda baz1 kompleks diferansiyel denklemlerin
radikal c¢ozeltilerinin salinimlar1 incelenmistir(Huang ve Wang, 2015). 2017 yilinda
kuantum fizikgisi lineer kompleks diferensiyel denklemlerle Schrodinger denklemler
arasinda onemli bir iliski oldugunu tespit etti(Jung ve Roh, 2017).

Ik olarak Zhou (1986) tarafindan &nerilen diferansiyel doniisiim kavrami (bir
boyutta) elektrik devresi analizinde lineer ve lineer olmayan baslangig¢ deger problemlerini
¢ozmek i¢in uygulanmigtir. Tek boyutlu diferansiyel donilisiim yontemini kullanarak
dogrusal olmayan diferansiyel denklemler (Keskin ve Oturang, 2008) de c¢oziilmiistiir.
Ayrica kompleks kismi diferensiyel denklemler ele alindi, bu tiir denklemler, ilk olarak
lineer ve imajiner kisimlarina ayrilarak bagli denklem sistemleri elde edildi. Elde edilen
denklem sistemleri iki boyutlu diferensiyel doniisiim metodu uygulanarak yaklasik analitik
¢oziimli bulundu. Kismi diferansiyel denklemlerin iki boyutlu diferansiyel doniisiim

yontemi ile ¢oziilmesi Chen ve Ho (1999) tarafindan onerilmistir. Bu ¢alismada, bazi1 adi



ve kompleks diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri Diferansiyel Doniisiim
Yontemi(DDY) kullanilarak analiz edilmis ve diger sayisal metotlarin ¢oziimleri ile
karsilagtirilmigtir. Bu metot, baz1 adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
kullanilabilir. Birinci bdliimde, Diferansiyel Doniisim YoOnteminin temel tanimi ve
ozellikleri verilmistir. Ikinci boliimde, rnekler diferansiyel doniisiim yontemi kullanilarak
¢Oziilmiis ve sayisal yontemlerin diger ¢oziimleriyle karsilastirilmistir. Degisken katsayili,
birinci mertebeden Cauchy-Euler, Lane-Emden kompleks diferensiyel denklemler rastgele
hale getirilerek ¢o6ziim davraniglari incelenmistir. Rastgele adi ve kismi diferensiyel
denklemler 1ilgili yapilan son calismalar, Merdan v.d tarafindan 2017-2019 yilinda
gerceklestirilmistir. Kompleks adi ve kismi diferensiyel denklemlerin yaklasik analitik
¢oziimleri verilmistir(Diiz, 2012-2014).

Sumudu Doéniisiimii Yontemi(SDY) temel tanim ve teoremleri verilmistir. SDY ilk
olarak G.K. Watugala tarafindan 1993 yilinda diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini elde
etmek i¢in verilmistir. Bu ¢alismada SDY' yi kullanarak adi ve kompleks diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri elde edilecektir(Belgacem ve Karaballi, 2003). Ayrica Laplace
dontisimii ve Ozellikleri ele alinarak; Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasindaki iliski
incelenmistir. Ozellikle birinci ve ikinci mertebeden kompleks diferensiyel denklemlere
Sumudu doéniisiimii uygulanilarak ¢calismanin amacina ulasilmasi saglanmistir. Daha sonra
MAPLE programlama dili ile bu denklemlerin ii¢ boyutlu grafikleri ¢izilecektir. SDY ¢ok
fazla gelismemesine ragmen son yillarda uygulamali bilimlerde 6zellikle miihendislik,
fizik ve fizik bilimleri alanlarinda 6nemli bir yer tutar. Elzaki doniisimii(Elzaki T.M,
Elzaki S.M ,2011), Tarig Elzaki tarafindan 2011 yilinda klasik Fourier integralinden
tiretilmistir. FElzaki donilislimiiniin matematiksel sadeligine ve temel Ozelliklerine
dayanmaktadir. Elzaki doniisiim metodu kullanilarak lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemler, kompleks adi ve kismi diferansiyel denklemlerinin analitik ¢oziimleri elde
edilmistir. Elde edilen analitik ¢oziimlerin MAPLE(v.13) paket programi kullanilarak

beklenen deger ve varyans grafikleri ¢izilmistir.



1.2. Temel Tanimlar

Kompleks Fonksiyon 1.1.1. z = x + iy kompleks degiskeni R? nin (Oklid uzay1)
noktalar1 olarak gosterilmektedir. Boylece € deki zy = xq + iyo, R? nin (%0, ¥o)

noktasina karsilik gelmektedir. Bunu asagidaki gibi gosterebiliriz:

t'q Z=a + bi

b
=1
a

|

Sekil 1.1 kompleks sayist
z = r(cos(8) +isin(h)) = re'

buradan
1
r = (x*+y3)z7, 0 =tan~?!

x = Re(z)(reel kisim), y = Im(z)(sanal kisim) olarak adlandirilir. Ayrica, r = | z |
z'nin modiiliidir (mutlak degeridir) ve 8 = arg(z), z' nin bagimsiz degiskenidir ve

yalnizca 2m'nin katlarina kadar belirlenmektedir.

Kuvvet Serisi 1.1.2. Kuvvet serileri, Weierstrass tarafindan gelistirilen fonksiyon
teorisinin temelini olusturmustur. Bu fonksiyonlar1 icat etmemis, ancak teorilerini

miikemmellestirmistir. z,, a, €C sabitler olmak iizere,

o

Z an(z — )"

n=0

bi¢cimindeki serilere kuvvet serisi denir.



Laurent Serisi 1.1.3. f, r <|z — z,| < R araliginda tanimlanan dairesel D
bolgesi i¢inde analitik olsun. Bu aralikta olan f ‘in seri goOsterimi asagidaki gibi
gosterilmistir.

o)

f)= ) anlz—z)

n=-—oo

a, katsatyilari,

f(w)
n Zm,l- (w—z )"+1

y, tamamen D bolgesinde yer alan ve i¢inde z, noktasi bulunan basit bir kapali egridir.

Cauchy Integralleri 1.1.4. z — f(z) fonksiyonunun bir D bolgesinde analitik

oldugunu diistinelim.

f(2) =U(2) +iV(2)

ve integrali tanimlanirsa

j f(z)dz = jZZ[de —Vdy] +i jZ[Udy + Vdx].

1.3. Adi Kompleks Diferansiyel Denklemler Teorisi

Bir karmagik diferansiyel denklem, z;, z,, ..., z,, kompleks degiskenler olmak iizere
bir veya daha fazla bagimsiz degiskene bagl

w = F(zy,z,, ..., z,) analitik kompleks fonksiyonun tiirevlerini i¢ceren bir denklemdir.

Kompleks diferensiyel denklemin genel formu

F(z,w,w',w",..w™") =0,



standart adi kompleks diferensiyel denklem olarak adlandirilir. w = F(zy, 25, ..., Zp,)

kompleks diferensiyel denkleminin bir ¢6ztiimii olacaktir.

Tamim 1.3.1. Kompleks diferansiyel denklemin mertebesi, kompleks diferansiyel

denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesidir.

Tammm 1.3.2. Kompleks diferansiyel denklemin derecesi, karmasik diferansiyel

denklemin en yiiksek mertebeli tiirevin issiidiir.

Notasyon: Kompleks diferansiyel denklemin iki tipi vardir: Bunlar, adi kompleks
diferansiyel denklem ve kismi kompleks diferansiyel denklemlerdir.
1. Adi kompleks diferansiyel denklemler (AKDD'ler): Bir bagimli ve bir bagimsiz
kompleks degiskene sahip denklemlerdir.
2. Kismi kompleks diferansiyel denklemler (KKDD'ler): Birden fazla bagimsiz
kompleks degiskene sahip denklemlerdir.

Tamm 1.3.3. Adi kompleks diferensiyel denkleminin genel ¢ézimii w = F (2)

F(z,w,w") = 0, AKDD saglayan analitik fonksiyondur.

Tammm 1.3.4. Denklemi saglayan, fakat genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere 6zel

degerler verilerek elde edilemeyen ¢oziimlere, tekil ¢oziim denir.

Tammm(Varhk ve Teklik) 1.3.5. Birinci mertebeden adi kompleks diferensiyel

denklem diisiinelim:

w'(z) = F(z,w),

ve (z,w) = f(z,w) ‘nin (z,, wy) noktast komsulugunda analitik oldugunu varsayalim.
Yani, z degiskenli bir fonksiyonu w = w(z; z,; wy) z, bazi komsulugunda analitik olur ve

wo = (2g, ZoWo) komsulugundaki tiim z ler i¢in

w'(z; zg;wo) = f (z2,w(z; 2o; Wp)),



Cauchy boyle bir ¢éziimiin varligini ve tekligini géstermistir. Bu amagla, bazi 6zgiin yollar
gelistirilmistir. Ger¢ek durum i¢in, lineer yaklasimlar kullanarak adim adim bir yontem

gelistirilmistir.

1.4. Adi Kompleks Diferensiyel Denkleminin Analitik Coziimii

1.4.1.Birinci Mertebeden Adi Lineer Kompleks Diferansiyel Denklemler
2+ P(2w = Q(2), (L.1)

seklinde yazilmistir. Burada P(z) ve Q(z) analitik fonksiyonlardir. (1.1) denklemini
v(z) ile ¢arpildiginda

dw
v(z) e +v(2)P(2)w = v(2)Q(2)

elde edilir. v(2) nin asagidaki denklemi sagladigini kabul edelim.

d
—@w(z] = v(2)Q@)

her iki tarafin integrali alindiginda

wnmn=jwwm@m

ve

1
w = @f v(2)Q(z)dz

bulunur. Simdi her bir (1.1) denklemi i¢in v(z)’ yi bulmamiz gerekir.

d( )= dW+P
dsz_vdz vPw,



eksik kalan kisim agildiginda

dw dv dw
vV—+w—=v—+ vPw = wv' = vPw.
dz dz dz

Bunu kolayca asagidaki gibi

V= efP(z)dz

oldugu goriiliir. Buradan, genel ¢6ziim
w = e~ [Pz U el P@az0 (1) dz + C]

elde edilir.

Ornekl.l. Asagida birinci mertebeden lineer adi
denklemini inceleyelim.
w +iw =z —1,
olup
P2)=i, Qz)=z—i, v=elld

ve

_i (z—1) izd, = _i[_-iz_i_c]
W_eiZ zZ—l)e Z W_eiZ zie

boylece genel ¢ozliimii agagidaki forma sahiptir

w = Ce % — g,

kompleks diferensiyel

(1.2)



1.4.2.w’inci Mertebeden Lineer Kompleks Diferansiyel Denklemler: n.

Mertebeden Lineer Adi Kompleks Diferensiyel Denklemin Genel Sekli

> few®@) = 6()
k=0

burada f,(z) k= 1,2,3,4,... karmasik fonksiyonlar, polinomlar veya sabitlerdir. n.

mertebeden lineer kompleks diferensiyel denklemleri(LKDD)

1. n'inci mertebeden sabit katsayili lineer adi  kompleks diferansiyel

denklemlerin standart sekli:

n

z aw® = G(2),

k=0

burada a; karmasik sabitler ve G (z) = 0 ise denklem homojen,

2. Diger durumda G (z) # 0 ise denklem homojen olmayandir.

1.4.3. Lineer Rastgele Kompleks Diferensiyel Denklemler

Lineer kompleks diferensiyel denklemler {i¢ farkli sekilde rastgele hale getirilebilir.

1. Katsayilarin rastgele hale getirilmesi:
n
D aw® =6(),

k=0

Burada a,, lar rastgele degisken olmasi durumunda yani, denklemin katsayilari rastgele

yapilarak denklem rastgele kompleks diferensiyel denkleme doniistiiriilebilir.

2. Baslangi¢ kosullarinin rastgele hale getirilmesi:



n

Z aw® = G(2),

k=0

Baslangi¢ kosullar1

W(O) = bO ) W,(O) = bll ey W(n_l)(()) = bn—l:
by, by, ... b,_; rastgele degisken secilerek kompleks diferensiyel denklem rastgele hale

getirilebilir.

3. Denklemin sag tarafi olan kuvvet fonksiyonunun rastgele se¢ilmesi:

n

z aw® = G(2),

k=0

G (z) fonksiyonu rastgele secilerek diferensiyel denklem rastgele hale getirilebilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sumudu Doniisiimii

It
A= {f (O13IM, 74,7, > 0, |f ()| < Me, te(—1)7x[0, oo)},

fonksiyonlar kiimesi lizerinde

Gw) =S[fO)] = [ flut)e™dt, ue(-4,7,) (2.1)

doniistimiine Sumudu dontisiimii denir (Belgacem vd., 2006)

2.2. Bazi1 Temel Fonksiyonlarin Sumudu Déniisiimleri

w dw

Oncelikle (2.1) ifadesinde w = ut (t = Z) doniisimii  uygulanirsa dt = -

olacagindan doniisiim ifadeleri yerlerine yazilirsa,
1 0 W
G(u) = Zfo e uf(w)dw (2.2)

haline doniisiir. Dolayistyla f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii,

G = S[F@;ul = L [2 e (e (2.3)

seklinde de ifade edilebilir. Bu gosterim fonksiyonlarin Sumudu doniisimiinii elde
etmemize yardimci olmaktadir.

Ornek2.1. f(t) = a, a sabit fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

® t
Sla] = afo ae udt

14 ¢
=a lim — e udt
A-oco U 0



.11t
=a lim ——e u|
A—-oco U 1

_A
=alim(1—e u)za

A—>00

olacagindan S™1[a] = a bulunur.

Ornek 2.2.  f(t) = cos(at) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii

o

S[f(®)] = %j e“écos(at)dt

0
iy A _t ,
= H/lxl_r)go [cos(at) (—we u|§ _—[o (—u)e u(—a) sin(at) dtl

A

1 A ¢
= E,Pm lcos(aA) (—we v+u-— auf e usin(at) dt]
—00 0

[cos(aA) (—u)e_% +u—au (sin(at) (—u)e_glg — J (—u)e_% acos(at) dt)l
0

— lim
u A—oo

A

= — lim _cos(aA) (—u)e_% +u—au (sin(aA) (—u)e_% + auf 3_5 cos(at) dt) l
0

u A-oo

1 [ A ¢
=—lim |u — a®u? f e ucos(at) dt
u A-oo | 0

=1 — a?u?S[cos(at)]

S[cos(at)] = 1 — a?u?S[cos(at)]

au
1+a?u?

S[cos(at)] = [sin(at)] =

—L s
1+a2u?’

seklindedir.
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2.3. Sumudu Déniisiimiiniin Varhg

Teorem2.3.1. f(t) fonksiyonu [0, o) araliginda pargali siirekli ve t > t, igin a tistel

mertebeden bir fonksiyon olsun. % > a olacagindan S[f(t)] mevcuttur.

. 1 L : 1
Ispat: " foooe uf(t)dt integralinin ” > a i¢in yakinsaklifinin incelenmesi

gerekmektedir.

1 (@ 1 (b ¢ 1% ¢t
- fo FO)dt =+ fo euf (Ot + - fo e7uf (£)dt

u

t
seklinde ayrilir. e uf (t) ifadesi [0, t,] araliginda pargali siirekli oldugundan sa§ taraftaki

ilk integral yakinsaktir. Buna gore ikinci integralin yakinsakligi gosterilmelidir. f(t)
fonksiyonu a iistel mertebeden oldugundan t > t, icin |f(t)| < Me®* ve tim t > ¢,

degerleri i¢in,
_t _t _t
’e uf(t)| =e u|f(t)] < Me ue*

1
yazilabilir. " >« igin,

12



t t 1
elde edilir. Boylece t>t, igin |e_ﬂf (t)| < Me we =M e_(ﬂ_“)t oldugundan

t
) ttoe_ﬂf (t)dt integrali %> a i¢in yakinsaktir. Bundan dolayr her iki integral mevcut

oldugundan S[f (t)] doniistimii mevcuttur.

2.4. Sumudu Déniisiimiiniin Ozellikleri

Teorem 2.4.1 f(t)eA fonksiyonunun Laplace doniisimii F(s) , Sumudu

doniisiimii G (1) olmak iizere,

)

u

Gu) = (2.4)

olacak sekilde bir bagint1 vardir (Belgacem, F.B.M., Karaballi, A.A., ve Kalla, S.L., 2003).

Ispat: f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii

F(s) = [ e stf(t)dt (2.5)

olup (2.5) de s = % alinirsa sag taraftaki integral kismin F G) oldugu agiktir.

G(u) = %j e nf(t)dt
0

esitligi gerceklesir.

13



Sonucl. x > 0 ve u = 1 olmak iizere t*~* fonksiyonunun Sumudu déniisiimii
G(u) = S[t* 1]
=T(x)u*t (2.6)

seklindedir.
Ispat: x > 0icin

I'(x) =f t* le~tdt
0

elde edilir ve bu ifadenin s = 1 igin t*~! fonksiyonunun Laplace doniisiimii
L{t* 1} =T(x) (2.7)

oldugu goriiliir ve u = s = 1 i¢in Sumudu ve Laplace doniigiimlerinin esitligi sglanmalidir.

x—1

Bundan dolayi integralin her iki tarafi u = 1 olacagindan u ile carpilirsa;

00]
F(x)u*? =f u¥"1t*le-tqt
0

= j (ut)* e 1dt
0

elde edilir.

Teorem 2.4.2. f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G (u) olmak tizere

Slef()] = 76 () (28)

1-au 1-au

gecerlidir.
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Ispat:

1 t
Slef(0)] = - f eTie £ () dt

0

1% i
=af0 el )f(t)dt

1- e 1-
t ( au) = w donlisiimii yapilirsa t = —_vedt ( =
u 1-au u

[/ (0)] = | e () () dw

) =dw, dt = (Lu) dw olacaktur.

1-a

1—au/\1—au

(0]

1
T1- au.fo e <1 IiM;u) 24

1 u
:1—auG(1—au)

seklindedir.
Teorem 2.4.3. f(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii W (w) olsun.f ™ (¢) f(t)’ nin t’ ye

gore n. tirevi; W™ (w), W(u) nun u'ya goére n. tirevi olmak iizere t™f (”)(t)

fonksiyonunun Sumudu doniisiimii,
S[enf ™ (©)] = umw ™ () (29)
seklindedir (Belgacem, F.B.M., ve Karaballi, A.A., 2006).

Ispat: f(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii W (u) olmak iizere,

W) = f fut)e tdt n=1,23,..icin
0

15



oo

W,(u) = j

0

d™f (ut) ot

Tun dt

o)

= f tnf M (ut)e tdt

0

esitliginin sag tarafi u™ ile ¢arpilip bdliindiigiinde,

co

1
W, (u) = ﬁf u™t W (ut)e~tdt
0

= uin f (ut)*f ™ (ut)e tdt
0

= iS[t”f(n)(t)]

un
olur. Boylece esitligin her iki tarafi u™ ile garpilirsa,
W, (W) = S[enF ™ (0)]

elde edilir.

Teorem?2.4.4. Sumudu doniisiimii, kuvvet serisi fonksiyonunun katsayilarini giiclendirir,

f@=i%w
n=0

kuvvet serisi fonksiyonu gondererek,

16
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Gu) = Z nla,u™. (2.11)

ispat: f(t), A kiimesinde taniml1 olsun. Eger

f@®) = i ant™,
n=0

I c R araliginda, daha sonra Taylor’un fonksiyon genisleme teoremi ile

n

!
f) = Z ! !(0) t™, (2.12)
n=0

Bu nedenle, (1) ve Gamma fonksiyonunun I' (bkz. tablo 2.1), elde ederiz.

o 2 £(n)
sl = [ TP ayretar
0 k=0

n!

[00]

Ore o
= Z f n|( )uTL j tne_tdt
' 0

k=0

= > ™o, (213)

Sonug olarak, belki de 0 zamandan beri

S[(1 + £)™] = SZ cmin

17



m
- 2 pmyn, (2.14)
n=0

Sumudu doéniistimii C*’yi permiitasyonlara, PB;* kombinasyonlarina gonderir ve bu
yiizden ayrik sistemlere daha fazla diizen getirebilir. Ayrica, S[f (t)]’nin u =0 igeren bir
araliga yakinsamak sartiyla, asagidaki sartlar yerine getirildiginde, yani

(@) f(0) >0 ve n—>

f(n+1) 0)
fm(0)

(ii) lim,,_o, u| <1. (2.15)

Bu S[f (t)] yakinsama yarigapinin f™(0) dizisine bagli oldugu anlamina gelir,

fm(0)
fn+1(0) )

r = lim,_ (2.16)

Acgikca, Sumudu doniisiimii, 6zellikle orijinal sinyalin azalan bir giic kaynagina
sahip oldugu durumlarda, bir sinyal isleme veya tespit araci olarak kullanilabilir. Bununla
birlikte, 6zellikle gii¢ serileri asir1 derecede bozulmuyorsa 6zen gosterilmelidir. Bir sonraki

ornek, belirtilen endiseyi dgretici bir sekilde gosterebilir. Ornegin,

In(t+1) te(—1,1],

f® :{ 0 digerleri . (2.17)

f@®) =Xa (D" (%) “ den sonra u = 0 igin,

18



o)

SIF (O] = ) (=" (n - D" (2.18)

n=1

yakinsama yarigapi

_ D" (n - 1)!
T o
= limn_)oo% =0. (2.19)

Teorem2.4.5. Ayrik durumda, orijinal islevi verilen doniisiimden agikca almasi igin seffaf

bir ters donilislim anlamina gelir.

Sonug¢
Bos fonksiyonlara kadar, G(u) = Ygob,u™ gl¢ serisinin ters ayrik sumudu
dontistimi, f(t),

STHEWI = f(©)

=3 (B

n=0

2.5. Laplace-Sumudu Doniisiimii ve Karmasik Sumudu Doniisiim Formiilii

Belgacem'de, Sumudu doniisiimiiniin, Laplace doniisiimiiniin teorik ¢ifti oldugu

gosterilmistir. Re(s) > 0, i¢in tanimlanmis, Laplace doniisiimii

F(s) =9(f(®)

= J e Stf(t)dt. (2.21)

0

Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasindaki iliski asagidaki gibi ifade edilebilir:

19



G (%) = sF(s), F (%) = uG(u). (2.23)

(2.23) denkleminde, bundan sonra Laplace—Sumudu ikilisi i¢in kisaca LSD olarak
adlandirilacaktir, Sumudu ve Laplace doniisiimlerinin &§(t) fonksiyonunun ve (H(t))

heaviside fonksiyonundan,
1
Sl =1, S[E@®] =~ (2.24)

oldugu bilinmektedir. Ayrica, bu ikili benzer sekilde Sumudu ve Laplace, sin(t) ve cos(t)

goriintiilerindeki degisimini gosterir:

S[cos(t)] = 112" S[sin(t)] = T2 (2.25)
Bu ayn1 zamanda
S - f(0
S[f' ()] = [f(t)]u A ). (2.26)
t
S ff(r) dt| = uS[f(t)] (2.27)
0

seklinde ifade edilebilir.
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Tablo 2.1. Bazi 6zel fonksiyonlar

o)

r(n) = ] u*ledu,n>0
0

Gamma fonksiyonu

Bessel fonksiyonu x™ x? x*
Ja(X) = 55— x {1 - +
2"T(n + 1) 22n+2) ' 242n+2)(2n+4)

Error fonksiyonu

2 t
erf(t) = \/_E f e~ du
0

Tablo 2.2. Sumudu Déniistimleri

f@ G(u) = S(f(2))
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Tablo 2.2. (Devami)

6 Zn—leaz a1
m.n =1,2,.. (1-au)?

8 sinaz u
1+a?u?

u

10 ebZsinaz - v
(1-bu)2+a?u?

|

12 sinhaz u
1-a?u?

|

14 ePZsinhaz %
_ (1-bu)2-a?u?
a

2.6. Lineer Rastgele Kompleks Diferensiyel Denklemlerin Sumudu Yontemi ile

Coziilmesi

Asagida ikinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan lineer denklemin
baslangic kosullar rastgele alinarak denklem rastgele KLDD hale dontistiiriilerek Sumudu

Yontemi ile ¢oziimi aragtirilarak olasilik karakteristikleri incelenecektir.



Ornek 2.3.

w' (z) + w'(2) — 6w(z) = 322 (2.23)
w(0) =A ,w'(0) =B
rastgele lineer kompleks diferensiyel denkleminin olasilik karakteristliklerini bulunuz.
Burada baslangi¢ kosullar1 A, B~N(u,0?) normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz
rastgele degiskenlerdir.

Coziim: Sumudu doniisiimii uygulanirsa

w(u) B w(0) - w'(0) N w(u) B w(0)

2 2 - . — 6w(u) = 6u?

verilen baslangi¢ degerleri yerine yazilirsa

1+ u— 6u? 6u*+(A+Bu+A
w(u) =

u? u?

u 7 (A+B+%)u+A+%
w) =-u?————+
6 36 (1 +u—6u?)
13 7
(A+B+%)u+A+%= 0, o
(1+3u)(1—2u) 1+3u 1-2u
2A B 2
‘=TS 75 s
_3A B 3
=5 75720

bulunan c; ve c, degerleri yerine yazilirsa
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24 B 2 3A B 3
_ u 7 F5° 5tz F5tTs5T7p
w(u) = —uf - o -t S e S

bulunan denklemin ters Sumudu doniisiimii alindiginda

0 22 z 7 [2A B+ ]_32+ 3A+B+3]ZZ
W) == 36 T s 45 5 75720

elde edilir. A,B~N(u,d?) ise

M,(t) = E[e”]

155
_ phtto%t?

E[z] = u, E[z?] = u® + 02, Var[w(z)] = 0%  z~N(u,0?) oldugundan beklenen

degeri
E[w(2)] = E z2 oz 7 (ZA B+2> _3Z+(3A+B+3) .
wiz)l= 2 6 36 5 5715 5 "5 20

2 7z 7 2 2 1 3 3 1

- _ - _ _ -3z |___ _ _ 27

TR l45+5E[A] 5E[B]l+e [20+5E[A]+ E[B]l
Elw] =~ — 2 - b e [ 2 By e [ 2 2
W =T T 36 455 20" 5

elde edilir. Varyans degeri ise

2A B 3A B
Var[w(z)] = Var = e 3% — = e‘3z] + Var [? e?” + = ezz]

9 1
e~ %?Var[B] + = e*?*Var[A] + — e**Var|[B]

4 1
= 6z —_—
e %%Var[A] + oc %

25 25
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elde edilir. A,B~N(u = 4,02 = 1) dzel degerleri igin

z2 oz 7 2 3 4
T
W@l =-Z—g-3gte s/ T 20"

72z 7 +38 _3Z+67 -
7276 36 45° 20°

ve

1 2
Var[w(2)] = ge“"za2 + §e4z02

1 2
= ge—Gz s §e4z

elde edilir. Bu degerlerin grafiksel gosterimi asagida verilmistir.

E(w)

Sekil 2.1. u = 4,0 = 1 degerleri
icin (2.24) denkleminin
beklenen degeri

ve
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Varyans

Sekil 2.2. u=4,0 =1 degerleri
i¢in (2.24) denkleminin

varyansi
bulunur.

Ornek 2.4.

w'(2) + 2w'(z) + 5w(z) = Asin(z) (2.25)

w(0) =1, w'(0) = -1

rastgele lineer kompleks diferensiyel denkleminin olasilik karakteristliklerini bulunuz.
Burada baslangic kosullart A~Beta(a,) beta dagilima sahip bagimsiz rastgele
degiskendir.

Coziim: Verilen denklemin Sumudu doniigiimii alinirsa

w) w() w'(0) w(u) w(0)
2 2 +2 " 2 ” +5W(u)=A1_|_u2

baslangi¢ degerleri yerine yazilirsa
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A+Dud+u?+u+1
1+u?)(5u?+2u+1)

w(u) =

denklemini basitlestirecek olursak

A+3)ud+u?+u+1
= (Byu+ B,)(5u? + 2u + 1) + (Bsu + B,) + (Bsu + B,)(u? + 1)

SBl+B3=A+1

231+532+B4=1

Bl+2B2+B3:1

BZ + B4 - 1
B, = 4 B, = 4 B; =1 B,=1+ A
¥ 54 2710 U 10
elde edilir. Bulunan degerler yerine yazildiginda
A A A
()_gu—ﬁ-l_ u+(1+1—0)
W= T+ w)? + 4
elde edilir. Ters Sumudu doniigiimii alinirsa
w(z) =S Hw)]
A A 1 +1 A
u u 10
=571 ]——S—l[ ]+§—1 +§71 10
5 uz+ 11 10 u?+1 (1+u)? + 4u? (14 uw)? + 4u?

A A A
— -z _ : —_ (—=7c¢j
w(z)=e ( 20 sin(2z) + (1 + 10) cos(22)> 10 (—2sinz + cosz)
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bulunur. z beta dagilima sahip rasgele degiskendir. z~Beta(a, ) ve beta dagilimmin

moment ¢ikaran fonksiyonu

°° K
wwno=sei-1e > ([[000) &

ap
(a+B)(a+p+1)

z~Beta(a, p) ise E[x] = ﬁ JVar(x) =

Bu momentler kullanilirken , x ve y bagimsiz rasgele degiskenleri i¢in E[xy] =
E[x]E[y] , bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen deger ve varyans, asagidaki gibi
hesaplanabilir. Beklenen degeri,

20

_.(_EIA]
Elw(z)] = e Z(— g

: ( E[A]> ) E[A]
sin(2z) + [ 1 + —— ) cos(2z2) ——( 2sinz + cosz)

a a a

N a+p a+p
=e >0 sin(2z) +| 1 + 10 cos(2z) 10 (—2sinz + cosz).
Varyansi,
ap , cos?(2z) ( )2
22) + ——2 4+ (= sinz — .
Varlw(2)] = DT 1) 200 sin“(2z) + 100 + 10smz coSz

A~Beta(a = 2, = 3) 6zel degerleri igin,

1 26 1
Elw(z)] =e (—%sm(ZZ) + 2—5cos(22)> — ﬁ( 2sinz + cosz)
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Sekil2.3.a =2, B=3 i¢in (2.25)
denkleminin beklenen degeri

Variw(z)] = 1 [e?% 2(2 )+cosz(22)+<2 , )2
ar|lw(z) =5 4Oosm z 100 1Osmz cosz

Sekil 2.4. a =2, B =3 degerleri
icin (2.25) denkleminin
varyansi

bulunur.
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Ornek 2.5.

w'(z2) + 6w'(z) + 9w(z) = Ae? + Bcos(z) (2.26)

w(0) =0, w'(0) =1

rastgele lineer kompleks diferensiyel denkleminin olasilik karakteristliklerini bulunuz.
Burada baglangic kosullar1t A, B~G(a,) gamma dagilima sahip birbirinden bagimsiz
rastgele degiskenlerdir.

Coziim:
w) w() w'(0) 6éew(u) 6w(0) A B
w2z w2 u + . u +9W(u)_1—u+1+u2

<1 + 6u + 9u2> AQl+u?)+B(1—uw)
w(u) =

u? 1— w1 +ud)

Aw? + u*) + B(u? — ud)

W = Ay A DA + 6u + 9D
_ D DutDy Dy Ds
1—-u 1+ u? B3u+1 QBu+1)2?
b A L, _28 3B _ 9B 74
Y716’ P 25772 50°7* T 50 48
degerleri elde edilir.
w(z) = S w(w)]
A 3B, 2B _9B_A A,B
_g1|_16 |, &1|50% T 25|, 1|50 " 48| ¢-1| 12710
1—u 1+ u? 3u+1 (14 3u)?
() = _3Z< A ZB)+ 3y (1 A 3B)+1AZ+ZB ()+3B'
w(z) =e 16 78 e °?z 2710 6 e R cos(z 0 sin(z)
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elde edilir. A, B~G(a, ) gamma dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken ve

a = 4 ve f = 2 olsun. Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1
M, (t) = E[e™] = a=poa

dir. z~G (a, B) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
E[x]=aB ,E[x*] = (a + a?®)Bp? wveVar[x] = af?

Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] =

E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri

I — _Spyres..

—_E[Ale?
4 10 ) t1eflale

_3Z< E[4] 2E[B]> +e_3zz< E[4] 3E[B]> 116

+ —E|[B]cos(z) + %E[B]Sin(z)

(2 (1203

2
— Z —
+ 16aﬁe + R afcos(z)

3 .
+ =0 afsin(z),

Varlw(z)] = e~ (— Varla] _ 4varlB ]> 4 ombrg2 (_ Var[A] _ 9Var[B]>

162 252 42 102

1 4 9
+ 1o Var[Ale?? + 2—52Var[B] cos?(z) + =02 Var|[B] sin?(z)

2 2 2 2
— ,—6Z ﬁ 4“'8 -6z 2 OC,B 9(1,3 1 2,2z i 2 2
=e <162+252 +e %z 16+100 +162aﬁe +252a/3 cos“(z)

af3? sin?(z).

*350

z~G(a = 1,B = 2) 6zel degerleri igin beklenen degeri,
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Elw(2)] = e‘3z< >7 ) +e3%z (— 1—10) + lez + icos(z) + isin(z)

200 8 25 25

Sekil 2.5. ¢ = 1, = 2 degerleri igin
(2.26) denkleminin beklenen

degeri
Varyansi,
1 4 1 9 1 4
— ,—6 —-62,,2 2 2
Varlw(z)] = e Z(W-l_ﬁ) + e %%z (R-Fm) +W€ z +ECOS (2)
+ O _gin?
o2 sin“(z).

Varyans

Sekil 2.6. ¢ = 1, B = 2 degerleri i¢in
(2.26) denkleminin varyansi
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2.7. Cauchy-Euler Adi Kompleks Diferensiyel Denklem

Bir lineer kompleks diferensiyel denklemi

n -1

d"w

dzn

+a,_z" 1+

a,z" d ‘:/+ e+ alzd—w + agw = G(2), (2.27)

azn- dz
katsayilar1 a,, a,_1,...,a, sabit olup bu denklem Cauchy — Euler denklemi olarak

bilinmektedir. Ozel olarak n = 2 alinirsa

, d?w dw
az E‘FbZE-f‘CW:O,

homojen olmayan denklemi

az*w" + bzw' + cw = G(2)
seklinde gosterilir.

Coziim Yontemi: w = z™ formunda c¢oziimler arayalm  (Sabit katsayili lineer

diferensiyel denklemi e™%).

k
@,z* ZTV: = @z (m(m - D(m - 2) .. (m — (k — 1))z"*

=gmim—1D(m—-2)..(m—(k—1))z™ (2.28)

w = z™ | ikinci mertebe denklemi yerine yazilirsa

5 d?w b dw
az dz? z dz

+cw = (a(m(m —1) + bm + ¢)z™

buradaki w = z™ ifadesinde m karmasik diferensiyel denklemin bir ¢6ziimii oldugundan

am(m—1)+bm+c=0 veya am?+ (b—a)m+c=0. (2.29)
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Ornek 2.6.

22w (2) + zw'(2) — 4w(z) = 4inz (2.30)
baslangig sartlari

w(l) =4, w'(1) =B

A,B ~G(a, ) gamma dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olmak
tizere, rastgele Cauchy-Euler adi kompleks diferensiyel denkleminin yaklasik analitik

¢Oziimiinii Sumudu doniisiimii ile elde ederek, olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

- d .
Cozim: z=celolsun.lnz=t= ?Z = dt elde edilir.

dW_ldW
dz zdt’

d*w 1 (d*w dw
dz?2  z2\dt?2 dt
oldugundan yerine yazildiginda,

d*w
F—‘LW =4t

denklemine Sumudu doniistimii uygulayalim.

w) w() w'(0)
uz oz

—4w(u) =4u  w(0) = A,w'(0) = B baslangi¢ degerleri

yerine yazilirsa

elde edilir. Basit kesirlerine ayiracak olursak

A+uB+1) A A,

= - +
w(w) 1— 4u? 1—2u 1+ 2u

34



p Y +B+1 p 24 B 1

V74 T4 4 TP 4 4 4
elde edilir.

A B 1 A B 1

_+_+_ _____

_ ., 27277 277471

ww) = —u+ S0 1+2u

denklemine ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

W(t)=§"1[—u]+(;1 i 4)§ [1_2u]+(§_§_i)8_1[1+12u]

oldugundan, boylece

A B 1 (é_g_l)
2 4 4
w(z) =z (2 7 4) + = Inz

bulunur. A, B~G(a,) gamma dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken ve

a =4 ve = 2 olsun. Gamma dagilimim moment ¢ikaran fonksiyonu,

-
(1—-p6)*

M, (¢) = E[e™] =
dir. z~G (a, B) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi

E[x]=aB ,E[x*] = (a + a®)B? wveVar[x] = af?

Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] =

E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri

E[W(Z)]=zz<¥+$+%)+—_—__—lnz




E[w(2)] = 22 (7+T+Z + p - Inz
elde edilir.
Warla Var|B]
Varlw(z)] = |2 24l 4
4 z
_ L3(@@p)? | (ap)?
ST

Ozel olarak, a = 4, 8 = 2 segilirse, A, B~G(a = 4,5 = 2) igin

Sekil 2.7. a« = 4, B = 2 degerleri
i¢in (2.30) denkleminin
beklenen degeri
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Varyans

Sekil 2.8. ¢ = 4, B = 2 degerleri
icin (2.30) denkleminin
varyansi

Ornek 2.7.

22w (z) + 5zw’'(2) + 4w(z) = 322 + 2Inz
baslangi¢ sartlari,

(2.31)

w(l) = A,w'(1) = B, A~Beta(a, B) beta dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele

degiskenler olmak tizere, rastgele Cauchy-Euler adi kompleks diferensiyel denkleminin

yaklagik analitik ¢oziimiinii Sumudu doniisiimii ile elde ederek, olasilik karakteristiklerini

hesaplayiniz.

— _ t dz .. dw
Cozim: 2z =-e" olsun. lnz=t= —= dt elde edilir. =
1 (d?>w dw .

2 (dtz — E) denklemleri yerine yazilirsa

d2W+4dW+4 = 3e*t +2t

dez " ar W Toe

w(0)=A4 ,w'(0) =B

sumudu doniisiimii uygulanirsa,

w) w() w'(0 w(u) w(0
@ _wO® wO e wO), o + o
u? u? u u u 1-2u
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baslangig sartlar1 yerine yazilirsa,

—4u* +2ud + (-2(B+44)+3)u*+ (—24+B+4A)u+ A4

ww) = (1 — 2u)(2u + 1)

elde edilir. Basit kesirlerine ayrilirsa

1 1
(—ZB—8A)u2+(2A+B+7)u+A+7= B, B K
(1-2w)Qu+1)? 1-2u 2u+1 QCu+1)2
E == F = 3+B+2AE—AB+1
1716’72 16 2 3 2 8
olur.
3 (sa+B+dut2a4oto-a-S4]
wa) = -1 _T6 8 2 " 10 28
1-—2u 1+ 4u + 4u?

denkleminde ters Sumudu doniisiimii alinirsa

w(t) = S~ ww)]

(A+5) -2t+t-2t(B+2A 1>+362t+t !
16 ¢ 4) T 16 T2 2

A+1i6 lnz(B+2A—%) 322 Inz 1
WO ST tg T 2

bulunur. z Beta dagilima sahip rasgele degiskendir. z~Beta(a, ) ve Beta dagilimmnin

moment ¢ikaran fonksiyonu

had - k
waro-se-1 ) (255 &
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ap
(a+B)(+p+1)

z~Beta(a,p) ise E[x] = ﬁ JVar(x) =

Bu momentler kullanilirken , x ve y bagimsiz rasgele degiskenleri i¢in E[xy] =
E[x]E[y] , bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen deger ve varyans, asagidaki gibi

hesaplanabilir.

1
1 5\ nz(E[B1+2E[Al-%) 322 Inz 1
Blw()] = 7 (5141 + ) + P2 TR
a 5 a a 1
a+p 16 lnz(a+ﬁ+2<a+ﬁ)_1> 3z Inz 1
Ew@l=—7—+ P *T6t 7732

beklenen degeri elde edilir.

1 5 322
Var[w(z)] = Z—Z(Var[A] + E) + 1_Z6

af 5
_ (a+ﬁ)2(a+ﬁ+1)+ﬁ+3z2
B 72 16

varyansi elde edilir. Ozel olarak,a = 1, = 2 segilirse, A,B~Beta(a =1, = 2) i¢in

In3
31 = 3z Inz 1
Ew@dl =gzt z v 16+t 3 73
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Sekil2.9. =1, B =2 icin (2.31)

denkleminin beklenen degeri

372
16

1 53
z%2 144

Var[w(2)] =

gerleri

2 de

B
(2.31) denkleminin varyansi

Sekil 2.10.a = 1,
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Ornek 2.8.

22w (2) — zw'(2) + 10w(2) = zlnz (2.32)
baslangic¢ degerleri

w(l)=A4,w'(1)=B

A,B~U(a, ) diizgiin dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olmak
tizere, rastgele Cauchy-Euler adi kompleks diferensiyel denkleminin yaklasik analitik

¢Oziimiinii Sumudu doniisiimii ile elde ederek, olasilik karakteristiklerini hesaplayimniz.

S dz .. dw  1ldw d?w
Cozim: 2z =-¢e! olsun. Inz =t = — =dt elde edilir. — =-— |, =
z dz z dt dt?

1 (d’?w dw .
— ( - —) denklemleri yerine yazilirsa

z2 \ dt? dt
d*w  2dw - 8
de?  dt o

w(0)=A4A,w'(0) =B
Sumudu doniisiimii uygulanirsa

ww) _w(0) w0 | [wh) @l 10w =

1—u2u

u? u? u u u

denkleminde baglangi¢ degerleri yerine yazildiginda

u?—RA+Bu?-(A—-Bu+A
10u? —2u+1

w(u) =

elde edilir. Basit kesirlerine ayrildiginda

(1+B-24)u3+ GBA-2B)u*>+(—4A+B)u+A
(1 —-w)?(1 —2u+ 10u?)
E, E

_ 2
_1—u+(1—u)2

E,
1—2u + 10u?

+ Ezu +
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paydalar esitlenirse

1 1 1
E1=—§’E2=§’E3=—§+B—2A,E4_=A
olur.

1 B (—%+B—2A)u+A
w(u) =

1—u+(1—u)2+ 1—2u+ 10u?
denkleminde ters Sumudu doniistimii alinirsa

w(t) =S~ ww)]
h 1 H ) (—1+B—2A)u+A

— S—l 9 S—l 9 S— 9
1—u + (1—u)? 4 1—2u + 10u?

, B 1 A 1
w(z) = zsin(3lnz) <§ o7 5) + zcos(3Inz)A + §zlnz

bulunur. 4,B Diizgiin dagilima sahip rastgele degisken A,B~U(a,f) ve Diizgiin

dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

_ tx _eﬁt_eat
My = Ele ]—m

_ 2
z~U(a,B) E[x] = azﬁ JVar[x] = (al—f) bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen
deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir. A, B~U(a, f3)

E|B 1 E|A 1
E[w(2)] = zsin(3lnz) <% 57~ %) + zcos(3Ilnz)E[A] + gzlnz
a+f a+p
— 2 1 atp 1
= zsin(3Inz) 3 >7 3 + (zcos(3lnz)) > + 5 zlnz



_ zsin(3inz)
27

+ (zcos(3lnz)) (#) + %zlnz

elde edilir.

Var[w(z)] = (zsin(Ban))2 l% Var|B] + éVar[A]l + (zcos(3lnz))2Var[A]

bulunur. Ozel olarak, a = 1,8 = 2 secilirse, 4, B~U(a =1, = 2) i¢in

. EEERE

Sekil2.11. a=1, =2 igin
(2.32) denkleminin
beklenen degeri

. 2 i 2
Var|w(2)] = (Zsm(;fnz)) + (Zsm(lgzlnz))
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Sekil 2.12. &« = 1, B = 2 igin (2.32)
denkleminin  varyansi

3. Lineer Adi Kompleks Rastgele Diferensiyel Denklemlerin Seri Coziimleri

Bu béliimde, ikinci mertebeden lineer kompleks adi diferensiyel denklemin kuvvet
serisi ¢ozlimleri ele alinacaktir. Buradaki 6nemli nokta, ikinci mertebeden lineer kompleks
denklemlerin seri ¢6ziimlerini, kompleks diferensiyel denklemin adi noktasi merkezi
kompleks say1 olan, bir Laurent serisi formunda bulunacaktir.

3.1. Adi ve Tekil Noktalar

a,(2)w'"(z) + a1 (2)w'(2) + ag(2)w(z) =0 (3.1)

Ikinci dereceden kompleks diferensiyel denklemini géz éniinde bulunduralim. Bu denklem

a,(z) ile boliinerek
w'+P(z)w + Q(2)w (3.2)
denklemi elde edilir. (3.2) standart formdaki P(z) ve Q(z) katsayilar1 z, noktasinda

analitik ise z = z, noktasina (3.1) ‘in bir adi noktasi denir. Bir nokta, (3.1)’in adi noktasi

degil ise bu noktaya kompleks diferensiyel denklemin tekil noktasi denir.
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Notasyon: a,(z),a;(z) ve ay(z) polinom olduklarindan z =z, da a,(z) # 0 ise ,
(3.1)’in adi noktasidir. a,(z) = 0 ise ayrica z = z, noktasi (3.1)’in tekil noktasidur.

Teorem (Kuvvet Serisi Coziimlerinin Varhg): z = z, ,(3.1) diferensiyel denkleminin
bir adi noktasi ise merkezi z, olan Laurent serisi formunda iki lineer bagimsiz ¢6ziim

bulunabilir. Yani,

(0]

PRICEFRE Z(zf‘#

n=1

. L 1 . -
—| <r yada esdegeri |z — zy| > — =7 igin yakinsayacaktir. z — z, 1n pozitif olan
—40

kuvvetlerinden olusan,

[ee]
w = Z cn(z —zp)h,
n=0

kismina serininin analitik kismi denir ve |z — z,| < R i¢in yakinsaktir. Boylece z, |z —
zo| > r ve |z — zy| < Ryi aym zamanda gergeklestirdiginde, yani z,r < |z — z,| <R ile
tanimlanan halka bolgede bir nokta oldugundan yakinsamaktadir. Negatif ve negatif

olmayan tamsayilar iizerinden toplam alinirsa,

o)

w(z) = ) enlz—z)"

—00

seklinde yazilabilir. Seride c,, katsayisi, Cauchy integral formiiliiniin genellestirilmesi ile

C, = 1 f(z)dz

“2mi ) (z—zp)"t? ’
Y

n=12,3, ..

bir egrisel integral olarak tanimlanir. Burada y halka bolgede herhangi basit kapali bir yol

ve f(z) analitik bir fonksiyondur.
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o0
w = Z cp(z —zy)"
—00

formundaki ¢6zlimiin, z, adi noktas1 civarindaki bir ¢6ziimii oldugu sdylenebilir.
4. ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Seri Coziimleri

z bagimsiz degisken olmak tizere a,(z), a,(z) ve ay(z) fonksiyonlar: bir A € R alt
araliginda siirekli fonksiyonlar olsun ve

a,(2w" + a;(2)w' + ay(2)w =0 4.1)

lineer adi kompleks diferensiyel denklemini géz Oniine alalim. Burada a,(2),a,(z) ve

a,(z) fonksiyonlarini birer polinom olarak alinacaktir.

Tamim 4.1.1. Bir zy€eA sayisi verildiginde, eger a,(z,) # 0 oluyor ise z, noktasina (4.1)
adi kompleks diferensiyel denkleminin bir adi noktasidir, aksi halde bir tekil noktas1 denir.
Eger z, noktasi (4.1) kompleks diferensiyel denkleminin bir adi noktasi ise a,(z) stirekli
oldugundan Gyle bir I € A alt arali§i bulunabilir ki bu alt araliktaki her z noktasi i¢in
a,(z) # 0 olur. Dolayisiyla zel icin (4.1) adi kompleks denkleminin her iki tarafin1 P(z)

fonksiyonu ile bolebiliriz. Bu durumda (4.1) denklemi

w'+p@w' +qx)w =0 (4.2)
seklinde yazilabilir.
: H _a1(2) _ ao(2) .
Teorem4.1.2. Kabul edelim ki p(z) = wo V& q(z) = e fonksiyonlart z, noktasinda
2 2

analitik olsunlar, yani z, noktast (4.1) ile verilen

a,(2)w" +a,(2)w' + ag(z2)w =0

denkleminin bir adi noktasi olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin genel ¢6ziimii w; (z) ve
w,(2) ler (4.1) denkleminin xgnoktasinda analitik lineer bagimsiz ¢6ziimleri, a, ve a, ler

keyfi sayilar olmak iizere
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(0]
w= Zan(z_zo)n
n=0

= agw,(2) + a;w,(2)

olarak yazilabilir. Ayrica w;(z) ve w,(2) seri ¢dziimlerinin yakinsaklik yarigapi en fazla

p(2) =22 e  q(z) =

a(z)

a . . . . .
ao Z; serilerinin yakinsaklik yarigaplarmin minimumu
2

kadardir. Boylece islemlerin daha kolay yiirtitebilmesi i¢in z, = 0 alacagiz. Eger 6zel

olarak z, # 0 ise (4.1) denkleminde z — z, = t doniisiimii yapip doniisiime karsilik gelen

denklemin t = 0 adi noktas1 komsulugunda islem yapilacaktir.

Tamm 4.1.3. Eger z, noktasi (4.2) adi kompleks diferensiyel denkleminin bir tekil noktasi

iken
lim (z — 2zo)p(2) = po ve lim(z—20)?q(2) = qo
Z-2Zy Z—2Zg

Sonlu limitleri mevcut ise z, noktasina (4.2) adi kompleks diferensiyel denkleminin bir

regiiler tekil noktas1 diger bir durumda irregiiler tekil noktasidir denir.
Ornek 4.1.

w' —zw =0, (4.3)
w(0) =A,w'(0) =B burada, A,B~Beta(a,f) beta dagilimina sahip birbirinden
bagimsiz rastgele degisken olmak iizere, rastgele kompleks adi diferensiyel denkleminin

kuvvet serisi ¢oziimiinii bularak, olasilik karakteristiklerini inceleyiniz.

Coziim:

[ee)

w(z) = Z cpz™

—00

laurent serisi ¢oziimiinii elde edelim. Burada

W:..._|_C__n_|_..._|_ﬁ+c +ciz+c,7%+ -
o 2 0T C 2
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' Cn—1N €1
= ol U R L
oo [eelt}
w' = Z nn—1)c,z" 2 + 2 n(n — 1)c,z" 2
—co n=2

verilen denklemde yerine yazilirsa,

Z n(n—1)c,z"? + z n(n—1)c,z"? — zz AL
—00 n=2 —o0

_3 o
Z(n +1)(n+ 2)cpy2™ + Z(n + 1)(n+ 2)cpy2"
—00 n=0

-3

[ee]
- Z Cn_lzn - Z C—n_lzn — C_3Z_2 — C_2Z_1 - 0

— 00 n=0

-3

31+ D+ 2enss = eqilen - 2 -2

— 00

+ ) [(n+1)(n+2)chey —Cro1]z™ =0
nz;) 2 1

Cn—1
n+1D(n+2)

—¢c3—¢,=0, M+ DM+ 2)cpy, =1 =0=cCpyp =

n=—-4iginc_s =0

n=-5i¢inc_g =0

n=0i¢inc_; =0

acikea gorildiigii gibi c_; = 0 olur ve simdi i = 1,2,3, ... degerleri i¢in bakalim:
n=20 iginc, =0,

.« . C
n=1 1g1nc3=£,

.o c
n=2 191nc4=3—1,

n =3 i¢incs = 0,

.« . C
n = 4igin ¢, =23°56,

.« . C
n=>5icinc, = 34167,

n=6igincg = 0,

Co
2.3.5.6.8.9

n=7ig¢in cg =
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C1

n=8igincy = ———

genel ¢oziimde yerine yazilirsa,

C C C C C C
w@z)=c+ez+2z3+ 22 + "2+ 277+ 2 794 L 7104
2.3 3.4 2.3.5.6 3.4.6.7 2.3.5.6.8.9 3.4.6.7.9.10

z3 z® z°
] 1 [ e
< *2372356 235689 )C"

Z4- Z7 Z10
+lz+—+ + +
(Z 34 3467 3.4.6.7.9.10 )Cl

= cow1(2) + c1w;,(2)

elde edilir. Baslangi¢ kosullar yerlerine yazilirsa,
w0 =A=c¢c, =4
w'(0)=B=c¢ =B

elde edilir. Baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii

3

=1+ v Z . )a
wiz) = 2312356 @ 235689

Z4- Z7 ZlO
+lz+—+ + +- |B
(Z 34 3467 3.4.6.7.9.10 )

bulunur. Simdide olasilik karakteristiklerini bulalim. Ilk 6nce dagilim &zelliklerini
inceleyelim. z Beta dagilima sahip rastgele degisken olmak tizere z~Beta(a, ) ve Beta

dagilimimin moment ¢ikaran fonksiyonu

(e} k-1 k
My B0 = Bl ] = 1+z<n%) ¢

k=1 \r=0
ap

((@+p)? (a+p+1))

z~Beta(a, ) ise E[z] = ﬁ

JVar(z) =
Bu momentler kullanilirken , x ve y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in E[xy] =
E[x]E[y] , bu yaklagik formiiller kullanilarak, beklenen deger ve varyans, asagidaki gibi

hesaplanabilir. w(z) denkleminin beklenen degeri,
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z3 z® z°
Elw(2)] = <1 *2372356 " 235689 ) El4l

Z4- Z7 Z10
i ... |E[B
* (z T34 3467 "3267910 ) ]

— 1 Z9 + a
- "23, 5 6 235689 @+p)

z3
2.3
4 3.4.6. 7 3.4.6.7.9.10 (a+B)
Varyansi

3 Z6 Z9

Varlw(2)] = <1 + z + + + ---)Var[A]

23 2356 2.3.5.6.89

Z4- Z7 Z10
+(z+=—+ + + - |Var[B
(Z 34 ' 3467 3467910 ) ar(B]

3 6 Z9 aﬁ
14+—
( 2.3 2 3.5.6 2.3.5.6.8.9 ) (a+p)(a+p+1)

z* z’ 7" af
+(z+—+
34 3467 3467910 )@+ pr@+B+1D)

elde edilir. Ozel olarak,a = 2, 8 = 3 segilirse, A, B~Beta(a = 2, = 3) i¢in

Ew)] = (142 4 2 - :
w(@)] = 23 2356 2356891 )5

Z4- Z7 ZlO
* (Z "347 3267 "3467910 )

ull N
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E(w)

Sekil4.1. a =2, B =3igin(4.3)
denkleminin beklenen

degeri
z3 z® z’
(1.7 AR
Varlw(z)] < 3312356 235689 ) 2

1
5
z* i z10 1
p’ (Z T34 3467 "3267910 )ﬁ
Varyans

025
0.2

015

Sekil 4.2. « = 2, f = 3 degerleri i¢cin
(4.3) denkleminin varyansi

o1



Ornek 4.2.

(zZ2+ Dw"” + zw’ — 2w = 0, (4.4)
w(0)=A4A,w'(0) =B

burada, A,B~G(a,) gamma dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken
olmak tiizere, rastgele kompleks adi diferensiyel denkleminin kuvvet serisi ¢Oziimiini

bularak, olasilik karakteristiklerini inceleyiniz.

Coziim: Denklemin her tarafini ile ¢arpalim.

zZ2+4

w' + z w' — : w=0
z2+4 z2+4
z 2
PO=ma W= ag
7°4+4=0 22z2=-4
z =42

de tekil noktalar analitik degildir. O merkezli ve yakinsaklik bolgesi 0 < |z| < 1 olan bir

kuvvet serisi bulalim. Laurent serisinde negatif terimleri ihmal edelim.

[ee] o0 o0
w= Z iz, w' = z nc,z™t,w' = Z n(n — 1)c,z" 2
n=0 n=1 n=2

= CO + Clz + C2Z2 +

denklemde yerine yazalim.
(o] (o] [ee]
(z? + 4) Z nn—1)c,z"?%+z z nc,z™ 1 —2 Z cpz™ =
n=2 n=1 n=0

oo [ee)

Z nn—1)c,z" + 4 Z M+ +2)cpyp2™ + Z nc,z"™ — 2 Z iz =0
n=0 n=1

n=2 n=0
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4’.1.2C2 + 4.2.3C3Z + C1Z - ZCO - 2C1Z

oo

+ E[n(n — D, +4(n+ 1) (n+ 2)cpyy + ¢, — 2¢,]2" =0
n=2
Co
Cy ZZ ,C3 = C1/18
(nz - Z)Cn

‘2 T T i+ D(n +2)

n=2 iginc, = (;?36" ,

n =3 i¢in¢cg = i;?i;,

n =4 igin cg :%'

n = 5igin ¢, =%,

- ing = L
n=7icin cg = 22 ENG

445,6.7.8.9.18

.. (-62).(—34).(-14).(-2)¢
n=8igincy = 46.5.6.7.8.9.10.3 %

bu degerler seride yerine yazilirsa,

14.2. ¢, 23.7.¢4
T4 5637 "B 56718"
62.34.14.2.c,

T 46567891037

Co , €1 5 2C , 7¢41
Ottt T3’ 42518
34.14.2.¢y 47.23.¢;

T 4556783 ° 45678918

5 6 7

9

10 L ...=0

elde edilir.
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) - 1+z2 2, 142 34142 . 6234142
Wiz =G 4 1337 Txs563” 4556783 ' 4656789103

+>

N +z3 A 4723 -
“\?T18 22.518° T4356718° 45678918

10

w)=cp=cy =4

w'(0)=c,=>c¢, =B

degerleri yerine yazildiginda

_al1s P L2 o 3al42 o 6234142
w(z) = 4 2337 "4 563”7 " 45.56783° 4556789103
v A4 23 7 4. 281, 4723 S
(z+ 18~ 22518° "#56718° 2.5678918"

_|_)

bulunur. A, B~G(a, ) gamma dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken ve

Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1

M, (t) = E[e* ] =T =poe

dir. z~G(a, B) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
El[z] = aB ,E[z?] = (a + a®)B? veVar[z] = af?
Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] =

E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklagik formiilleri
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2 2 14.2 34.14.2

Z
E = E[A](1 + % — Pt 2 e 2
W@ =B+~ 537 Y i 5637 56783 °
62.34.14.2 a 7 23.7

7

z'% +E[B] (z+ >

t 1656789103 18 225182 23567187

47.23

_ 9

25678918 )
a1 2 2 L 12 3au42
= ap 4 1337 "1s5637 15567837

L 6234142
46.56.7.89.103°

- N 23 7, 237, 4723 ;

9 2+ 15 " 22518° "#56718° 4.5678918"

varyansi

vartweo) = v O 1+22 2 ,, 142, 34142
arlw(z)] = Var[4] 4 133° "12563° 45567837

6234142
4656789103

VarlB N 73 7 54 23.7 .
arlB] \z+ g~ 7s518% "9 56718°
4723 .
—_ Z
445678918

o f1s 2 2 L2 32
= ap 4 2337 "4 5637 4556783 °
62.34.14.2 10)

+ 1656789103

+ g +z3 U L 47.23 .
af* \?+1g 22518 " Ps56718° 49.5678918°

elde edilir. Ozel olarak,a = 2,8 = 3 segilirse, 4, B~G(a = 2,8 = 3) igin
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Eiw(s)] = 6 1+22 2, 2 34142
w(z)] = 4 1337 "4563° 1556783 °

6234142
4656789103

ve +z3 - 4723 ;
718 425187 "4356718° 445678918

E(w)

0 33888

]
il

Sekil4.3. a =2, B =3 degerleri
icin (4.4) denkleminin
beklenen degeri

Varlw(@)] = 18(1+ 5 - 2 gt 4 42 o 34142
arlw(®)] = 4 1337 "45637 4556783 °
62.34.14.2 10)

t 1656789103~

' 1 +z3 7, BT, 4723 S
718 425187 "4356718° 445678918
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Varyans

Var{w)

Sekil 4.4.a¢ = 2, B = 3 degerleri
icin (4.4) denkleminin
varyanst

Ornek 4.3.

w" +sin(z)w =0 (4.5)
ve

w(0)=A4A,w'(0) =B

burada, A~U(a, ) diizgin dagilimina sahip bagimsiz rastgele degisken olmak {izere,
rastgele kompleks adi diferensiyel denkleminin kuvvet serisi ¢Oziimiinii bularak, olasilik

karakteristiklerini inceleyiniz.

Coziim: z =0 bu denklemin bir adi noktasi, z = 0 ‘da sin(z) analitiktir. sin(z)’ nin

Maclauren serisi agilimi,

3 5 7

Z Z Z

sin(z) —z—§+§—?+
2 1)n 2n+1
Cn+ D!
n=0
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- z3 z5 Z7 -
Zn(n—l)cnzn2+<z—§+a—ﬁ+ )chz"=0
n=2 n=0

buldugumuz degerleri yerine yazalim.

23 55 74
w(z) = <1+§+§+“'>C0+<Z—E—"'>C1

w)=co=c¢c,=A4

W’(O) =C1:C1 =B

73 z° z2  z*
W(Z) = (1+§+§+> A+(Z—7—E—“') B

elde edilir. A Diizgiin dagilima sahip bagimsiz rastgele degisken A~U (e, ) ve Diizgiin

dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

e[s’t _ eat
Mz(t) = E[etZ] = (‘8 _ a)t
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U _a+p _ (a—Pp)? . o
z~U(a,B) E[x] = -~ Var[x] = — bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen
deger,

Varyansi,

Varlw(z)] = (1 +Z—3+i+-~->E[A]+<Z—ZZ—2—£—-~>E[B]

_(a—B)Z Z3 ZS ZZ Z4
‘T[<1+§+§+"'>+<Z_7_E_'">l

elde edilir. Ozel olarak,a = 2, B = 3 segilirse, A, B~U(a = 2, = 3) igin

E[ > 1+ 3+ZS+ z° zt
w@l =5 |1+gr+g+z-— -5
Bekdenen Dedjes

" X
E(w) S 5

BT
%

S
RS SS e
10 TESNEEISR S S

SRS eSS
S
UEIESSSS

Sekil 4.5. @ = 2, B = 3 degerleri icin
(4.5) denkleminin beklenen
degeri
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1 3 45 72 74
Var[w(z)]:E 1.|_§_|_§_|_Z_7_E

Van(w)

Sekil 4.6. a =2, B = 3 degerleri i¢in
(4.5) denkleminin varyansi

4.1. Frobenius Yontemi

z?2w" + z[zp(2)]w' + [z%q(2)lw = 0 (4.6)

adi kompleks diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Burada

(@) =) pr ve  22q()= ) gu" 4.7)
n=0 n=0

olur. Eger z, (4.6) denkleminin bir regiiler tekil noktasi ise bu denkleme karsilik gelen

Cauchy-Euler diferensiyel denklemi
2w + pozw’ + qow = 0 (4.8)
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olur. Cauchy-Euler adi kompleks diferensiyel denklemi ile ilgili incelemeleri yapilirken

alternatif olarak sunulan w = z™ modelinden yararlanilarak (4.6) denkleminin z > 0 igin

oo
w=2z" E b,z"

n=0

- z b,z by£0, 2>0 (4.9)
n=0

ile verilen seriye Frobenius serisi denir ve bu seride by # 0 dir. Céziim de w = ¢(z,71)

yazilmasiin nedeni ¢6ziimiin r ye de baglh olmasindan kaynaklanmaktadir. Eger (4.9)
ifadesinin tiirevleri alinirsa,

w' = E(n + )b, z"" 1, w' = Z(n +7r)(n+71—1)b,z"*"2 (4.10)
n=0 n=0

olur. Eger (4.9) ve (4.10) degerlerini (4.6) denkleminde yerlerine yazilirsa,

¢ = z?2 ;(n +r)Y(n+r—1bz"" 2%+ 2z (; pnzn) (;(n + r)bnzn+r—1>
+ (; qnzn> (; an"”)

= i(n +r)(n+r—1b,z"" + 2" (i pnz"> (i (n+ r)bnz">
n=0

n=0 n=0

(o) E)
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[ee] o n
= Z(n +r)(n+r—1)b,z™" + 2" Z <Z (k + r)pn_kbk> z"
n=0 k=0

n=0
(o8] n
+ ZTZ< qn_kbk> z"
n=0 \k=0
[o'e] n n
= z n+ryn+r—1b, + Z(k + 1)Pp_ibx + Z qn_kbk] Zntr
n=0 k=0 k=0
=0

elde edilir. Eger serinin n = 0 degerine karsilik gelen terimi ayrilirsa, ¢ = 0 denklemi

¢ =[r(r—1) +por + qolboz"

+ 2 {(TL o T)(Tl +7r— 1)bn + Z[(k + r)pn—k + CITL—k]bk A
n=1 k=0

ya da

[r(r — 1) + por + qolboz"

[o'e] n
+z7 Z {(n +r)(n+r—1)b, + Z[(k + 1)Pp-k + Qu-rlbr 2" =0
n=1 k=0

olarak elde edilir. z # 0 oldugunu kullanarak bu esitligin ilk tarafin1 6nce z" parantezine

alip daha sonra esitligin her iki tarafini Zir ile ¢arparsak,
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[r(r — 1) + por + qolbg
+ Z {(n +r)(n+r—1)b, + Z[(k + )Pk + Qn-ilbrz" =0
n=1 k=0
elde edilir. Eger son ifadede polinomlar i¢in 6zdeslik teoremi kullanilirsa,
[T(T‘ - 1) + por + qo]bo = 0 (4‘11)

ve n > 1i¢in

(47 + 7= Dby + ) [k + )P + Guilby = 0
k=0

ya da k = n ye karsilik gelen terimini ayirarak,

n—-1

[+ 7+ 7 = 1)+ o+ )P+ olbn + ) (K + 1P+ Guoilbie =0 (412)
k=0

elde ederiz. Eger f(r) =r(r—1) + por + qo tanimlanirsa (4.6) ve (4.12) ifadeleri
sirastyla by # 0 oldugunda

f@)=rr—1)+per+qo

=0 (4.13)
ve
n-1
F+ by + ) [+ )P + nidbi = 0 (414)
k=0
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olarak yazilmaktadir. (4.13) ile verilen f(r) = 0 denklemine (4.11) denklemine karsilik

gelen indisel denklem ve (4.14) ifadesine de genel indirgeme formiilii denir.

fr)=r(r—1)+per+qo =0 indisel denklemi, r bilinmeyenli ikinci mertebeden bir
cebirsel denklem oldugundan denklemin 7ve 7, gibi iki tane kokii vardir. Indisel
denklemin koklerini r; > 1, olarak segilsin. Boylece bu kokler i¢in ry =1, veya r; >
7,gibi iki durumu s6z konusudur. indisel denklemin k&kleri olan r;ve r, sayilarma
denklemin tekil kuvvetleri denir ve tekil nokta civarinda ¢oziimiiniin bulunmasinda
yardime1 olunur. Diger taraftan (4.14) ile verilen genel indirgeme formiiliinden de
goriilecegi gibi her bir a, katsayisi rsayisina ve Onceden gelen by, by, ..., b,
katsayilarina baghdir ve by, by, ..., by, ... katsayilar1 f(r + 1), f(r + 2), ..., f(r + n), ... ler
sifir olmadig siirece zp(z) ve z2q(z) serilerinin katsayilarma ve b, sayisma bagl olarak
hesaplanacagi soylenebilir. Indisel denklemin koklerinin durumuna gore (4.14) adi

kompleks diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimiinii bulalim.
1. n, #r, (kokleri farkl) ise,

f(@r) = (@ —nr)( —ry) olarak yazlabilir ve f(n+r)=nn+nr —1r,) >0 dir. Bu
durumda indisel denklemin biiyiik kokii r; i¢in (4.14) yardimiyla ardisik katsayilar elde
edilip,

wi(z) =z Z b,(r)z"™, z>0
n=0

¢oziimii elde edilir. Bu seri 0 < |z| < p i¢in yakinsaktir. Indisel denklemin diger kokii

T, i¢in,
fn+mn)= n(n — (- 7”2))

dir. Buradan anlasilacagi lizere r; — 1, farki bir pozitif tam say1 olmadig siirece n > 1 icin

f(n + ry) # 0 olacaktir. Dolayisiyla r,, kokii i¢in

wy(z) = z™ Z b,(r))z", x>0
n=0
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¢oztiimii elde edilir. Bu sekilde elde edilen w;(z) ve w,(z) fonksiyonlari lineer bagimsiz
olmalarindan dolay1, (4.14) adi kompleks diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiinii

w(z) = c;wy(2) + caw,(2)
olarak yazilabilir.

2. 1, =1, (kokler esit) ise, bu durumda Frobenius serisi biciminde sadece bir tane

¢Oziim

bulunur. Dolayisiyla ikinci lineer bagimsiz ¢oziimii bagka bir yolla elde edebiliriz.a,

katsayilar1 ayn1 zamanda r ye de bagli oldugundan r = r; olma ihtimalini kullanmadan

¢(z,r)=2z" Z b,(r)z", z>0 (4.15)
n=0

serisini olusturalim. r = ryi¢in (4.15) indirgeme bagintisin1 kullanarak b,, leri r ye bagh
olarak n > 1 i¢in elde edilirse, b, (r) lerin bu se¢imi yardimiyla (4.13) denklemi r; indisel

denklemin katli kokii oldugundan,

¢(z,7) = bof (r)z"

== bo(r - T‘l)zzr (4‘.16)
denklemine doniisiir. Eger (4.16) denkleminde r = ryalinirsa, ¢p(z, ;) = 0 olur ki bu da
wy(z) =z" Z b,(r)z",z>0
n=0

ile verilen serinin birinci ¢oziim olarak alinabilecegini gosterir. Fakat bundan daha

onemlisi ayn1 Cauchy-Euler adi kompleks diferensiyel denkleminde oldugu gibi
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9Dy, = [ )]

= by 5 ((r— rl)zzr)r=r1

=bol(r =m)?2"Inz+2(r = 1)z |,=y, = 0

elde edilmesidir. Bu da (4.11) adi kompleks diferensiyel denkleminin diger ¢éziimiiniin

op(z,1)

wy(2) = or |r=r1

_a '
_arz

by + Z bn(r)z"]}
n=0 r

=r1

=z"Inz|by, + z by (r)z™|+ z" z by (r)z"
n=1 n=1
=w;(z2)Inz+z" Z by (r)z" (4.17)
n=1

olarak verilir. Bu metodun en onemli noktasi (4.17) ifadesindeki b, (r) katsayilarini

olusturmaktir. Boylece (4.17) ¢Oziimiiniin alternatif olarak w;(z) bilinen birinci ¢6ziim

olmak tizere,
wy(z) =wi(2)Inz + 2z Z b,z", z>0 (4.18)
n=1

modelinde bir ¢oziim Onerilir ve bu Onerinin ¢éziim olabilmesi i¢in b, katsayilar

belirlenmelidir.
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3. 1 — 1, = NeN (kokleri farkli bir tam say1) ise,
Bu durumda, indisel denklemin biiyiik kokii r;i¢in

fn+r)=nn+nr —nr)

=nn+N)>0

olup genel indirgeme formiilii her n > 1 icin ¢alisir. Dolayisiyla

wi(z) = z" Z b,(r)z", z>0
n=0

¢Oziimii elde edilir. Fakat
fn+r) = n(n — (- 7"2))
=n(n—N)
olupn=1,2,..,N¥ —1igin f(n + ;) # 0 olur. Dolayisiyla by, b,, ..., by-_; Katsayilari a,
tirtinden hesaplanabilir. Ama f(N + 1) = 0 dir. Bu yiizden n = WV i¢in b,, katsayilari

icin iki durum ortaya cikar. Bu iki durumu daha iyi ortaya koyabilmek icin (4.11)

indirgeme formiiliinii

n—1
gn(r) = Z[(k + 1)n-k + Qu-ilbr =0, n=12,..
k=0
olmak iizere
f(n+r)b, +g,(r) =0 (4.19)
olarak yazalim.
e Eger
n—-1
gn(r2) = z[(k +172)Pp—k + dn-iclbr = 0

k=0

ise (4.16) formiild,
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halini alir ki bu esitlik keyfi by, katsayisi i¢in daima saglanir. Dolayisiylan = N + 1,V +
2,...1¢in f(n+1ry) # 0 olacagindan by-,q, byr42, ... Katsayilar1 by, keyfi degeri tiiriinden
yazilabilir.

Sonug olarak r; — 1, = NeN ve g, (r,) = 0 ise by, by, ..., by_; katsayilar1 b, tiiriinden,
byi1, bya, - katsayilar da by keyfi degeri tiirlinden yazilabilir. Boylece
wy(z) = byz1(2) + byz,(2)
biciminde bir ¢oziim elde edilir. z;(z) ve 2z,(z) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz
olduklarindan bu bi¢cimde elde edilen w,(z) ¢6zlimii, denklemin genel ¢6ziimii istenirse
w; (2) ile lineer bagimsiz diger ¢6zliim olarak alinabilir.

o g,.(rp) # 0ise (4.16) indirgeme formiiliinden elde edilecek by, by 41, .- katsayilart

f(V + ;) ¢arpanindan dolay1 tanimsiz olacaktir. Bu yiizden w;(z) ile lineer bagimsiz

diger ¢6ziim elde edebilmek icin (4.11) indirgeme formiili kullanilarak,

hy(r) hy(r)
e+ D T Frr D+’

¢(z,1) = by 1+ 2+ ] (4.20)

serisini olugturalim. Burada h;(r), (i = 1,2,...) ler r nin polinomlaridir. Bu seri asikar
olarak
¢(z,7) = bof (r)z"
adi kompleks diferensiyel denklemini saglar. f(V +1r,) = 0 oldugundan r =r, igin
(4.17) nin sag tarafindaki toplam, belli ifadeden sonraki terimlerin paydasinda f (N + 1)
terimi ¢arpan olacagindan, tanimli olmayacaktir. Bu problemi ortadan kaldirmak igin
(4.17) ifadesini f(IV + ry) ile ¢arpariz. Bu durumda r = r;, igin belli terimden sonra gelen
paydadaki sifir olma ihtimali ortadan kalkmis olur. Buradan
fV+71) =0 —r)(r+r—2r)
oldugundan ¢(z,r) ifadesini f(NV +r,) ile carpmak yerine r —r, ile ¢carpmak yeterli

olacaktir. Bu ¢arpan z' ye bagli olmadigindan

{(r =1)¢(z,1)} = bo(r —1,)f (r)z"

= by(r —1)%(r —r)z" (4.21)
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halini alacaktir. Burada r = 1y igin ¢p(z, ;) in bir ¢6ziim oldugu asikardir. Eger (4.21) in

her iki tarafinin r ye gore tiirevini alip r = r, daki degerine bakarsak,

0 0
57 (0 =BG o, = |50 =)z

:‘rz

= (2 b~ f271)

r=r,

= bo {5 [(r =) (r —7)22"]} =0

)

elde edilir. Buradan

0
w,(2) = E{(T —12)¢9(2,7)}r=r,

fonksiyonu (4.6) adi kompleks diferensiyel denklemini saglar. Dolayisiyla istenen diger
¢Oziim olarak bu fonksiyonu alabiliriz. Bu sekilde elde edilen w;(z) ve w,(2)
fonksiyonlarmin lineer bagimsiz olacaklar1 asikardir. Boylece (4.6) adi kompleks
diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiinii r =1, Ve r =1, nin yapisina bagh olarak
yukarida buldugumuz iki lineer bagimsiz ¢oziimii sirasiyla w;(z) ve w,(z) ile gosterirsek
c1 Ve ¢, ler keyfi sabitler olmak tizere (4.6) adi kompleks diferensiyel denkleminin genel

¢Ozumunu
w(z) = cyw1(2) + c,w(2)
olarak yazilabilir.
Teorem 4.2. z = z, noktasi (4.6) denkleminin bir regiiler tekil noktas1 ve r; = r, olmak

tizere r; ve r, ler de indisel denklemin kokleri olsunlar. Bu durumda (4.6) denkleminin

lineer bagimsiz iki ¢6zimii:
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o 1, —1,#0,1,2,..ise

(o8]
wi(2) =1z =20 ) balz=20", by #0,
n=0

oo

w,(2) = |Z—Zo|rzzcn|z—zon» co#0

n=0
dir.

e 1 —1,=1,2,..15e w;(2) birinci durumdaki ile ayni olmak tizere,

0
wy(2) = =0 = 1)@},

veya alternatif olarak

(0]

wa(2) = Cwy @) nlz = 20| + |2 = 212 Y eulz = 2|", e # 0

n=0
dir. Buradaki C sabiti w,(z) ¢oziimiinliin denklemde yerine yazilmasi ile bulunur ve sifir

olabilir.

e 1, —1, = 0ise w;(2) birinci durumdaki ile ayni olmak iizere,

wy(2) = wi(2) Inlz = 20| + |2 = 20" ) Br)lz = z|"

n=1
veya alternatif olarak
Wy(2) = (@ Inlz = zo] + |2 = 20l ) calz = 20"
n=0
dir.
Ornek 4.4.
2zw"(z2) + w'(z) + 5w(z) =0 (4.22)
ve

w(l)=4,w'(1)=B
A~U(a,B) ve B~N(u,c?) birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olmak iizere,
baslangi¢ deger problemini kuvvet serisi yontemi ile ¢ozelim.

Coziim: z = 0 verilen denklemin tekil noktasidir.



denklemde yerine yazilirsa

0] 0] o8]

= ZZZ(]( + 1)k +7r —Dagzk" 2 + Z(k +7r)apzktT1 + 5 Z a,zk*

k=0 k=0 k=0

2K+r—1(k+71)+ (k+7r+ D]ag 2"
k=1

o)

+ Z[[Z(k +r =Dk +7)+ (k+71+D]ag +5a]z87 =0
k=0

2r2 —=2r+r=0ise r, =0,1, = % oldugundan,

Sak
a, = —
k (k+r+DQk+2r+1)

elde edilir.

_ .. _ —5bg
7 =0 igin beyq = (k+1)(2k+1)
k=0 icin b, =—%:>b1 = —5b,

_e)2

k=1icin b, = %

P _ (=5)3by
k =2 i¢in b; = S22

_ l .. _ 5dg
r=71an dyv1 = (2k+3)(k+1)

P _ _5dg
k=0icind; = -

P _ (-5)2%d,
k=1igind, = ag

P _(=5)3d,
k=2icind; = T
b, = 1 segilirse,

@ =1 52_}_5222 45373
e R TR TR N

d, = 1 secilirse,

3 5 7
|1 522 45272 4.65322
we(2) = |22 =37+~~~ 37

+ -

Denklemin ¢6ziimii
w(z) = cywy(2) + cow,(2) .
Baslangi¢ kosullar1 yerlerine yazilirsa
w(l) =ik +ck, = A
71

(4.23)



Al,~Bk,

w'(1) = ¢;l4 + c;l, = B oldugundan, gerekli islemler yapildiktan sonra ¢; =

kqlpo—kyly'
Cp, = % elde edilir. Bulunan c; ve ¢, (4.23) denkleminde yerine yazilirsa
21712
Al, — Bk 5z 5%z%2 45373
W(Z) — # —_— + —_ s
kil, —kyl4 1! 3! 3.5!

3 5 7
Al — Bk, [ 1 5z2Z 45222 4,6.5322
22—+ -
loly — koly 31" 5 3.71

bulunur. A diizgiin dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken A~U(a, ) ve

Diizgiin dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

eﬁt _ eat
M, = E[e¥] = G-t
Y
z~U(a,B) E[x] = ﬂ JVar[x] = M

2 12
B~N(u,0?) normal dagilima sahip ve moment ¢ikaran fonksiyonu,

M,(t) = E[e*]

122
:eut+zat'

E[z] = u, E[z%] = u?+ 02, Var[w(z)] = d? A~U(a=3,8=2)ve B~N(u =

1,02 = 4) 6zel degerleri igin beklenen degeri,

Elw(2)] =

E[A]l, — E[B]k, (1 5z 5%2z% 45323 >

kil — kyly T3 T 35

ol — ko, (277317 sl 3.7!

3 5 7
E[A]l, — E[B]k, 1 5z2 N 45272 ~ 4.6.5322
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a+p

) l, — uk, . 5z N 5272 45373
k1l2 - kzll 1' 3' 35'
a+ 3 5 7
Tﬁ h—Wal 1 522 45772 46572
kol — ki, \2° 31 sl 3.7!
5
g bk 5z 5%2% 45%°
5 3 5 7
b=k [ 1 572 45272 465322
+ |z -+ -
k2l1 - kllz 3.1 5! 3.7!

Sekil4.7. a=2,=1ve p=
1,0% = 4 degerleri igin
(4.22) denkleminin
beklenen degeri

varyansi,
Var[A]l, — Var|[Blk, 5z2 5%z* 4.532°
174 = 1— —
ar[W(Z)] kllZ - k2l1 1' + 3' 35'
Var[A]l, — Var[B]lk, 523 N 45%z> 4.6.5327
k2l1 - kllz 3.1 5! 3.7!
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_le—azkz . 522+5224 4,536
B 1! 3! 3.5!

kil — k3l
2
o —
n %ll — 0’k 5z3 N 45275 465377
k2l1 - k1l2 z 31 5' 37'
1
B 17 l2 — 4k, B 522 N 52z% 4.532°
 kyly — kyl 1! 3! 3.5!
1
N 172 b — 4k 523 N 45275 4.6.5377
kol — kL \> " 31" sl 3.7!
elde edilir.
Ornek 4.5.
22w +zw' (@) + 22 -1Dw(z) =0 (4.24)

ve w(l)=A,w'(1)=B burada A, B~U(a,B) dizgin dagilima sahip birbirinden
bagimsiz rastgele degisken olmak iizere, baslangi¢ deger problemini Frobeniiis yontemi ile

¢oziip, olasilik karakteristiklerini belirleyiniz.

Coziim:
Yukarida verilen denklem birinci mertebeden kompleks Bessel denklemi oldugundan,

denklemin ¢oziimii

w(z) = cJi(2) + c2) 1 (2)
k=1 i¢in w(z) = c1J1(2) + c;J)»(2)

2p+1

(P z
£ (0 + D1p! (E)
J-1(2) = —]1(2)
w(z) = c1)1(2) + ¢;Y1(2)
w(l) =¢/i(D) + Y1 (1) =4
w'(2) = c1J1(2) + ¢, Y{(2)
w'(1) = ¢i(1) + ¥/ (1) = B

J1(2) =
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(1) 1) [Cl]_[A]
J'() v'(Wllel LB
A Y (D
B v,(OI AY(1)-BY; (1)
IO R AGTENAOI A EIHOIAE)
JJ'(D) YD)
K=J(D)Y{(1) -1 (DY (D)

_AY/(1)  BY;(1)
ATk Tk
(1) A
J,'(1) Bl BL(1)—AL'(D)
L) YD) B K
Ji'(D) 7D
__Mi()  Bh()

C1=

2=

=" 7g K
AY/(1) BY,(1 A1) BJ,(1
w@=[;L-?WM@ﬂ—%)+%)H@
bulunur. z~U(a, B)
eﬁt _ eat
Mz(t) = E[et ] = (ﬁ —a)t

a+p (a=p)? . =
z~U(a,B) ,E[z] = — Var[z] = —,— bu momentleri kullamrken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri igin E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen

deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir.

A,B~U(a,p)

[E[A]Y{(1) E[B]Y;(1 E[A]/i(1) E[B),(1
fluco = [T _EPIRW, ) [ FAVQ)  H00,0)

Y1(2)

J1(2) + Y, (2).

() n(D]a+p
K 2

WHORWASIERY:
| K K K| 2
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Var[w(z)] =

K K 12

2 2 2
<Y1<1> 1) + <]1(1)Y1(Z)> ] (@—p)

<Y1’(1)]1(z)>2 ; (11(1)Y1(z)>2] (a - p)?

* K K 12

Ozel olarak a = 2, f = 1 segilirse, beklenen deger ve varyansi;

E[W(Z)] _ [Y1I(<1) Yllgl)l ;]1 (2) + [_]1(1) +]1(1)l

3
EY1(Z)

K K

cw 3R EHER

Sekil 4.8. ¢ = 2, B = 1 degerleri
icin (4.24) denkleminin
beklenen degeri

Var[w(z)] =

r'(1) U AN B!
(K h<z>)+(—,< )]E

Y, (1 2 LY@\ 1
(R, 00) +<f<>_<z>)]_

K K 12
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Varyans

Sekil 49.a¢ = 2,8 =1 degerleri
icin (4.24) denkleminin
varyansi

Ornek 4.6.
8
22w (2) — 2zw'(2) + §w(z) =0 (4.25)

w(l)=A,w'(1)=B

burada A~N(u,0?) ve B~Beta(a, ) dagilimlarina sahip birbirinden bagimsiz rastgele
degiskenler olmak iizere, baslangic deger problemini Frobeniiis yontemi ile ¢6ziip, olasilik

karakteristiklerini belirleyiniz.

Coziim: z = 0 verilen denklemin bir diizgiin tekil noktasidir.

e

w(z) = Z agz®tr

k=0

denklemde yerine yazilirsa,

i[("+§)(’<+§)—2(k+§)+§]akzk+§=0

k=0
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elde edilir. Buradan
r2—3r+-=0

indisel denklemine ve a, # 0, a; = 0 oldugundan

w(z) = c 2™ + ¢,z

8 1
= C1Z3 + C223

wl)=c +c, =4
) 8 5 1 2
w'(z) = 56123 +§czz 3

8 1
w'(1l) = 34 +§c2 =B

c1 Ve ¢, degerleri taraf tarafa toplanirsa,
3B—A\ 8 (6A—3B\ 1
v = ()74 ()

zZ3 + Z3
elde edilir. A~N(u, 0?) Normal dagilima sahip ve moment ¢ikaran fonksiyonu,

M,(t) = E[e”]

1 2.2
=eut+20t.

E[z] = u, E[z%] = u? + o2, Var[w(z)] = o2.

B~Beta(a, f) Beta dagilimina sahip ve moment ¢ikaran fonksiyonu,

c k
wiaso=ser=1 5 ([ 17555

a B af
Vel = e T T

A~N(u = 1,02 = 4) ve B~Beta(a = 3, = 2) beklenen degeri,

Elw(2)] =

<3E[B] -
— | Z3 +
7

E[A]> 8 <6E[A]—3E[B]> 1
7 z
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= 3
7 z3 + 7 Z
4 8 31
= —27z73 —73
352 +52 .
Sekil4.100a =3, =2veu=
1,0% = 4 igin (4.25)
denkleminin
beklenen degeri
Varyansi,
3VarB Var[A 6Var|A] — 3Var|[B]\ 1
Vartweey) = (HBLVart 1)Z +< arlh] - 3varl ]>Z§
( 2 —HY 16 6u—3 20([3
_ a+p) (a+,8+1) R (a+p)i@+p+1)
7
2 —HY 16 6u—3 20(,8
_ (a+/3) (a+/3+1) R (a+p)i@+p+1)
7
16 1
—EZ +7Z9
bulunur.
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5. Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Iki boyutlu diferensiyel doniisiim yontemi ile kismi diferensiyel denklemlerin

¢Oziimii ilk defa Cha’o Kuang Chen ve Shing Huei Ho[1] tarafindan verilmistir. w(z)

fonksiyonunun diferansiyel dontisiimii asagidaki gibi tanimlanur:

1 [d*w(2)
W(k) = _' de )
z=0

W (k) nn ters diferensiyel doniistimii,

w(k) = Z W (k) z*,
k=0

Denklem (5.1) ve (5.2) den

k

dk
W()—E[ d”;ﬁz) z

Tek boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel teoremleri sunlardir[1]:
Teorem 5.1.1. Eger a(z) = w(z) + q(z), 0 zaman A(k) = W (k) + Q(k).
Teorem 5.1.2. Eger a(z) = CW(Z) o zaman A(k) = cW (k).

(Z)

Teorem 5.1.3. Eger a(z) = ,0zaman A(k) = (k + )W (k + 1).

( ) (k+n)

,0zaman A(k) =

Teorem 5.1.4. Eger a(z) = W (k + n).

Teorem 5.1.5. Eger a(z) = w(z)q(z), 0 zaman

k
A() = z W (k) Q (k — m).
m=0

1 k=n,

Teorem5.1.6. Eger a(z) = z" ise A(k) = 6(k —n) = {0 k+n

5.1. Lineer Olmayan Fonksiyonlar I¢in Diferensiyel Déniisiim Metodu

Durum.1l. f(w) = e (Ustel Dogrusallik): Déniisiim tanimindan[1],
= (2)

F(O) — [eaw 4 ]Z=0
— eaw(O)

— eaW(O)_
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Simdi, z’ ye gore f(w) = e tiirevini alarak,

dfw) _ dw(z)
dz - ae dz

dw(z)
= af (w) (5.5)
bulunur. (5.2) ifadesinin her iki tarafina diferensiyel doniisiim yontemi uygulanir ise
k
(k+DF(k+1) =a Z (m + DW(m + 1)F(k — m) (5.6)
m=0
elde edilir. (k + 1) yerine k yazilirsa,
F(k) —aZ—W(m+1)F(k—1—m) k>1 (5.7)
seklinde bulunur. Denklem (5.4) ve (5.7) den f(w) = e™™:
eaW, k=0
k—
= + _
Fl =14 m—W(m+1)F(k—1—m) k> 1. 58)

k

m=0

Durum 2. f(w) =In(a + bw), a+ bw > 0 (Logaritmik Dogrusallik): Doniigimiin

tanimu ile
F(0) = [ln(a + bW(Z))]Z=0
= In(a + bw(0))
= In(a + bW (0)). 69

Ayrica, f(w) = In(a + bw) nin z' ye gore tiirevi alinirsa,

df(w(z))_ b dw(z)

dz  a+bw dz ' (5-10)
ve ya esdeger olarak,
dfw)  faw(z)  df(w)
a— —b( Y4, ) (5.11)

(5.11) denkleminin diferensiyel doniisiimii alinirsa asagidaki ifade elde edilir.
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aF(k +1) = b [W(k +1)— Z F(m DWWk - m)] (5.12)

k + 1 yerine k yazilirsa,

k-1
aF (k) = b [W(k) _ Z mTHF(m FOWk—1— m)], k=1 (5.13)
m=0

elde edilir. (5.13) denkleminde k = 1 alinirsa,

F(1) = w(1) (5.14)

a+ bW (0)
bulunur.

k = 2 i¢cin denklem (5.13) yeniden yazilacak olursa,

k-2
b m+ 1

elde edilir. Bu nedenle, (5.9), (5.14) - (5.15) ifadelerinin birlestirilmesi ile f(w) =
In(a + bw) fonksiyonun diferensiyel doniisiimii asagidaki gibi hesaplanabilir[1];

(In(a + bW (0)), k=0,
———W (1), k=1,

F(k) = {a+bw(0) . (5.16)
b k ML e DW (k-1 k> 2
|- mz m+DOWk-1-m)|, k=2

5.2. Lane-Emden Rastgele Kompleks Diferensiyel Denklemler

Ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklem ile modellenebilen tekil
baslangi¢ deger problemleri pek ¢ok fizik¢i ve matematikg¢i tarafindan calisilmistir. Bu
kategorideki denklemlerden biride asagida ifade edilen Lane-Emden tipi denklemlerdir.

w'(z2) + gw’(z) + f(z,w) = g(2), (5.17)
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w(0) =A,w'(0) =B.

seklindeki denklemlere n > 0 araliginda neR reel sayisi igin Kompleks Lane-Emden tipi
denklemler denir. n > 0 igin neR reel sayisi i¢in A ve B sabittir, f(z,w) siirekli bir
fonksiyondur.(5.17) denkleminin analitik ¢oziimii, yukaridaki baslangi¢ kosullari igin
z =0 tekil noktasi komsulugunda daima miimkiindiir(Davis,1962). Astrofizikgiler
Jonathan H. Lane and Robert Emden (Lane,1870) tarafindan ilk ¢alisma yapildigindan,
denklemler bu arastirmacilarin soy isimlerinin birlesimi ile adlandirilmistir. Asagida
kompleks Lane-Emden denklemleri rastgele hale getirerek ¢6ziim davraniglarim

inceleyelim.

Ornek5.1. Asagidaki rastgele kompleks Lane-Emden denklemini inceleyelim.

w'(z) + SW’(Z) + 3w = 3Bz3 + 3422 + 15Bz + 84 (5.18)

A,B~N(u,c?) baslangic sartlari
w(0)=0,w'(0) = 0. (5.19)

Coziim: (5.18) denklemi z ile garpildiginda
zw' (2) + 3w’ (2) + 3zw(z) = 3Bz* + 3423 + 15Bz? + 84z

olur. Sonra her iki tarafin diferensiyel doniistimii alinirsa,
1

Wk+1) = TS [-3%k_o6(r— D)W (k —71)+3B5(k —4) +346(k — 3) +
15B8(k — 2) + 846(k — 1)] (5.20)
elde edilir. (5.19) deki baglangi¢ kosullar1 z, = 0 da

w@o)=0, W(1)=0 (5.21)

olarak doniistiiriilebilir. (5.21) denklemlerini, k = 1 i¢in (5.20) ifadesinde yerine yazilirsa
k =1 igin W(2) = A bulunur. Ayn1 prosediirii uygularsak, k = 2 i¢cin W(3) = B.

Bu sekilde devam edilirse, W (k) = 0,k = 6 olur. Ters doniisiim kuralin1 kullanarak,

w(z) = ) W(k)z*

= Az? + BZ3
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¢oziimi kapali bir bigimde elde edilir. Bu aymi zamanda (5.18) denkleminin tam
¢cOziimiidiir.
A,B~G(a,p) ise
M,(t) = E[e"]
_ 1
(1-po)*
z~G(a, ) oldugunda
E[z] = aB ,E[z?%] = (a + a?®)p?, Var|z] = af?
E[w(2)] = E[Az? + Bz3]
= E[A]z? + E[B]z3
= af(z? + z3).
Var[w(z)] = Var[Az? + Bz?]
= Var[A]z? + Var[B]z3
= apf?(z? + z3).
z~G(a,B) 6zel olarak @ = 1, f = 2 segilirse,
E[w(2)] = aB(z? + z3)
= 2(z% + 23).

Sekil5.1.a=1, B =2i¢in
(5.18) denkleminin
beklenen degeri

Var[w(z)] = aB?(z% + z3)
= 4(z% + z3).
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Varyans

Sekil 5.2. a =1, B =2 igin
(5.18) denkleminin
varyansl

bulunur.

Ornek 5.2. Asagidaki rastgele kompleks Lane-Emden denklemini inceleyelim.

7
w'(z) + . w'(z) + z?w = Bz® + Az° + 40Bz? + 274z,  A,B~N(u,c?) (5.22)

baslangig sartlari
w(0) =0,w'(0) =0. (5.23)

Coziim: (5.22) denklemi z ile garpildiginda
zw' (z) + 7w’ (z) + z3w(z) = Bz” + Az® + 40Bz3 + 8Az*

olur. Sonra her iki tarafin diferensiyel doniisiimii alinirsa,

Wk + 1)

1
T k+DE+7)

k
—z S(r—3)W(k — ) + B8(k —7) + A5 (k — 6) + 40B5(k — 3)
=0

+ 2748 (k — 2)] (5.24)

elde edilir. (5.23) daki baslangi¢ kosullar1 z, = 0 da
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W) =0, W(1) =0 (5.25)

olarak doniistiiriilebilir. (5.25) denklemlerini, k = 1 i¢in (5.24) ifadesinde yerine yazilirsa
k=1 i¢in W(2) = 0 bulunur. Ayn1 prosediirii uygularsak, k = 2 i¢in W(3) = A4, k = 3
icin W(4) = B. Bu sekilde devam edilirse, W (k) = 0,k = 6 olur. Ters doniisiim kuralint
kullanarak,

w(z) = ) W(k)z*

= Az3® + Bz*

¢ozimi kapali bir bigimde elde edilir. Bu aynm1 zamanda (5.22) denkleminin tam

¢Oziimiidiir. A, B~N (u, 02) ise

M,(t) = E[e"]

1 2.2
:eut+20t.

Elz] = u, E[z?] = u? + o2, Var[w(2)] = o2

z~N(u,0?) oldugunda,
E[w(2)] = E[Az3 + Bz*]
= E[A]z% + E[B]z*
= u(z3 + z*%).
Var[w(z)] = Var[Az3® + Bz*]
= Var[A]z® + Var[B]z*
=02%(z3 + z%).
Ozel olarak z~N(u = 1,62 = 4) segilirse,
Elw(2)] = (23 + z%)
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Sekil 5.3.u=1,0 =2 degerleri
icin (5.22) denkleminin
beklenen degeri

Var[w(z)] = 4(z3 + z*)

Varyans

Sekil 5.4.u =1,0 = 2 degerleri
icin (5.22) denkleminin
varyanst

bulunur.
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Ornek 5.3. Asagidaki rastgele kompleks Lane-Emden denklemini inceleyelim.

4
w'(z) + EW’(Z) + zw(z) = Az” + 54Az* A~Beta(a, B) (5.26)

baslangic sartlari
w(0) =0,w'(0) =0. (5.27)

Coziim: (5.26) denklemi z ile garpildiginda
zw"' (2) + 4w’ (2) + z2 w(z) = Az® + 54Az°

olur. Sonra her iki tarafin diferensiyel doniistimii alinirsa,

Wk+1) =

k
e+ Dk +4) _Z §(r —2)W(k — 1) + AS(k — 8) + 5445 (k
r=0

— 5)] (5.28)

elde edilir. (5.27) daki basglangi¢ kosullar1 z, = 0 da
w)=0,WwW(1)=0 (5.29)

olarak donistiiriilebilir. (5.29) denklemlerini,k = 1 i¢in (5.28) ifadesinde yerine yazilirsa
k=1 i¢in W(2) = 0 bulunur. Ayn1 prosediirii uygularsak, k = 2 i¢in W(3) =0, k =3
icin W(4) =0, k=4 i¢in W(5) =0, k = 5i¢in W(6) = A. Bu sekilde devam edilirse,
W (k) = 0,k = 7 olur. Ters doniisiim kuralin1 kullanarak,

w(z) = ) W(k)z*
= Az®

¢ozimi kapali bir bigimde elde edilir. Bu aym1 zamanda (5.26) denkleminin tam

¢oztimidiir. z~Beta(a, B) ise

- k
s 3 ({12555

o« ap
E[Z] = ’ VaT'[Z] ( + ﬁ)z((l + ﬁ + 1)
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Beklenen degeri

E[w(z)] = E[Az°®]

= E[A]z®
a
_ 6
a+ﬁz'
Varyansi
Var[w(z)] = Var[Az®]
= Var[A]z®

_ b,
S (@+ B2 (a+p+1)

elde edilir. Ozel olarak z~Beta(a = 1, = 2) segilirse beklenen degeri

Elw(2)] = a-T—ﬁZG

w| N,

OO0

¢
()

Sekil 5.5.@¢ =1, B =2 degerleri i¢in
(5.26) denkleminin beklenen
degeri
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Varyansi

ap
|4 = 6
arlw(2)] (a+B)(a+p+1) z
46
" 18
Varyans
Sekil 5.6. a =1, B =2 degerleri
icin (5.26) denkleminin
varyansi
Ornek 5.4.
3 w
W' (2) +-w' +84 (ev+ez) =0 (5.30)
baslangi¢ kosullari
w(0) =0, w'(0) =0 (5.31)

A~U(0,1) diizgiin dagilimima sahip bagimsiz rastgele kompleks Lane-Emden denklemini

inceleyelim.
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Coziim: (5.30) denkleminin her iki tarafin1 z ile ¢arpalim.
w
zw''(z) + 3w’ (2) + 8zA (eW + 67) =0

denklemine diferensiyel dontisiim uygulanilirsa,

k
Z6(m—1)(k—m+1)(k—m+2)W(k—m+2)+3(k+1)W(k+1)

m=0
k k
+ 84 6(m—1)F(k—m)+ 84 d(m—1)Gk—m)=0
elde edilir. m = 1 igin,
k(k+ D)Wk +1)+3(k+1D)W(k+1)

k k
+84 Z 5(0)F(k —1) + 84 Z 5(0)G(k—1) =0
m=0 m=0

olur. Buradan,

k
Wk +1) = _84 Z 5(m — 1DF(k — m)
m=0

(k+1)(k+3)

k
—84 Y 5(m—-1)G(k — m)] (5.32)

elde edilir. (5.31) deki baslangi¢ kosullar1 z, = 0 da
wW0)=0,W1)=0 (5.33)

olarak doniistiiriilebilir. (5.33) denklemlerini,k = 1 i¢in (5.32) ifadesinde yerine yazilirsa
k =1 i¢in W(2) = —2 bulunur. Ayni1 prosediirii uygularsak, k = 2 i¢in W(3) = 0,k = 3
icin W(4) = 1. Ters doniisiim uygulanarak

w(z) = ) W(k)z*

3

24
= —ZAZ2 +AZZ4 — TZ6 + ..
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¢oziimi kapali bir bigimde elde edilir. Bu aymi zamanda (5.30) denkleminin tam
¢Oziimidiir. z~U(a, )
pt _ ,at
e e
M,(t) = E[e"?] = ——
‘ (B—a)t

z~U(a,B) ,E[z] = # , Var[z] = (a If) bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen
deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir. 4, B~U(«a, ) beklenen degeri,

(24%)

E[w(2)] = E|—2A4z?% + A% z* — 3

26

2
= —2E[Al2* + E[A*]z* = SE[A%]2° + -

2(a + ) 2+a2+aﬁ+ﬁ2 . 20’ +a’f+ap?+ B3
— Z — —

6
2 3 & 3 4 z+

Varyansi

3

2A
Var[w(z)] = Var [—ZAZ2 + A% z* — = 7%+ -

2
= —2Var[A]z? + Var[A?]z* — §Var[A3]z6 +

=_2(6¥——m222+<4;«2+4_ﬁ2_ia2ﬁ —%aﬁ —%a /3> *

12 45 " 45 45 5
2 5 3 5 1
I 6 5__ _~ 2 4 3 3 _ _ - 4- 2
(112ﬁ 5gWB° IR B g B Bt gg B
9
_ 6
t112¢ ) +

z~U(a, B) ozel olarak a = 2, f = 1 segilirse beklenen deger,

2 2 3 2 2 4 p3
E[W(Z)]:_Z(az-l-ﬁ)zz_l_a +a?,)8+ﬁ Z4_§a +a ﬁl—aﬁ +f 46

7 5

—_2,24".4_26
3z +3z 22,
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Sekil 5.7. ¢ = 2, B = 1 degerleri
i¢in (5.30) denkleminin
beklenen degeri

Varyansi

2(a—B)? 4a?  4f? 1 2 1
Var[w(z)] = —TZ4 + (E+E—Eaﬁ3 —Eazﬁz ——(Z3,3) Z16 -

209 6, 1 o5 5 9554 3 353 5 453 1 5 16)36
(mﬁ +=af o a3 P+ —af+——a )z

3 112 28 112 112
4
=_Z__£Z16_ﬂ236
6 45 28

Vasyans

Sekil 5.8.a = 2,8 =1 degerleri igin
(5.30) denkleminin varyansi

bulunur.
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Ornek 5.5.

5
w'(z) + ;W'(Z) — 124w (2) = 4Aw(z) Inw(z) (5.34)
baslangic kosullari
w(0)=1,w'(0)=0 (5.35)

A~N(a, ) normal dagilimina sahip bagimsiz rastgele kompleks Lane-Emden denklemini

inceleyelim.

Coziim: (5.34) denklemini z ile ¢carpalim.
zw" (z) + 5w’ (z) — 124zw(z) = 4Azw(2) Inw(2)

denklemine diferensiyel doniistim uygulanirsa,

k
Z6(m—1)(k—m+1)(k—m+2)W(k—m+2)+5(k+1)W(k+1)

m=0

k
— 124 Z 6(m—DW((k —m)
m=0

k k2
— 44 2 Z §5(ky — DW (ky — k)F (k — k)

ky=0k,=0
elde edilir. Burada m = 1 igin,
k(k+ DOW(k+1)+5k+1DW(k+1)

k
— 124 Z 5(m — DW(k —m)
m=0

k k2
— 44 Z z 8k, — D)W (ky — k)F(k — ky)

k2=0 k1=0

olur. Boylece,

k
1
W+ = s | 124 Z 5(m — DW(k —m)
m=0
k ka
+ 44 S5(ky — W (ky — k)F(k — ky) (5.36)

denklemi elde edilir. (5.35) deki baslangi¢ kosullar1 z, = 0 da
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wo)=1,wW1)=0 (5.37)
olarak donistiiriilebilir. (5.37) denklemlerini, k = 1 i¢in (5.36) ifadesinde yerine yazilirsa
k=1 i¢in W(2) = A bulunur. Ayni prosediirii uygularsak, k = 2 i¢cin W(3) =0,k =3

1
icin W(4) = >+ Ters doniisiim uygulanarak

w(z) = ) W(k)zk

A? A3
=1+ Az? +7z4 +?z6 + .o

¢ozimi kapali bir bigimde elde edilir. Bu aymi zamanda (5.34) denkleminin tam
¢Oziimiidiir. A~N(u,0?) normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken

olsun. Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

My(6) = Blet] = eHt*ae" ¢
dir. x~N(u, 0?) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentlerinin beklenen degeri ve
varyansi
E[x]=u,E[x*] = u*+ 0% veVar[x] =o?
Bu momentler kullanilarak ve x ve y rastgele bagimsiz degisken ise E[xy] =

E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklagik formiilleri

Elw(k, )] = E[w(k, B)]x*y"
k=0 h=0

z~N(u,0?) beklenen degeri,

A? A3
E[w(2)] =E |1+ Az? +724 += z® +l

1 1
=1+ E[A]z* + EE[AZ]Z4 + EE[A3]Z6

1 1
=14 uz*+ E(,u2 +02)z* +— (4 + 3uc?)z°% + -

6
varyanst
A? A3
Var[w(z)] = Var |1 + Az? +7 z* +€ z6 + -

1 1
= Var[A]z? + > Var[A?]z* + gVar[A3]Z6 + e

1 1
=0%z% + > (4u?c? + 20%)z* + B (9u*o? + 150° + 36u%0*)z°
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z~N(u,0?) 6zel olarak u = 2,0 = 1 segilirse beklenen degeri,
1 1
Elw(2)] =1+ uz?+ > (u? +0?)z* + E(“4 + 3uc?)z®

5 7
=1 2 _ 4 - 6.
+z +ZZ +32

Sekil 5.9. u =2,0 =1 degerleri
icin (5.34) denkleminin
beklenen degeri

Varyansi,
1 1
Varlw(z)] = 1 + uz? + > (u? +0%)z* + ‘ (u* + 3uc?)z°®

= 7% +9z* 4+ 50z°.

Vasyans

AR
AR
NSNS S
ERLRLIS ST NE
RS RS SOCT SIS
NREEENSSOT SIS IS
AT ent i et pUese:
R et SCS OSSO
REERSROSSEIS S RCOSS
TIPS TS

Sekil 5.10. u = 2,0 = 1 degerleri
igcin (5.34) denkleminin
varyansi
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5.3. Kompleks Kismi Diferensiyel Denklemlerin Sumudu Yontemleri ile

Coziimii

Bu boliimde kompleks diferensiyel denklemlerin Sumudu yontemi ile ¢ézliimii ele

alinacaktir.

5.3.1. iki Boyutlu Sumudu Déniisiimii

Llg(ay); ()] = f f 905, y)e~ T+ dxdy (5.38)
0 0

bu fonksiyonun degiskenleri ile ilgili bir kuvvet serisi doniistimiine sahip olmasi
durumunda, Sumudu doniisiimii iki boyutlu Sumudu doéniisiimii i¢in ag¢ik ve nispeten
birlesik bir yol saglar. Iki degiskenli fonksiyonun (5.38) iki boyutlu Laplace doniisiimii

teknigi xy — diizleminin pozitif ¢geyreginde tanimlanir.

53.1.Tamm: g(t,x);t,x € R* sonsuz bir dizi seklinde ifade edilebilen bir
fonksiyon olsun, o halde, iki boyutlu Sumudu doniistimii,

G(w,v) = S,[g(t,x); (w, v)] = S[S{g(t, x); t > u}t;x > v]

—uivjojoe Uy g(t x)dtdx (5.39)
G(u,v) =L, [g(x. y); (%%)] (5.40)

Sumudu doéntisiimii ile Laplace doniisiimii arasindaki iliski (5.40) daki gibi ifade edilebilir.

Teorem 5.3.1. g(x,y),x,y € R* reel degerli bir fonksiyonu olsun. O halde,

219 + ) (4, v)] = —— (G () ~ v6()} (5.41)

g, poplilasyon yogunlugunu, x yasini ve y zamanini temsil eder, ya da tam tersi. (x — y)

ornegi, Matematiksel Biyoloji'de bu islerle sik sik karsilagilan biyoloji a¢isindan daha da
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ilgingtir. x > y durumun da ispati basit ve yeterlidir. Bu nedenle, geometrik olarak, birinci
geyregi iki esit parcaya bolen ¢izgi, n eksenini (alt kistm Q1 ve st kisim Q2 ile temsil
edilir) temsil etse de, hem ikinci hem de dordiincii ¢eyrekleri bolmek {- eksen (siray1
yukar1 doniik) ve ¢- eksen (baslangi¢ noktasindan dordiincii ¢eyrege dogru ok), o zaman

test su sekildedir: Kabul edelim ki g bir ¢ift fonksiyon olsun, o halde g(0) tek oldugunda

S,lg(x —y); (w,v)]
1 X
=— j j g(x — y)e @) dxdy
Q1

]_ X
B u_vf f g(x — y)e‘(a%)dde_ (5.42)
Q2

_1 . —1
x—5(5+n),y—5(é—n)

degisken dontlisiimii yapilirsa

[0e]

| f g0 =y)e EDaxay =3 [ gag j e 2w )2 w)ay

0

Benzer sekilde,

f Qf glx — y)e_(%%)dxdy = uv_uv G(u).

Bu nedenle, g ¢ift fonksiyon igin

uG(u) + vG (v)

Slg(x — )] (w,v) = y— (5.43)
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ve g bir tek fonksiyon ise

uG(u) — vG(v)

S2lg(x = )] (w,v) = I (5.44)

Gw) =S[g®)] = fooog(ut)e‘tdt, ue(—14, 7,) Sumudu donilisiimiinden

G (u) ve (5.43) denklemlerinden, eger g ¢ift bir fonksiyonsa, o zaman agiktir ki

(u+v)S3[g(x —y)] = (u—v)S,[g(x + y)] (5.45)

elde edilir. Kismi tirevlere asagidaki gibi SDM uygulanirsa: g (0,a) = G,(a),

dg '
.| 22 96, )|

1 o oo ol a 1 (o] 1 o :
jje_(f;)ﬁg(t'a)dtda:;J e_%{ﬂj e_ﬂg(t,a)dt}da-
0 0

uv
0o

(5.40) denkleminde verilen i¢ integral,
G(u,a) —g(0,a)

" (5.46)
ag(t, 111 ‘ _a 1 r _a
Szl g((;; a);(u,v)l =ﬂ{;j e vG(u,a)da—;j e vgy(a)da }
0 0
1(1
= a{; G(u,v) — Go(v)} (5.47)
Ayrica,
ag(t, 1( a1 _td
Sz[ gsaa);(u,v)l =;Of e V{abf e iag(t,a)dt}da
= %f e_%:—aG(u,a)da
0
= Gy (u,v). (5.48)

Alternatif olarak,
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ag(t, 1( _all r _ad
S, [%;(u,v)l=afe Z{;Je z%da}dt

0 0

10 t1
:Zf e"%;[G(t,v) — g(t,0)]dt
0

1
=2 (G v) = Go(w) (5.49)

Burada G(u, 0) = Go(u) ve G(0,v) = Go(v). (5.47) ve (5.48) denklemlerinden
G(u, v) - GO

G,(u,v) = -

seklinde ifade edilir.

Tamm: (Hassan Eltayeb,2010): g(t,x) ve h (t,x) foksiyonlar1 iki boyutlu Sumudu
doniisiimiine sahip olsun. Sonra g(t,x) ve h(t,x) min iki boyutlu konviilasyonun iKki

boyutlu Sumudu doniistimii,

(g # h)(t,x) = f f 9 Mt — ¢, x — n)dgdn
00

S,[(g ** h)(t,x); u,v] = uvG(u,v)H(u, v)

Ayrica, asagida iki boyutlu konvolisyonun x e goére kismi tiirevinin iki boyutlu Sumudu

doniisimii elde edildi,

d d
S, [a (g *+h)(t,x);u, v] = uvs, [a (t,x);u, v] = S,[h(t,x); u,v]
yada

0
uvS,[f (t, x); u, v]S, [a h(t,x);u, v].

Boylece, iki boyutlu fonksiyonun Sumudu ve Laplace doniisiimii arasindaki iligki,

1
Sal(g *++ W)t x);w,v] == LeLylg ++ ) (¢, x)]
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PDE'leri Sumudu doniistimiinii kullanarak ¢ézmek icin, bu doniisiimiin kismi tiirevlerine
ihtiyag vardir. Boylece, x'e gore ikinci mertebeden kismi tiirevlerine iki boyutlu Sumudu

doniigiimiiniin uygulanmasi ile

S—z(t)- _—16( ) 16( 0) 166 0
z_ang ,x,u,v_—vz wv) - 56w > x (u,0)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde, t'ye gore ikinci mertebeden kismi tiirev i¢inde verilir;

2

S, |2 gt 050, v| = = 600 v) — 2 600,0) - =2 6(0,v)
2|z 90w Y| = 76w Y) =25 6(0,v) =3 5G(0,v).

Ornek 5.6.
Yee = C*yxx +x +ct (5.50)
ve

y(x,0) =0,y:(x,0) = sinx,y(0,t) =0,y(1,t) =0 baslangig-sinir  degerleri ile

verilen homojen olmayan dalga denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Fonksiyonun Sumudu doniisimii

[ee)

S[y(x, )] = % j y(x, Dewdt = Y(x,u) = Y

0

(5.50) “nin her iki tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa,
S[yee] = Sle?yue] + Slx + ct]

LAY Y(x,u) y:(x,0) y(x,0)
c = — - —x

—cu
dx? u? u? u
" d’y Y sinx
= —-—=- —x—cu
dx? u? u?

denklemin homojen kismin ¢éziimii

X X
Y, (x,u) = cyecu + c,e cu
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elde edilir. Homojen olmayan diferansiyel denklemlerin 6zel ¢6ziimii kolayca elde edilir.
Y,(x,t) = Aysinx + Bycosx + Ayx + B,

Y,(x,t) = Ajcosx — Bysinx + A,

Y, (x,t) = —A;sinx — Bycosx
) —sinx
c?(—A;sinx + Bycosx + A,x + B,) = T X —cu
2, 1y _ 1 —
A1<C +;)—ﬁ ’ Bl—O
1 ﬁ=—1,A2=usz=Cu3

A1=

c2u?2+1’ u2

bilinmeyen katsayilar yerine yazilirsa,
1
— of 2 3
Y,(x,t) = sinx (1 m czuz) + xu‘ + cu

0zel ¢6ziim bulunur.

Y(x,t) = S7Y[Y,(x, t)] oldugundan, bulunan denklemin ters Sumudu déniisiimii

1
= sinxS~?! [m] + xS u?] + ¢S Hu?]

_ xt? ct3
= sinxcos(ct) + - + e

elde edilir.
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5.3.2. Birinci Mertebeden Sabit Katsayih Kompleks Diferensiyel Denklemlerin

Sumudu Doéniisiim Yoéntem Coziimii

Asagida birinci mertebeden sabit katsayili kompleks diferensiyel denklemlerin

Sumudu doniisiim yontemi ile ¢oziimleri incelenecektir.

Ornek5.8.
ow Ow 3z
FrRr T 5w =0, w(x,0) = Be (5.51)

verilen kismi diferensiyel denkleminin A, B~N (i, 0?) normal dagilima sahip birbirinden

bagimsiz rastgele degiskenlerin yaklagik analitik ¢6ziimiinii Sumudu yontemi ile ¢oziiniiz.

Coziim: (5.67) denkleminde
ow 1 <6W ,6W>

9z 2\ox  ‘oay
dw 10w dw
i)
0z 2\ox dy

esitlikleri yerine yazilirsa,

10w ow 1/,0w odw
z(a“@)‘i(aﬂa)*’w:o
elde edilir. Eger verilen denklemde w = u + iv yazilirsa,
lfou Jdv (Ou Ov lfou Jdv (Oou OJv )
3 a+1@—z<$+15)]—§ a+ta+1(5+15)]—5(u+w)=0
a—U—Su=0
day
—a—u—5v=
dy

esitliklerine Sumudu Doniistimii uygulanirsa,
S[uCx, y)] = Ry(x,s)
S[U(X, y)] = RZ (X, S)

oldugunda,
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%[Rz(x, s) —v(x,0)] —5R;(x,s) =0

—%[Rl(x, s) —u(x,0)] —5R,(x,s) =0

elde edilen Sumudu Doniisiimlerine Cramer kurali uygalanirsa,

1 v(x,0)
—5R;(x,s) + ;Rz (x,8) =
1R - _u(x,0)
s 1(X,S) Z(X,S) - s '
c 1
- N 1
. =25t =4
- s
— =5
s
v(x,0) 1
s s
_u(Jg. 0 _c Bed*
Ri(xy) = A 1+ (5s)2
-5  2sv(x,0)
_Tl —2su(x, 0) Be3%5s
Ry(x,y) = A = (55)2 + 1

denklemlerine Ters Sumudu Doniistimii alarak,

u(x,y) = STHRy (%, 5)]

B S_l Be3x
B 1+ (5s)?

= Be3* cos(5y)
v(x,y) = STHRy (x, )]
| Be**5s l
(5s8)2+1
= Be3*sin(5y)
elde edilir. O halde
w(z) = Be3*[cos(5y) + isin(5y)]

— Be4Z—Z

bulunur. A, B~N (i, 0%) Normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken

olsun. Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,
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M,(6) = E[e] = et420" ¢
dir. x~N(u, 0?) bagimsiz rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentlerinin beklenen
degeri ve varyansi
E[x]=u,E[x*] = u*+ 0% veVar[x] =o?
Bu momentler kullanilarak ve x ve y rastgele bagimsiz degisken ise E[xy] = E[x]E[y]

oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri

n n

Elw(k,h)] = E[w(k, b)]x*y"

z~N(u,0?) beklenen degeri,

Varyansi
Var[w(z)] = Var[Ble? ?

= gle?7Z,

Ozel olarak, u = 2,02 = 1 segilirse beklenen degeri,

E[w(2)] = 2e**72

Sekil 5.11. u = 2, 02 = 1 degerleri i¢in
(5.67) denkleminin beklenen
degeri

varyansi,
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Var[w(z)] = e®~22

Sekil 5.12. u =2, o? =1 degerleri
icin (5.67) denkleminin

varyanst

elde edilir.

Ornek 5.9.

w, —w; =A+B, w(x,0) = (A+ B)x (5.68)

verilen kismi diferensiyel denkleminin A, B~G(a, ) gamma dagilima sahip birbirinden

bagimsiz rastgele degisken yaklasik analitik ¢6ziimiinii Sumudu yontemi ile ¢6ziiniiz.

Coziim: (5.68) denkleminde

adw 1 )
E: 0 :E[Wx—lwy]
aw

1 .
£=WZ—=E[Wx+lWy]

esitlikleri yerine w = u + iv yazilirsa,

16u+,6v ,(6u+_6v)] 16u+,6v+,(6u+,61))]_A+B
2lax "oy~ \ay "oyl T 2lex T rax T ey T eyl T

elde edilir.
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esitliklerine Sumudu Donlistimii uygulanirsa,
S[u(x,y)] = Ri(x,s)

Slv(x,y)] = Rz (x, )

oldugunda,

%[Rz(x, s)—v(x,0)]=A+B
—%[Rl(x, s) —u(x,0)] = 0.

elde edilen Sumudu Doniisiimlerine Cramer kurali uygalanirsa,

R,(x,s) =u(x,0) = (A— B)x,
R,(x,s) =v(x,0)+s(A+B) =s(A+ B)

denklemlerine Ters Sumudu Doniigiimii alarak,

u(x,y) = S7[(A - B)x]
=(A—B)x

v(x,y) =S7[s(A + B)]
=(A+B)y

elde edilir. O halde

w(z) = Az + BZ bulunur. z~G (e, ) oldugunda

E[z] = aB ,E[z?] = (a + a?®)B?, Var|z] = af?

E[lw(z)] = E[Az + BZ]
= E[A]z+ E[B]Z
=af(z + 2).
Var|w(z)] = Var[Az + BZ]
= Var[A]z? + Var|[B]z?
= af?(z? + z2).

Ozel olarak a@ = 1, = 2 segilirse beklenen degeri,
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Elw(2)] =2(z+2)

Beldenen Dedjer

Sekil 5.13. & = 1,8 = 2 degerleri
i¢in (5.68) denkleminin
beklenen degeri

Varyansi,

Var[w(z)] = 4(z% + z?)

NN
A
A

oy

Sekil 5.14. a =1, B = 2 degerleri
icin (5.68) denkleminin
varyansi
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5.5. iki Boyutlu Diferensiyel Déniisiim Yontemi

F(x,y) tanim kiimesinde analitik ve siirekli bir fonksiyon olsun. F(k, h)

ak+h

Fm) = [Oxkayh

l (5.69)
x=0,y=0

ile tanimhidir (Chen ve Ho, 1999) ve f (k,h) kisaca t islevi olarak adlandirilan
dontistiiriilmiis bir islemdir. f(k,h) 'nin diferansiyel ters doniisiimii asagidaki gibi

tanimlanir.

fGy) = 2 Z F(k, h)x*y" (5.70)
b, > 1 I gk+h l o
ZZ— xky (5.71)
| k h
P h:Ok h!|dx*dy AW

denklem (5.71), iki boyutlu diferansiyel doniisiim kavraminin iki boyutlu Taylor serisi
acilimindan tiiretilmesini saglar (Chen ve Ho, 1999).

Teorem 55.1. w(x,y) =ulx,y) +v(x,y) ,W(k,h) =U(k,h)+V(k,h).

Teorem 5.5.2. w(x,y) = Nu(x,y) , W(k,h) = NU(k, h).

Teorem55.3. w(x,y) =2 W(k,h) = (k + DUk + 1,h).
Teorem 5.5.4. w(x,y) = a“(’;” . W(k,h) = (h+ DUk, h + 1).

" S u(x,y)
oxToys

Wkh)=k+1D(k+2)..(k+r)(h+1)(h+2)..(h+s)Uk+1,h+5s).

Teorem 5.5.5. w(x,y) =

Teorem 5.5.6. u(x,y) = ulx, y)v(x,y)

o o

Wk, h) = Z Z UGr,h—s)V(k—1,5).

k=0 h=0
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Teorem55.7.  w(x,y) = x™y"
W(k,h) =6k —m,h—n) =6(k—m)6(h—n) ,

1,k=m, 1,h =n.
Mk_m)Z{Okim 5(h_n):{0h¢n.

Gergek uygulamalarda, w(x,y) fonksiyonu sonlu bir seri tarafindan ifade edilir ve

denklemi agagidaki gibi yazilabilir.

w(x,y) = Z Z W (k, h)xky"h. (5.72)

k=0 h=0

(5.72) denklemi

W (k, h)xkyh
k=m+1 h=n+1

Onemsiz oldugu anlamina gelir.
6. Birinci Mertebeden Lineer Rastgele Kompleks Denklemler

Asagida ifade edilen kompleks kismi diferensiyel denklemleri ¢dzmek icin iki
boyutlu diferensiyel doniisiim yontemi(DDY) kullanilacaktir. w = w(z; z) adi kompleks
fonksiyon olsun. Burada z = x + iy, w(z,2) = u(x,y) + iv(x,y). z ve Z in w(z,Z) ye

gore tiirevi asagidaki verilmektedir (Belgacem, F.B.M., Karaballi,A.A.,2006):

dw 10w Jdw

3 =3 (a5 (&1)
ow 10w ow

%=E<$+lﬁ>' (6.2)
burada

ow Jdu 0dv

a=a+la (6.3)
dw Jdu 0dv

EZE—H@ (6.4)
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Benzer sekilde w (z,Z) 'nin z ve Z 'e gore ikinci dereceden tiirevleri asagidaki gibi
tanimlanir:
0°w 1(0%*w y 0°w  0%*w

0x? Laxay dy?

9z2 4
’w 1 <62W 02w 62W>

== 2 —
222 2 \ax2 T axay  3y?
’w _ 1(0*w N 02w

0z0z 4\0x%  0dy?)

Ornek 6.1.
ow + idad =2z+7 6.5
0z 0z (6-5)
w(x,0) = x% + 5x (6.6)
adw )
@(x, 0) =i(2x+ 1) (6.7)

verilen kismi diferensiyel denkleminin yaklagik analitik ¢oziimiini DTM yontemi ile

¢ozunuz.

Coziim:

dow 1/0u OJv i (Ou OJv
)i
0z 2\ox 0dy/ 2\dy oOx
dow 1/0u O0dv i (0v Jdu
e
dz 2\0x dy/ 2\dx OJy

ow ow du dv Odu Ov 1du 1dv idv idu

—_— 11— —_—— e —

9z 9z ox oy 'ay lax "20x T2y T2ox 20y

30u 10dv
Eax_§6y22x+7
3 0v idu )
2'ox T2ay = 2V
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3au av_‘l- + 14
ox ay

3_6v+_6u_4_
i Lay— iy

(6.8) ve (6.9) doniistimiinden elde ettigimiz

30k + DUk +1,h) — (h+ DV, h+ 1) = 46 (k — 1, h) + 148(k, h)
30+ D)V +1,1) + (h+ DUG h+1) = 463, h — 1)

ve

wx,y) = i Z w(k, h)xky"

k=0 h=0

(6.12) ve (6.6) arasinda asagidaki esitlikler elde edilir,

U(,0)=0, U0 =5, UGO =0 (i=345,..

V(i,0) = 0 (i=012,..
a m n
% - h[U(k, k) + iV (k, )]k yh=1

k=0 h=1

(6.14) ve (6.6) dan elde edilen

V©0,1)=0, V(1,1) =2, V(i,1) =0 (i=234,..)

UG,1) =0 (i=012..)

(6.13) ve (6.15) denklemlerinin (6.10) ve (6.11) denklemlerinde yerine yazilirsa

k=0,h=1 i¢in

3U(1,1) — 2V (0,2) = 46(—1,1) + 145(0,1)
3.0 —2V(0,2) = 4.0 + 14.0

7(0,2) =0

3V(1,1) +20(0,2) = 46(0,0)
3.2420(0,2) =41

6+ 2U(0,2) =4

20(0,2) = -2

112

(6.8)

(6.9)

(6.10)
(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)



Uu@,2) =-1
k=1,h=1 i¢in

3U(2,1) — 2V(1,2) = 456(0,1) + 148(1,1)
3.0 — 2V(1,2) = 4.0 + 14.0

V(1,2) =0

6V(2,1) + 2U(1,2) = 45(1,0)

6.0 + 2U(1,2) = 4.0

U(1,2) =0

W, y) = Xiko Zh=o Wik, )x* y" = ¥R Xh-o[U(k, h) + iV (k, ) ]x*y"

h = 0 i¢in

[U(0,0) + iV (0,0)] + [U(1,0) +iV(1,0)]x + --

h =1 igin

[U0,1) +iV(0,D]y + [U(Q,1)+iV(1,1)]xy + -

h = 2 igin

[U(0,2) +iV(0,2)]y? + [U(1,2) + iV (1,2)]xy? + -
h = 3 igin

[U(0,3) +iV(0,3)]y® + [U(1,3) + iV (1,3)]xy> + -

verilen degerler yerine yazilirsa

u(x,y) = x> —y% + 5x

v(x,y) =2xy+y
(6.19) ve (6.20) denklemlerinden elde edilir ki;

W(x,y) = 5x + x% + iy + 2ixy — y?

W(x,y) =x*—y?+5x+i(2xy +y)
=x% 4 2ixy —y? +3(x +iy) + 2(x — iy)
=z2+3z+ 2z
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Ornek 6.2.

ow ow

3£—ZE:—4Z+26

w(x,0) = x? + 2x

W 0) = i(2x — 10
3y x,0) =i(2x )

(6.21)

(6.22)

(6.23)

verilen kismi diferensiyel denkleminin yaklasik analitik ¢6ziimiini DTM yontemi ile

¢Ozlinliz.

Coziim: (6.21) denkleminde
ow 1/0u 0dv i (Ou OJv
R

9z 2 \0x dy/ 2\dy O0x

ow 1/0u OJv i (0v Ou
3315

9z 2 \0x dy/ 2\dx Ody

esitlikleri yerine yazilirsa,

ow ow 30u 30v 3.0u 3.0v u . 0v u
3——2—=c——S—4Zi—+=i ——[—+ +i ——z—]
0z dz 20x 20y 2 0dy 2 0x ax dx ady
10u 5dv 5.0u
= o i = —dx — 4y + 2
2 0x 26y+2 6y+ x ly+ 6

16u 5617

= —4x + 26
Zax 26
5.,0v 5.0u
PLrPRIELE M

Her iki denklem de iki ile carpilirsa
- 5;’—; = —8x + 52
g—z +5 Z—; = —8y
elde edilir.
(k+1DU(k+1,h) =5+ 1)V(k,h+1)=-85(k—1,h) +525(k, h)
(k+1D)V(k+1,h)+5Mn+1)Uk,h+1)=-85(k,h—1)
w(x,y) = Zito Dh=o wx, y)x y" = B XR_o[U (k, h) + iV (k, R)]xy"
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U0,00=0,U(1,00=2,U(20)=1,.. ,U{,00=0 (i=345,..) (6.31)

V(0,0) =0,V(1,0) =0,V(2,0)=0,.. ,V(i0) =0 (@i=012..) (6.32)
";—“y“ =ym YR h[U(k h) + iV (k, R)]xky"! = i(2x — 10) (6.33)
U(1,0)=0,U(1,1)=0,U(21) =0,.. ,U,b)=0 (=012..) (6.34)
V(0,1 =-10,V(1,1) =2,V(21) =0,.. ,VA,1) =0 (i=234,..) (6.35)

verilen degerler (6.28) ve (6.29) denklemlerinde yerine yazildiginda
k=0,h=1 icin
U(1,1) —10V(0,2) = —85(—1,1) + 526(0,1)
0-10V(0,2) =0
(0,2) =0 (6.36)
V(1,1) +10U(0,2) = —86(0,0)
24+10U(0,2) = -8.1
10U(0,2) = —10
U@ ,2) =-1 (6.37)
k=1,h=1igin
20(2,1) =10V (1,2) = —848(0,1) + 5256(1,1)

V(1,2) =0 (6.38)
2V(2,1) + 10U(1,2) = —85(1,0)
U1,2) =0 (6.39)

k=0,h=2ic¢in
U(1,2) —15V(0,3) = —85(—1,2) + 526(0,2)

v(03) =0 (6.40)
V(1,2) + 15U(0,3) = —858(1,0)
U©3)=0 (6.41)

w(x,y) = i zn: w(k, h)xkyh = i Zn:[U(k, h) + iV (k, h)]xky"

k=0 h=0 k=0 h=0

verilen degerler yerine yazildiginda
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w(x,y) = 2x + x? — 10iy + 2ixy — y? (6.42)

=x? +2x — y? —i(10y — 2xy) (6.43)
sonucu elde edilir.
Ornek 6.3.
W 22— 474+ 24+B 6.44
0z 9z z ( ' )
ve sinir kosullart
w(x,0) =z2+ Az + Bz (6.45)
g;v i(2x + A — B), A, B~N (i, %) (6.46)

burada A ve B normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olmak
lizere, rastgele kompleks kismi diferensiyel denkleminin yaklasik analitik ¢oziimiinii DTM

yontemi ile ¢oziiniiz ve olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim:
=) i) (6.47)
=G )i (6.48)

(6.47) ve (6.48) de verilen esitlikler (6.44) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki ifade

elde edilir.

ow +2 6W 1 (au 61]) <6u 617) [ <6u 617) i (01} 0u)]
0z 9z _ 2\ox dy 2 2 2 \ox dy
30u 1 0v . o0u

.0V ,
Zax+55—l$+zl——4x+4ly+2A+B (6.49)

30u

Ea+——8x+4A+ZB
= Qv _ g (6.50)
ox ay_ y

(6.50) deki denklem sistemine DTM yontemi uygulanirsa,

3(h+ DUk h+1) + (k+ DV(k+1,h) =85(k —1,h) + 44+ 2B (6.51)
3(h+ DV(k,h+1)— (k+ DUk +1,h) =85k, h — 1) (6.52)
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elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden elde edilen U(k, h)ve V(k,h) degerleri asagidaki

ifadede yerlerine yazilarak

w(x,y) = Xkzo Lh=o W(k, nxky" = k=0 Zn=olU(k, h) + iV (k, h)]x*y™ (6.53)

seri ¢ozim bulunabilir. Bunun i¢in (6.45) ve (6.46) daki sinir kosullart kullanilirsa

U0,0)=0,U(1,0)=A+B,U(20)=1,.. ,U(0) =0 (i=345..) (6.54)
V@i,00=0 (i=01.2..) (6.55)

W m n
— h[U(k, k) + iV (k, b)]xkyh—1 (6.56)

(6.46) ve (6.56) dan
V01)=4A-B,V(1,1)=2,.. ,V(i,1) =0 (i=234,..) (6.57)
UG,1)=0 i(0,1,2,..) (6.58)
elde edilir. (6.55) ve (6.58) esitlikleri (6.51)-(6.52) denklemlerinde yerlerine yazilirsa ve

iterasyon yontemi kullanilirsa

U0,2) = -1 (6.59)
ve diger tiim terimler sifir bulunur. (6.55), (6.58) ve (6.59) daki esitlikler (6.53) te yerine
yazilirsa

u(x,y) = (A+ B)x + x? —y?, (6.60)
v(x,y) = (A—B)y + 2xy . (6.61)

(6.60) ve (6.61) esitliklerinden ,

w(x,y) = (A +B)x +x*—y?> +i((A— B)y + 2xy)
=x2 4 2xyi —y? + A(x + iy) + B(x — iy)
=z?+Az+BZ (6.62)

elde edilir.

A,B~N(u,0?) normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken olsun.

Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1
M, (0) = E[et*] = 27"

dir. x~N (u, o) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
E[x]=u, E[x?] = u?> + 0% veVar|[x] = 02
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Bu momentler kullanilarak ve x ve y rastgele bagimsiz degisken ise E[x.y] = E[x]E[y]

oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri

Elw(x,y)] = Z Z E(w(k, h))x*y"
k=0 h=0

A,B~N(u,c?) Elw(x,y)] = E[z? + Az + BZ]
=z%+zE(A) + ZE(B)
=z24+zu+Zu
=z24+u(z+2)
Var[w(x,y)] = Var[z? + Az + BZ]
= z?Var[A] + z*Var|B]
=z%0% + 7202

=(z% + z%)a?

Ozel olarak, A, B~N(3,2) icin,
Elw(x,y)] =2z +3(z+ 2)

Sekil 6.1. u = 3, 6% = 2 degerleri
icin (6.44) denkleminin
beklenen degeri

ve

Var[W (x,y)] = 2(z* + %)
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Varyans

Sekil 6.2. u = 3, 6% = 2 degerleri
icin (6.44) denkleminin
varyansi

bulunur.
Ornek 6.4.

46W Zaw— 47 + 4B — 24 6.63
0z 0z z (6.63)

ve sinir kosullari
w(x,0) = x2+ (A + B)x (6.64)
";—”yv (x,0) = (2x + A — B)i, A,B~G(a, ) (6.65)

burada A ve B gamma dagilima sahip rastgele degiskenler olmak tizere, rastgele kompleks
kismi diferensiyel denkleminin yaklagik analitik ¢ozlimiinii DTM ydntemi ile ¢oziiniiz ve.

olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim
=i 5 G (6.60)
=) (E-5) (657)
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(6.66) ve (6.67) de verilen esitlikler (6.65) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki ifade
elde edilir.

ow ow u v . 0u .0v  Ju ov . 0v .0u
45—25—25—25+2l5+215—a—5—la+15
ou v .0u .617__ . .
5—35+315+La— 4(x +iy)+4B — 24 (6.68)
ou v
5—3@——49(4'43—214
g (6.69)
dy  Ox Y

(6.69) daki denklem sistemine DTM yontemi uygulanirsa,

(k+1)Uk+1,h) —3(h+1)V(k,h+1) = —46(k —1,h) + (4B — 2A)5(k, h) (6.70)
3(k+1)V(k+1,h)+ (h+1DUk,h+1) =—-45(k,h—1) (6.71)
elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden elde edilen U(k, h)ve V(k, h) degerleri asagidaki

ifadede yerlerine yazilarak

w(x,0) = Xio Xh=o W(k, h)xkyh = Ykeo Ln=olU(k, h) + iV (k, h)]xk}’h (6.72)

seri ¢dzliim bulunabilir. Bunun i¢in (6..64) ve (6.65) daki sinir kosullar1 kullanilirsa

U0,0)=0,U(1,0)=A+B, ULO) =1 ,.. ,UG0)=0 (i=23,.) (6.73)
V@i,0)=0 (i=012..) (6.74)
z z R[U (e, ) + iV (k, h)]xkyh=1 (6.75)
k=0 h=1
(6.64) ve (6.65) den
UG =0 (i=012..) (6.76)
VO =A—B,v(1,1)=2,.. VG 1) =0 (i=234.) (677

elde edilir. (6.74) ve (6.76) esitlikleri (6.71)-(6.72) denklemlerinde yerlerine yazilirsa ve

iterasyon yontemi kullanilirsa

U@,2) = -1 (6.78)
ve diger tiim terimler sifir bulunur. (6.74), (6.76) ve (6.78) deki esitlikler (6.72) de yerine
yazilirsa

u(x,y) =x>—y2+ (A+B)x (6.79)
v(x,y) =2xy+ (A—B)y (6.80)
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(6.79) ve (6.80) den
w(x,y) =x2—y?2+ (A+B)x + +2xyi + i(A — B)y
=z2+Az+BZ (6.81)
elde edilir. A, B~G (a, f) Gamma dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken ve

a = 4 ve B = 2 olsun. Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1
1-po)“

M, (t) = E[e™] =

dir. x~G(a, B) bagimsiz rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi,

E[x] = aB ,E[x?] = (a + a®)B? veVar[x] = aB?.
Bu momentler kullanilarak ve xve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] =

E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri

E[w(x, y)] = k=0 X0 E(w(k, R))x*y"
E[W(x,y)] = E[z?> + Az + BZ]
= z? + zE[A] + ZE[B]
=z%+zaf + Zap
=z +af(z+ 2)
Var[w(x,y)] = Var[z? + Az + BZ]
= z?Var(A) + zVar(B)
= z%aB? + 7°af?
= (2% + 7%)ap?
Ozel olarak,a = 4, f = 3 secilirse, 4,B~G(a =4, = 3) icin
Elw(x,y)] =z2+12(z + 2)
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Sekil 6.3. « = 4, B = 3 degerleri
i¢in (6.63) denkleminin
beklenen degeri

ve

Var[W (x,y)] = 36(z% + z?)

Varyans

Sekil 6.4. ¢ = 4, p = 3 degerleri
i¢in (6.63) denkleminin
varyanst

bulunur.
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Ornek 6.5.

ow Jdw

_— = 2

37 + 57 3z“°+A+B (6.82)
ve sinir sartlari

w(x,0) = (4A+ B)x + x3 (6.83)
ow(x, 0
% =i(3x2+A—B) (6.84)

burada A ve B diizglin dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olmak
lizere, rastgele kompleks kismi diferensiyel denkleminin yaklasik analitik ¢oziimiinii DTM

yontemi ile ¢6ziiniiz ve. olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim:

ow 1/0u oJv i (Ou OJv

7 =35) 25 %) (6:85)
dw_1(ou ovy fe o 656
dz 2\0x dy/ 2\dx Ody

(6.85) ve (6.86) esitlikleri (6.82) de yerine yazilirsa,
ow ow 1 (au 617) [ <6u av) 1 <6u 617) i (av au)

9z 7oz 2\x o) T2\ay Tax) T2\ax Tay) T2\ax T oy
du dv ]
a+la=3(x+ly)2+A+B
elde edilir. Burada,
Z—Z=3(x2—y2)+A+B
o (6.87)

(6.87) deki denklem sistemine DTM yontemi uygulanirsa,

(k+1)Uk+1,h) =36(k—2,h) —35(k,h —2) + (A+ B)5(k, h)

(k+1)V(k+1,h)=65(k—1,h—1)

elde edilir.

U ,0)=0,U(1,00=4A+B,U(2,0)=0,U3,0=1,..., U{G0=0 (=34..)
V@i,00=0 (i=012..)
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Vv 01)=4A-B,V(1,1)=0,V21)=3,...,V{1)=0 (=34..)
U@i,0)0=0 (i=012,..)
w(x,y) =x3—=3xy?+ (A + B)x + 3x%yi — y3i + (A — B)yi
A Diizgiin dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken ortalama kare hesap ve

DTM kullanilirsa, beklenen deger ve varyansi

Elw(x,y)] = Zn:zn:E[W(k h)]x

h=0

Var(w(x,y)) = Z Z Cov(w(i, j), w(i, ))x"*y'*

i=0 j=0

ve Diizgiin dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

eﬁt_eat

(B-a)t

M, (t) = E[etx] =

a+p (a=B)* : -
x~U(a,B) Elx]= — JVar[x] = - bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen
deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir.

Elwoy)] = ) > Bl h)xky"

k=0 h=0
A,B~U(a,B)
E[w(x,y)] = E[z3 + Az + BZ]
= z3 + zE[A] + ZE[B]
z(a + zZ(«x
3 ( . ﬁ)_l_ ( Z-I-ﬁ)
( +ﬁ)

:Z

(z+2)
Var[w(x,y)] = Var[z® + Az + BZ]
= z?Var(A) + z*Var(B)

;2
:—(alf) (ZZ+Z_2)
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Ozel olarak, A,B~U(5,6) i¢in

Elw(x,y)] = 2% + %(z +2)

Sekil 6.5. @« = 5, B = 6 degerleri
icin (6.82) denkleminin
beklenen degeri

ve

N

Var[W (x,y)] = 1—12(22 + 72)

Varyans

Sekil 6.6. & = 5, B = 6 degerleri
i¢in (6.82) denkleminin
varyanst

bulunur.
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Ornek 6.6.

aw+_aw_2 Z + A 6.88
Zost i =222+ Az (6.88)
ve sinir sartlari

w(x,0) = x% + Ax (6.89)

ow .
E(x, 0) = (2x — A)i,

burada A~Beta(a, B) beta dagilima sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken olmak
lizere, rastgele kompleks kismi diferensiyel denkleminin yaklagik analitik ¢6ziimiinii DTM

yontemi ile ¢6ziinliz ve olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim:

ow 1/0u ov i ;0u O0v
E=E<a_@) z(a*a) (6.90)
6w_1 Ju OJv i /0v Odu
a-z(aW) z(a‘@) (6.91)

(6.90) ve (6.91) esitlikleri (6.88) de yerine yazilirsa,

8W+_6W_( +‘)[1<6u 6v>+i<6u+6v)]
29z %9, TV T 2\6x T ay) T2\6y T ox

6u+6v> i(@v 0u>]_22+22+A b AL
dx 0dy ax ay/l x y x vy

+(x_iy)[%< 37

ou dv _ dv ou

xa+ixa—1y@—y@=2x2+2y2+Ax+Aiy

elde edilir.

[ Ou ou 5

|xa—y@—2x + 2y° + Ax
o o (6.92)
xa—yasz

(6.92) deki denklem sistemine DTM yo6ntemi uygulanirsa,
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Mw

h
ZS(T—1,h—s)(k—r+1)U(k—r+1,s)
0s=0

<
1l

k h
—Z 6(rnh—s—1D(Gs+1DUk—-7,s+1)

r=05=0

=26(k—2,h)—26(k,h—2)+A5(k—1,h)

Mw

h
26(7”—1,h—s)(k—r+1)V(k—r+1,s)
s=0

r=0

k h
—ZZS(r,h—s—1)(5+1)V(k—r,s+1)=A6(k,h—1)
U(0,0)=0,U(1,0)=A,U(2,0)=1, .., U@,0)=0 (i=34,..)

V(i,0)=0 (i=0,12,..)
Vo) =—-A,vV1,1)=2,... V(i,1)=0 (i=23,..)
Uu@i,1)=0 (=012..)
k=0,h=2alimrsar =0,s = 0,1,2 i¢in

§(~=1,2)U(1,0) — 6(0,1)U(0,1) + 6(—1,1)U(1,1) — 25(0,0)U(0,2) + 6(—1,0)U(1,2)
—358(0,—-1)U(0,3) = 26(=2,2) + 26(0,0) + A5(—1,2)

U,2) = -1
W(x,y) = w(k, h)xky"

=x2—y? +Ax +i(2xy — Ay)
= x? 4 2xyi — y? + Ax + iAy
=z2+ Az
x Beta dagilima sahip rasgele degiskendir. x~Beta(a, ) 6zel olarak a = 1,5 =2
secilirse x~Beta(a = 1, = 2) ortalama kare hesap ve DTM kullanilirsa, beklenen deger

ve varyans

E[W(x,y)] = Z Z E(w(k, h))x*y"

k=0 h=0

ve beta dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu
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k=1 \r=0
x~Beta(a,p) ise E[x] = ﬁ JWVar(x) = _(aw)ziiwﬂ)

Bu momentler kullanilirken , x ve y bagimsiz rasgele degiskenleri i¢in E[xy] =

E[x]E[y] , bu yaklasik formiiller kullanilarak, beklenen deger ve varyans, asagidaki gibi
hesaplanabilir.

E[W(x,vy)] = E(z* + Az)
=z?+ z?E(A)
a

2
=Zz°+ .
a+p

A~Beta(a = 1, = 2) 6zel degerleri i¢in
2

= 2 Z—:é 2
Elw(x,y)] =z° + 3 =372

Var[W(x,y)] = Var(z? + Az)
= z?Var(4)

_ ap
T (@B (a+p+D)

2
A~Beta(a =1, = 2) ozel degerleri ise Var[w(x,y)] = i—s elde edilir. Bu degerlerin

grafiksel gosterimi agsagida verilmistir.
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E(w)

Sekil 6.7.a¢ =1, B =2 degerleri icin
(6.88) denkleminin beklenen

degeri
ve
Van{w)
Sekil 6.8. @ = 1, B = 2 degerleri i¢in (6.88)
denkleminin varyanst
bulunur.

7. Kompleks Tiirevler

w=w(z,2z) (w=w(z 2) bir kompleks fonksiyon)
z=x+1iy, w(z,2) =ulx,y) +iv(x,y)

w(z,Z)’ in z ve Z degiskenlerine gore 1. mertebeden tiirevleri asagidaki gibi yazilabilir.
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ow 10w ow
9z E(ax —t ay> (1)
dw 10w Jdw
37 =200 * 1) 72

7.2. Elzaki Doniistimii

Elzaki donligiimii Laplace ve Sumudu doniisiimii revize edilerek elde edilir. Bu

dontisiim asagidaki formda T. Elzaki tarafindan tanimlanan bir integral denklemidir.

E[f(®)] = s? J f(st)etdt = T(s), se(kq, k), ki,k, >0 (7.3)
0
Degisken degsimi yapilarak (7.3) esitligi asagidaki forma doniistiiriiliir.

E[f(8)] = s J F()e~sdt = T(s). (7.4)
0

7.3. Elzaki Déniisiimiiniin Ozellikleri

Elzaki doniisiimiiniin tanimini1 kullanilarak, tiirev fonksiyonlariin Elzaki dontistimii

asagidaki gibi elde edilebilir.

L E[f'(5)] = =2 = s£(0),

2. E[f"(0] = 52 = £(0) — s£(0),

3.E[f™(6)] = T2 - mpzt s>k (900,

N

Elzaki dontistimiinde alternatif katlar arasindaki iliski asagidaki gibi elde edilebilir.

L E[tf (D] = 57 1, T(s) = sT(s),

2. E[E*f (6)] = s* 45 T(5),
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3. E[E3f(8)] = 58T (s) + 355 5 T(s),

Kismi diferensiyel denklemlerin Elzaki Doniistimii asagidaki gibi elde edilir.

to
( t)] fs—e sdt = lim se_E—fdt
p—o© at
0

p
t b t T (x,
= gl_r)rolo [se_Ef(x, t)]0 —Je_Ef(x, t)dt ; = @_sf(x, 0)

0

Kabul edelim ki f pargali siirekli ve iistel mertebeden olsun,

E [a—f (x t)] = ooS(’j—fe_gdt =2 ) * Se_éf (x, t)dt (Leibniz kural1 kullanilarak)
ax >’ 0 “ 9x 9x 7’0 ’

0
= a [T(X, S)]

elde edilir.

7.4. Birinci Mertebeden Sabit Katsayilh Kompleks Diferensiyel Denklemlerin

Elzaki Doniisiim Yontem Coziimii

Teorem 7.3.1. A,B,C reel sabitler, F(z,2), z,Z ° in bir polinomu ve w=u+iv

kompleks bir fonksiyondur. O zaman ¢oziimiin reel ve sanal kisimlari,

ow ow
A—+B—+Cw=F(z,2)
0z 0z

w(x,0) = f(x)

(A+ B) aa_x (2T5 + (A — B)sv(x,0))

u=Rew=E"
[(A+B)D+ZC]2+(A _ B)

2C(2T; + (A — B)sv(x,0)) — (A B) (2T, + (B — A)su(x, 0))
+ )

[(4+B)D +2¢1% + (A2 B)
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) et (A + B)aa—x(ZTz + (B — Au(x,0)) + 2C
v=Imw =

[(A+ B)D +2C]? + (A _ B)

| 26T, + (B = Au(x,0)) = 5(B ~ AT, + (A - Bv(x, 0)) |

[(A+ B)D + 2C]% + (A _ B)

ispat:
d ow

A—W+B—_+CW F(z, 2) (7.5)
0z 0z

(7.5) esitliginde (7.1) ve (7.2) esitlikleri yerine yazilirsa

A( i )+B <6w+ aW)+C F,(x,y) + iF, (x,) 7.6
2\ax “lay) TB2 Gy Tigy) T e = Ay +ikly (7.6)

Eger (7.6) denkleminde w = u + iv yazilirsa,

A[au_l_ dv (au _av)] Brou dv ,(au
2 10x dy 2

L 0v .
By lay a+la l—+l—)]+C(u+lU)

dy 0y
=Fi(x,y) +iF(x,y)

9 9
(A+B)£+(A—B)£+2(:u = 2F,(x,y) 7.7)

v u
(A+B)a+(B—A)$+2Cv = 2F,(x,y) (7.8)

(7.7) ve (7.8) esitliklerine Elzaki Doniisiimii uygulanirsa,

f

() E[ = %T(x, s) —sf(x,0)

i) E [a ]
burada T (x, s) = [f(x, t)] dir.

aT(x s)
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T, 1
(A+B) 6_x1 +2CT, + (A+B) [E T, — sv(x, 0)] = 2T, (7.9)

T, T,
(A+B) =2 +2CT, + (B — 4) [? — su(x, 0)] = 2T,. (7.10)

(7.9) ve (7.10) Elzaki Déniistimlerine Cramer kurali uygalanirsa,

(A ; B) Tz — 2T3 + (A — B)Sv(x; 0)

aT,
(A+B)—+ 2CT, +
0x

B-A aT.
( )T1 +2CT, + (A + B)a—x2 = 2T, + (B — A)su(x, 0).
A-B
(A+B)D +2C A — B2
B4 S =[(A+B)D+2C]2+<T> =A
T (A+ B)D + 2C)
2T + (A — B)sv(x,0) A;B

2T, + (B — A)su(x,0) (A+B)D +2C

T, = 7.11
1 A (7.11)
(A+ B)D +2C 2T + (A — B)sv(x,0)
BE A 2T, + (B — A)su(x, 0)
T, = g (7.12)

A

(7.11) ve (7.12) denklemlerine Ters Elzaki Doniisiimii alarak,
‘LL(X, )’) = E_l [Tl]

v(x,y) = E7H[Ty]

elde edilir.

Ornek 7.1.

W _W =0 (x,0) = Ae*? 7.12

% 97 w =0, w(x,0) = Ae (7.12)
A~U(a, p) diizgiin dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele degisken olmak {izere,
kompleks diferensiyel denkleminin yaklasik analitik ¢ézlimiinii Elzaki doniisiimii ile elde

ederek, olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.
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Coziim: (7.12) de (7.1) ve (7.2) esitlikleri yerine yazilirsa

1(6W 6W> 1(6W 0w
0x dy

> ZW-HE)_ZW:O

elde edilir. Eger verilen denklemde w = u + iv yazilirsa,

lou ov (au ,av)] lfou ov (au

0v .
Eai‘ @—l ay-|'l£ _E a+ ax-l- +l—)]—2(u+117)—0

dy  0dy
dy (7.13)

olur. (7.13) esitliklerine Elzaki Doniistimii uygulanirsa,

(i) E[ of %T(x,s)—sf(x,O)

aT(x s)

@) E [a ]
burada T (x, s) = [f(x, t)] dir.

1
2 [ETZ —sv(x, O)] —4T, =0
T
-2 [? — su(x, 0)] — 4T, = 0.
elde edilen Elzaki Doniistimlerine Cramer kurali uygalanirsa,
2
—4T; + ;Tz = 2sv(x,0)

2
—;Tl — 4T, = —2su(x,0).

2
_9 =16 + ok A
— 4
S
2sv(x,0) %
—2su(x,0) -4
T, =
! A
—4  2sv(x,0)
— —2su(x,0)
T j—
2 A
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denklemlerine Ters Elzaki Doniistimii alarak,

u(x,y) = E7H[Ty]

_ g [4Ae4xl

A
= Ae**cos(2y)
v(x,y) = E7[T,]
) [8Ae4"szl
452 +1

= Ae™sin(2y)
elde edilir. O halde

w = Ae**[cos(2y) + isin(2y)]
— AeSZ+Z
a+p (a—p)? .
A~U(a,B) E[w]= — ,Var[w] = = bu momentleri kullanirken, x ve y

bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak,

beklenen deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir.

Elwoy)] = ) > Bl h)xky"
k

=0 h=0

A~U(a, ) diizgiin dagilimina sahip & = 0, § = 1 segilirse beklenen deger ve varyansi,

E[w(x,y)] = e3**?E[A]

:e3z+z'a+'8
2
e3z+Z
2
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Sekil 7.1. a=0, B =1 degerleri
icin (7.12) denkleminin
beklenen degeri

Var[w(x,y)] = e®*??Var[A]

— p62+27 a’ — 2ap + p*
12
067+22
RV

Sekil 7.2. ¢ =0, = 1 degerleri icin
(7.12) denkleminin varyansi
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Ornek 7.2.

w, —w; = A+ B, w(x,0) = (A—B)x (7.14)
A~G(a,B) ve B~Beta(a,f) dagilimlarmma sahip birbirinden bagimsiz rastgele
degiskenler olmak iizere, rastgele adi kompleks diferensiyel denkleminin yaklagik analitik

¢ozlimiinii Elzaki doniisiimii ile elde ederek, olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim: (7.14) de (7.1) ve (7.2) esitlikleri yerine yazilirsa

(aw (')W) (aw BW) CA+B
0x dy d0x i ay/)

elde edilir. Eger verilen denklemde w = u + iv yazilirsa,

1 6‘u 611 (au av)] 1 6u 617 (au
2 ax ay ady ay 2 ax ax dy

v
—=A+8B

ay (7.15)

+z—)] A+B

olur. (7.15) esitliklerine Elzaki Doniisiimii uygulanirsa,

() E[ of —lT(x,s)—sf(x,O)

@) E [a ]
burada T (x, s) = [f(x, t)] dir.

6T(x s)

T3
< sv(x,0) = (A + B)s?
I
— (— —su(x, 0)) =0.
s
elde edilen Elzaki Doniisiimlerine Cramer kurali uygalanirsa,
T,
<= sv(x,0) + (A + B)s?
T, 0
T = su(x, 0).
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T, = (A + B)s®
T, = (A — B)xs?

denklemlerine Ters Elzaki Doniisiimii alarak,

u(x,y) = E7T4]
= E7(A — B)xs?]
=(A—-B)x

v(x,y) = E7HT,]
= E7 (A + B)s?]
=(A+B)y

elde edilir. O halde

w(x,y) =(A—B)x+i(A+ B)y
= Az — BZ.

A~G(a,f) ve B~Beta(a,f) dagilimlarina

sahip birbirinden bagimsiz

rastgele

degiskenler ve @ = 1ve f = 1o0lsun. O halde beklenen deger ve varyansin yaklasik

degerleri,

Sekil 7.3. a =1, B =1 degerleri
icin (7.14) denkleminin
beklenen degeri
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Var|w] = Var|[A]z — Var[B]z

ap

= T Bt B D

Sekil 7.4. a =1, B = 1 degerleri
icin (7.14) denkleminin
varyanst
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8. BULGULAR

Bu tez ¢alismas1 kapsaminda, rastgele kompleks kismi diferensiyel denklemler
(KKDD) ve rastgele kompleks adi diferensiyel denklemlerin (KADD) ¢oziimleri bir ve iki
boyutlu Diferensiyel Déniisiim Yontemi(DDY), bir ve iki boyutlu Sumudu Doniisiim
Yontemi(SDY), Elzaki Doniisiim Yontemi(EDY) gibi yaklasik analitik ¢6ziim yontemleri
yardimiyla elde edilmistir. Bu denklemler katsayilar ve baslangic kosullar1 farkli olasilik
dagilimlarindan segilerek rastgele hale doniistiiriiliip Sumudu, Frobenius ve Elzaki gibi
metotlarla ¢6ziilmiistiir. Buna ilaveten Cauchy-Euler ve Lane-Endem gibi 6zel tiirden
kompleks adi diferensiyel denklemler rastgele hale doniistiiriilerek ¢6ziim davranislari
incelenmistir. Ayrica, elde edilen ¢oziimlerin olasilik karakteristikleri MAPLE (v.13)
paket programi yardimiyla sayisal olarak elde edilmistir. Sumudu doniisiim metodu
kullanilarak lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler, sabit katsayili adi
diferansiyel denklem ile dalga denkleminin analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen
analitik ¢ozlimlerin MAPLE(v.13) paket programi kullanilarak beklenen deger ve varyans
grafikleri ¢izilmistir. Diferansiyel Doniisiim Yontemi, lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri arastirilmistir. Bu yontem kullanilarak lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemler rastgele denklemlere doniistiriilmistiir ve elde edilen rastgele
denklemler de Beta, Gama, Diizgiin ve Normal dagilimlar1 yardimi ile olasilik
karakteristikleri incelenmistir. Elde edilen ¢oziimlerin beklenen deger ve varyans grafikleri
MAPLE(v.13) paket programi1 yardimui ile ¢izilmistir. Elzaki donilisiim metodu kullanilarak
lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler, sabit katsayili adi ve kismi diferansiyel
denklemlerinin analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen analitik ¢6ziimlerin

MAPLE(v.13) paket programi kullanilarak beklenen deger ve varyans grafikleri ¢izilmistir.



9. IRDELEME

Yapilan ¢alismada literatiirdeki adi ve kompleks diferensiyel denklemler baslangig
kosullar1 ve katsayilar1 farkli olasilik dagilimlarindan secilerek rastgele kompleks
diferensiyel denklemler elde edilmistir. Bu denklemler literatiirde en sik kullanilan DDY,
SDY ve EDY metotlar1 yardimiyla yaklasik analitik ¢oziimler elde edilmistir. Ayrica,
rastgele kompleks diferensiyel denklemlerin farkli olasilik dagilimlari i¢in beklenen deger
ve varyans ¢oziimleri bulunmus ve ¢oziim grafikleri MAPLE(v.13) paket programi yardimi
ile elde edilmistir. Literatiirde bu tiirden ¢aligmalar ¢cok az yer almaktadir. Bu ¢aligmanin
mevcut olan boslugu dolduracagi ve bu alanda c¢alismak isteyen arastirmacilara yol

gosterici nitelik tasidigini soyleyebiliriz.



10. SONUCLAR

Bu ¢aligmada, rastgele kompleks kismi diferensiyel denklemler (KKDD) ve rastgele
kompleks adi diferensiyel denklemler (KADD) farkli metotlarla incelenmistir. Elde edilen
sonuglar asagida verilmistir:

1. Rastgele kompleks adi diferensiyel denklemlerin Sumudu, Frobenius, Lane-Endem,
Elzaki metotlar1 ile MAPLE (v.13) yazilim programinda kodlar yazilarak olasilik
karakteristikleri elde edilmistir

2. Rastgele kompleks kismi diferensiyel denklemlerin Sumudu, Frobenius, Lane-
Endem, Elzaki metotlar1 ile MAPLE (v.13) yazilim programinda kodlar yazilarak
olasilik karakteristikleri elde edilmistir.

3. Rastgele kompleks adi diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin birinci ve ikinci
momentlerinin 1yi sonuglar verdigi MAPLE (v.13) yazilim programlarindan elde
edilen grafiklerden yorumlanmustir.

4. Rastgele kompleks kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin birinci ve ikinci
mertebeden momentlerinin iyi sonuglar verdigi MAPLE (v.13) yazilim

programlarindan elde edilen grafiklerde yorumlanmustir.



11. ONERILER

Yapilan bu caligma kapsaminda rastgele adi ve kismi kompleks diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri ile bu konuyla ilgili ¢alisma yapmay diisiinen arastirmacilar ig¢in
bazi1 Oneriler agagidaki gibi siralanmustir:

1. Rastgele birinci ve yiiksek mertebeden kompleks adi diferensiyel denklemler
icin farkli olasilik dagilimlarindan elde edilen ¢ozliimlerin davranislari
incelenebilir. Olasilik karakteristikleri arastirilabilir.

2. Rastgele birinci ve ikinci mertebeden kompleks kismi diferensiyel denklemler
icin farkli olasilik dagilimlarindan elde edilen ¢6ziimlerin davraniglari

incelenebilir.
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