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ÖZET 

TANJANT DEMET ĠÇERĠSĠNDE  

YAPILAR VE BUNLARA UYGULANAN 

 LIE TÜREVLERĠ 

 

KÖSEOĞLU, Gökhan 

Giresun Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Yrd. Doç. Dr. HaĢim ÇAYIR 

HAZĠRAN 2017, 25 sayfa 

 

Diferensiyel geometrinin tanjant demet konusu üzerinde çalıĢmıĢ olan çeĢitli 

araĢtırmacılar vardır: Örnek olarak Yano ve Ishihara (2), A.A. Salimov (4), D.E Blair 

(8), V. Oproiu (10) ve baĢka değerli diğer bilim adamları. Bu alanda yapılan 

çalıĢmalarda M  manifoldu üzerinde tanımlanmıĢ olan farklı yapıların tanjant demet 

üzerine de taĢındığı görülmüĢtür. Bu tezin amacı tanjant demet içerisindeki almost 

kontakt ve almost parakontakt yapılar ile bunlara uygulanan Lie türevleri üzerine 

yapılacak araĢtırmalarımıza yol göstermesidir. 

            

Anahtar Kelimeler: Lie türevi, tanjant demet, vektör alanı, almost kontakt yapı, 

almost parakontakt yapı. 
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                                              ABSTRACT 

STRUCTURES AND 

 THE LIE DERIVATIVES APPLIED THEM 

 ON TANGENT BUNDLE  

KOSEOGLU, Gökhan 

University of Giresun 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Master Thesis 

Supervisor:Asst. Prof. Dr.  HaĢim CAYIR 

JUNE 2017, 25 pages 

There are several researchers who have worked on the issue of the tangent 

bundle in differential geometry. Examples of Yano ve Ishihara (2), A.A. Salimov (4), 

D.E Blair (8), V. Oproiu (10)  and other valuable scientists. In studies on this subject, 

it has seen that different structures defined in M manifold moved on tangent bundle. 

The purpose of this thesis to show the way the our researches which almost contact 

and almost paracontact structures in tangent bundle and the Lie derivatives applied to 

them. 

 

Keywords: Lie derivative, tangent bundle, vector field, almost contact structure, 

almost paracontact structure. 
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1. GİRİŞ 

XVII. yüzyılda ortaya çıkan ve güncelliğini koruyan diferensiyel geometri, 

geometri bilimi içerisinde karĢılaĢılan problemler karĢısında, diferensiyel ve integral 

hesap yöntemlerini uygulayarak bir çözüm elde etmeye çalıĢan matematiğin bir alt 

bilim dalıdır. 

Diferensiyel geometri bilimi içersinde hatırı sayılır konulardan biri olan tensör 

kavramı güncel bazda ilk kez fizikçi Woldemar Veoigt tarafından 1898’de dile 

getirildi. 1890’li yıllarda ise kısaca Ricci olarak tanınan Gregorio Ricci-Curbastro 

tarafından mutlak diferensiyel hesaplamalar baĢlığı ile ele alındı ve Ricci bu 

çalıĢmayı 1892’de sundu. 1900 yılında ise Ricci ve Tullio Levi-Civita, mutlak 

diferensiyel hesaplama metotları ve uygulamaları baĢlığı içerisinde çalıĢmalarını 

sundular. Skaler alanın ya da n  vektör alanın genelleĢmiĢ Ģekli olan tensör alanı, 

manifold içerisinde tanımlanarak, manifoldun her bir noktası için birer tensör karĢılık 

bulan bir dönüĢümdür. 

Sunulan bu tez çalıĢmasında 2. bölümde çalıĢmamızın anlaĢılabilmesi için ve 

konunun sınırlanması bakımından materyal ve metot baĢlığı altında n  boyutlu 

manifoldlar, vektör, kovektör, tensör alanları, tensör diferensiyellenmesi ve Lie 

türevi hakkında genel bilgiler verilmiĢtir. 2. bölümün sonunda tanjant demet, 

fonksiyonun, vektör alanının, kovektör alanının vertikal ve komple liftlerinin tanımı 

yapılmıĢtır. 

Üçüncü bölümde bulgular baĢlığı altında almost kontakt ve almost parakontakt 

yapıların tanımı yapılmıĢ ve bazı özellikleri verilmiĢtir. Daha sonra ise büyük bir 

kısmı  ‘Çayır, H. Köseoğlu, G. (2016) Lie derivatives of almost contact structure and 

almost paracontact structure with respect to CX  and VX  on tangent bundle ( ),T M  

New Trends in Mathematical Sciences. 4(1) 153-159.’ bilimsel makale çalıĢmasında 

yer alan vertikal ve komple lift problemlerine ve hesaplamalarına yer verilmiĢtir. Bu 

yüksek lisans süreci 1 adet alan indeksli makale, 1 adet uluslararası sempozyum 

bildirisi ve yayına yapılan toplam 2 atıf ile tamamlanmıĢtır.  
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2. MATERYAL ve METOT 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1. X  Hausdorff uzayı için herhangi bir XU   açık kümesinden

nRV   kümesine tanımlı 

VU :  

homeomorfizm dönüĢümüne X  de n  boyutlu koordinat sistemi ya da harita adı 

verilir. U kümesine de   haritasının koordinat komĢuluğu ya da koordinat bölgesi 

adı verilir ve  ,U  Ģeklinde ifade edilir. Ux   olması  durumunda  ise 

1 2( ) ( , ,..., )n nx x x x R    

olur(1). nxx ,...,1  reel sayı değerlerine   haritasında x noktasının koordinatları adı 

verilir. 

Tanım 2.1.2. X  Hausdorff uzayının n boyutlu   
haritalarının U  

bölgelerinin bu uzayı örtmesi durumunda, yani 





UX
A




  ,     ( A indisler kümesi ) 

olması durumunda X uzayına n boyutlu topolojik manifold yada yalnızca n

boyutlu manifold adı verilir(1). 

Tanım 2.1.3. X bir Hausdorff uzayı ve k  değeri de 0 k  Ģartını sağlayan bir 

tam sayı değeri olsun. AĢağıdaki Ģartlar için    XUAU    ,:,  lokal 

koordinatlar ailesine X  üzerinde 
kC  sınıfından n boyutlu atlas denir (1,2). 

1. Lokal haritaların U bölgesi X ‘i örter, yani X, n boyutlu topolojik manifolddur.  

2. Keyfi A,  için U U     ise  

     UUUU 


:
1  

dönüĢümü 
kC  sınıfındandır. Bu Ģarta bazen   ,U   ve    ,U  haritalarının 

kC  

uzlaĢması Ģartı da denir. 
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1

  
 
dönüĢümüne ise koordinatların dönüĢümü    njiuuu jii ,...,1,,    denir. 

Burada iu ,  ,U   haritasındaki x  UU   noktasının koordinatları, ju  ise 

  ,U  haritasındaki x noktasının koordinatlarıdır. 

U U     ise bu durumda 1

    dönüĢümü tanımlanamaz. Ancak, bu durumda 

1

    dönüĢümünün 
kC  sınıfından olduğu kabul edilecektir. 2. Ģart, 1

    

dönüĢümlerinin 
kC  sınıfından difeomorfizmler olmasına denktir. Bu ise, 1

     

koordinat dönüĢümünün Jakobian matrisinin determinantının sıfırdan farklı olması 

demektir. 

Tanım 2.1.4. Sayılabilir bir baza sahip olan Hausdorff uzayı M  olsun. M   

kümesi içerisinde n boyutlu 
C  atlaslarının 

C  yapısı verilmiĢse M  uzayına n

boyutlu 
C sınıfından diferensiyellenebilir manifold yada düzgün manifold adı 

verilir ve nM  Ģeklinde ifade edilir (1). 

2.2. Vektör Alanı                                

nM
 
diferensiyellenebilir bir manifold olsun. np M 

 
noktasına bir ve yalnız 

bir p pX T vektörüne karĢılık getiren : pX p X  dönüĢümüne nM  üzerinde vektör 

alanı denir. Burada ,  p nT p M   noktasındaki vektör uzayıdır. Eğer ,  nf M  üzerinde 

tanımlanan bir fonksiyon ise Xf de nM  üzerinde ( )( ) pXf p X f biçiminde 

tanımlanan bir fonksiyondur. Eğer, her bir diferensiyellenebilen f  fonksiyonu için 

Xf de diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X  vektör alanına diferensiyellenebilir 

vektör alanı denir.
 nM   üzerindeki ( , )U   lokal koordinat sisteminde X  vektör 

alanını 

i i

ii
X X X

x


  


 

biçiminde gösterebiliriz(1,2,3,4). Burada ( )i i iX X x ler U  koordinat 

komĢuluğundaki ix  lokal koordinatlarının fonksiyonlarıdır. iX  lere X  vektör 

alanının i  çatısındaki koordinatları denir. X vektör alanının diferensiyellenebilmesi 

için gerek ve yeter koĢul ( )i i iX X x lerin diferensiyellenebilir olmasıdır. 
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nM üzerindeki ( , )U   koordinat sisteminde bir baĢka i

iY Y   vektör alanı ve

0

0( )nf M  fonksiyonu için   

2

2

( ) ,      ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i

i i

i i j j

i i j ji

i j i i

i j i ij

X f X f Y f Y f

XY f X Y f X Y f Y f

YX f Y X f Y X f X f



   

     

      

 

bulunur. Buradan da  

( ) ( ) ( )i j i j

i i jXY f YX f X Y Y X f       

yazılır (1). Böylece biz  

[ , ]XY YX X Y   

Ģeklinde ifade edilen yeni bir vektör alanı tanımlamıĢ olduk. Elde edilen vektör 

alanını i doğal çatısı türünden gösterimi ise 

                        [ , ] ( )i j i j

i i jX Y XY YX X Y Y X                             (1) 

biçiminde olur. 'i nin [ , ]X Y  katsayısına vektör alanının i   çatısındaki koordinatları 

denir(1). 

 Tanım 2.2.1. (1) eĢitliği olarak belirtilen [ , ]X Y  vektör alanına  ve X Y vektör 

alanlarının Lie parantezi denir. 

 Özel olarak  ,    k k

i i k j j k       vektör alanları alınırsa, (1) formülünden  

[ , ] 0i j    

sonucu elde edilir. (1) eĢitliğinin yardımıyla Lie parantezinin aĢağıdaki özelliklere 

sahip olduğu gösterilebilir(1): 

1. [ , ] [ , ],X Y Y X   

2. [ , ] ( ) [ , ],X fY X f Y f X Y   

3. [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0,X Y Z Y Z X Z X Y    

4. [ , ] [ , ] [ , ]X Y Z X Y X Z    

1

0 ( )nM ile nM  üzerindeki tüm diferensiyellenebilir vektör alanlarının 

kümesini gösterelim. Bu kümede toplama ve 0

0 ( ) 'nM nin elemanları ile çarpma 

iĢlemlerini 

1. 1 0

0 0( )( ) ( ) ( ),   , ( ),  ( )n nX Y f X f Y f X Y M f M        
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2. 1 0

0 0( )( ) ( ),   ( ),  , ( )n ngX f gX f X M f g M      

biçiminde tanımlayalım(1). Bu iĢlemlere göre 1

0 ( ) 'nM nin, birimli, komutatif 

0

0 ( )nM  cebiri üzerinde bir modül olduğu kolaylıkla gösterilebilir. (modül anlamı R  

üzerinde vektör uzayı anlamının genelleĢmesidir). 1

0 ( ) 'nM ye bir baĢka cebirsel yapı 

da dahil edebiliriz. 1

0 ( ) 'nM ye R  reel cebiri üzerinde bir vektör uzayı gibi de 

bakabiliriz. Bu vektör uzayında çarpma iĢlemi olarak vektör alanlarının Lie 

parantezini alırsak, bu kümeye R  üzerinde Lie cebiri gibi de bakmak mümkündür. 

Bu cebirin sonsuz boyutlu olduğu kolayca gösterilebilir. 

Vektör alanlarının tanımına benzer olarak kovektör alanı (veya 1 form) 

tanımlanır. 

2.3. Kovektör Alanı  

Her bir np M  noktası için bir ve yalnız bir p pT   ( ,p nT p M   noktasındaki 

kovektör uzayıdır) kovektörünü karĢılık getiren : pp   dönüĢümüne nM  

üzerindeki kovektör alanı adı verilir(1). 

Eğer   kovektör alanı ise, herhangi bir U  koordinat komĢuluğunda i

idx   

yazılabilir. Burada idx  koçatıdır.  kovektörünün C sınıfından olması için gerek ve 

yeter Ģart ( )i

i i x  nin C sınıfından olmasıdır. Burada ix  ler U  koordinat 

komĢuluğundaki lokal koordinatlardır. Tüm kovektör alanlarının kümesi 0

0 ( )nM    

üzerinde bir modüldür. 

2.4. Tensör Alanı  

Keyfi np M noktası için bir ve yalnız bir ( )q

p pt T P tensörünü karĢılık 

getiren : pt p t  dönüĢümüne nM üzerinde ( , )p q tipli tensör alanıdır. Burada

( ),  q

p nT P p M  noktasındaki tensör uzayıdır. 

ix  lokal koordinatlarının verildiği U  koordinat komĢuluğundaki ( , )p q  tipli 

tensör alanı  

1 1

1 1

...

... ... ...p q

q p

i i jj

j j i it t dx dx       
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biçiminde ifade edebiliriz. Buradaki 1

1

...

....
p

q

i i

j jt  lere t tensör alanının U  kordinat 

komĢuluğundaki lokal koordinat sisteminde koordinatları denir. Eğer 1 1

1 1

... ...

... ... ( )p p

q q

i i i i

j j j jt t x  

fonksiyonları C sınıfından iseler t  tensör alanı da  C sınıfındandır denir. 

( )p

q nM ile nM  üzerindeki tüm ( , )p q  tipli tensör alanlarının R  üzerindeki 

vektör uzayını  gösterelim. ( ) 'p

q nM nin 0

0 ( )nM  üzerinde bir modül olduğu kolayca 

gösterilebilir. 

, 0

( ) ( )p

n q n

p q

M M




    

biçiminde  gösterirsek, ( )nM ’ nin R  üzerinde bir cebir olduğu da gösterilebilir.  

Burada   iĢlemi noktasal olarak  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ,   , , ( )x x n nt t t t x M t t M        

biçiminde  tanımlanır. 

Tanım 2.4.1.  AĢağıdaki Ģartları sağlayan : ( ) ( )n nD M M  dönüĢümüne 

( )nM  cebirinin tensör diferensiyellenmesi iĢlemi ( veya sadece diferensiyellemesi) 

denir(1). 

1.  D  sabit katsayılara göre lineerdir, yani  

              ( ) ,    ,D at bs aDt bDs a b R      

2.  D  tipi korur, yani ( ( )) ( )p p

q n q nD M M   dir. 

3.  ( )D t s Dt s t Ds      

4.  D  iĢlemi tensörlerin kontraksiyon iĢlemi ile yer değiĢtirebilir. 

Tanım 2.4.2.  1

0,   ( )X nD L X M  diferensiyelleme iĢlemi aĢağıdaki Ģartları 

sağlarsa buna X  vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi adı verilir: 

1. 0

0, ( ),X nL f Xf f M    

2. 1

0[ , ],    , ( ).X nL Y X Y X Y M    

Burada [ , ]X Y  Lie parantezidir. XL Y  ‘nin lokal koordinatlardaki ifadesi  

k i k i

X k kL Y X Y Y X     

biçiminde yazılır(1). Lie diferensiyellenmesi iĢlemi neticesinde elde edilen sonuca 

ise Lie türevi adı  verilir. 
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ġimdi sıradan bir tensör alanı için Lie türevi formülünü bulalım. Önce 

0

1 ( )nM kovektör alanını göz önünde bulunduralım 1

0( )nY M  için 

0

0( ) ( )nY M  olduğu açıktır. XL  türevinin özelliklerine göre  

( ( )) ( ) ( )X X XL Y L Y L Y     

ve  buradan da  

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ([ , ])X X XL Y L Y L Y X Y X Y                                 (2) 

yazılır. 

Eğer, jY  alırsak (2) eĢitliğinin U  komĢuluğundaki lokal koordinatlar ile 

ifadesi  
k k

X j k j k jL X X                                                   (3)         

Ģeklinde olur. 

ġimdi keyfi ( , )p q tipli tensör alanını ele alalım. ( )p

q nt M  için  

1 0 1 1 0

1 0 1 0 1( ,..., , ,..., ) ( ), ,..., ( )   ,..., ( )p p

q n q n nt X X M X X M M         

yazılabilineceği aĢikardır. Buradan XL ’in özelliklerine göre  

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

( ( ,..., , ,..., )) ( )( ,..., , ,..., )

                                             ( ,..., ,... , ,..., )

                                             ( ,..., , ,

p p

X q X q

q
p

X i q

i

q

q

j

L t X X L t X X

t X L X X

t X X

   

 















 ..., ,..., )j p

XL  

 

ve  buradan da  

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

( )( ,..., , ,..., ) ( ( ,..., , ,..., ))

                                           ( ,..., ,... , ,..., )

                                           ( ,..., , ,...,

p p

X q q

q
p

X i q

i

q

q

j

L t X X X t X X

t X L X X

t X X L

   

 















 ,..., )j p

X 

                  (4) 

bulunur(1). XL in  türevi ( )i i

j jdx   için uygulanırsa 

0 ( ( )) ( ) ( )j i i i

X i X j X j X jL L dx L dx dx L        

sonucuna varılır. Lie parantezinin özellikleri düĢünüldüğünde, 

( ) [ , ] [ , ] [ , ]

                     = 

i i i k i k

X j j k j j k

i k k i i

j k j k j

L dx dx X dx X dx X

dx X X X

          

     
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ya da ( ) ( )i i j

X jL dx X dx   bulunur. Bu değer ve ( ) k

X i i kL X    olduğu 

kullanılırsa, 

          1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ... ...

.... .... .... ... ...

1 1

( ) ( )p p p p

q q q q

q p
i i i i i i i k ik k i

X j j k j j j j k j k j jL t X t X t X t


  

                      (5)             

eĢitliği elde edilir. Burada 1

1

...

....
p

q

i i

X j jL t ile 1

1

...

....( ) p

q

i i

X j jL t  gösterilmiĢtir. Özel bir durum olarak

0, 1   ve 1, 0p q p q    olduğu zaman ise (5) eĢitliğinden (1) ve (3) eĢitlikleri elde 

edilir. 

2.5. Tanjant Demet  

C
 sınıfından ve n boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldunun p   

noktasındaki tanjant uzayı ( )pT M  olsun  

                                                            ( ) ( )p

p M

T M T M


   

Ģeklinde ifade edilen ( )T M  kümesine tanjant demeti adı verilir (1,2,3,4,5) . 

( )T M ’nin keyfi bir ( )pp T M  noktası için M  üzerinde  ( )T M tabii demet 

yapısını doğuran : ( ) ( )T M p p   doğal demet izdüĢümünü tanımlar. 

1( ) ( )pp p T M     kümesine M  baz uzayının p noktasındaki  fibresi denir. 

( ),  hx U  koordinat komĢuluğunda lokal koordinatlar olmak üzere M  baz uzayı 

{ ; }hU x  kordinat komĢuluk sistemiyle örtülmüĢ olsun. nR  ise R  de n boyutlu bir 

vektör uzayı olsun ( )( )pp T M p U  noktası  ( , )p X  sıralı çifti ile gösterildiğinden 

ve  nX R vektörünün bileĢenleri ( )pT M tanjant uzayında { }( )h h hx


  


doğal 

bazına göre p ‘nin 
hy kartezyen koordinatları olduğu için 1( ) ( )U T M   açık 

kümesi nU R direk çarpımına diffeomorfizm olacaktır. U  komĢuluğunda ( )p p 

’nin koordinatları hx  ile gösterilirse ve 
1( , ) ( )h hx y p U   olduğu dikkate 

alınırsa, 
1( ) ( )U T M    açık kümesinde ( , )h hx y  lokal koordinatlar sistemi elde 

edilir ve ( , )h hx y ’ye ( )hx  dan indirgenmiĢ (elde edilmiĢ) 
1( )U 

 daki koordinatlar 

denir.  
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M manifoldu üzerindeki C sınıfından ( , )r s  tipli tüm tensör alanlarının 

kümesi ( )r

s M ve bunların direkt toplamı ise  

                                             
, 0

( ) ( )r

s

r s

M M




                                                         (6) 

ile gösterilir. Benzer olarak ( )T M demetindeki uygun kümeler sırasıyla

( ( )) ve ( ( ))r

s T M T M 
 
ile gösterilir. 

2.6. Vertikal Liftler 

2.6.1. Bir  Fonksiyonun Vertikal Lifti 

 ,  f M ’de bir fonksiyon olsun. ( )T M tanjant demetindeki Vf fonksiyonu

:  ve : ( )f M R T M M  olmak üzere 

                                                  
Vf f                                                                  (7) 

olsun. : ( )Vf T M R  fonksiyonuna f  fonksiyonunun vertikal lifti denir(1,2,3,5,6). 

Burada ( , )h hx y koordinatlı 1( )p U  noktasında Vf  fonksiyonu  

                   ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )V Vf p f x y f p f p f x                                  (8) 

olup ( )Vf p   değeri fibre boyunca sabittir ve ( )f p değerine eĢittir. 

2.6.2. Vektör Alanının Vertikal Lifti  

 Kabul edelim ki 1

0( ( ))X T M öyle ki tüm 0

0( )f M için  0VXf   olsun. 

O zaman 'eX vertikal vektör alanı denir. X  vertikal vektör alanına göre indirgenmiĢ 

koordinatlar 

h

h

X

X

 
 
  




 olmak üzere  'nınX vertikal olması için onun

1( )U 
 

bileĢenlerinin  

                                             

0h

V

hh

X
X

XX

   
    
    




                                                      (9) 

Ģartını sağlaması gerekir. 

M  içerisinde bir vektör alanı 1

0( )X M  olsun. ( )T M  içerisindeki bir VX  

vektör alanı, M  deki keyfi bir  için  

                ( ) ( ( ))V VX X                                                 (10) 
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Ģeklinde tanımlanır. VX   vektör alanına X  vektör alanının dikey (vertikal) lifti 

denir(1,2). 

 2.6.3. 1-Formun Vertikal Lifti 

Tüm 1

0( )X M  için ( ) 0VX  olacak Ģekilde 0

1 ( ( ))T M  olsun. O 

zaman   ye ( )T M içerisinde vertikal 1 form denir. ( ; )hU x , M içerisinde 

koordinat komĢuluğu ve   ise U  içerisinde i

idx   olmak üzere  1-formunun 

V  vertikal lifti her bir açık 1( )U   içinde   

( ) ( )V V i V

i dx                                                   (11) 

Ģeklinde tanımlanır(2). ( )T M içerisindeki indirgenmiĢ koordinatlara göre i

idx   

lokal ifadesi ile  nin V vertikal liftinin bileĢenleri  

                                              : ( ,0)V i                                                         (12) 

Ģeklindedir. 

Burada vertikal liftler ( )M ’nin keyfi , ,P Q R elemanları için  

                             ( ) ,    ( )V V V V V VP Q P Q P R P R                               (13) 

Ģartlarıyla sabit katsayılara göre ( ( ))T M  tensör cebiri içerisinde ( )M cebirinin 

tek izomorfizmleridir. 

h

iF  lokal ifadesi ile 1

1( )F M  elemanının VF  vertikal lifti  

                                      
0 0

:
0

V

h

i

F
F

 
 
 

                                                    (14) 

Ģeklinde bileĢenlere sahiptir.   

0 1 0 1

0 0 1 1( ),  , ( ),  ( ),  ( ),  Mf M X Y M M M I id       

verilsin. Vertikal liftler için 

( ) ,    0,    ( ) 0

( ) ,   [ , ] 0,    0

                           0

V V V V V V V

V V V V V V V

V V

fX f X I X X

f f X Y X

X f



  

  

  



                              (15) 

eĢitlikleri sağlanır(1,2,3,5). 
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          2.7.  Komple Liftler 

2.7.1. Fonksiyonun Komple Lifti 

,  f M manifoldundaki bir fonksiyon olmak üzere,  ( )T M  tanjant demetinde 

Cf fonksiyonu  

( )Cf df  

Ģeklinde tanımlanır ve Cf  fonksiyonuna f  fonksiyonunun komple lifti denir. 

 ( )T M  demetindeki  indirgenmiĢ koordinatlara göre, bu koordinatlarda f

ifadesi i

iy f  gösterilir. f  fonksiyonunun komple lifti olan Cf fonksiyonunun lokal 

ifadesi  

                                       C i

if y f f                                                    (16) 

Ģeklindedir(1,2).    

2.7.2. Vektör Alanının Komple Lifti 

1

0( )X M olsun. ,f M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak üzere ( )T M

tanjant demetindeki bir CX  vektör alanını  

                                        ( )C C CX f Xf                                                   (17) 

Ģeklinde tanımlanır ve 'yeCX  X vektör alanının ( )T M tanjant demet içerisindeki 

komple lifti denir.  ( )T M tanjant demetindeki indirgenmiĢ koordinatlara göre X  

vektör alanının komple lifti CX nin M  manifoldundaki hX  bileĢenleri 

                                                 

h

C

h

X
X

X

 
  

 
                                                     (18) 

Ģeklindedir(1,2). 

2.7.3 1-Formların Komple Lifti 
0

1 ( )M  olsun ,X M manifoldundaki keyfi bir vektör alanı olmak üzere,  

( )T M  tanjant demetindeki  C 1 formu  

                                         ( )C C CX X                                                       (19) 

Ģeklinde tanımlanır(1,2). C ’ ye   1  formunun komple lifti denir. ( )T M tanjant 

demetindeki indirgenmiĢ koordinatlara göre,   1  formunun komple lifti olan 

'nınC M  manifoldundaki i  bileĢenleri 

                                          : ( , )C

i i i                                                           (20)  
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Ģeklindedir. 

Burada , ,   ( ) 'nınP Q R M  keyfi elemanları olmak üzere 

            ( ) ,     ( )C C V V C C C CP Q P Q P Q P R P R                     (21) 

Ģartıyla sabit katsayılara göre ( ( ))T M tensör cebiri içerisinde ( )M  cebirinin tek 

izomorfizmleridir. h

iF   lokal ifadesi ile 1

1( )F M  elemanının CF  komple lifti   

                                            
0

:

h

C i

h h

i i

F
F

F F

 
 
 

                                                          (22) 

Ģeklinde  bileĢenlere sahiptir. Ek olarak komple  liftler için  

C

( ) ( ) ,

( ) ,    ( ) ( ( )) ,

( ) ,    ( ) ,

( ) ,    ( ) ,

( ) ( ( )) ,    ( ) ( ( )) ,

[ , ] [ , ] ,    ,    ,[ , ] [ , ]

C C V V C C

C V V V C V

V C V V C V

C V V C C C

V C C V V

V C V C V C V C C C

fX f X f X Xf

X f Xf X X

X f Xf X X

X X X X

X X X X

X Y X Y I I I X X X Y X Y

 

 

   

   

  

 

 

 

 

   

  (23) 

eĢitlikleri sağlanır(1,2,3).  

M  n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. XD L  diferensiyel 

dönüĢümüne   

                                                    ,XL f Xf  0

0( ),f M   

                                                [ , ],XL Y X Y  1

0, ( ),X Y M   

Ģartları sağlanıyorsa 1

0( )X M  vektör alanına göre Lie türevi denir. X  vektör 

alanına göre (1,1)  tipli bir tensör alanı 'F nın Lie türevi XL F                                                          

          
( ) [ , ] [ , ]XL F Y X FY F X Y    

Ģeklinde tanımlanır(1). 
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3.BULGULAR 

3.1.Almost Kontakt Manifold 

M , 2 1n  boyutlu manifold ve  , (1,1)  tipli bir tensör alanı;   M  manifoldu 

üzerinde bir vektör alanı ve   ise M  üzerinde  1 form olsun.  ,  ve  ,   

( ) 1                                                             (24)  

2 ( )X X X         ( X , M üzerinde keyfi bir vektör alanıdır)  (25) 

Ģartlarını sağlıyorsa, bu durumda M  manifoldu ( , , )   almost kontakt yapısına 

sahiptir denir. M  ise almost kontakt manifold olarak adlandırılır(1,2). 

Teorem 3.1.1. ( , , )   almost kontakt yapısında aĢağıdaki 3 özellik vardır(1,2) 

i) ( ) 0                                                                                                          (26) 

ii) ( ( )) 0X                                                                                                    (27) 

iii) rank 2n                                                                                                     (28) 

İspat. 

i) (25) ifadesinde X  yerine   yazılırsa, 

2 ( ) ( )

         1.

         0

     

 

  

  



 

bulunur. Buradan, 
2 2( ) 0  ( ) 0  ( ( ))            

elde edilir. Gerçekten de, 
2 ( ) 0      eĢitliğinden anlaĢılıyor ki, ya 0,   yada

0,   (bu durumda   nin   ye karĢılık gelen özdeğeri sıfırdır). Farzedelim ki,  

0.   (25) de X  in yerine   yazalım: 

2( ) ( )         

Diğer taraftan 
2 0    olduğundan dolayı, 

2 2( ) ( ) 0       

yazarız. Bu son iki denklemden, 

( )     

alırız. 0    olduğundan  ( ) 0     alırız, çünkü, .0  
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Diğer  taraftan (25) i, 

 

Ģeklinde  yazsak ve X   alırsak o zaman, 

2 ( ) ( ) 0             

olur. Bu ise 0,   ( ) 0,    0    Ģartları ile çeliĢki oluĢturur. Yani, 0 

olmalıdır. 

ii) ( ( )) 0X    ifadesini ise 2 ( )X X X       eĢitliğinde X X  dönüĢü- 

mü uygulanarak elde edilir. Gerçekten de, (25) de X  yerine X  yazsak, elde edilir 

ki, 

2( ) ( )X X X         

veya 0,  0  Ģartlarını dikkate alırsak, 

2( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) 0

X X X

X X X X

X X X X

X

     

      

      

 

  

    

    



 

buluruz. 

 

iii) 0   Ģartından  0  olması  durumunda  elde  edilir  ki, rank 2 .n   Eğer  

baĢka bir X  vektörü varsa ki, 0X   Ģartını sağlasın, o zaman (25) den elde ederiz 

ki, 

,)(  XX   

yani X  ve   lineer bağımlıdır. Buradan anlaĢılıyor ki, rank 2 .n    

3.2. Almost Parakontakt Yapı 

M  manifoldunun almost parakontakt manifold olması için, 

 ( )=1     ve  )(2 XXX    ( 2
=  -   ) 

Ģartlarını sağlaması gerekir(1,2,3,5) (  (1,1) tipli bir tensör alanı,  -1-form,  -vektör 

alanı, I -özdeĢlik(birim) tensördür). ( , , )    yapısına almost parakontakt yapı denir. 

Bir almost parakontakt yapıda, 

( ) 0,    ( ) 0  ve  rank( ) 1n         

( ) ( )X X X       
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Ģartlarıda ek olarak sağlanır. M  almost parakontakt yapı ile beraber 

diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu manifold üzerinde pozitif tanımlı bir g

Riemannian metriği vardır,   öyle ki, 

( ) ( , ),   g( , ) ( , ) ( ) ( ).X g X X Y g X Y X Y         

Burada, 1 1

0 0, ( ),  ( ),  X Y M M M  üzerindeki diferensiyellenebilir vektör 

alanlarının kümesidir. 

Bu durumda M ’ye almost parakontakt Riemannian manifoldu denir. 

Bir almost parakontakt yapıda M R  üzerinde tanımlanan J  operatörü için, 

[ , ( )] [ , ( ) ]
d d

J X f X f X
dt dt

     

olmak üzere, 

2

2

( , ) [ ( , )]

                   [ , ( ) ]

                   [ ( ) ( ) , ( )

                   { ( ) ( ) ,[ ( ( )] }

                   { ( ) ( ) ( ) ,

d d
J X f J J X f

dt dt

d
J X f X

dt

d
J X f X X f

dt

d
X f X X f

dt

X X f X

  

      

        

     



 

   

   

   

2

[ ( ) ( )]}

                   ( , )

( , ) ( , ).

X f

d
X f

dt

d d
J X f I X f

dt dt

   





 

alırız. Yukarıdaki iĢlemde keyfi ( , )
d

X f
dt

vektörü üzerindeki izler eĢit olduğuna 

göre, 

IJ 2  

elde edilir. 
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Önerme 3.2.1. Herhangi ),(1

0 nMX  )(0

0 nMf   ve  X  vektör alanına 

göre Lie türevi XL  için  

i)  0,V

V

X
L f   

ii) ( ) ,V

C V

XX
L f L f  

iii)  ( ) ,C

V V

XX
L f L f  

iv) ( )C

C C

XX
L f L f

  
 

elde edilir(2,6,7).  

Önerme 3.2.2. Herhangi ),(, 1

0 nMYX   X  vektör alanına göre Lie türevi 

XL  için  

i) 0,V

V

X
L Y   

ii) ( ) ,V

C V

XX
L Y L Y  

iii) ( ) ,C

V V

XX
L Y L Y  

iv) ( )C

C C

XX
L Y L Y  

elde edilir(2,6,7). 

Tanım 3.2.1. n  boyutlu  diferensiyellenebilir M  manifoldu ile birlikte  )1,1(  

tipli bir tensör alanı  , bir vektör alanı  , bir  1 form  , I özdeĢliği verilsin 

                               
2 ,       ( ) 0,       0,       ( ) 1.I                        (29)     

eĢitlikleri sağlanır. 

),,(  , M  manifoldunda almost kontakt bir yapı tanımlar. (29) daki 

eĢitliklerin komple ve vertikal liftlerini alarak  

2

V

( ) ,

0,   0,   0,

0,   ( ) 0,    ( ) 1,

( ) 1,   ( ) 0

C V C C V

C V C C C

C C V V V C

C V C C

I    

     

     

   

     

  

  

 




                             (30) 

elde edilir(1,3,7). 

( )M  deki (1,1)  tipli bir J tensör alanı                     

                                       
C V V C CJ                                               (31) 
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Ģeklinde tanımlanır(1,2,3,6). 

Artık ( )M deki almost kontakt bir J  yapısı için 2 V VJ X X  ve 

2 C CJ X X   olduğunu göstermek kolaydır. Herhangi bir 1

0( )X M  için (31) 

eĢitliğinden  

( ) ( ( )) ,

( ) ( ( )) ( ( ))

V V V C

C C V V C C

JX X X

JX X X X

  

    

 

  
 

elde edilir.  

Teorem 3.2.1. XL  , 'eX   göre Lie türev operatörü, (31) Ģartını sağlayacak 

Ģekilde 1

1( ( ))J M   ve ( ) 0Y   için   

i) ( ) 0,V

V

X
L J Y   

ii) ( ) (( ) ) (( ) ) ,V

C V V C

X XX
L J Y L Y L Y     

iii) ( ) (( ) ) (( ) ) ,C

V V V C

X XX
L J Y L Y L Y     

iv) 
 
( ) (( ) ) (( ) ) (( ) )C

C C V V C C

X X XX
L J Y L Y L Y L Y      

        
 

elde edilir. Burada 1

0, ( ),X Y M  1

1( )M  bir tensör alanı,   bir vektör alanı ve 

0

1 ( )M  bir 1 formdur. 

İspat. 
C V V C CJ           ve ( ) 0  içinY        

i)  

       

( ) ( ) ( )

               ( ) ( ( ) ) ( ( ))

               0,

V V V

V V V

V C V V C C V C V V C C V

X X X

V V V V V C

X X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y

         

    

         

  



 

ii)  

( ) ( ) ( )

               ( ) ( ( ))

                 ( ) ( ( ))

               ( ) ( ) ( ( ( ))

V V V

V V V V

V V V

C C V V C C C C V V C C C

X X X

C C V V C C C C

X X X X

V V V V C

X X

C C C C C C

XX X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

         

     

   

   

         

   

 

    ) (( ) )

               (( ) ) (( ) ) ,

V C V C

X

V V C

X X

L Y

L Y L Y

  

  



 
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iii)  

( ) ( ) ( )

               ( ( ) ) ( ( ))

                  ( ) ( ( ))

               ( ) ( ) ( (

C C C

C C C C

C C C

V C V V C C V C V V C C V

X X X

C V V V V V C C V

X X X X

V V V V C

X X

C V C V C V

XX X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L

         

     

   

   

         

   

 

    ( ))) (( ) )

               (( ) ) (( ) ) ,

V C V C

X

V V C

X X

Y L Y

L Y L Y

  

  



 

 

 

iv)  

( ) ( ) ( )

               (( ( ) ( ( ))

                 ( ( )) ( ( ))

               ( ) ( ) ( ( (

C C C

C C C C

C C C

C C V V C C C C V V C C C

X X X

C C V V C C C C

X X X X

V V C C

X X

C C C C C C

XX X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L

         

     

   

   

         

   

 

    ))) (( ) )

                 ( ( ( ))) (( ) )

               (( ) ) (( ) ) (( ) )

V V V V

X

C C C C

X X

C V V C C

X X X

Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y

  

   

    



 

  

 

elde edilir. 

Sonuç 1. Eğer Y yerine (29) Ģartlarını sağlayan ' yi  kullanırsak yani ( ) 1    

olursa o zaman     

(i) ( ) ( ) ,V

V V

XX
L J L   

(ii) ( ) (( ) ) ((( ) ) ,V

C V V C

X XX
L J L L        

(iii) ( ) (( ) ) ( ) (( ) ) ,C

V V C V C

X X XX
L J L L L          

(iv) ( ) (( ) ) ( ) (( ) ) (( ) )C

C C V V V C C

X X X XX
L J L L L L              

sonuçları elde edilir.   

Tanım 3.2.2. n  boyutlu  diferensiyellenebilir M  manifoldu ile birlikte  )1,1(  

tipli bir tensör alanı  , bir vektör alanı  , bir  1 form  , I özdeĢliği verilsin 

2 ,     ( )=0,    =0,   ( )=1I                                             (32) 

eĢitlikleri sağlanır(1). 

 ( , , )   , M  manifoldun da  almost parakontakt yapı tanımlar.  (32) deki 

eĢitliklerin komple ve vertikal liftleri alınarak 



 

19 
 

2( ) ,

0,  0,  0,

0,  ( ) 0,  ( ) 1,

( ) 1,  ( ) 0

C V C C V

C V C C V C

C C V V V C

C V C C

I    

     

     

   

    

  

  

 




                                     (33)                                               

elde edilir(1,3,7). 

 ( )M  deki (1,1) tipli bir tensör alanı  J  

C V V C CJ                                                (34) 

Ģeklinde tanımlanır. 

Artık ( )M  deki almost parakontakt J  yapısı için   
VV XXJ 2~

 ve

CC XXJ 2~
,  olduğunu göstermek kolaydır. Herhangi bir   1

0( )X M  için (34) 

eĢitliğinden  

( ) ( ( )) ,

( ) ( ( )) ( ( ))

V V V C

C V V V C C

JX X X

JX X X X

  

    

 

  




 

elde edilir.  

 Teorem 3.2.2.  XL  , 'eX   göre Lie türev operatörü, (34) Ģartını sağlayacak 

Ģekilde 1

1( ( ))J M   ve ( ) 0Y   için   

i) ,0)
~

( V

X
YJL V  

ii) ,))(())(()
~

( CV

X

V

X

C

X
YLYLYJL V    

iii) ,))(())(()
~

( CV

X

V

X

V

X
YLYLYJL C    

iv) ( ) (( ) ) (( ) ) (( ) )C

C C V V C C

X X XX
L J Y L Y L Y L Y        

elde edilir. Burada 1

0, ( ),X Y M  1

1( )M  bir tensör alanı,   bir vektör alanı ve 

0

1 ( )M  bir 1 formdur. 
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İspat.  CCVVCJ  
~

 ve ( ) 0 içinY    

i)  

( ) ( ) ( )

               ( ) ( ( ) ) ( ( ))

               0,

V V V

V V V

V C V V C C V C V V C C V

X X X

V V V V V C

X X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y

         

    

         

  





 

ii)  

     

( ) ( ) ( )

               ( ) ( ( )) ( )

                  ( ) ( ( ))

               ( ) ( ) ( ) ( (

V V V

V V V

V V

C C V V C C C C V V C C C

X X X

C C V V C C C V

XX X X

V V V V C

X X

C C C C C V

X XX X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L

         

     

   

   

         

   

 

   



( ))) (( ) )

               ( ) ) (( ) ) ,

V C V C

X

V V C

X X

Y L Y

L Y L Y

  

  



 

     

iii)  

( ) ( ) ( )

               ( ( ) ) ( ( ))

                 ( ) ( ( ))

               ( ) ( ) ( (

C C C

C C C C

C C C

V C V V C C V C V V C C V

X X X

C V V V V V C C V

X X X X

V V V V C

X X

C V C V C V

XX X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L

         

     

   

   

         

   

 

   



( ))) ( ) )

               ( ) ) (( ) ) ,

V C V C

X

V V C

X X

Y L Y

L Y L Y

  

  



 

       
 

iv)  

( ) ( ) ( )

               (( ( ) ) ( ( ))

                 ( ( )) ( ( ))

               ( ) ( ) ( (

C C C

C C C C

C C C

C C V V C C C C V V C C C

X X X

C C V V C C C C

X X X X

V V C C

X X

C C C C C C

XX X X

L J Y L Y L Y

L Y L Y L Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y L

         

     

   

  

         

   

 

   



( ))) (( ) )

                 ( ( ( ))) (( ) )

               ( ) ) (( ) ) (( ) )

V V V V

X

C C C C

X X

C V V C C

X X X

Y L Y

L Y L Y

L Y L Y L Y

   

   

    



 

  
   

elde edilir. 
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Sonuç 2. Eğer Y yerine (32) Ģartlarını sağlayan ' yi  kullanırsak yani ( ) 1    

olursa o zaman 

i) ( ) ( ) ,V

V V

XX
L J L    

ii) ( ) (( ) ) ((( )) ) ,V

C V V C

X XX
L J L L        

iii) ( ) (( ) ) ( ) (( ) ) ,C

V V C V C

X X XX
L J L L L          

iv) ( ) ( ) ) ( ) (( ) ) (( ) )C

C C V V V C C

X X X XX
L J L L L L              

  sonuçları elde edilir. 
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4.SONUÇ 

         Bu çalıĢma içerisinde tanjant demette complete ve vertical liftlerle ifade edilen 

almost kontakt ve almost parakontakt yapılar ile bunlara uygulanan Lie türevleri 

üzerinde durulmuĢ ve bu doğrultuda bazı genel bağıntılar elde edilmiĢtir. Daha sonra 

bu genel bağıntılar için almost kontakt ve almost parakontakt yapının ( ) 1     

özelliği kullanılarak bu bağıntıların özel halleri elde edilmiĢtir. 
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