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OZET
TANJANT DEMET ICERISINDE
YAPILAR VE BUNLARA UYGULANAN

LIE TUREVLERI

KOSEOGLU, Gokhan
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Hagim CAYIR

HAZIRAN 2017, 25 sayfa

Diferensiyel geometrinin tanjant demet konusu {izerinde ¢alismis olan gesitli
arastirmacilar vardir: Ornek olarak Yano ve Ishihara (2), A.A. Salimov (4), D.E Blair
(8), V. Oproiu (10) ve baska degerli diger bilim adamlari. Bu alanda yapilan
calismalarda M manifoldu tizerinde tanimlanmig olan farkli yapilarin tanjant demet
tizerine de tagindig1 goriilmistir. Bu tezin amaci tanjant demet igerisindeki almost
kontakt ve almost parakontakt yapilar ile bunlara uygulanan Lie tiirevleri iizerine

yapilacak arastirmalarimiza yol gostermesidir.

Anahtar Kelimeler: Lie tiirevi, tanjant demet, vektor alani, almost kontakt yapi,

almost parakontakt yapi.



ABSTRACT

STRUCTURES AND
THE LIE DERIVATIVES APPLIED THEM
ON TANGENT BUNDLE
KOSEOGLU, Gokhan
University of Giresun
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor:Asst. Prof. Dr. Hasim CAYIR
JUNE 2017, 25 pages

There are several researchers who have worked on the issue of the tangent
bundle in differential geometry. Examples of Yano ve Ishihara (2), A.A. Salimov (4),
D.E Blair (8), V. Oproiu (10) and other valuable scientists. In studies on this subject,
it has seen that different structures defined in M manifold moved on tangent bundle.
The purpose of this thesis to show the way the our researches which almost contact
and almost paracontact structures in tangent bundle and the Lie derivatives applied to

them.

Keywords: Lie derivative, tangent bundle, vector field, almost contact structure,

almost paracontact structure.
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hocam Sayin Yrd. Do¢. Dr. Hasim CAYIR’a en icten saygi ve tesekkiirlerimi

sunarim.
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anneme, babama, sevgileriyle hep yanimda olan kardeslerim Kadir ve Baris’a

tesekkiirli borg bilirim.
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1. GIRIS

XVII. yilizyilda ortaya ¢ikan ve giincelligini koruyan diferensiyel geometri,
geometri bilimi igerisinde karsilagilan problemler karsisinda, diferensiyel ve integral
hesap yontemlerini uygulayarak bir ¢6ziim elde etmeye ¢alisan matematigin bir alt

bilim dalidir.

Diferensiyel geometri bilimi igersinde hatir1 sayilir konulardan biri olan tensor
kavrami giincel bazda ilk kez fizik¢i Woldemar Veoigt tarafindan 1898°de dile
getirildi. 1890’1 yillarda ise kisaca Ricci olarak taninan Gregorio Ricci-Curbastro
tarafindan mutlak diferensiyel hesaplamalar basghigi ile ele alindi ve Ricci bu
caligmay1 1892’de sundu. 1900 yilinda ise Ricci ve Tullio Levi-Civita, mutlak
diferensiyel hesaplama metotlar1 ve uygulamalar1 bashigi igerisinde g¢alismalarini
sundular. Skaler alanin ya da n vektor alanin genellesmis sekli olan tensor alani,
manifold igerisinde tanimlanarak, manifoldun her bir noktasi i¢in birer tensor karsilik

bulan bir doniistimdiir.

Sunulan bu tez ¢alismasinda 2. boliimde ¢alismamizin anlasilabilmesi icin ve
konunun sinirlanmasi bakimindan materyal ve metot basgligi altinda n boyutlu
manifoldlar, vektor, kovektor, tensor alanlari, tensor diferensiyellenmesi ve Lie
tirevi hakkinda genel bilgiler verilmistir. 2. bolimiin sonunda tanjant demet,
fonksiyonun, vektor alaninin, kovektor alanmin vertikal ve komple liftlerinin tanimi

yapilmistir.

Uciincii béliimde bulgular bashg: altinda almost kontakt ve almost parakontakt
yapilarin tanimi yapilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Daha sonra ise biiyiik bir
kismi ‘Cayir, H. Késeoglu, G. (2016) Lie derivatives of almost contact structure and
almost paracontact structure with respect to X© and X" on tangent bundle T (M),
New Trends in Mathematical Sciences. 4(1) 153-159.” bilimsel makale ¢alismasinda
yer alan vertikal ve komple lift problemlerine ve hesaplamalarina yer verilmistir. Bu
yiiksek lisans siireci 1 adet alan indeksli makale, 1 adet uluslararasi sempozyum

bildirisi ve yayina yapilan toplam 2 atif ile tamamlanmistir.



2. MATERYAL ve METOT

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tammm 2.1.1. X Hausdorff uzay: i¢in herhangi bir U < X agik kiimesinden
V < R" kiimesine tanimli
p:U->V
homeomorfizm doniisimiine X de n boyutlu koordinat sistemi ya da harita adi
verilir. U kiimesine de ¢ haritasinin koordinat komsulugu ya da koordinat bolgesi
adi verilir ve (U, ) seklinde ifade edilir. xeU olmasi durumunda ise
o(X) = (X", %x%,...,x") eR"

n

olur(1). x*,...,x" reel say1 degerlerine ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 ad:

verilir.

Tanim 2.1.2. X Hausdorff uzaymin n boyutlu ¢, haritalarinn U

bolgelerinin bu uzay1 6rtmesi durumunda, yani

X=[JU,, (A-indisler kiimesi)

aehA

olmasi durumunda X uzayina n-— boyutlu topolojik manifold yada yalnizca n—

boyutlu manifold ad1 verilir(1).

Tamm 2.1.3. X bir Hausdorff uzay: ve k degeri de 0 <K sartin1 saglayan bir
tam say1 degeri olsun. Asagidaki sartlar icin {U,,@,):ae AU, < X} lokal
koordinatlar ailesine X iizerinde C* simfindan n— boyutlu atlas denir (1,2).

1. Lokal haritalarmn U , bolgesi X ‘i orter, yani X, n— boyutlu topolojik manifolddur.
2. Keyfi a,fe Aigin U,NU, = ¢ ise

0500, 0.0, "U,) 50,0, AU,
doniisiimii C* simifindandir. Bu sarta bazen (U, ¢, ) ve (U ﬂ,(pﬁ) haritalarinin C*

uzlasmasi sart1 da denir.



@, 0@, doniisiimiine ise koordinatlarin doniisiimii (uiﬂ =uj (u I ) i,j=1.., n) denir.
Burada uj, (U ﬂ,qpﬁ) haritasindaki x € U, nU , noktasimn koordinatlari, u/ ise

(U, .9, ) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridr.

U, U, =¢ ise bu durumda ¢, o @, doniisiimii tammlanamaz. Ancak, bu durumda
@y ° @} doniisimiinin C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart, @y o o

doniisiimlerinin C* sinifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise, ®p ot

koordinat doniisiimiiniin Jakobian matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi

demektir.

Tamim 2.1.4. Sayilabilir bir baza sahip olan Hausdorff uzayir M olsun. M
kiimesi igerisinde n—boyutlu C* atlaslarmin C” yapis1 verilmisse M uzayina n—
boyutlu C* siifindan diferensiyellenebilir manifold yada diizgiin manifold adi

verilir ve M | seklinde ifade edilir (1).

2.2. Vektor Alam

M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Vp e M, noktasina bir ve yalniz
bir X, €T, vektoriine karsilik getiren X : p — X, doniisiimiine M, tizerinde vektor
alani denir. Burada T, pe M noktasindaki vektor uzayidir. Eger f, M, lizerinde
tanimlanan bir fonksiyon ise Xf de M iizerinde (Xf)(p)= X, f biciminde
tanimlanan bir fonksiyondur. Eger, her bir diferensiyellenebilen f fonksiyonu i¢in
Xf de diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X vektor alanina diferensiyellenebilir
vektor alant denir. M iizerindeki (U,q) lokal koordinat sisteminde X vektor

alanini

X :x‘i:xiai
ox'

biciminde  gosterebiliriz(1,2,3,4). Burada X'=X'(x') ler U koordinat

komsulugundaki x' lokal koordinatlarinin fonksiyonlaridir. X' lere X vektor

alaninin 0; ¢atisindaki koordinatlar1 denir. X vektor alaninin diferensiyellenebilmesi

icin gerek ve yeter kosul X' = X'(x') lerin diferensiyellenebilir olmasidir.



M , iizerindeki (U, @) koordinat sisteminde bir baska Y =Y'8, vektor alam ve
f € 33(M,) fonksiyonu igin
X(fy=X'o,f, Y(f)=Y's,f
i i j in2
XY(f)=X('0;f)=X"(0Y's,f +Y'05f)
YX(f)=Y(X'0,f)=Y'(0,X"0, f +X'8i2jf)
bulunur. Buradan da
XY (£)-YX(f)=(X'aY!-Y'8,X")0, f

yazilir (1). Boylece biz
XY =YX =[X,Y]

seklinde ifade edilen yeni bir vektor alani tanimlamis olduk. Elde edilen vektor
alanin1 0,dogal ¢atis1 tiirlinden gosterimi ise
[X,Y]=XY =YX =(X"'0Y'-Y'0,X )0, 1)

bi¢iminde olur. ¢, "'nin [X,Y] katsayisina vektor alaninin 0, catisindaki koordinatlari

denir(1).

Tamm 2.2.1. (1) esitligi olarak belirtilen [X,Y] vektor alanina X ve Y vektor
alanlarinin Lie parantezi denir.
Ozel olarak 0, =45/0,, 0 i = 5}‘8,( vektor alanlart alinirsa, (1) formiiliinden
[6,,0;]=0
sonucu elde edilir. (1) esitliginin yardimiyla Lie parantezinin asagidaki 6zelliklere
sahip oldugu gosterilebilir(1):
L [X,Y]=-Y.X],
2. [X,fY]=X(F)Y +f[X,Y],
3. [X\IY, ZNN+[Y.[Z, XTI +[Z.[X, Y]] =0,
4. [X,Y+Z]=[X,Y]+[X,Z]
3(M,) ile M, iizerindeki tim diferensiyellenebilir vektdr alanlarinin

kiimesini gdsterelim. Bu kiimede toplama ve 33(M,)' nin elemanlari ile garpma

islemlerini

1 (X+Y)(F)=X(F)+Y(f), ¥X,Y eFL(M,), Vf e S0M,)



2. (@X)(F)=gX(f), VX eTH(M,), Vf,geIM,)
bigiminde tamimlayalim(1). Bu islemlere gore J;(M,)' nin, birimli, komutatif
3%(M ) cebiri iizerinde bir modiil oldugu kolaylikla gosterilebilir. (modiil anlam1 R
{izerinde vektor uzay1 anlaminin genellesmesidir). J;(M )" ye bir bagka cebirsel yap1

da dahil edebiliriz. 3{(M,)'ye R reel cebiri iizerinde bir vektdr uzayr gibi de

bakabiliriz. Bu vektor uzayinda c¢arpma islemi olarak vektér alanlarmin Lie
parantezini alirsak, bu kiimeye R iizerinde Lie cebiri gibi de bakmak miimkiindiir.

Bu cebirin sonsuz boyutlu oldugu kolayca gosterilebilir.

Vektor alanlarinin tanimia benzer olarak kovektor alani (veya 1— form)
tanimlanur.

2.3. Kovektor Alam
Her bir p e M, noktasi i¢in bir ve yalniz bir @, €T, (T, p € M noktasindaki
kovektor uzayidir) kovektoriinii karsilik getiren @:p— @, donisimine M,

tizerindeki kovektor alani adi verilir(1).

Eger o kovektor alani ise, herhangi bir U koordinat komsulugunda @ = @ dx’

yazilabilir. Burada dx' kocatidir. wkovektdriiniin C* sinifindan olmast igin gerek ve

yeter sart @ = (X') nin C” smifindan olmasidir. Burada x' ler U koordinat

komsulugundaki lokal koordinatlardir. Tiim kovektér alanlarinin kiimesi Sg(Mn)

uzerinde bir modiildir.

2.4. Tensor Alan1

Keyfi peM, noktasi igin bir ve yalmz bir t; eTFf(P) tensoriinii karsilik
getiren t:p—t, doniisiimine M, iizerinde (p,q) tipli tensdr alanidir. Burada
q . ..
T.)(P), p €M, noktasindaki tensor uzayidir.

x' lokal koordinatlarmin verildigi U koordinat komsulugundaki (p,q) tipli
tensor alani

t=t;"" dx* ®..@d" ®9, ®..®0,



bi¢iminde ifade edebiliriz. Buradaki t'jli'"Jq lere t tensor alanmin U kordinat

komsulugundaki lokal koordinat sisteminde koordinatlar: denir. Egert;ll"'_‘.i;?q :t?l'.""ijq (x)
fonksiyonlart C” sinifindan iseler t tensor alant da C” sinifindandir denir.

37(M,) ile M iizerindeki tiim (p,q) tipli tensor alanlarmin R iizerindeki

vektor uzayini gosterelim. Sg (M,)'nin 33(M ) iizerinde bir modiil oldugu kolayca

gosterilebilir.

M) =3 FF(M,)
p.4=0
bigiminde gosterirsek, I(M )’ nin R tizerinde bir cebir oldugu da gosterilebilir.
Burada ® islemi noktasal olarak
t ®t, =(1), ®(,),, VxeM, Vi, t,eI(M,)

bigiminde tanimlanir.

Tamm 2.4.1. Asagidaki sartlar1 saglayan D:3(M,) — 3(M, ) doniisimiine
J(M,) cebirinin tensor diferensiyellenmesi islemi ( veya sadece diferensiyellemesi)
denir(1).

1. D sabit katsayilara gore lineerdir, yani
D(at+bs)=aDt+bDs, VabeR

2. D tipi korur, yani D(3;(M,)) c3P(M,) dir.

3. D({®s)=Dt®s+t®Ds

D islemi tensdrlerin kontraksiyon islemi ile yer degistirebilir.

Tamm 24.2. D=L, X €3, M, diferensiyelleme islemi asagidaki sartlari
saglarsa buna X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi ad1 verilir:
1. L, f=XfvfeIM,),
2. LY =[XY], VX,YeT(M,).
Burada [X,Y] Lie parantezidir. L,Y ‘nin lokal koordinatlardaki ifadesi
LY =X"9,Y' -Y*3 X!
bi¢iminde yazilir(1). Lie diferensiyellenmesi islemi neticesinde elde edilen sonuca

ise Lie tiirevi ad1 verilir.



Simdi siradan bir tensoér alani icin Lie tiirevi formiiliinii bulalim. Once

we 3 (M) kovektdr alanmi gdz oniinde bulunduralim VY e 3((M,) igin
o(Y) € 3)(M,) oldugu agiktir. L, tiirevinin dzelliklerine gore
Ly (o(Y)) = (Ly @)Y + (L, Y)

ve buradan da
(Lyo)Y = Ly (o(Y)) - (L Y) = X(e(Y)) - ([X,Y]) )
yazilir.
Eger, Y =0, alirsak (2) esitliginin U komsulugundaki lokal koordinatlar ile

ifadesi
an)j:Xkéka)j+a)k8ij (3)

seklinde olur.

Simdi keyfi (p,q) tipli tensor alanini ele alalm. t e 3¢ (M,) igin
t(Xproon Xy @' @°) € Fo(M,), VX, X € Fo(M,) V..., 0 € T(M,)
yazilabilinecegi asikardir. Buradan L, ’in 6zelliklerine gore
Ly (X, X4 @',...,0")) = (L )(X,, ., Xq,a)l,..., oP)

q
+ ) (KXo L X X gy @0, @)
i=1
q .
+Zt(Xl,..., Xq,a)l,..., L,@,..., ®")
j=1

ve buradan da

(L)X X @'y @) = X(A(X oy Xy @0 07))
—Zq:t(Xl,...,LXXi,...Xq,a)l,...,a)p) 4)

q .
=D Xy X @ L@ 0P)
j=1

bulunur(1). L, in tirevi dx' (0 )= 5} i¢in uygulanirsa
0=L' =L, (dx (0,)= (Lxdxi)aj +dxi(LX8j)
sonucuna varilir. Lie parantezinin 6zellikleri diistintildiigiinde,
(Lydx")o; =—dx'[X,8,]1=-dX'[X"D,,8;]=dX'[0;, X 0,]
= dx'9,X"0, =8,X"5, =0, X'



ya da (Ldx')=(9;X")dx’ bulunur. Bu deger ve (L,6;)=-8,X"0, oldugu
kullanilirsa,

o o q .- 5 Ko
LA =Xt + 20X, - Y e )
=

u=l

esitligi elde edilir. Burada Lyt ile(L,t)}", gdsterilmistir. Ozel bir durum olarak

p=0,g=1 vep=19=0oldugu zaman ise (5) esitliginden (1) ve (3) esitlikleri elde

edilir.

2.5. Tanjant Demet

C” smifindan ve n-— boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldunun p

noktasindaki tanjant uzay: T (M) olsun

T(M)=JT,(M)

peM

seklinde ifade edilen T(M) kiimesine tanjant demeti ad1 verilir (1,2,3,4,5) .
T(M) ’nin keyfi bir peT, (M) noktast i¢in M iizerinde T(M) tabii demet
yapisint doguran 7:T(M)—z(p)=p dogal demet izdiisimiinii tanimlar.

7 (p)=p €T, (M) kiimesine M baz uzaymin p noktasindaki fibresi denir.

(x"), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak iizere M baz uzay1
{U;x"} kordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olsun. R" ise R de n—boyutlu bir

vektdr uzayt olsun peT (M)(p eU)noktast (p, X) sirali gifti ile gosterildiginden
ve X eR" vektoriiniin bilesenleri T (M) tanjant uzaymda {0,}(2, =%) dogal

bazina gore P ‘nin y" kartezyen koordinatlari oldugu i¢in 7 '(U) cT(M) agik
kiimesi U x R"direk ¢arpimma diffeomorfizm olacaktir. U komsulugunda p = 7(p)
‘nin koordinatlart X" ile gosterilirse ve (X",y")— pez'(U) oldugu dikkate
alimirsa, 7 '(U)cT(M) acik kiimesinde (x",y") lokal koordinatlar sistemi elde
edilir ve (x",y") ’ye (x")' dan indirgenmis (elde edilmis) 7 *(U) daki koordinatlar

denir.



M manifoldu tizerindeki C” smifindan (r,s) tipli tiim tensor alanlarinin
kiimesi 3 (M) ve bunlarin direkt toplami ise

3M)= 3 F(M) (6)

r,s=0

ile gosterilir. Benzer olarak T(M) demetindeki uygun kiimeler sirasiyla

3L(T(M)) ve I(T(M)) ile gosterilir.

2.6. Vertikal Liftler

2.6.1. Bir Fonksiyonun Vertikal Lifti
f, M ’de bir fonksiyon olsun. T(M) tanjant demetindeki f" fonksiyonu

f:M—>Rve 7z:T(M)— M olmak iizere

f¥=for @)

olsun. f¥ :T(M) — R fonksiyonuna f fonksiyonunun vertikal lifti denir(1,2,3,5,6).
Burada (x", y") koordinatli p ez *(U)noktasinda f¥ fonksiyonu

FY(p) =1 (x y)=for(p)=f(p)=f(X) (8)
olup fY(P) degeri fibre boyunca sabittir ve f(p)degerine esittir.

2.6.2. Vektor Alaninin Vertikal Lifti
Kabul edelim ki X € 3}(T(M)) éyle ki tim f € 35(M)igin XfY =0 olsun.

O zaman X 'e vertikal vektor alani denir. X vertikal vektor alanina gore indirgenmis
X" g
koordinatlar { . h} olmak {izere X 'nm vertikal olmasi i¢in onun 7z '(U)

X
XV — — ~ (9)

M igerisinde bir vektor alam X € J;(M) olsun. T(M) igerisindeki bir X"

bilesenlerinin

X

sartin1 saglamasi gerekir.

vektor alani, M deki keyfi bir @ igin
X" (1) = (o(X))" (10)



seklinde tanimlanmir. XY  vektdr alanma X vektdr alammin dikey (vertikal) lifti
denir(1,2).

2.6.3. 1-Formun Vertikal Lifti
Tim X e3;(M) igin @(X")=0 olacak sekilde @e I2(T(M)) olsun. O
zaman & ye T(M) igerisinde vertikal 1— form denir. (U;x") , M igerisinde
koordinat komsulugu ve @ ise U igerisinde @ =@ dx' olmak iizere @ 1-formunun
o’ vertikal lifti her bir acik 7 (U) icinde
& = (@)’ ()" (12)
seklinde tanimlanir(2). T (M) igerisindeki indirgenmis koordinatlara gére @ = @ dx'
lokal ifadesi ile wnin @' vertikal liftinin bilesenleri
@’ (@',0) (12)
seklindedir.
Burada vertikal liftler 3(M) ’nin keyfi P,Q, R elemanlar1 i¢in
(P®Q) =P ®Q", (P+R)" =P'+R" (13)
sartlartyla sabit katsayilara gore J(T(M)) tensor cebiri igerisinde J(M) cebirinin
tek izomorfizmleridir.

F" lokal ifadesi ile F € 3}(M) elemaminin F¥ vertikal lifti

FY: 00 14
(= o oo

seklinde bilesenlere sahiptir.
f e3(M), X,Y eF;(M), 7T (M), peT;(M), | =id,,
verilsin. Vertikal liftler i¢in
(fX)Y =fYXY, 1YXY =0, n'(X)" =0
(fn) =1'n’, [XV,Y]=0, ¢'X" =0 (15)
XYY =0
esitlikleri saglanir(1,2,3,5).
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2.7. Komple Liftler

2.7.1. Fonksiyonun Komple Lifti

f, M manifoldundaki bir fonksiyon olmak tizere, T(M) tanjant demetinde
f © fonksiyonu

f¢ =(udf)
seklinde tanimlamir ve f© fonksiyonuna f fonksiyonunun komple lifti denir.

T(M) demetindeki indirgenmis koordinatlara gore, bu koordinatlarda of
ifadesi y'0, f gosterilir. f fonksiyonunun komple lifti olan f fonksiyonunun lokal
ifadesi

f¢=y'o f =of (16)
seklindedir(1,2).

2.7.2. Vektor Alammnin Komple Lifti

X € 3;(M)olsun. f, M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak iizere T (M)
tanjant demetindeki bir X© vektor alanini

XCfC=(X)° (17)
seklinde tanimlanir ve X®ye X vektor alanmin T(M) tanjant demet igerisindeki
komple lifti denir. T(M) tanjant demetindeki indirgenmis koordinatlara gore X

vektdr alaninin komple lifti X “ninM manifoldundaki X" bilesenleri
x h
X¢ = 18
) as)

2.7.3 1-Formlarim Komple Lifti
we T (M) olsun X, M manifoldundaki keyfi bir vektér alani olmak iizere,

seklindedir(1,2).

T(M) tanjant demetindeki @° 1—formu
0" X = (wX)° (19)
seklinde tanimlanir(1,2). °’ ye @ 1—formunun komple lifti denir. T (M) tanjant

demetindeki indirgenmis koordinatlara gore, @ 1— formunun komple lifti olan

®“'nin M manifoldundaki @, bilesenleri

o° (0w, @) (20)
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seklindedir.
Burada P,Q,R 3(M)'nin keyfi elemanlar1 olmak iizere
(PR®Q) =P°®Q" +P'®Q°, (P+R)°=P°+R° (22)
sartryla sabit katsayilara gore J(T (M))tensor cebiri icerisinde I(M) cebirinin tek

izomorfizmleridir. F" lokal ifadesi ile F € 3;(M) elemanmin F© komple lifti

F' 0
FC: ' 22
(@Fi“ F—“J 2

seklinde bilesenlere sahiptir. EK olarak komple liftler i¢in

(fX)C = fOXY + VX = (Xf)C,

Xt =(Xf)', ' (X)) =@m(X))",

XV1E=(XF)', ¢'X° =(pX)",

" XY =(pX)", (pX)° =p°XE,

7' (X) =@m(X)S, 7°(X)" =(n(X))",

[XV,YC]=[X,Y], 1°=1, 1YX®=X"[XC%Y]=[X,YT°

(23)

esitlikleri saglanir(1,2,3).
M n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. D=L, diferensiyel
doniisiimiine
L, f =Xf, vf e3(M),

LY =[X,Y], ¥VX,Y e T;(M),
sartlar1 saglaniyorsa X € 3;(M) vektor alamina gore Lie tiirevi denir. X vektor
alanina goére (1,1) tipli bir tensor alan1 F 'nin Lie tiirevi L, F

(LyF)Y =[X,FY]-F[X,Y]

seklinde tanimlanir(1).
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3.BULGULAR

3.1.Almost Kontakt Manifold
M, 2n+1 boyutlu manifold ve ¢, (1,1) tipli bir tensor alani; & M manifoldu

tizerinde bir vektor alant ve 7 ise M iizerinde 1-form olsun. ¢,& ve n,

n(&) =1 (24)
P’ X ==X +n(X)é (X, M iizerinde keyfi bir vektor alanidir) (25)

sartlarin1 sagliyorsa, bu durumda M manifoldu (¢, &,7) almost kontakt yapisina

sahiptir denir. M ise almost kontakt manifold olarak adlandirilir(1,2).

Teorem 3.1.1. (¢, &,n)almost kontakt yapisinda asagidaki 3 6zellik vardir(1,2)

) @5)=0 (26)

i) n(p(X))=0 (27)

iii)  rankg=2n (28)
Ispat.

i) (25)ifadesinde X vyerine ¢ yazilirsa,

P* (&) =—¢+n()E
=—E41E
=0

bulunur. Buradan,

P*(£)=0 =¢(5)=0 (9’ =p(¢))
elde edilir. Gergekten de, 0°& =p(p&) =0 esitliginden anlasiliyor ki, ya ¢& =0, yada
@& #0, (bu durumda ¢ nin @& ye karsilik gelen 6zdegeri sifirdir). Farzedelim ki,
p&#0. (25) de X inyerine ¢& yazalim:

0 (&) ==& +n(pE)E

Diger taraftan ¢°¢ =0 oldugundan dolayi,

9’ (9) = p(9°¢) =0
yazariz. Bu son iki denklemden,

95 =1(p5)s
alinz. @& #0 oldugundan 7(ps)#0 alirz, ¢linki, & #0.
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Diger taraftan (25) i,
P(pX) ==X +1(pX)S
seklinde yazsak ve pX = @& alirsak o zaman,
0’8 = p(pE) =& +1(pd)& =0
olur. Bu ise @&#0, n(pé)#0, p#0 sartlan ile geliski olusturur. Yani, & =0
olmalidur.

i) 7(p(X))=0 ifadesini ise p°X =—X +n(X)& esitliginde X — X doniisii-
mii uygulanarak elde edilir. Gergekten de, (25) de X yerine ¢ X yazsak, elde edilir
Ki,

9*(9X) = —pX +1(pX)&
veya @& =0, & # 0 sartlarin1 dikkate alirsak,
o(¢°X) =-pX +1(pX)¢,
P(=X +1(X)&) = —pX +n(pX)¢,

—pX +1(X)pé =-pX +n(pX)S,
n(pX)=0

buluruz.

iii) ¢@&=0 sartindan & #0 olmasi durumunda elde edilir ki, ranke <2n. Eger
bagka bir X vektorii varsa ki, X =0 sartin1 saglasin, o zaman (25) den elde ederiz
ki,

X =n(X)¢,

yani X ve ¢ lineer bagimlidir. Buradan anlagiliyor ki, ranke = 2n.

3.2. Almost Parakontakt Yap1

M manifoldunun almost parakontakt manifold olmasi igin,

7(§)=1 ve p’X =X —n(X)¢ (9*=1-¢£ @)

sartlarint saglamasi gerekir(1,2,3,5) (¢ (1,2) tipli bir tensor alani, 7-1-form, & -vektor

alani, | -6zdeslik(birim) tensordiir). (¢,&,17) yapisina almost parakontakt yapi denir.

Bir almost parakontakt yapida,

P(£)=0, n(p)=0 ve rank(p)=n-1
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sartlartda ek olarak saglanir. M almost parakontakt yap1 ile beraber

diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu manifold {izerinde pozitif tanimli bir ¢
Riemannian metrigi vardir, oyle ki,
n(X)=9(s, X), 9(pX,@Y)=g(X,Y)=n(X)n(Y).
Burada, X,Y eJ;(M), J;(M), M iizerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarinin kiimesidir.
Bu durumda M ’ye almost parakontakt Riemannian manifoldu denir.

Bir almost parakontakt yapida M xR iizerinde tanimlanan J operatorii i¢in,
IX, FCEN =X + 1£,7(X) ]
Y AT

olmak iizere,

o d d

X, ) =K ]
=J[¢X+f§,n(x)%]
=J[¢(X+f§)+n(X)§,77(¢X+f§)%

(X + (£ )+ n(X)E (X + fn(é)]%}

—EX —(X)E+ F(E) + n(X)E In(@X) + Ty
d

= (X, )

d d
(X, f=)=1(X, f=).
( dt) ( OIt)
alinz. Yukaridaki islemde keyfi (X, f %) vektorii tlizerindeki izler esit olduguna

gore,

J% =1
elde edilir.
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Onerme 3.2.1. Herhangi X e 3;(M,), f e 30(M,) ve X vektor alanina
gore Lie tiirevi L, i¢in
i) L fY =0,
i) L, fC=(Lf)",
i) Lo =(Lf),
iv) L. fC=(L, f)°
elde edilir(2,6,7).

Onerme 3.2.2. Herhangi X,Y € 33(M,), X vektor alanma gore Lie tiirevi
L, i¢in
) L.Y'=0,
i) L.YC=(LY)",
i) LY =(LY)",
iv) LY =(LY)"
elde edilir(2,6,7).

Tamm 3.2.1. n— boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu ile birlikte (1,1)
tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alan1 &, bir 1—form 7, | 6zdesligi verilsin
' =—1+n®E,  9(¢)=0, 7nop=0, n()=1  (29)
esitlikleri saglanir.

(p,&,m7) , M manifoldunda almost kontakt bir yapir tamimlar. (29) daki
esitliklerin komple ve vertikal liftlerini alarak
(@) =—1+n" ® +n° ®&,
n°¢" =0, 1°¢°=0, n’£" =0,

(30)
n°ept=0, 7°(¢")=0, 7" (£%)=1,
n°(&")=1 n°(&%)=0
elde edilir(1,3,7).
J(M) deki (4,2) tipli bir J tensor alani
J=¢" =& ®n' +&°@n° (31)
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seklinde tanimlanir(1,2,3,6).

Artik 3(M) deki almost kontakt bir J yapisi igin J°XY =-X" ve
J?X¢ =—X® oldugunu gostermek kolaydir. Herhangi bir X e 3;(M) igin (31)
esitliginden

IXY = (@X)" +@(X))" &,
IXE = (pX)° + (X)) & + (X)) &

elde edilir.

Teorem 3.2.1. L, , X'e gore Lie tiirev operatorii, (31) sartin1 saglayacak

sekilde J € 3;(3(M)) ve 1(Y) =0 igin

) (L)Y =0,

i) (L YE =((Lep)Y)" +(LanY)' &7,

i) (L)Y =((Le@)Y)’ +(Lem)Y)" &5,

V) (L)Y = (L))" —(LemY)' &7 +(Lym)Y)©&°

elde edilir. Burada X,Y € 3(M), @€ J3;(M) bir tensor alani, & bir vektor alani ve

n €32 (M) bir 1—formdur.
Ispat. J =¢° - &' ®@n' +E°®n° ve n(Y)=0 igin
i)
(Lo Y =L, (9" =& ®n" +E° @)WY —(p° -&" ®@n' +£°@n°)L,,Y"
=L (oY) =L (" (V))& + L. (n(Y))'&°
—0,
i)
(Lo d)YE =L, (@ —&"®n" +£°@n° )Y (9" -&" ®n' +E°®n°)L,,Y°
=L oY =L (Y) & + L, (7(Y)E° —9°L,Y°
+17" (L)' &7 = (m(LyY))' &€
= (L@ )Y +0 Ly YO) =0 L Y& = (L (m(Y)))" & + (L)Y )" &€
= ((Ly@)Y)" +((Lym)Y)" &€,
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ii)
(L)Y =L (@° =& ®n' +£°@n° )Y — (¢ =& ®n" +E ®@n°)L, Y
=LY =L (" (V))E + L (n(Y)) &€ "L, Y"
+7" (L Y)' & = (L))" &°
= (L@ )N +0° (LY ) =0 LYY = (L (7(Y))' &° + (L)Y )’ &°
= ((Ly@)Y)" +((Lxm)Y)" &5,
iv)
(L)Y =L (" =& ®n" +E°@n°)WE —(p° &' ®n' +£°@n°)L,Y°
=LY =L o (((Y)' & + L c(m(Y)E° -0 L Y€
+(m(LY)) & = (m(LcY))©&°
= (L@ )N+ (L YO) =0 LY + (L (n(Y))' & - ((Lym)Y)' &
— (L (Y& +((Lym)Y)©&°
= ((Le@)Y)* = (L))" &7 +((Lym)Y)©“&°

elde edilir.

Sonug¢ 1. Eger Y yerine (29) sartlarin1 saglayan &'yi kullanirsak yani 77(&) =1

olursa 0 zaman
() (L& =(L&),
(i) (Ly S =((Lep)d)” +{((Lim)&)’ &°,
(i) (Led)E" =((Le@)d)” + (L&) +((Lam)d)' &7,
(V) (Led)E® = (L)) — (L&) —(Lem&) & + (L&) &°

sonuclar elde edilir.

Tamim 3.2.2. n— boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu ile birlikte (1,1)

tipli bir tensor alant ¢, bir vektor alan1 £, bir 1—form 7, | 6zdesligi verilsin

9" =1-n®&,  @(&)=0, 1°9=0, n(£)=1 (32)
esitlikleri saglanir(1).

(p,&,m7), M manifoldun da almost parakontakt yapi tanimlar. (32) deki

esitliklerin komple ve vertikal liftleri alinarak

18



(@) =1-n" @ —n°®L,
§DC§V :01 ¢C§C :O, 77V O§C :O,

(33)
& =0, 7'(&")=0, 7' (&%) =1,
n°(&") =1 n°(£°)=0
elde edilir(1,3,7).
3(M) deki (L1) tipli bir tensér alant J
J=¢° =& ®n" ~&~ @n° (34)

seklinde tanimlanir.

Artik J(M) deki almost parakontakt J yapisi igin JZXY =xY wve
J2XC = X, oldugunu gostermek kolaydir. Herhangi bir X e 3 (M) igin (34)
esitliginden

IXY = (@X)" =(@(X))" &°,
IXE = (X)" =(m(X))" & = (m(X))°&°
elde edilir.

Teorem 3.2.2. L, , X'e gore Lie tiirev operatorii, (34) sartin1 saglayacak
sekilde J e 31 (3(M)) ve n(Y) =0 igin
i) (L. J)YY =0,
i) (Lo J)YC =((Le)Y)’ —((Lem)Y)Y &°,
iii) (LYY =((L@)Y)" —((Lem)Y)" £°,
V) (L I)YC = (L@)V)° = (L))" & —(Lm)Y)°e°
elde edilir. Burada X,Y € 3;(M), @ 3;(M) bir tensér alani, & bir vektdr alani ve

n €3 (M) bir 1—formdur.
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ispat. J=¢°-¢&" ®n' —£°®n° ve n(Y)=0icin
i)
(LI =L, (0" & ®n' = @n° )WY —(p° =& ®n' - ®@n°)L,,Y"
=L (@) =L (" (V))& =L, (m(Y))" £°
:O,

i)

(Lo Y=L, (0°—&" ®@n' @)Y  —(p° &' ®n' =& @n°)L,,Y°
=L oY =L, (Y) & - L (n(Y))° £ -9 (LyY)"
+17" (L Y)' & +(m(LyY))" &€
= (L@ )Y+ (LY ) =0 (LY)' + (L (n(Y)))' £° = ((Lym)Y)* &°
= (Ly@)Y)" = ((Lym)Y)"'&°,

i)
(LYY =L (@ —&' ®n' —£°@n° W' —(p° - &' ®n' —£°®n°)L,Y"
=LY =L (7" (V))& =L (m(Y))" & —p°L .Y
+7 (L Y)" & +(m(LyY))' &°
= (L@ )N +0 (Lo Y) =0 L Y +(Ly (7(Y))' £° = (L)Y )’ &°
= (Ly@)Y)" = ((Lym)Y) &,
iv)
(LY=L (98" ®n" =@ ) —(p°-& ®n' = ®n°)L Y°
=LY =L (((Y))E =L (m(Y)E° =9 L Y°
+((LY)) &Y +(m(LcY))© &€
= (L)Y +0 (L YO) =0 L Y + (L (n(Y))' & = ((Lym)Y) &
(L OO E ~ (L) E°
= (L))"~ (Lem¥) & —(Lm)Y)° &8
elde edilir.
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Sonug 2. Eger Y yerine (32) sartlarini saglayan &'yi kullanirsak yani 77(&) =1

olursa 0 zaman
) (Lad)E =—(L&),
i) (Lo J)E% =((Le)d)” —(((Lym)é)” &5,
i) (L d)¢" =((Lp)E) — (L&) —((Lam&)' &°,
V) (Led)E° =(Le@)d)” — (L&) — (L&)’ & —((Lam)&)°&°

sonugclari elde edilir.
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4.SONUC

Bu ¢alisma igerisinde tanjant demette complete ve vertical liftlerle ifade edilen
almost kontakt ve almost parakontakt yapilar ile bunlara uygulanan Lie tlirevleri
tizerinde durulmus ve bu dogrultuda bazi genel bagintilar elde edilmistir. Daha sonra

bu genel bagintilar i¢in almost kontakt ve almost parakontakt yapmin 7(&) =1

Ozelligi kullanilarak bu bagintilarin 6zel halleri elde edilmistir.
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