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OZET
KOTANJANT DEMET T"(M") iCERISINDE

OPERATORLER VE DIAGONAL LIFTLERLE iLISKILI
ALMOST PARAKOMPLEKS YAPILAR
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Hasim CAYIR

HAZIRAN 2017, 33 sayfa

Bu tezin amaci kotanjant demet igerisinde bir almost parakompleks yapiya
gore vertikal, komple ve horizontal liftlere uygulanilan Operatérleri (Tachibana ve

Vishnevskii ) incelemek ve bu baglamda birtakim bagimtilar elde etmektir.

Bu c¢alisma igerisinde ilk olarak kotanjant demet igerisinde bir almost
parakompleks yapiya gore Tachibana operatorleri 1— form, vertikal, komple ve
horizontal liftlere uygulanmistir. Daha sonra ise yine kotanjant demet icerisinde
diagonal liftlere gore Vishnevskii operatorii 1—forma uygulanmigtir. Son olarak ise
almost parakompleks yapinin vertikal, komple ve horizontal liftlere gore kovaryant

tiirevleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tachibana Operatorleri, Vishnevskii Operatorleri, Almost

Parakompleks Yapi1, Vertikal Lift, Horizontal Lift, Diagonal Lift



ABSTRACT

ALMOST PARACOMPLEX STRUCTURES

ASSOCIATED WITH THE DIAGONAL LIFTS AND OPERATORS
ON COTANGENT BUNDLE T (M")

AKDAG, Kiibra
University of Giresun
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hasim CAYIR
JUNE 2017,33 pages

The aim of this thesis is to examine Operators (Tachibana and Vishnevskii)
applied vertically, complete and horizontally lifts according to an almost
paracomplex structure in cotangent bundle and to obtain some relations in this

context.

In this study firstly, the Tachibana operators were applied to 1—form, vertical,
complete and horizontal lifts with respect to almost paracomplex structure on
cotangent bundle. Secondly, the Vishnevskii operators were applied to 1— form
according to the diagonal lift on cotangent bundle. Finally, covariant derivates of
almost paracomplex structure with respect to vertical ,complete and horizontal lifts

were obtained.

Key Words: Tachibana Operators, Vishnevskii Operators, Almost Paracomplex
Structure,Vertical Lift, Horizontal Lift, Diagonal Lift
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1. GIRIS

XVIL yiizyilda ortaya ¢ikan ve giincelligini koruyan diferensiyel geometri,
geometrik problemleri, diferensiyel ve integral hesaplama tekniklerini kullanilarak

¢Ozlimlemeye ¢alisan matematigin bir alt disiplinidir.

Diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan tensor kavrami giincel
anlamda ilk olarak aslinda bir fizik¢i olan Woldemar Voigt tarafindan 1898’de
kullanildi. Tensor hesaplamalar1 1890’11 yillarda kisaca Ricci olarak alinan Gregorio
Ricci-Curbastro tarafindan mutlak diferensiyel hesaplamalar baglig1 altinda incelendi
ve bu caligmalar 1892 yilinda kendisi tarafindan sunuldu. Daha sonra 1900 yilinda
Ricci ve Tullio Levi-Civita, mutlak diferensiyel hesaplama metotlari1 ve uygulamalari
adr altinda caligmalarini yayimladilar. Uzayda her bir noktaya sirasiyla bir skaleri
veya vektorii tayin eden skaler alanin veya n vektor alanin genellesmis hali olan
tensor alani, manifold iizerinde tanimli olup manifoldun her bir noktasina bir tensor

karsilik getiren bir dontigiimdiir.

Sunulan bu tez ¢alismasinda ikinci bolimde ¢alismamizin anlasilabilmesi i¢in
ve konunun sinirlanmasi bakimindan materyal ve metot bashigi adi altinda n boyutlu
manifoldlar, vektor, kovektor, tensor alanlar1 ve Lie tiirevi hakkinda genel bilgiler
verilmistir. Ayrica bu béliimde tanjant demet, kotanjant demet, fonksiyonun, vektor
alaninin, kovektor alanmin vertikal ve komple liftleri, parakontakt ve almost

parakontakt yapilar ile Tachibana ve Vishnevskii operatorlerinin tanimi yapilmistir.

Ugiincii  boliimde bulgular bashg altinda Tachibana ve Vishnevskii
operatorlerinin tanim1 yapilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Daha sonra ise biiyiik
bir kism1 ‘Cayir, H. Akdag, K. (2016) Some notes on almost paracomplex structures
associated with the diagonal lifts and operators on cotangent bundle T°(M") , New
Trends in Mathematical Sciences. 4(1) 42-50’ bilimsel makale ¢alismasinda yer alan
vertikal ve komple lift problemlerine ve hesaplamalarina yer verilmistir. Bu yiiksek
lisans siireci 1 adet alan indeksli makale, 1 adet uluslararasi sempozyum bildirisi ve

yayina yapilan toplam 2 atif ile tamamlanmastir.



2. MATERYAL ve METOT

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmmm 2.1.1. X Hausdorff uzay olmak tizere herhangi bir U < X acgik

kiimesinden V < R" kiimesine tanimlanan
p:U->V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi veya harita, U ya ise ¢
haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir ve (U,(p) seklinde
gosterilir. Eger X €U ise

o(x) =(x", x%,...,x") eR"

n

olur(1). Burada X',...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda X noktasmin koordinatlari

denir.

Tanmm 2.1.2. Eger X Hausdorff uzaymnin n boyutlu ¢, haritalarinin U,
bolgeleri bu uzay1 orterse, yani

X=JU,., (A-indisler kiimesi )

achA

ise X ’e n—boyutlu topolojik manifold veya sadece n— boyutlu manifold denir (1).

Tammm 2.1.3. X Hausdorff uzay ve k ise 0<k sartin1 saglayan tam sayi

olsun. Asagidaki sartlari saglayan {U,,¢,):a e AU, c X} lokal koordinatlar

ailesine X iizerinde C* smifindan n—boyutlu atlas adi verilir (1,2).

1. Lokal haritalarm U , bolgesi X ‘i orter, yani X, n-boyutlu topolojik manifolddur.
2. Keyfi o, fe Aigin U, NU, =D ise
@ﬂ Owail :¢a(ua muﬁ)_>¢ﬁ(ua mUﬂ)
doniisiimii C* smifindandir. Bu sarta bazen (U,,¢,) ve (U Y goﬁ) haritalarimin C*

uzlasmasi sart1 da denir.



@, o, doniisimiine ise koordinatlarin doniisimii (uiﬂ = uiﬂ(u J ), ih,j=1.., n) denir.
Burada u), , U Iy (pﬂ) haritasindaki X e U, nU ; noktasiin koordinatlari, u/ ise
(U, ,@, ) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.

U, U, =@ ise bu durumda ¢, o ¢," doniisiimii tanimlanamaz. Ancak,bu durumda
@ 0@, doniisiminin C “ siifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart, ¢ P,

doniisiimlerinin C* sinifindan diffeomorfizmler olmasma denktir. Bu ise, ®po o

koordinat doniisiimiiniin Jakobian matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi

demektir.

Tanmim 2.1.4. M , sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eger, M
tizerinde n—boyutlu C* atlaslarinin C* yapis1 verilmisse M uzayma n— boyutlu
C”smifindan diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve M, ile

gosterilir (1).

2.2.Vektor Alani

M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ¥p e M noktasina bir ve yalniz
bir X €T, vektoriine karsilik getiren X : p— X doniisiimiine M tizerinde vektor
alani denir. Burada T, pe M noktasindaki vektor uzayidir. Eger f, M iizerinde
tanimlanan bir fonksiyon ise Xf de M, iizerinde (Xf)(p)= X, f bigiminde
tanimlanan bir fonksiyondur. Eger, her bir diferensiyellenebilen f fonksiyonu i¢in
Xf de diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X vektor alanina diferensiyellenebilir
vektor alani denir. M, {izerindeki (U,q) lokal koordinat sisteminde X vektor

alanim
X =x‘i=xiai
ox'
bigiminde gosterebiliriz  (3,1,4,2). Burada X'=X'(x') ler U koordinat

komsulugundaki x' lokal koordinatlarinin fonksiyonlaridir. X' lere X vektor

alaninin 0, ¢atisindaki koordinatlari denir. X vektor alaninin diferensiyellenebilmesi

icin gerek ve yeter kosul X' = X'(x') lerin diferensiyellenebilir olmasidur.



M , lizerindeki (U, @) koordinat sisteminde bir bagkaY =Y'd, vektér alani ve
f € 35(M,) fonksiyonu igin
X(f)y=X'9,f, Y(f)=Y'5,f
XY (f)=X('0,f)=X"(oY's;f +Y‘8?if)
YX(f)=Y(X'0;f)=Y!(0,X'0;f +X'0; f)
bulunur. Buradan da
XY (f)-YX(f)=(X'aY'-Y'5,X")o,f

yazilir (1). Boylece biz
XY -YX =[X,Y]

bi¢iminde tanimlanan yeni bir vektdr alan1 tanimlamis olduk. Bu vektor alanini o,
dogal ¢atisi cinsinden ifadesi

[X,Y]=XY =YX =(X'8Y' -Y'9,X )0, (1)
bigiminde olur. ,nin [X,Y] katsayisina vektor alaninin 0, catisindaki koordinatlari

denir (1)

Tamm 2.2.1. (1) esitligi ile tanimlanan [X,Y] vektor alanina X ve 'Y vektor
alanlarinin Lie parantezi denir.
Ozel olarak &, = 5°0,, O i = 5;(6,( vektor alanlari alinirsa, (1) formiiliinden
[6;,6,]=0

oldugu goriiliir. (1) formiiliiniin yardimiyla Lie parantezinin asagidaki ozelliklere
sahip oldugu gosterilebilir (1):

1. [X,Y+Z]=[X,Y]+[X,Z],

2. [X, fY]=X(f)Y + f[X,Y],

3. [X,Y]=-Y,X],

4. [X.IY, Z]+[Y.[Z, XT]+[Z,[X,Y]]=0

3(M,) ile M, iizerindeki tim diferensiyellenebilir vektdr alanlariin

kiimesini gosterelim. Bu kiimede toplama ve 3;(M, )" nin elemanlari ile garpma
islemlerini
1L (X+Y)(f)=X(f)+Y(f), ¥X,Y eT;(M,), Vf e3(M,)

2. (@X)(F)=gX(f), VX eTH(M,), Vf,geIM,)



bigiminde tanimlayalim (1). Bu islemlere gore (M, )' nin, birimli, komutatif
39(M, ) cebiri iizerinde bir modiil oldugu kolaylikla gdsterilebilir. (modiil anlami1 R
lizerinde vektdr uzay1 anlaminin genellesmesidir). 3 (M, )" ye bir bagka cebirsel yap1

da dahil edebiliriz. 3;(M,)' ye R reel cebiri iizerinde bir vektdr uzayr gibi de

bakabiliriz. Bu vektor uzayinda c¢arpma islemi olarak vektér alanlarmin Lie
parantezini alirsak, bu kiimeye R iizerinde Lie cebiri gibi de bakmak miimkiindiir.

Bu cebirin sonsuz boyutlu oldugu kolayca gosterilebilir.

Vektor alanlarinin tanimimna benzer olarak kovektor alani (veya 1— form)
tanimlanir.

2.3. Kovektor Alam

Her pe M, noktasina bir ve yalniz bir o, eT; (T;= , P € M, noktasindaki
kovektor uzayidir) kovektoriinii karsihk getiren @:p — @, donisimine M,
tizerindeki kovektor alani adi verilir (1).

Eger @ kovektdr alani ise, herhangi bir U koordinat komsulugunda @ = @ dx’
yazilabilir. Burada dx' kogatidir. @ kovektdriiniin C” smifindan olmasi icin gerek
ve yeter sart @ = (x') nin C” siifindan olmasidir. Burada x' ler U koordinat
komsulugundaki lokal koordinatlardir. Tiim kovektor alanlarmin kiimesi 3¢(M,)

uzerinde bir modildir.

2.4. Tensor Alam

Keyfi p e M, noktasina bir ve yalmz bir t; eTF?(P) tensoriinli karsilik getiren
t:p—t, kuralina M iizerinde (p,q) tipli tensér alamdir. BuradaT'(P), pe M,
noktasindaki tensor uzayidir.

x' lokal koordinatlarmin verildigi U koordinat komsulugundaki (p,q) tipli
tensor alani

t=t1" dx> ®...®dx" ®9, ®..®0,



biciminde ifade edebiliriz. Buradaki '['Jll"’J lere t tensor alanmm U koordinat

komsulugundaki lokal koordinat sisteminde koordinatlar1 denir. Egert?l'_‘."i;q = t}ll'.'_'_ijq (x)
fonksiyonlart C” simifindan iseler t tensor alan1 da C” sinifindandir denir.

35(M,) ile M iizerindeki tiim (p,q) tipli tensér alanlarmi R iizerindeki

vektor uzaymi gosterelim. 3¢ (M )'nin 33(M,) iizerinde bir modiil oldugu kolayca

gosterilebilir.
3(M,)= D 3 (M,)
p,q=0

biciminde gosterirsek, I(M_)’ nin R iizerinde bir cebir oldugu da gosterilebilir.
Burada ® islemi noktasal olarak
t ®t, =(t), ®(t,),, YxeM_ Vi, t,eI(M,)

bigiminde tanimlanir.

Tanmm 2.4.1. Asagidaki sartlar1 saglayan D:3(M ) — 3(M, ) doniisiimiine
J(M,) cebirinin tensor diferensiyellenmesi iglemi ( veya sadece diferensiyellemesi)
denir (1).

1. D sabit katsayilara gore lineerdir, yani
D(at+bs)=aDt +bDs, Vva,beR

2. D tipi korur, yani D(3g(M,)) = 3¢(M,) dir.

3. D(t®s)=Dt®s+t®Ds

D islemi tensdrlerin kontraksiyon islemi ile yer degistirebilir.

Tamm 2.4.2. D=L, Xe3J; K, diferensiyelleme islemi asagidaki sartlari
saglarsa buna X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi ad1 verilir:
1. L f=Xf, vfe3H(M,),
2. LY =[XY], ¥X,Y eI (M,).
Burada [X,Y] Lie parantezidir. L,Y ‘nin lokal koordinatlardaki ifadesi
LY =X*3,Y'-Y¥5 X'
bi¢iminde yazilir (1,5,6,7). Lie diferensiyellenmesi islemi sonucunda bulunan degere

Lie tiirevi denir.



Simdi keyfi bir tensér alani igin Lie tiirev formiiliinii bulalm. Once
we 3 (M,) kovektdr alanim gdz dniine alalm VY € J5(M ) igin o(Y) e 33(M,)
oldugu agiktir. L, tlirevinin 6zelliklerine gore

L (@(Y) = (L)Y +o(L,Y)
ve buradan da
(Lx@)Y = Ly ((Y)) — (L Y) = X (@(Y)) —([X,Y]) )

yazilir.

Eger, Y =0, alirsak (2) esitliginin U komsulugundaki lokal koordinatlarla

ifadesi
Ly, = Xké'k(oj +a)k5ij (3)
bi¢iminde olur.
Simdi keyfi (p,q) tipli tensor alanina bakalim. t € 37 (M,) i¢in
t(X,, e Xq,a)l,...,a)p) e3(M,), VX, ..., X, e3(M,) Vo', 0" eI (M,)
oldugu agiktir. Bu taktirde L, ’in 6zelliklerine gore
L, (t(X,,..., Xq,a)l,..., o)) = (L t)(X,, ..., Xq,a)l,..., ")

q
+ ) U Xy L X X @, @)
i=1
q .
+Zt(Xl,..., Xq,a)l,..., L,@',...,0")
j=1

ve buradan da

(L) (X, Xq,a)l,..., o) = X({t(X,,..., Xq,a)l,..., "))
—Zq:t(Xl,...,LXXi,...Xq,a)l,...,a)p) 4)

q .
D Xy X @ L@ 0P)
j=1

bulunur (1). L, in tiirevi dx’ (6;)= 6}j i¢in uygulanirsa
0=L,8] =L, (dX'(9;)) = (Lydx)d; +dX' (L, d;)
elde edilir. Buradan Lie parantezinin 6zellikleri géz oniine alinarak,
(Lydx")o; =—dx'[X,0,]=—dX'[X"0,,0,]1=dx'[;, X0, ]
= dx'9,X"0, =0,X"5, =0, X'’



ya da (Ldx')=(;X")dx’ bulunur. Bu deger ve (L,0;)=-0,X*9, oldugu
kullanilirsa,
B0 (] d B.d 4 i [ |
Lt = X085 + (0, X, = 2 (60X w)tjll...qu ' ()
A=1 u=1
esitligi elde edilir. Burada Lt ile (Lct)}™ ~ gosterilmistir. Ozel olarak

p=0,g=1 vep=1q=0oldugunda (5) esitliginden (1) ve (3) esitlikleri elde edilir.

2.5. Tanjant Demet
M, C” simifindan n— boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M

manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayr T (M) olmak iizere

T(M)= T, (M)

peM
ile tanimlanan T(M) kiimesine tanjant demeti denir (1,2,3,4,8).

T(M) ’nin herhangi bir peT (M) noktasi i¢in M manifoldu tizerindeki
T(M) tabii demet yapisint doguran 7:T(M)—M dogal demet izdisiimiini
tanimlar. 7 (p) = PpeT, (M) kiimesine M baz uzaymin p noktasindaki fibresi
denir (1,2).

(x"), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak iizere M baz uzay
{U;x"} koordinat komsuluk sistemiyle 6rtiilmiis olsun. R" ise R de n—boyutlu bir

vektor uzayi olsun p e T, (M)(p eU) noktast (p, X) sirali ¢ifti ile gosterildiginden
ve X eR" vektdriiniin bilesenleri T (M) tanjant uzaymnda {0, }(0, = aih) dogal
X

bazina gére P ‘nin y" kartezyen koordinatlari oldugu icin 7 '(U) =T(M) agik
kiimesi U x R"direk ¢arpimina diffeomorfizm olacaktir. U komsulugunda p = ()
‘nin  koordinatlart x" ile gosterilirse ve (Xx",y")— pexz'(U) oldugu dikkate
alimirsa, 7 '(U)cT(M) agik kiimesinde (x",y") lokal koordinatlar sistemi elde
edilir ve (x",y") ’ye (x")' dan indirgenmis (elde edilmis) 7z *(U) daki koordinatlar

denir.



M manifoldu iizerindeki C* smifindan (r,s) tipli tiim tensor alanlarinin
kiimesi J;(M) ve bunlarin direkt toplami ise
3(M) =2 I(M) (6)
r,s=0

ile gosterilir. Benzer olarak T(M) demetindeki uygun kiimeler sirasiyla

J.(T(M)) ve I(T(M)) ile gosterilir.

2.6. Vertikal Liftler

2.6.1. Bir Fonksiyonun Vertikal Lifti
f, M ’de bir fonksiyon olsun. T(M) tanjant demetindeki f" fonksiyonu
f:M—>Rve z:T(M)—> M olmak iizere
f¥=for (7)
olsun.  fY:T(M)—>R fonksiyonuna f  fonksiyonunun  vertikal lifti

denir(1,3,4,9,10). Burada (x", y") koordinatli p ez *(U)noktasinda f" fonksiyonu

f'(p) =17 (x,y)=f oz(p)=f(p)=f(x) (8)
olup fY(p) degeri fibre boyunca sabittir ve f (p)degerine esittir.

2.6.2. Vektor Alaninin Vertikal Lifti
Kabul edelim ki X e 3% (T(M)) oyle ki tiim f € 32(M)igin Xf¥ =0 olsun. O

zaman X 'e vertikal vektor alam denir. X vertikal vektor alanma gore indirgenmis
X" y
koordinatlar l: ~h:l olmak {izere X 'nin vertikal olmasi icin onun 7 *(U)

X
v _ X" [o 5
B4 _[X“} ®)

M igerisinde bir vektor alan1 X € J;(M) olsun. T(M) igerisindeki bir X"

bilesenlerinin

sartin1 saglamasi gerekir.

vektor alani, M deki keyfi bir @ igin
X" (1) = (@(X))" (10)

seklinde tanimlanir. X' vektor alanina X vektdr alaminin dikey (vertikal) lifti
denir(1,2).



2.6.3. 1-Formun Vertikal Lifti
Tim X e3 (M) i¢in @(X")=0 olacak sekilde @e 3(T(M)) olsun. O
zaman @ ye T(M) icerisinde vertikal 1— form denir. (U;x") , M igerisinde
koordinat komsulugu ve @ ise U igerisinde @ = @dx' olmak iizere @ 1—formunun
o’ vertikal lifti her bir acik 7" (U) icinde
@ =(@)" ()" (12)
seklinde  tanimlanir (1,2). T(M) igerisindeki indirgenmis koordinatlara gore
o= wdx' lokal ifadesi ile wnin @' vertikal liftinin bilesenleri
@’ (@',0) (12)
seklindedir.
Burada vertikal liftler 3(M) 'nin keyfi P,Q, R elemanlar1 i¢in
(P®Q)’ =P'®Q", (P+R)" =P"+RY (13)
sartlariyla sabit katsayilara gore J(T(M)) tensor cebiri igerisinde J(M) cebirinin
tek izomorfizmleridir.

F" lokal ifadesi ile F e 3;(M) elemanmin F" vertikal lifti

S 14
'(Fi“ 0] (14)

seklinde bilesenlere sahiptir.
f e3H(M), X,Y €eF;(M), ne I (M), peI(M), | =id,,
verilsin. Vertikal liftler i¢in
(X)) =fYXY, 1YXY =0, n'(X)' =0
(fn) =1'n", [XV,YY]=0, ¢'X"Y =0 (15)
XV =0
esitlikleri saglanir(1,2,3,4,10).
2.7. Komple Liftler
2.7.1. Fonksiyonun Komple Lifti
f, M manifoldundaki bir fonksiyon olmak iizere, T(M) tanjant demetinde
f © fonksiyonu

£ = (udf )

10



seklinde tamimlanir ve f© fonksiyonuna f fonksiyonunun komple lifti denir.

T(M) demetindeki indirgenmis koordinatlara gore, bu koordinatlarda of
ifadesi y'o, f ile gosterilir. f fonksiyonunun komple lifti olan f fonksiyonunun
lokal ifadesi

fC=vyof=of (16)
seklindedir (1,2).
2.7.2. Vektor Alaninin Komple Lifti

X € 3;(M) olsun. f, M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak iizere

T(M) tanjant demetindeki bir X vektor alanim

XCEFC =(Xf)° (17)

seklinde tanimlanir ve X®ye X vektdr alanmin T (M) tanjant demet icerisindeki

komple lifti denir. T(M) tanjant demetindeki indirgenmis koordinatlara gore X

vektor alaninin komple lifti X “'min M manifoldundaki x" bilesenleri

c _ X"
o) »

2.7.3. 1-Formlarm Komple Lifti

seklindedir (1,2).

e 3 (M) olsun. X, M manifoldundaki keyfi bir vektdr alan1 olmak iizere,
T(M) tanjant demetindeki ©° 1—formu

"X = (wX)° (19)

seklinde tanimlanir (1,2). @’ ye @ 1—formunun komple lifti denir. T(M) tanjant

demetindeki indirgenmis koordinatlara gore, @ 1— formunun komple lifti olan

®“'nin M manifoldundaki @, bilesenleri

o (0,0, @) (20)

seklindedir.

Burada P,Q,R 3(M)'nin keyfi elemanlar1 olmak iizere

11



(P®Q)° =P ®Q"+P'®Q°, (P+R)°=P°+R° (21)
sartiyla sabit katsayilara gore J(T(M)) tensor cebiri icerisinde I(M) cebirinin tek

izomorfizmleridir. F" lokal ifadesi ile F € 3;(M) elemanimin F© komple lifti

F'" 0
FC: 22
[55“ Fh] )

seklinde bilesenlere sahiptir. Ek olarak komple liftler i¢in

(fX)S = FSXY + fYXC = (Xf)°,

Xt =(Xt), ' (X)=@m(X))",

XVfC:(Xf)V, @VXC:(QX)V,

XY =(pX)', (pX)* =p°X©,

7' (X)) =@(X)°, n°(X)" =@m(X))",

[XY,YC]=[X,Y], 1°=1, 1VXC®=X",[XC,Y°]=[X,Y]°

(23)

esitlikleri saglanir(1,2,3).
M n-—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. D=L, diferensiyel

doniisiimiine

L, f =Xf, vf e (M),

LY =[X,Y], ¥X,Y € 5;(M),
sartlart saglaniyorsa X € 3;(M) vektor alanina gore Lie tiirevi denir. X vektor
alanina gore (1,1) tipli bir tensér alan1 F 'nin Lie tiirevi L, F

(LyF)Y =[X,FY]-F[X,Y]

seklinde tanimlanir (1,3,6,7).

2.8. Almost Kontakt Manifold
M, 2n+1 boyutlu manifold ve ¢, (1,2) tipli bir tensor alani; £ M manifoldu

tizerinde bir vektor alani ve 77 ise M iizerinde 1-formolsun. ¢,¢& ve 7,
P*X ==X +1(X)& (24)
n(&)=1 (X, M iizerinde keyfi bir vektor alanidir)  (25)

sartlarin1 sagliyorsa, bu durumda M manifoldu (¢, &,7) almost kontakt yapisina

sahiptir denir. M ise almost kontakt manifold olarak adlandirilir(1,2).

12



Teorem 2.8.1. (¢,&,n7) almost kontakt yapisinda asagidaki 3 o6zellik
vardir(4,14).

) 9(&)=0 (26)

i) 7(p(X))=0 (27)

iii)  rankg=2n (28)
ispat.

i) (24) ifadesinde X yerine & yazilirsa,

9’ (&) =—-¢+n(8)E
=—¢(+1.¢8
=0

bulunur. Buradan,

P*(£)=0 = (&) =0 (¢°¢=0(2))
elde edilir. Gergekten de, ¢°& = (&) =0 esitliginden anlasiliyor ki, ya ¢& =0, yada
p& #0, (bu durumda ¢ nin @& ye karsilik gelen 6zdegeri sifirdir). Farz edelim ki,

ot #0. (25) de X inyerine ¢ yazalim:

0*(05) =05 +1(pE)é
Diger taraftan ¢°& =0 oldugundan dolayi,

9’ (9) = p(¢°¢) =0
yazariz. Bu son iki denklemden,

95 =1(p5)s
alinz. ¢&#0 oldugundan 7n(pé) =0 aliriz, ¢iinkd, & # 0.

Diger taraftan (25) 1,
P(pX) =—pX +1(pX)&
seklinde yazsak ve X =& alirsak o zaman,
0’8 =p(pf) =—0& +1(p5)E =0

olur. Bu ise ¢&#0, n(pE)=0, ¢+#0 sartlan ile geliski olusturur. Yani, o< =0
olmalidir.

i) 7(p(X))=0 ifadesini ise ’X =—X +7(X)& esitliginde X — X doniisii-
mii uygulanarak elde edilir. Gergekten de, (25) de X yerine pX yazsak, elde edilir
ki,

13



9’ (pX) = —pX +1(pX)&E
veya @& =0, & # 0 sartlarii dikkate alirsak,
P(p*X) = —pX +n(pX)¢,
(=X +1(X)&) =-pX +n(pX)¢E,
—pX +n(X)ps =-pX +n(pX)¢&,
n(pX)=0

buluruz.

iii) @&=0sartindan & #0 olmasi durumunda elde edilir ki, ranke <2n. Eger
bagka bir X vektorii varsa ki, X =0 sartin1 saglasin, o zaman (25) den elde ederiz
ki,

X =n(X)¢,

yani X ve ¢ lineer bagimlidir. Buradan anlasiliyor ki, ranke = 2n.

2.9. Almost Parakontakt Yapi

M manifoldunun almost parakontakt manifold olmasi igin,
n(£)=1 ve p’X =X -n(X)¢ (2°=1-£® 1)
sartlarin1 saglamasi gerekir(1,2,3,8) (¢ (1,1) tipli bir tensor alani, 77-1-form, & -vektor
alam, | -6zdeslik(birim) tensordiir). (@,£,77) yapisina almost parakontakt yapr denir.

Bir almost parakontakt yapida,

9(£)=0, n(p)=0 ve rank(p)=n-1
sartlart da ek olarak saglanir. M almost parakontakt yapi ile beraber

diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu manifold iizerinde pozitif tanmimli bir ¢
Riemannian metrigi vardir, oyle ki,
n(X)=9( X), 9(pX,9Y)=9g(X,Y)=n(X)n(Y).
Burada, X,Y eS(l)(M), S%)(M), M iizerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarinin kiimesidir.
Bu durumda M ’ye almost parakontakt Riemannian manifoldu denir.

Bir almost parakontakt yapida M x R iizerinde tanimlanan J operatorii igin,
IX, (= [pX + £.7(X) ]
T A

olmak tizere,
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oy od d

X2 = I, f ]
=J[¢X+f§,n(x)%]
=J[<0(X+f§)+77(><)§,77(<0x+f§)%

={p*X + (&) +n(X)E, [n(pX + fn(é)]%}
={X —=n(X)&+ f (&) +n(X)<E, [7(eX) + ()]}
_ d

=(X, f Olt)

d d
I2(X, f—)=1(X, f=).
(X, T =1(% 1)

aliriz. Yukaridaki islemde keyfi (X, f %) vektorii tizerindeki izlerin esit olduguna

gore,
JZ=1

elde edilir.

2.10. Tachibana Operatorleri

Tamm 2.10.1. 3(M,)= Z 3.(M,) , R iizerinde bir tensoér cebri ve

r,s=0

peIi(M,) olsun. Asagidaki sartlar saglayan M, tizerindeki
g, a0 :3(M,) > 3(M,)) déniisiimiine Tachibana operatérii veya ¢, — operatorii
denir(4).

a) Sabit katsayilara gore ¢, lineerdir,

b) Her r,s icin,¢,:3 (M) —3,(M,),

s+1
* C C C
¢) HerK,Le3(M,) igin, 4, (K®L)=(4,K)OL+K®g L
d) Her X,Ye3;(M,) isin, ¢,Y =—(L,p)X , burada L,, Y 'e gore Lie

tiirevidir,

e) Her we3(M,) veX,Y e 3 (M,) igin,

(G @)Y = (pX)(ty @) = X (1, @) + (1 @) X)

C
yazilir. Burada, wo=o(Y)=0®Y dir
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Teorem 2.10.1. Tanim 2.10.1” den
P,xY =[¢>X,Y]—(p[X,Y]

elde edilir.

Her f,geF(M,) igin, [X,gY]= fg[X,Y]+ f(Xg)Y —g(Yf)X
oldugundan ¢, Y" in, X'e gore lineer oldugu fakat, Y 'ye gore lineer olmadig
goriiliir. Buradan,

BoiixyY =[f¢)X,Y]—gp[fX,Y]
= f[@X,Y]=(Yf )X —( T [X,Y])+0(Yf) X
= f([pX.Y]-0[X.Y])
= fg,Y,
B (9Y) = (Y ) +((#X) 9)Y ~(Xg) Y
elde edilir. ¢,Y icin (4,Y)X yazacagz.

2.10.1. (1,1) Tipli Tensér Alanina Uygulanan ¢, —Operatorii

*

te3;(M,) icin top=gpot esitligi gecerli olmak iizere keyfi Y e 35(M,) igin

tY e 3;(M,)" dir. Tanim 2.10.1” den,
(4,t7)X =((¢¢t)X)C§>Y +t§<)(¢¢Y)X

=(g,t)(X.Y)+t((4,Y)X)
elde edilir. (29) esitligini kullanarak Tanim 2.10.1°den,
(£.)(xY) =(,00) X = ((4Y)X)
=(-Lyo+t(Lp)) X
=[eX tY]-@[ X, tY ]| -t[@X,Y [+ ¢t[ X,Y]

(29)

=Q,.(X.Y) (30)
elde edilir. Q,; € 3,(M) tensdr alani, Nijenhuis-Shirokov tensdr alami olarak

adlandirilir (4). Buradan Teorem 2.10.1.1 elde edilir.
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Teorem 2.10.1.1. te 3;(M,) olsun. Bu durumda, ¢,t Nijenhuis- Shirokov

tensor alamdir. t=¢ icin, top=g@ot asikar olarak saglandigindan (30)
esitliginden,
(4,2)(X.Y)=(-Lyo+o(L o)X
:[¢X,¢Y]—¢[X,¢Y]—¢[¢X,Y]+¢2[X,Y]
-, (X.)

elde edilir. Burada N, ¢'in Nijenhuis tensor alanidir (1,4).

2.11. Vishnevskii Operatorleri
V , M, izerinde bir lineer konneksiyon ve ¢ e 3;(M,) olsun. Her X,Y € 3L (M)

i¢in, Tanim 2.10.1’den
d) v =V, Y —0(V,Y)
alalim. Bu durumda asagidaki gibi yeni bir operator tanimlanir.
Tamm 2.11.1. M, iizerindeki, y, :%(Mn)—>3(|\/|n) operatoric Tanim2.10.1%in
(a), (b), (c), (¢) sartlar1 ve (d') sartim sagladiginda w,'ye Vishnevskii operatorii
denir. V. konneksiyonunun tanimina gére, kolayca w,,Y' in X'e gore lineer,
fakat Y ’ye gore lineer olmadigimi gorilir. y Y icin (l//(pY) X yazacagiz.

2.11.1. (1), s=0 Tipli Tensér Alamna Uygulanan y/, —Operatorii

te3(M,) olsun. t(Y,,Y,,...Y,) e 3(M,) oldugundan Tanim 2.11.1"i kullanarak,

(W t) (Yo Yoo o) = (w,0) (X, Y Yy Y, )
W(/JX Zt( 1 ( )X ,Ys)

=V, (Y Y0 Y, )~V (t(Yl,Yz,...,Ys))—Zslt(Yl,...,(%Yl)X,...,YS)

V)0V Y= (V) ) 3 (Yo VYo ) () )

17



elde edilir (1,4). t pir tensor alani oldugunda,

S

(p(zs:t(Yl,...,Vin,...,Ys D= t(Y@(ViY,),Ye)

A=1
(32)
elde edilir. (31) ifadesinde (32) esitligi yazilirsa,

S

(W, ) (X YY) = (Vo=@ (Vt)) (Yoo Yo )+ 2t (Yoo VoY =90V, ) Yo )

A=1

_;t(vl,...,(%\g)x,...,Ys)

=(Vaxt=0(Vyt)) (Y Ye)
elde edilir (1,4). Buradan,
(¥, 1) (XY ) =(V st =0(Vit)) (Yoo Y ) (33)
dir.

2.12. Kotanjant Demet
M, n-boyutlu diferensiyellenebilen bir manifold ve P eM noktasindaki

tanjant uzaym T,(M) dual uzay1 olan kotanjant uzayr T,"(M) olsun. PeM
noktasinda T,"(M) nin herhangi bir elemani kovektor olarak adlandirilir. O zaman

M manifoldu iizerindeki kotanjant demet asagidaki sekilde tanimlanir.
T (M) = o T,

Herhangi bir PeT (M) noktasi (bu nokta ayni zamanda T,"(M)" ninde bir
elemanidir) 7:T"(M)— M projeksiyon doniisimii ile P — P  durumunu alir.

Burada M temel(baz) uzaydir ve 7z *(P) kiimesi T,"(M) kiimesini belirtir ve

P e M iizerinde fibre olarak adlandirilir (2).

M {izerinde @ kovektor alan1 ve X vektor alaninin bir U kiimesi i¢inde lokal

ifadeleri X :X‘% ve o=awdx' olsun. O zaman 'nm vertikal lifti »* ile X

vektdr alanmin sirasi ile horizontal lift ve komple lifti X" X indirgenmis

koordinatlara gore
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o' =wo,,
X" =X'9, + p,Ij X, (34)
X =X'0, - p,d,X"3,,

seklinde ifade edilir. Burada 0, :%,8- :i ve F:} ifadeleri M igerisinde bir
X

1 a'X|
V simetrik afin konneksiyonun katsayilaridir (1,2).

T*M fiizerinde vertikal ve horizontal vektor alanlarinin Lie parantez (bracked)

islemi asagidaki formiiller ile verilir.
[XHYH]=[X YT+ (poR(X,Y))"
[XH,a)V]:(VXa))V (35)
[6",0" |=0

X,Y € 3;(M) ve R egrilik tensorii oldugunda ,V simetrik konneksiyonu

R(X,Y)= [VX \V, ]—V seklinde tanimlanir (1,2).

[x¥]
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3 .BULGULAR

Tanmm 3.1. M" n boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger

L, f=Xf,vfe3(M"),
LY =[X,Y], VXY e 3, (M"). (36 )
sartlart saglanirsa D = L, diferensiyellenebilir doniisiimii X € 3;(M") vektdr

alanina gore Lie tiirevi olarak adlandirilir.

Burada [X,Y] Lie parantezi(bracked) olarak isimlendirilir. X vektor alanina

gore (1,1) tipli F tensor alaninin Lie tiirevi

(LyF)Y =[X,FY]-F[X,Y] (37)
seklinde tanimlanir (1,2,5,6).
Tammm 3.2. M" n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. T(M”)

cebrinin diferensiyellenebilir doniisiimii olan
D=V, :T(M")>T(M"), X eFH(M"),
ifadesi eger
Vgt = 1V t+gVit
Vv, f=Xf, (38)
sartlar1  saglamasi halinde kovaryant tirev olarak adlandirilir. Burada
vf,ge3(M"),vX,Y e ZH(M™),Vte I(M")" dir.
Diger taraftan ,
ViS(MMxFp(M™) - F (M), (39)
seklinde tanimlanan doniistim bir afin konneksiyon olarak adlandirilir (1,2,4).
Onerme 3.1. M den T*(M) ye bir simetrik afin konneksiyon V¢ komple
liftine gore kovaryant tiirevlenme igslemi asagidaki 6zelliklere sahiptir (14).
V0" =0,V5,YC =—y(00(VY)) =~(p(@= (VY))) V5 =(V,6)",
VEY S = (Vi) +7(V(V Y +V, X)) = 7(V VY +V,VX)
=(V,Y) +(P((V(VY +V, X)) = (V, VY +V,VX)))"

burada X,Y e 3{(M"), 0,0 3(M") dir.
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Onerme 3.2. M den T*(M)ye bir simetrik afin konneksiyonunV" horizontal
liftine gére kovaryant tiirevlenme asagidaki sartlara sahiptir (2).

vViYt =V, Ve =0,

Vi =(Viw)' ,VIY" =0,

burada X,Y e 3;(M"), 8,0 3 (M") dir.

3.1. Kotanjant Demet icerisinde Bir Ozel Tip Almost Parakompleks Yapi
(Diagonal Lift 1°).

Bir almost parakompleks manifold bir almost product (¢arpim) manifolddur.
(M", ), 0> =1. Burada sirasiyla +1 ve -1 iki 6zgiin degeriyle iliskili iki &zgiin
demetler olan T"M" ve T"M" ayni ranka sahiptirler. Farkina varmamiz gereken sey
almost parakompleks manifoldun boyutunun gerekli olusudur. ¢ parakompleks
yapisini diigiinelim M " {izerinde elde edecegimiz {I,go} kiimesi, R(j), j° =1. olarak
ifade edilen ve parakompleks cebir olarak adlandirilan bir izomorfik temsili cebirdir.

Xpy Xgre Xy € F5(M?") igin @€ 33 (M*") tensor alami eger

A(PXy, Xy X)) = (X, 0X5,0, X)) = (X, Xy, X)) (40)

sartin1 saglarsa ¢ parakompleks yapiya gore piirdiir denir.

Biz ¢ ile iliskili ¢ , operatdriinii tanimlariz ve @ pir tensdriine uygulariz:

(B,0)Y Xy, X 1o Xg) = (@Y ) @Ky Xgos X)) =Y (00X, X000 X))
to((Ly @)Y, X, X))

ot (X, Xy (Ly @)Y) (41)

Burada L, ifadesi X 'e gore Lie tiirevi ve ¢¢)COESZ+1(M M) dir. Eger $,0=0

ise 0 zaman R(j) parakompleks cebrine gore almost paraholomorfiktir denir (1,4).

Tanim 3.1.1. Bir almost parakompleks yapisiyla birlikte bir manifold

icerisinde eger bir X vektor alan1 L, ¢ =0 sartin1 saglarsa bu vektor alanina almost

paraholomorfik vektor alani denir.
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Fe3;(M") olsun. Herhangi X e3;(M") ve we3(M") igin T'M"
icerisinde (1,1) tipli F° tensor alanini

FPX™ =(FX)",FPw’ =—(w-F)" = —(wF)" (42)

seklinde tanimlayalim. F° yi F tensér alaninin diagonal lifti olarak adlandiririz.

€, @dapt olunmus yapisina gore F ® nin bilesenleri

o (R 0
" =lo e

(1,1) tipli | birim tensér alanmmin 1° diagonal lifti (1°)*>=1 sart1 ve

indirgenmis koordinatlarina gore

2p, I —0;

bilesenlerine sahiptir. 1° almost product yapidir (4). Eger biz (42) denklemi igerisine
o’ ,60"yada X" Y" formlarinda tiim X ve Y vektor alanlari icin FP =1° ifadesini
koyarsak
I°0" =—’,1°X" = X" (43)
elde ederiz (2).
Teorem 3.1.1. (T°M",1°,%g) bir almost parakompleks Riemannian

manifoldudur (4).
Kotanjant demette liftler i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir (2)

@ £V =0, X" £V = (Xf)"
[ X" |=(V o) [0 ]|=0 (44)
[ XY =[X Y] +2R(XY) =[X, Y] +(pR(X,Y))"

PR(X,Y) =(p(R(X,Y)})) ve 1°(pR(X,Y))" =—(pR(X,Y))".

Burada R, V' in egrilik tensorii, V konneksiyonu fiizerindeki Lie tiirevi
(L, V), =V, VX +R(X,Y) seklinde ve Y vektor alam1 I{(M") nin keyfi elemani

olarak verilmistir (2).
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3.2. 1° Almost Parakompleks Yapisina Gore 1-Form, Vertikal, Komple ve
Horizontal Liftlere Tachibana Operatorlerinin Uygulanmasi

Tamm 321 @eJ3(M") i¢in R iizerinde bir tensdér cebiri

I(M") = Zw I(M") olsun. Eger asagidaki sartlar varsa

rs=0 S

r50-I(M") = JI(M") doniisiimii M "' de Tachibana operatérii veya ¢, Operatorii

?,
olarak isimlendirilir.

a) ¢,, sabit kat sayilara gore lineerdir.

b) Tiim r ve s degerleri i¢in ¢, : S(M") — 3, (M").

S+1
* C
¢) Tim K,LeJ(M") icin ¢,(K®L)=(4,K)®L+K®4g,L.

d) Tim X,Y e 3;(M")igin $,xY =—(L,p)X. Burada L, ifadesi Y 'ye gore Lie

turevidir.

€)
(@,xmY =(d(gm)(@X)—(d(g (7°9)) X +n((, ) X)

=X (t,17) — X (1) +1((1, ) X) (45)
Burada 73, (M"), X,Y eJ;(M") ve ann(y)znéyyazﬂlr. M" de ¢

afinor alanina gore (r,s) tipli tim pir tensor alanlarinin modila I (M") dir
(1,4,7,9).

Teorem 3.2.1. L, i¢in X'e gore Lie tlirev operatorii, (43) bagmtist ile
tanimlanan bir almost parakompleks yap1 1° € I(T*(M")) ve $,o ifadesi ise M"de

Tachibana operatorii olmak iizere asagidaki formiiller elde edilir.

) (Fo@)(X",Y™)=20(pR(Y, X))",

i) (fo0)(X",8")=2X"((6"))-20(V, 0)",

i) (4,0)(0",Y")=-260" (0(Y")),

iv)  (4,0)(0",¢")=0. (46)
Burada V' nin egrilik tensérii R, X,Y eJ3{(M")' nin horizontal liftleri
XTYP e (T (M), ve o&0eI)(M")' nin  vertikal  liftleri  de

@', E,0" e 3, (T"(M")) seklinde ifade edilir.
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Ispat . (43) ve (45)' den
i)
(3,00)(X"Y") = (o, @)Y "
= 17X (@(Y") - X" (0(1°Y ™)) + (L, 1°) X ™)
= X" (@Y")- X" (@Y ")+ YH, 1PX" |- 1°[Y ", X" )
= Y", X" ]-1P[YH X))
=o(([Y, X]" +(PREY, X)) - 1°([Y, X]" +(pR(Y, X))
= oY, X]" +(pREY, X))" -[Y, X]" - 1°(pR(Y, X))")
= o((pR(Y, X))" +(PR(Y, X))") =2w(pR(Y, X))
i)
(8,00)(X",0") = (0, ®)6"
= 17X (@(8"))- X" (@(1°6")) + (L, 1°) X™)
= X" (@(0") + X" (@(0")) + o((Ly 1° X" -1°L, X ™))
=2X"((0") +o( 6", X" ]-1°[ 6", X" ))
=2X"(@(0")) + o(-(V,6)" +1°(V,0)")
=2X"(@(8")) + o(-(V0)" -(V4)")
=2X"(w(8")) -20(V , 0)"
iii)
(3,00)@" Y") = (f0p @)Y "
= 176" (o(Y"))- 0" (0(1°Y ")) + (L, 1°)6")
=-0" (o(Y"))- 0" ((Y")) + ([ Y",1°0" ]-1°[Y",0" )
=-20" ((Y")) +o(-[ Y™, 0" ]-1°[Y",6" ))
=-260" (o(Y")) + o(-(V,6)" -1°(V,6)")
= 260" (o(Y ™)) + &(~(V,0)" +1°(V,0)") =—-26" (o(Y "))
iv)
(8,00)(0" &) = (P, @)&"
= 170" (@(£") - 0" (o(1°&") + (L, 1°)6"
=—0" (&) +6" (&) + o &' ,1°0" |-1°[&',6" )
:w([égv,_ev}_|D[§v’9v}):w(_[§v’9v]_|D[§vﬂv]:0

elde edilir.
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Teorem 3.22. (43)' de tamimlanan bir almost parakompleks yapi
1° e 3;(T"(M")) ve M" iizerindeki Tachibana operatérii de ¢, olsun. Bu durumda
asagidaki sonuglar elde edilir.

) o X =0,

i) Po,n0 =2(V,0),

i) o, X" =0,

iv) o, =0,

V) B XM ==2(p(R(X,Y))",

Vi) o XE=-2(p(LV),)", )

L, i¢in X 'e gore Lie tiirev operatorii, X € J;(M")'nin komple ve horizontal liftleri
XCYT eI (T (MM) ve &E600eI)(M")' nin  vertikal  liftleri  de

.0, @ e T3 (T (M) seklinde ifade edilir.

Ispat. (37), (43), (44) ve Tanim 4' den
i)
Bop XE=~(L1°)8" =—~(L c1°6" ~1°L 6")=—~(-L 6" —I°L .6")
= (Lxe)v +1 D(Lxg)v :(Lxe)v _(LXQ)V =0
i)
Brogn0” =—(Ly 1P M = (L, 1°Y " —1PL, Y™y =—L Y™ +1°L "
= _(_(VY e)v )+1 D(_(VY e)v) = (VY e)v -1 D(VY g)v = 2(V\( e)v
i)
(¢|D9\/ X H) = _(LXH I D)ev = _(LXH I Dev -1 DI—XH 0\/)
=—(-L0" —1°(V,0)") =~(~(V,10)" +(V,0)")
=(Vx9)v _(ng)v =0
iv)
(o &) =~(Lu1°)0" ==(L,1°0" —1°L,,6")
_ v D vy _ v D v _
=—(-L,0" -1°L,,6")=L,,6" -1°L,,6" =0
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Bogn X ==(L 1P =—(L W 1°Y" —1°L Y™y =—L Y +1°L ,Y"
=—([X,Y]" +(PROGY D) +1°([ X, Y] +(pR(X,Y))Y)
=X, Y] =(PROGY))Y +[X, Y] =(PR(X,Y))" =—2(p(R(X,Y))"

vi)

Boyn X& =—(Lc 1P =—(L1°Y " —1°L Y") =—(L,.Y" —1°L .Y™)
=—([(X.Y]" +(p(L V), ) = 1P (XY ]+ (p(LyV))Y)
=—[XY]" = (p(L, V), )Y +1°[X, Y] +1°(p(Ly V), )"
==X Y]" = (p(Le V) )Y +[X Y] =(p(LV),)Y ==2(p(L V), )"

elde edilir.

3.3. Kotanjant Demet Icerisinde Diagonal Liftlere Goére Vishnevskii
Operatoriin 1— Forma Uygulamisi ve Almost Parakompleks Yapimn Vertikal,

Komple ve Horizontal Liftlere Gore Kovaryant Tiirevleri.

Tamm 3.3.1. M" iizerinde bir lineer konneksiyon V ve ¢ 3;(M") olsun.
Biz herhangi bir X,Y € 3;(M") igin Tanim 4' deki d sartin1
AV, Y =V Y =V, Y
bagintisi ile yer degistirebiliriz.

O zaman M" de Vishnevskii operatorii veya ¥, -operatorii olarak yeni bir operator

diisiinebiliriz. ¥, ' I(M") = 3(M") doniisiimii Tanim 4 deki a), b), ¢), e) sartlarim
ve d') sartlarin1 saglayan bir doniisimdiir (1,4,9).
@ € 3} (M) olsun. Tanim 5 den asagidaki baginti elde edilir.

(w,@)(X,Y) = (v, x0)Y
=(pX)(f @) - X (sz ) — a)(V(/,XY —o(V4Y)) (48)
=(V x0—=Vy(0°@))Y

(48) den y 0=V ,0-V,(w-p) ifadesinin sonucu 1- formdur. Ayrica

X,Y € 3;(M), ve (wop)Y = w(pY) dir.
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Teorem 3.3.1. M" de Vishnevskii operatorii ¥,» ve (43) bagmtisinda

tanimlanan 1° € 3(T"(M")) almost parakompleks yapisi icin agagidaki sonuglari

elde ederiz.
) (we@)(X".Y")=0,

i) (poo)(X",0")=2X"((8"))-20(V,0)", (49)

i) (p,,0)(@,Y")=-20"((Y")),

V) (eo)0,&)=0,

Burada M" den T*(M")' ye bir afin konneksiyon V' nin horizontal lift V",
X e3(M™)' nin  komple ve horizontal liftleri X®,Y" e (T*(M")) ve
E,0,0e I (M") nin vertikal liftleri de &,60", 0" e 3;(T*(M")) seklinde ifade
edilir.

Ispat. (48) ve Tanim 5 den,

i)
W0 @)X Y™) = (o, w @)Y = 10X (@Y ) = X (@(1°Y™))
_w(erXHYH -1 D(VEHYH))
= X" (o(Y") = X" (@(Y™))
(VYT =17(V,Y™)

=-a((V,Y)" =(V,Y)")=0

ii)
W0 @)(X",60") = (5,1 ®)0" =1°X" (0(0")) - X" ((1°6"))
—o(Vi, w60 —1°(V5,0")
= X" (@(0")) + X" ((0")) = (Vi 0" =1°(V6)")
=2X"(@(0")) - o((V0)" +(V40)")
=2X"((6")) -20(V , 0)"
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i)
(l//IDa))(HV Y H) = (W,ng a))Y ;
=190 ("))~ 0" (@(1°Y ") ~(V'h, Y ¥ ~12(VY "))

==0"(o(Y")) = 0" (@(Y") (VY =1 (VLY™))
=-20"(a(Y"))

iv)

W0 0)(0" &) = (0 @)
=1°0"(0(&")) = 0" (0(1°E")) ~ (Vb0 & =1°(V}5EY))
=-0"(0(&") +0" (0(&) ~o(-V & —1°(V,€Y))
= V)& +1°(v},6) =0

Teorem 3.3.2. (43) bagmtisinda tanimlanan bir almost parakompleks yapi

1° € 3;(T"(M")) olsun. Vertikal, komple ve horizontal liftlere gore | ® nin asagidaki

kovaryant tiirevleri sifirdir.

i) (VIR =0,
i) (Vi.17)0" =0,
i) (Vc1”)o' =0,
iv) (VI IP)Y" =0,
v) (V1) =0,

(VS 1°)8" =0,

M" den T*(M")' ye bir afin konneksiyon V' nin horizontal lift V",
X e3y(M™)' nin  komple ve horizontal liftleri X®,Y" e 3 (T*(M")) ve

®,0 € 3, (M")'nin vertikal liftleri de @’,8" € 3 (T*(M")) seklinde ifade edilir.
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Ispat. (43), (44), Tanim 2, Onerme 1, Onerme 2' den
H [DyyH H |DyH | DpgH yH
(VEL PR = VR 1PV R 1P (vH Y H)

i)
=VEYT 1PV, V)" =(V, V) —(V, V)" =0
(V2 128" =vi 18" —1°(v",.6")
ii) X X X
=_V§H9V —1°(V,0) =—(V,0)" +(V,0)" =0
- (V5P =V5 10" 17V 0" =V 0" —1°(V, o)
:_(vxw)v +(wa)v =0
(VR IP)YH =vH 1Py R —PvR Y "
iv) o) [0 [0)

=VEYT 1PV YR =0
v (VRIP)0 =V 1P0" —1PVh 0" =—V", 0" 1PV, 6" =0

vi) (VS 1P)8" =V, 170" —1°VE, 0" =-V©, 6" —1°VE, 6" =0
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4.SONUC

Bu tez ¢alismasi, kotanjant demet T*(M")" icerisinde 1° almost parakompleks

yapisinin (The diagonal lift 1°) kovaryant tiirevleri ve 1° almost parakompleks
yapisina gore liftlere uygulanilan Tachibana ve Vishnevskii operatorlerini konu

almistir. Ik olarak kotanjant demet icerisinde Tachibana operatdrleri, 1° almost

parakompleks vyapisina gore vertikal, komple, horizontal liftlere ve 1- forma

uygulanmistir. Ikinci olarak kotanjant demet T*(M")' igerisinde diagonal lift 1° ye
gore Vishnevskii operatorleri 1— forma uygulanmistir. Son olarak da T*(M")' de

vertikal, komple ve horizontal liftlere gére |° nin kovaryant tiirevleri ile ilgili bazi

yeni sonuglar elde edilmistir.
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