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OZET

LIPSCHITZ FONKSIYONLARI {CIN BAZI YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

AYDIN, Alper
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiis(
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Damsman: Dog. Dr. imdat iSCAN
TEMMUZ 2017, 29 Sayfa

Bu tez gahismasi, Lipschitz simfindan fonksiyonlar igin bazi yeni tip integral
esitsizliklerin elde edilmesi iizerine olup, ilk olarak ¢aligmamiz i¢in gerekli olan
tamm ve teoremler verildi. Calismamn bulgular kisrminda, Lipschitz simfindan
fonksiyonlar igin farkh iki tip integral ortalamasi arasindaki farklarla ilgili baz1 yeni
esitsizlikler elde edildi ve elde edilen esitsizliklerin bazi 6zel ortalamalara

uygulamalan verildi.

Anahtar Kelimeler: integral esitsizlikleri, Lipschitz fonksiyon, integral ortalamalan



ABSTRACT

SOME NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR LIPSCHITZIAN FUNCTIONS

AYDIN, Alper
University of Giresun
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Imdat {SCAN
JULY 2017, 29 Pages

This thesis study is about obtaining some new type of integral inequalities for
functions from the Lipschitz class. Firstly, definitions and theorems necessary for our
study are given. In the findings of the study, some new inequalities related to the
differences between the two different types of integral averages for functions from
the Lipschitz class were obtained and given applications to some special means of

the inequalities obtained.

Key Words:Integral Inequalities, Lipschitzian Function, Integral Means
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1.GIiRIS

1.1.Amag¢ ve Kapsam

Esitsizliklerin kullanim nedeni kisttlanin sembolik anlatimidir. Hayatta bir¢ok
isi yaparken kisitlarla karsilasinz. Sonra bu kisitlarla bir iriin meydana getirmeye
¢alisinz. Bu kisitlann bazen alt simn bazen de {ist simn vardir. Bazen de aralifin
icindedir. Yagsamin tam da iginde oldugu gibi...

Bu sebepledir ki esitsizlik teorisi Matematik igerisinde 6nemli yer tutar. Tarih
boyunca birgok bilim adarm bu teori lizerine yoguniasmis ve iirlinler ortaya
cikarmustir. Esitsizlikler Gizerine ilk gercekgi ¢caligma 1934 yilinda Hardy, Littlewad
ve Polya tarafindan "Inequalities” adli kitapta toplanmustir (1).

Bu galismada esitsizliklerin kullamm alanlan ile ilgili ayrintili calismalar yer
almnktadlr.ilerleyen donemde E.F.Beckenbach, R.Bellman, Mitrinovic, Pecaric, Fink
de bu alanda ¢alismalar yapmiglardir(2).

Konvekslik ile ilgili gahsmalann temeli M.0.3. yiizyila kadar dayanmaktadur.
ilk olarak Arsimet'in 7 degerini hesaplamasiyla baslar. Fakat yiizyillar boyu elle
tutulur bir gelisme olmamig ta ki Hermite'in 1881 yilinda elde ettigi bir sonugla
tekrar giindeme gelmistir. Asil olarak konveksligi Jensen ele almaktadir. 1905
yilindan sonra Jensen'in yaptigi c¢ahsmalar bilim adamlan tarafindan kabul
gormiistiir. Konveks fonksiyonlar ile ilgili egitsizlikler ise Beckenbach ve Bellman
(1961), Mitrinovic (1970) gibi arastirmacilar kitaplarinda yer vermigtir. Bagh basina
konveks fonksiyonlar igin egitsizlik igeren ilk kaynag 1987 yilinda Pecaric yazmistir
3).

20. yiizyilda konveks fonksiyonlar ve esitsizlik teorisi iizerine onlarca bilim
adamt gahismistir. Yakim zamanda esitsizlik teorisi Matematikgiler tarafindan
yakindan takip edilmekte ve ilgi gérmektedir.Bilinen esitsizliklerden daha genel veya
daha 6zel durumlar ¢alisiimaktadir.

Son yillarda Hermite Hadamard tipli esitsizlikler gesitli konveks fonksiyon
simflan igin caligilmistir (4,5).

Bu galiymada M-Lipschitz Fonksiyonlari igin baz: yeni tip integral esitsizlikleri
elde edildi.



1.2.Genel Kavramiar

Tamm 1.2.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A g Lvex,ye 4 keyfi olmak

iizere;

B={zeL rz=m+(l-t)y ,Osril}g.d

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger zeB ise z= ax-i-(l —-a)y
esitligindeki x ve y katsayilari i¢in & +(l—a) =1 bagmtisi her zaman dogrudur. Bu

sebeple konveks kiime tammindaki a,(l—a) yerine a+ f =1 sartim saglayan ve

negatif olmayan «,f reel sayilanini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug

noktalan x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks

kiime, bo§ olmayan ve iki noktasim birlestiren dogru pargasini iceren kiimedir (6).

Sekil 1.1. Konveks kiimeler

v

Sekil 1.2. Konveks olmayan kiimeler

Konveks kiime tamimina gore, R deki her bir aralik R nin bir konveks alt kiimesidir.



Tamm 1.2.2. (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:/ = R bir fonksiyon

olmak Gizere her x,yel ve & E[O, l] icin,

f(ax+(1—a')y)saf(x)+(l—a)f(y)

Sartin: saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger esitsizligi x# y ve
ae (0, l) i¢in kesin ise bu durumda /* fonksiyonuna kesin konvekstir denir

Yukaridaki tammi su sekilde de ifade edebiliriz: Eger B = {(x,y):y = f(x),

x € I} kiimesi konveks ise fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Eger ae[O, l] kapah arahigindaki ug noktalan disanda birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon sartindaki * < yerine “<" gelir, yani ;

Sax+(1-a)y)<af(x)+(1-a)f(»)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir (7).
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Sekil 1.3 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Tamm 1.2.3.(Konveks Fonksiyonlarin Ozellikleri):

a) Kapal aralikta tanimh konveks fonksiyon sinirlidir.

b)f:I = R konveksfonksiyon ise / * de f '_(.\‘) ve f_'(x) vardir ve ayrica
artandir.

¢)f:1 — Rkonveks fonksiyonu/ agk araliginda konvekslik saglamyor ise,

sayilabilir bir £ kiimesi haricinde f' mevcuttur ve de sitreklidir.



d) k tane fonksiyon R = R ye konveks fonksiyon mevcut olsun. Bu durumda
k
f(x)=2ajfj {(x),a,>0:(j=12,....k)
i=

fonksiyonu da konvekstir.

Teorem 1.2.1.f , fonksiyonu [a, b] aralifinda konveks ise;
a) f, (a, b) arahginda siireklidir.
b) £, [a, b] arahginda simrhidir(9).

Tamm 1.2.4. (M-Lipschitz Sarti): f: [ - R bir fonksiyon olsun.

vx,y € ligin|f(x) — fF()| < M|x — y|
ise f ye [ lizerinde M-Lipschitzsartini saghyor denir (10).

Teorem 1.2.2.f:/ — R konveks ise, I° da bir [a, b] kapali arahginda Lipschitz

kosulunu saglar (8).

ispat. /, dabire > O alalm. [@ —&,b + €] € I, m ve M, f'nin bu aralikta alt ve {ist

sintrlan olsun. x ve y, [a, b] kapali arahiinin aynk noktalan ise

£
z—y+|y_x|(y—x)
_ Iy — x|
e+ |y -x|
O zaman
ze€la—-gb+e], y=z+(1-Ax
bulunur.

F) =A@ + (1= DFG) = AMF(2) — F)] + £ )
FO) = f() < AM ~m) < 2=

&

(M—m) =Kly—«x|



Burada K = @ dir.

Herhangi bir x, y € [a, b]i¢in dogru oldugundan |f(y) — f(x)| < K|y — x| ifadesi

istenilen sonugtur,

Tanmm 1.2.5. (Harmonik Konvekslik): /< R\ {0}bir arabk olmak iizere f:/ - R

fonksiyonuVx,y €l ve t e [0, l] ,

s Jerra-0sta

esitsizlifini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon, eger
esitsizlikte “<” yerine “>” kullamlirsa, bu durumda f’ye harmonik konkav

fonksiyon denir (11).

Teorem 1.2.3. (Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi): I, R de bir aralik,

f:1cR->R,f,! datammh konveks fonksiyon ve a,b € [ ve a < b ise

b 1 P
D sy foaxs

fla) + f(b)
2

esitsizligine literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in hermite hadamard integral
esitsizligi denir (8).
ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan [a,b] arah@inda simrh ve siireklidir.

Bundan dolayr’ £, [a, b] de integrallenebilir.

Sag tarafiaki egitsizligin ispat igin x =ta+(l —r)b,r € [0,1] olsun. Bu durumda,

I h 1

_[f(-")‘i‘f=ff(m+(l—t)b)dr

b-a- .

< f(a)j[tdr +f(b)j-(l —1)dl

]



WACLIAQ)
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esitsizligin sag tarafi elde edilir. Esitsizligin sol tarafi i¢in

1 k
= [ (x)et
integralini
1 ! B t
E'!f(x)dx=b—a _!:f(x)dt+$f(.\']dr

"i

1b-
Elde edilen birinci integralde x =a+ ( 5 i) degisken degisimi ve ikinci

t{b- . .
integralde x=b- (—2i) degisken degisimleri yapilirsa, buradan

ve

%f (a)ae= L j[ f(a+’(b2—a))+ j.[b_:(b;a) H‘”

{]

2if(%+%)dt=f(“;b)

elde edilir.



Teorem 1.2.4. (Harmonik Konveks Fonksiyonlar igin Hermite Hadamard
Esitsizligi): f:1 = R — {0} = R harmonik konveks fonksiyon a, b € I, a < b olsun.
Eger, f € L[a, b] ise

2ab ab (P f(x) f(a) + f(b)
Jr(a+b)sa—l’JL x? dx < 2

esitsizligine harmonik konveks fonksiyonlar i¢in hermite hadamard esitsizligi denir
(12,13).

Ispat. f:1 - R harmonik konveks fonksiyon ise her Vx, y € [ igin

f (xZiyy) > f(x) er f)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte keyfi ¢t € [0,1] igin

ab ab

x=ta+(1—t)b’ y=tb+(1—t)a

secersek

( 2ab ) < f (tb+?1b-t)a) +f (m+?1b-c)b)
a+b/~ 2

esitsizlifini elde ederiz. Son esitsizligin her iki tarafimin, ¢ ye gore [0,1] iizerinden

integralini alirsak

1 1
) s %U f (ﬁ) a +fo a5 (f —55) ‘“]

esitsizligini elde ederiz. integrallerin her biri

ab_°f(x)

b—a x2

dx

a



defierine esit oldugundan, esitsizlik (2.3) "Gin sol tarafini (2.4) ten elde ederiz. (2.2)
esitsizligi kullanilarak, x = a, y = b ve t ye gére {0,1] aralifinda integral alimirsa
ikinci egitsizligin ispatin1 yapmis oluruz.

Simdi de f:(0,0) = R, f(x) = 1 fonksiyonu'nu goz 6niine alalim. Boylece

her x,y € (0,0) ve t € [0,1] igin

S ). YT
1= f(Gramey) = OV + A-0fe = 1

elde edilir. Bu yiizden (0, o) Gizerinde f fonksiyonu harmonik konvekstir. Burada

2ab\ ab (f(x), fla)+fb) _
f(a-r-b)_l' Sz =1 Sz

b—al, x2 ' 2 !

oldugundan(2.3) te esitlik oldugu agik¢a goriiliir,

Tamm 1.2.6.(Hipergeometrik Fonksiyon): ,F, (a,b;c;z) hipergeometrik
fonksiyonu

LFy (a,b; ¢; 2)=——— fnl (1= 1 (1 —zt) %dt,c > b > 0,|z] < 1

B(b.c-b)

seklinde integral gosterimi ile tanimlanir (14).

Tamm 1.2.7.(Beta fonksiyonu): m,n > 0 igin,

|

B(m,n) =J‘x"’" (1 —x)"_[ dx

0

biciminde tanimlanan iki degiskenli fonksiyona Beta Fonksiyonu denir.

Teorem 1.2.5.(Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilart igin;
lx +yl < Ix| + |yl,
|lx1 = Iyl] < 1x = yl,
|lxl = 1] < )x + yl,

ve timevarim metodu ile



2+ [xal| <l 4+ |2
esitsizlikleri gecerlidir (3).

Teorem 1.2.6. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu):f, [a, blarahiinda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun.Bu takdirde

f bf (x)dx

b
< f IF (0)ldx

esitsizligi gegerlidir (3).

Tamm 1.2.8.(Iki Pozitif Say: i¢in Ortalamalar):aveb iki pozitif reel say1 olmak

iizere;
(1) Aritmetik Ortalama:
A= Aa,b) =22
(2) Geometrik Ortalama:
G =G(a,b) = Vab
(3)Harmonik Ortalama:
_ _zab
H=H(a,b) = —
(4)Logaritmik Ortalama:
a , a=b
L=L{ab)=] b-a
inb - lna' ° L



(5)Identrik Ortalama:

a, a=>b

I=1l(a,b)=11 ba'bi_a
—"(—E) ,a*b
e\a

(6)p —Logaritmik Ortalama: {(p € R\{-1,0})
a, a=b
Ly =Ly(ab) = [ P+l — gp+l %

(

T DG-o| 27"

ortalamalan vardir.
Bu ortalamalar arasindaki iliski agagidaki gibidir.

Hs6<slsl<A

10



2. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, ¢alismamizin bulgular kisminda elde edilen sonuglanmiza ¢oziim
tekni@i ve ispat yontemi agisindan yol gosteren (4) numarali kaynakta elde edilen

bazi1 sonuglar ispatlar ile verilmistir.

Teorem 2.1. f:1 € R — R, [ iizerinde M-Lipschitz fonksiyonvea,b€ !, a< b

igin,

() fnfto-n e

ve

b 1 ®
If(a);rf( )_b—af Flx)dx

< %(b —a) (2.2)

esitsizligi vardir.

Ispat.t € [0,1)olsun. Ya, b € [ igin
ltf(a) + (1 = )b — fta + (1 - £)b]|
stlf(a) = flta+ (1 — b} + (1 - O)If(b) — f(ta+ (1 —t)b)|
<tMla—-(ta+ (1 =0)b)| + (1 = )M|b - (ta + (1 - t)b)|
=2t(1 - )M|b — q| (2.3)

Burada t = ; secilirse

b N
w_f(a; )| <5lb-al (2.4)

bulunur. Sirasiyla, a, b yerine ta + (1 — t) ve (1 — t)a + tb yazilirsa

11



|flta+ (1 - O)b] + FI(1 - O)a + tb] a+b
| 2 —f( 2 )|
SM—IZ';;IIIb—aI (2.5)

vt € [0,1]. Eger (2.5) esitsizliginin {0,1] araliginda integralini ahirsak

E[flf[ta + (1 - £)b]dt + flf[(l ~8a+ “’]dt} - f(a : b)|
0 0

2
Mlb—al 1!
g—l lf |2t - 1|dt
2 0

Bu nedenle
1 1
ff[fa+(1—t)b]dt)=ff[(l—t)a+tb]dt
1] 0
1 b
=;:3Lﬂﬁm
ve
1 1
2t—1ldt ==
fol t—1|dt 2

(2.1) esitsizligini elde ederiz.
Daha dnce not aldigimiz (2.3) esitsizliginde

[tf(@)+ (1 —b—=flta+ (1~ )b]| < 2t(1 — O)M|b — a|
vt € {0,1] ,a,b € I ve a < b igin [0,1] araliinda integral ahnirsa

1 1 1
d b 1-t)dt — - t)bld
H@Ltt+ﬂ)L( O)de Lﬂm+u £)blde

1
<2M(b-— a)f t(1—t)de
0

Bundan dolay:

1 1 1 1 1
f tdt:f (1—t)dt=i, ft(l—t)dt=g,
1) 1] 4]

ile

12



b b
f(a);-f( )_biaf FO)dx

Sg(h—a)

(2.2) esitsizligini elde etmis oluruz. Boylece ispat tamamlanmug olur.
Sonu¢ 2.1. f: 1 € R — R, I aralif izerinde konveks ve tiirevienebilen bir

fonksiyon,a,b € [ 6ylekia < b ve M = supte[a,b”f'(t)l < o olsun. Bu taktirde

1t +by M
0s;— fa F()dx — f(aT)sI(b—a) (2.6)
ve
b 1 b M
Osf(a);f()—b_afa f(x)de?(b—a) (2.7)
dir.

ispat. Ortalama Deger Teoreminden bu ispat agiktir. Teorem 2.1. den

|f(x) = fFO)I = |x = ylIf ()] < Mlx - yl,

yazilir.

Sonuc¢ 2.2. (1) p=1vea,b e Rile0 < a < bolmak iizere

bp+1_ p+1 b P bp—l
. (a+ ) sE—0-a

< -
O <orD-0 2 2
ve
aP — h?P bp+1 — ap+1 pbp—l

O ———GriDob-n> 3 9

esitsizlikleri vardir.
(a,beRiled<a<b

inb — Ina 2 1
0< - <
b—-a a+b” 4a?

(b—-a)

ViE

13



<a+b Inb — lna
- 2ab b—a

1
< -—
ST (b—-a)

esitsizlikleri vardir.

3Ya,beRilea<h

b) - +b b
Osem(;_zxp(a)_exp(az )Sele( )(b_a)
Ve

0 < EP@ Fexp®) _ew() —em@ _ew®)
2 b—a 3

esitsizlikleri vardir.

BabeRiled<a<b

L < a® 1/(b—aJa+b< 1 ,
o) (-

ve

&)

a®

1
ISe—m—S-‘—’xp(g(b—a))

egitsizlikleri vardir.

ispat.

(1) Sonug 2.1 de [a, b] iizerinde tamml f(x) = xP konveks déniistimii uygulanirsa
ispat tamamlanir,

(2) Sonug 2.1 de [a, b] iizerinde tammh f(x) = ikonveks doniisiimil uygulanirsa
ispat tamamlamr.

(3) Sonug 2.1 de agikea goriildiigii gibi R tizerinde tammh f(x) = e* konveks
doniisiimi uygulanirsa ispat tamamlanir.

(4) Sonug 2.1 de [a, b] Gizerinde tamimh f(x) = —Inx konveks déniisiimii

uygulanirsa ispat tamamlamr,

14



Sonu¢ 2.3.(f) a,beERilea<bvekeN

(a + b)z"“ bH2 — a?+2 | _ (2k + )max{a?, b%*) (b~a)
2 k+ DB -a)|~ 4 “
ve
|a2k+1 + b2k+1 b2k+2 —_ a2k+2 | (zk + 1)max{a2k bZk}
= < —— (b —a)
| 2 (2k + 2)(b — a)| 3

esitsizlikleri vardir.

(2) a,beRilea<b

I (a-i-b) smb—smal b—-a
€S\ b—a |13

ve

|cosa+cosb smb—sma| b—a
I 2 b—a |=-"3°

egitsizlikleri vardir.

Ispat.(1) Teorem 2.1 e [a, b] iizerinde tammh f(x) = x2%*! donitstimii uygulanirsa

ispat tamamlanir.

(2) Teorem 2.1 e [a, b] iizerinde tamml1 f(x) = cosx déniisiimii uygulanirsa

ispat tamamlanur (4,5).

15



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, Lipschitz simfindan olan fonksiyonlar igin farkli tip integral

ortalamalan arasindaki farklarla ilgili yeni bazi esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 3.1. f:1 € (0,0) — R, | iizerinde bir M-Lipschitz fonksiyon ve a, bel,

a<b olsun. Bu taktirde

e g2 [ 1] 0o

6b

u?

a
2F1 (1,241 - 75)

ispat.f, 1 iizerinde M-Lipschitz fonksiyon oldugundan wx,y€[a,b] icin;

|fGx) = FON = M|x -yl
dir.
Burada te [0,1] keyfi sayis igin,
x=th+(1-ta)

alinrsa

FICtb + (1 — )] — )| < Ml(tb+(1—ta) -

ta +(1 t)b ta+(1-t)b‘

|t2ab +t(1—t)(b*+a®) + (1 — t)%ab —ab
= | ta+(1-t)b

_ Mt(1-t)(b - a)?
T ta+(1-0)b

Sonug olarak

ab M(b — a)(b — a)?

feb+ (=t~ f o st -a

1&



esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte t ye gore [0,1] tizerinden integral alimrsa

ab
[tb + (1~ t)aldt — f f('E'T(l_t)b)dtl

1
<J-
0

1 =
< M(b - f ta-0
1)

b[l—t(l—-)]

ab
—ta-f (mdf|

_ 2
=M 2.t-‘1(12 4 1—-)3(22)

SR aa _ _ _ ab
Esitsizligin sol tarafindaki integrallerde sirasiylau = th+ (1 - t)aveu = TERERT
degistirmeleri yapilirsa
1 °f (u) M(b - a)?
du —=
= ff(u) = |_ — z1~"1(1241 .
esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanur.
Onerme 3.1. p € (1,0)\{2} ve a,b € R,0 < a < b olsun. Bu taktirde
bP~%(b —a)? a
P 2)p- 4:1 ——
|8 - g2rr?| <2 - (1241 -)
ispat. Teorem 3.1 de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde tammli f(x) = xP
konveks déniisiimii uygulanirsa
[ yiop b (b
u a x
- du — Pdx — i
b—aff(u)u b-aj, ' ‘ a2 b—aL xzdx
a

bulunur. Burada integral hesaplanirsa
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| bPt—aP*t ab(BPt - aP™ )|
-+ G-a)@-1 |

= p-2

= |Lh - G255
Sonug 2.1de f:1 < R = R, konveks ve tiirevlenebilen bir aralik ve a, b € ! dyle ki
a < bise M =supieqap I f '(t)[ < o oldugunu belirtmistik, Buradan,

pb?~2(b — a)?

L5 —abLh 3] < .

a

esitsizligi elde edilir.

Onerme3.2.p € (1, 00)\{2}ve a,b € R, 0 <a < b olsun. Bu taktirde

(b = a)?

|L- S| < A (L2 a1-3),

b

ispat. Teorem 3.1. de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde tanimli f(x) = i

konveks déniisiimii uygulanirsa,

b
Pfa) | ) ab (* .
J-f(u)d aauzd _b—afu du — _afau du
a
. A
= |71 e

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi icin Sonug 2.1.den M = suptE[a,bﬂ f '(t)| < w

ahmirsa M = 1/a® olup,

‘L‘l [ CASIc) P <
62| < Tepaz  2(1241-7)

yazilir.
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Teorem 3.2.f:1 € R — R, [ izerinde bir M-Lipschitz fonksiyon a, b, x, yel

a<x <y ve a< b olsun. Bu taktirde

1

M
< — —_ -
e S=[lb-y|l+x-a]

o2 [ roodu -2 [ roa

ispat.f, I iizerinde M-Lipschitz fonksiyon oldugundanvv, w €/ igin;
If(v) = FW)| < M|v —wi
dir. Burada te[0,1] keyfi sayis1 igin,

v=th+(1-tlavew=ty+(1-t)x

alhimrsa

If[tb + (1 = t)a} — flty + 1 = )x]| < M|t(b — y) + (1 ~ t)(a — x)|
<M[tlb =yl + (1 - t)la—x]]

Bu egsitsizlikte [0,1] lizerinden t'ye gore integral ahmrsa

1 1
f flth + (1 = t)aldt - f flty + (1 — £)x]dt
0 0

1
< Mf [tlb — y] + (1 - O)(x — a)]dt
0
soldaki integrallerde sirasiylau = th+ (1 —t)aveu = ty + (1 — t)x degisken

degistirmesi yapilirsa

1
y—

1 J M
‘EL fw)du - SE[Ib—y|+x—a]

xLyf(u)du

elde edilir.

Onerme33.p>1veab,x,yER 0<a<x< y ve a < bolsun, Bu taktirde

pb?
2
ispat. Teorem 3.2. de esitsizligzin sol tarafina [a, b] tizerinde tammi f(x) =xP

-1
|Lp(a, b) = L (x,¥)| < (b =y| + x —al.

konveks doniisiimil uygulanirsa
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1 b 1 (Y
\mfa f(u)du—y_xfxf(u)du

1
=5z

_ | hp+l _ gpt+l _ yp+1 — xP+1 |
[G-a)p+1) (-x)@+1)|

= |L,(a,b) — L,(x, y)|

pbP~!
< > ilb—y|l+x—a]

esitsizlifii elde edilir. Burada M = pbP~1 dir.

.Onerme3.4.a,b,x,y €R, 0 <a < x <yvea < b olsun. Bu taktirde
1 1 |
L(a,b) ~ L(x, y)I"z 2

[l6—yl+x—a]

ispat. Teorem3.2. de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde tamml f(x) = %

konveks doniigiimii uygulamrsa,

1 b 1 (7
|m [ rovau-—= [ raau

1 1
=| f dx— J’—
b—a xJ, x

2_ ! _|
b—ana y - xnx

-1 |
(e, b)  L(x, )
elde edilir. Sonug 2.1 in ispatina gore M = i'olup
1 1
lL(a,b)  L(x, y)
esitsizligi elde edilir.

Hb yl+x—a}
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Onerme 3.5.a,b,x,y ER, 0 <a < x <y ve a < b olsun. Bu taktirde
le” —e* e¥ —e*|

- <
|b—-a y-—x|

eb
?[Ib—-y|+x—a].

Ispat. Teorem 3.2 de esitsizligin sol tarafina [a, b] tGizerinde tanimli f(x) = e*

konveks doniisiimi uygulanirsa

1 b 1 Y 1 b 1 Y
b-aJ; f(u)du—y_xfxf(u)du =‘E—_——EL e“du—y_xxe“du
_e?—e® e¥—e*
“|b-a  y-x
b
S?[Ib—y|+x—a]

esitsizligi elde edilir,

Onerme 3.6.a,b,x,y €ER, 0 < a < x < y ve a < b olsun. Bu taktirde

1
[ini(x,y) — Ini(a,b)| < Z[lb -yl+x-al

ispat.Teorem 3.2. de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde tammh f(x) = —Inx

konveks doniisiimii uygulanirsa,

1
y—

1 b 1 (Y
= |— f —lnuduy — —— J’ —Inudu
b-al, y—xl

1 f y
|mJ; fuw)du — x.L f(uw)du

Inb® — Ina® (1 InyY — lnx*

=|1 b—a y—x

1 1
1/bb\b-e 1y¥\y—=
‘“[‘"z(a—a) ‘*[’"z(x—x)

|inl(x,y) — Ini(a,b)|
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bulunur. Sonug 2.1. den M = iolup

1
|inf(x,y) = Inl{a, b)| < >=[Ib ~y| +x —a]

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.3. f:1 € (0,0) - R, liizerinde bir M-Lipschitz fonksiyon a, b, x, yel

a < x <yvea < b olsun. Bu takdirde

| ab °f(u) xy [¥f)
lb-al, u? du‘y—x TRl
a X
M -1 -1
s g laxib = yI[bL™ (ay, bx) — L7 (x, )]

+byla — x|[L7*(x, y) — al™(ay, bx)]}
ispat. f, [ tizerinde M-Lipschitz fonksiyon oldugundan Yv, w €l igin
f W)= fW)l < My —w|
dir. Burada te[0,1] keyfi sayst igin

B ab
Ve ta+(1-Db

w= e
Ttx+ (1 -0y

alinirsa

If (ca + Flb— t)b) AT (xly— t)y)

ab xy |
< -
S ta+(1—-t)b tx+ (1—t)yl
tax|b — yl + (1 — )byla — ||
=M
[ta + (1 - O)b][tx + (1 - £)y]|
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t ye gbre integral alinirsa

|ab (f@, f”f(u) du‘

_ 2 — 2
|bau yxxu

t
<M {axlb = fo [ta + (1 — £)b][tx + (1 = £)y] &

\ 1—t p
+ yla"clf[1 [ta + (1 - £)b][tx + (1 — )y) t}

1 t
=M {axlb —Jflf0 [b +t{a = D)y + t(x = y)] a

1 t
+ byla —xlfl) [a +t(b —a)][x + t(y — x)] dt}

ax|b - y|
SM{(b D = x)f [H_]

x—y
byla — x|
S s e “‘]

Yukaridaki integrallerde basit kesirlere ayirma metodu uygulanirsa

1 x b(y — x)
f[t+—][t+—] T-ny- x) + —bxl bx]

= _[brl(ay, bx) = L' (x, )],

f ryi U 1(x,y) — aLl ' (ay, bx)]
[t+—]

elde ederiz. Bu degetler, yukandakl esitsizlikte yerine yazilirsa istenilen sonug elde

edilir.
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Onerme 3.7. p € [1,0)\{2,3}vea,b € R, 0 < a < b olsun. Bu taktirde

|62(a, b)Lh 5 (a, b) — azcx, L1575y

P

<P faxll = yl[bL71 ay,b3) - L3, )]

+byla — x|[L7 (x,y¥) — al™*(ay, bx)]}.

ispat. Teorem 3.3 de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde taniml f(x) =xP

konveks déniisiimi uygulanirsa

b—a u2 uz “lb-a

JIOPE M (OP
e ]

b b..p Y 4P

z f 3C—a’x— 2 [ x—dx
: —

elde edilir. Burada integral alinirsa

ab(b" B L) _xy(xP” 3—;\1”’3)|

b-a)®-3) @G-x(@E-3)|
elde edilir. Sonug 2.1. den M = pbP~? olup,

|ab(bP=3 — aP—3) _xy(xP” —3 _yp- 3)|
| b-a)p-3) @-x)(p-3)|

= |62(a, )L} 3 (a, b) - 62(x, )55 (%, )]
-1
<7 j —{axlb - y|[bL Y (ay, bx) — L~} (x,y)]

+ byla — x|[L™'(x,y) — aL™(ay, bx)]}

yazilir.

Onerme 3.8.p > 1vea b € R, 0 <a < b olsun. Bu taktirde

IH-I(a' b) - H-l(an)l
1
pS m{axw - yI[bL™ (ay, bx) = L™ (x, y)]
+ byla — x|[L7 (x,y) — aL™*(ay, bx)1}.
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1
x

ab [P xy (V=
B[ D [
b—al, x y—xJ, x

ispat.Teorem 3.3. de esitsizligin sol tarafina [a, b] tizerinde tamimh f(x) =

konveks doniisiimii uygulamirsa,

b
| ab (*fG) _ xy f”f(u) du‘

|6 —alj, u? y—xJ), u?

X

elde edilir. Burada integral alinirsa,

b+a y+x_( 1 1 )
2ab  2yx  \H(a,b) H(x,y)

buradan,
|H='(a,b) — H™'(x, y)
= m{axlb — y|[bL™ (ay, bx) — L™t (x,y)]

+ byla — x|[L7*(x,¥) — aL™(ay, bx)]}

bulunur.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglar orijinal olup, Lipschitz sinifindan olan
fonksiyonlar igin farkh tip integral ortalamalan arasindaki farklarla ilgili yeni bazi
esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen esitsizliklerin dnemli bir sonucu olarak,
ortalamalarla ilgili yeni egitsizlikler literatiire kazandinlmstir. Bu g¢alismadan yola

¢ikarak Kesirli integraller igin de bazi yeni esitsizlikler elde edilebilir.
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