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OZET

p-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN SIMPSON TiPLI INTEGRAL ESITSiZLIKLERI

KALYONCU KONUK, Nihan

Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dals,
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. imdat ISCAN
HAZIRAN 2017, 43 sayfa

Bu tez c¢alismasi p-konveks fonksiyonlar i¢in Simpson tipli esitsizliklerle ilgilidir. Bu
tezde, oncelikle konveks, harmonik konveks ve p-konveks fonksiyonlarla ilgili baz1 temel
tanim ve teoremler verildi. Daha sonra, p-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin 6zel
durumlar1 olan konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar i¢in literatiirde daha 6nce elde
edilmis bazi Simpson tipli esitsizlikler verildikten sonra, tezin arastirma bulgular1 kisminda
tirevlenebilir fonksiyonlar i¢in yeni bir 6zdeslik kullanilarak, p-konveks fonksiyon siifi

icin bazi1 yeni Simpson tipli esitsizlikler elde edildi.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, p —Konveks Fonksiyon, Simpson Tipli

Esitsizlikler



ABSTRACT

SIMPSON TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR p-CONVEX FUNCTIONS

KALYONCU KONUK, Nihan

Giresun University

Graduate School of Natural and Applied Mathematics
Department of Math, M.Sc. Thesis
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. imdat ISCAN

JUNE 2017, 43 Pages

This thesis is concerned with Simpson type inequalities for p-convex functions.
In this thesis, firstly some basic definitions and theorems about convex, harmonic
convex and p-convex functions are given. Then, after giving some Simpson type
inequalities previously obtained in the literature for convex and harmonic convex
functions, which are p-convex functions and special cases of these functions, a new
identity for the derivatiable functions is used in the thesis research findings, a basis for

the p-convex function class new Simpson type inequalities were achieved.

Key Words: Convex function, p-Convex function, Simpson Type Inequalities.
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1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii = degerini hesaplamasina
kadar uzanan bilinen basit bir kavramdir. Bununla birlikte matematikte yer almasi
19. ylizyil sonu 20. yiizyil basini bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak
Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun yaymlanmasi ile ortaya
cikmustir.

Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, daha az 6nemli sonuglar
vardir. Ama maalesef Hermite’ in temel ¢aligmalari sik sik onun orjinal yazar kimligi
verilmeden belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte ilgi ¢ekmekte olan
Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu matematik¢i farkli
konveks fonksiyon siniflar1 (quasi-konveks fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-
Levin simifi, log-konveks ve p-konveks fonksiyonlar, r -konveks fonksiyonlar, vb.)
ve Ozel ortalamalar (p-logaritmik ortalamalar, identrik ortalama, Stolarsky
ortalamalar, vb.) i¢in onu uygulamaya, genisletmeye, sadelestirmeye ve
genellestirmeye calismaktadir. Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve
bircok uygulamali matematigin ¢esitli dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici
giiclerinden biri olarak kabul edilmektedir. Esitsizlikler ile ilgili ¢alismalar son on
yildan fazladir matematigin bir¢ok farkl alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir
katki saglandig1 acgik¢a ortadadir. Ornegin; Hadamard, Cebysev, Ostrowski, Griiss,
Jensen ve Yamuk esitsizlikler ile ilgili bircok uygulama literatiirde Onemli bir yere
sahiptir.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934’te yazilan “Inequalities” adli
kitap esitsizlik teorisini konu alan ilk temel ¢aligmadir(l). Bu kitapta konveks
fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikler, problemler ve ispat yontemleri
bulunabilir. Tkinci ¢alisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de
yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarmi igeren
ve yine “Inequalities” adi verilen kitaptr. Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda
yaymladig1 ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic

Inequalities” isimli kitab1 takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler



iceren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” basligiyla 1987 yilinda
Pecari¢ tarafindan yazilmigtir. Bu temel kaynaklarin ek olarak “Inequalities

Involving Functions and Their Integrals and Derivatives”(2), “Classical and
New Inequalities in Analysis” (3), “Mathematical Inequalities” (4) ve “Convex
Functions and Their Applications” (5) literatiirde var olan diger kaynaklardir.

Aslinda biz konveksligi siirekli olarak ve bircok yolla yasamaktayiz. Ayakta
durus pozisyonumuz, ayaklarimizin kapladigr konveks alanin i¢ine agirhik
merkezimizin dik izdiisimii boyunca dengemizi korumaktadir. Ayni zamanda
konveksligin giinliik yasantimiz {izerinde de biiyiik etkisi vardir. Bu kavram fizik,
endiistri, tip, miithendislik, veri analizi, bankacilik, sanat gibi bilim dallarinin niimerik
uygulamalarinda da kullanilmaktadir. Oyle ki bu tiir fonksiyonlar kaynaklarin
dagiliminin optimumlastirilmasit problemlerinin ¢oziimii ve sans oyunlarinin
dengesinin saglanmasinda dahi kullanilmaktadir.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler? "sorusu i¢in 1978 yilinda Richard
Bellman tarafindan soéyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik g¢alismak i¢in bazi
nedenler vardir. Pratik agidan bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir
nicelikle smirlandirmak karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde
ortaya ¢ikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel
teoremler olusturulabilir.

Estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin bazi
parcalarmin uyumlu oldugu goriliir. Elde edilen esitsizliklerin géze hitap etmesi de
esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.

p —konveksligin daha geneli olan (p,h) konvekslik ile ilgili integral
esitsizlikleri ilk kez Z.B. Fang ve R. Shi tarafindan (6) da yapilmis olup daha sonra
Muhammed Aslan Noor ve arkadaslar1 tarafindan ¢alismalar siirdiirtilmiistiir(7,8).

Bu calismanin 6nemli bir yani1 daha dnce yapilan ¢aligmalarin genellemesi
olup 6zel durumlarda literatiirde konveks fonksiyonlarla ilgili daha 6nce elde edilen
calismalara inmektedir. Bir diger 6nemi de 6zel durumlarda p-konveks fonksiyonlar
icin yeni sonuglar elde edilir.

Bu calismada kullanilan 6zdeslik veya elde edilecek yeni tip 6zdeslikler
yardimiyla p —konvekslik, p —quasi konvekslik, (p, s) —konvekslik,
(p, h) —konvekslik gibi gesitli konvekslik fonksiyon siniflar1 i¢inde yeni galigmalar
yapilabilir.



p —konveksligin tanimmnm farkli bir versiyonu I. Iscan tarafindan verilmis
olup bu tanim ile ilgili Ostrowski, Hermite Hadamard tipli esitsizlikler i.iscan ve
arkadaslari1 tarafindan ¢alisilmigtir (9 — 12).

Biz de bu ¢aligmamizda, (10) da I.iscan tarafindan verilen p —konvekslik
tanimini ele aldik ve bu siniftan olan fonksiyonlar i¢cin Simpson tipli esitsizlikleri

elde ettik.



2. MATERYAL VE METOD

2.1. Temel Kavramlar

Bir f:1 € R - R fonksiyonu tim x,y € [ ve t € [0,1] i¢in
flx+ 1A -0)y) <tf()+ A -0f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonu konvekstir. Bu esitsizligin tersi alinirsa, f
fonksiyonu I # @ i¢in konkav oldugu soOylenir. Bu tanim literatiirde iyi

bilinmektedir.

Ornek 2.1. f:ISR- R, f(x)=|x| fonksiyonu I iizerinde konveks

fonksiyondur.

Sekil 2.1. Araliklar iizerinde konveks fonksiyon (f (x) = |x|)
Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

¥

fio) (b.1(o)

t f(a)+(1-t) f(b)
flta+(1-t)b)

fla)

Sekil 2.2. Konveks fonksiyon



Geometrik olarak; f” nin ta + (1 —t)b noktasinda almig oldugu deger,
(a,f(a)) ve (b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru pargasinin ayni noktada almig
oldugu degerden her zaman daha kiigiiktlir. Yani bu iki noktay1 birlestiren kiris her
zaman egrinin [a,b] arahiginda kalan kismmnin {izerindedir. Sekil 2.2 den de
gorildiigii gibi t € [0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde
(1 —-t)f(b) < f(b) dir. Dolayisiyla tf(a) + (1 —t)f(b), f(a) ile f(b) arasinda
olur. Konkav fonksiyon i¢in kiris egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin altindadir.

R iizerinde tanimli herhangi bir f konveks fonksiyonu igin

fl@) +7b)

,b €R
> a

(2.1) (b—a)f (CLZLb) < fbf(x)dx <b-a)

a

esitsizligi tim f:[a,b] > R konveks fonksiyonlar1 igin literatiirde Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881°de Hermite
tarafindan bulunmustur. Fakat bu sonu¢tan matematik literatiiriinde hicbir yerde
bahsedilmemistir ve Hermite’in sonucu olarak bilinmemistir. Konveks
fonksiyonlarm tarihi ve teorisi iizerine uzman Beckenbach, bu esitsizligin 1893°te
Hadamard tarafindan ispatlandigini yazmustir. Boylece (2.1) esitsizligi Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak bilinmektedir.

Simpson integral esitsizligi olarak adlandirilan asagidaki integral esitsizligi,

literatiirdeki en 1iyi bilinen sonuglardan biridir.

Teorem 2.2. (Simpson Integral esitsizligi). f:1 = [a,b] € R — R bir fonksiyon
olsun. || f (4)”00 < oo olmak iizere, f fonksiyonu I° iizerinde 4. mertebeden siirekli

tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Bu taktirde, asagidaki esitsizlik saglanir:

b
1[f(a) + f(b +b 1 1
ST o (M )]—b_afﬂx)dx < oo IF @1, 0 - @*.

Simpson tipli integral esitsizlikleriyle ilgili referanslar i¢in (13-15) ve bu makalelerin

kaynaklarina bakilabilir.



I.Iscan (16) da, harmonik konveks ve konkav fonksiyonlar1 asagidaki gibi

tanimlamistir:

Tanmmm 2.1. I € R\{0} reel bir aralik olsun. f:I - R fonksiyonu, Vx,y € I ve
t € [0,1] igin,

xy
(2.2) f (m) <tf()+ A -t)f(x)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Bu

esitsizligin karsit1 saglaniyorsa £ nin harmonik konkav oldugu sdylenir.

Ornek 2.2. f:(0,0) >R, f(x)=x ve g:(—,0) > R, g(x) =x olsun. f

fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon ve g harmonik konkav fonksiyondur.

Asagidaki 6nerme 6rnekten agikca goriiliir.
Onerme 2.1.  f:1 € R\{0} — R fonksiyonu verilsin. Bu taktirde;
i. 1<(0,0), f konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f harmonik
konvekstir.
ii. 1< (0,0), fharmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f konvekstir.
iii. 1< (—,0) , f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f
konvekstir.
iv. 1S (—,0), f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f harmonik
konvekstir.
v. Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini

asagidaki gibi verebiliriz:

Teorem 2.1. I € R\{0} —» R harmonik konveks fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun.
f € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik saglanir(7,10,17,18):

b
(2.3) ( 2ab ) < @ ([®, [@+fb)

a+b) " b—a) x2 2

a



Yukaridaki esitsizlik kesindir.

Ispat: f:1 — R ye harmonik konveks fonksiyon ise her Vx,y € I igin

2xy\ _f)+ )
f(x+y>S 2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte keyfi t € [0,1] i¢in,
ab ab

*Tlara-0b’ YTth+(-ba

segersek

f<2ab)<f(ﬁ)+f(ﬁ)
a+b) ™ 2

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizligin her iki tarafinin, t ye gore [0,1] lizerinden

integralini alirsak,

1

(2.4) ; (aZ-cll_bb> < %U; f (ﬁ) dt + fo f (ta-i—(a+t)b) dtl

esitsizligini elde ederiz. Integrallerin her biri

dx

ab fb f(x)

x2

degerine esit oldugundan, esitsizlik (2.3) 'tin sol tarafini1 (2.4)" ten elde ederiz. (2.2)
esitsizligi kullanilarak, x = a, y = b ve t ye gore [0,1] araliginda integral alinirsa
ikinci esitsizligin ispatin1 yapmis oluruz.

Simdi de f:(0,0) - R, f(x)=1 fonksiyonunu goz Oniine alalim.
Boylelikle her x,y € (0,) ve t € [0,1] i¢in

) e -
1= f(Gramay) = YO+ 01w =1



elde edilir. Bu yiizden (0, ) iizerinde f fonksiyonu harmonik konvekstir. Boylelikle

f(Zab)=1’ ab fabfg)dx=1, f(a)+f(b)=

a+b b—a 2 1

oldugundan (2.3) te esitlik oldugu agikga goriiliir.
Zhang ve Wan tarafindan p —konveks fonksiyon tanimi (17) de asagidaki

gibi verilmistir :

Tammm 2.2. | arahigt p —konveks kiime ve f:I — R bir fonksiyonu olsun. Eger

Vx,y € I vet € [0,1] i¢in

£ (e + (1= 7P ) < e ) + (L= OF )
esitsizligi saglaniyorsa “f ye p —konveks fonksiyon ya da PC(I) sinifina ait” denir.

Uyan 2.1. p =2k + 1, p=%, n=2r+1 m=2t+1 ve k,r,t € N olmak

1
iizere, Vx,y €1 ve t€[0,1] icin [txP + (1—t)yPlr €l ise I arahgna

p —konveks kiime denir (17).

Uyan 2.2. I < (0, ) reel arahigi ve p € R\{0} ise her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
1
[txP + (1 —t)yPlr €1

olur.
Yukaridaki uyar1 dikkate alindiginda, 1.iscan tarafindan (9) da p —konveks

fonksiyon i¢in asagidaki gibi bir tanim verilmistir:

Tanmm 2.3. I € (0,) bir reel arahk ve p € R\{0} olsun. f:I - R fonksiyonu
vx,y € I vet € [0,1] i¢in



£ (Ieer + 1= 0y ) < 0 + (1 - OF )

esitsizligini saglhiyorsa f ye p —konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.3‘de I c (0,0), p =1 ve p = —1 alinirsa, p-konvekslik sirasiyla
konvekslik ve harmonik konvekslige indirgendigi kolayca goriilebilir.

Birgok matematik¢i, son yillarda (6rnegin (7-10, 17, 19, 20, 21) ve
kaynaklar1) harmonik konveks ve p-konveks fonksiyonlarla ilgili esitsizlikler

konusunda bir takim ¢aligmalar yapmuglardir.

Ornek 2.3. f:(0,0) > R, f(x) =xP, p#0 ve g:(0,0) >R, gix)=c, cER
olsun. Bu durumda f ve g hem p —konveks hem de p —konkav fonksiyondur.
I € (0,0) > R, h(t) =t vep € R/{0} alirsak asagidaki teoremi elde ederiz(6).

Teorem 2.2. p€eR/{0}, a,b€l ve a<b olmak lizere, f:I(0,0) > R ye
p —konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde, f € L[a, b] igin,

aP + bPPp p o (PfX) . f@+fb)
2 ] Sblﬁ’—al’axl‘pdxS 2

25) |

esitsizligini elde ederiz.

Uyan 2.3. (2.5) deki esitsizligin kesin oldugu agiktir. Gergekten f:(0,0) — R,
f(x) = 1 fonksiyonunu g6zoniine alalim. Boylelikle her x,y € (0,) ve t € [0,1]
icin

1= £ ([t + (1= OBPF) = (/) + (1 - Of () =1

elde edilir. Bundan dolay1 f fonksiyonu (0,00) iizerinde p —konvekstir. Ayrica

a? + b7 p[Pf() f(a) + f(b)
[ 2 ] =L @) ™=l 7 !



degerleri (2.5) esitsizliginde esitlik oldugunu agik bir sekilde gosterir.

Onerme 2.2. I € (0,00) bir reel aralik, p € R/{0} ve f:I - R ye bir fonksiyon

olsun. Buna gore asagidaki sonuclar1 elde ederiz:
(1) p < 1 igin f, konveks ve azalmayan fonksiyon ise f, p —konvekstir.
(2) p = 1 i¢in f, p —konveks ve azalmayan fonksiyon ise f, konvekstir.
(3) p < 1 igin f, p —konkav ve azalmayan fonksiyon ise f, konkavdir.
(4) p = 1 i¢in f, konkav ve azalmayan fonksiyon ise f, p —konkavdir.
(5) p = 1 igin f, konveks ve artmayan fonksiyon ise f, p —konvekstir.
(6) p < 1 igin f, p — konveks ve artmayan fonksiyon ise f, konvekstir.
(7) p =2 1 igin f, p —konkav ve artmayan fonksiyon ise f, konkavdir.
(8) p < 1 igin f, konkav ve artmayan fonksiyon ise f, p —konkavdir.

Ispat: (0,0) araliginda tanimli g(x) = xP fonksiyonu, p € (=, 0) U [1, ®) igin
bir konveks fonksiyon ve g(x) = xP, p € (0,1] i¢in bir konkav fonksiyondur.
Gergekten; her x,y € (0,0) ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizliklerden bu durum

kolayca elde edilir.

1
[tx? + (1 —t)yPlr = tx+ (1 —-t)y, p=1,

ve

1
[tx?P + (1—t)yPlr<tx+ (1 —-1t)y, p<1.

Yukaridaki Onermeye gore p —konveks ve p —konkav fonksiyonlar igin

asagidaki ornekleri verebiliriz.

Ornek 24. f:1 €(0,0) > R, f(x)=x olsun. f fonksiyonu p <1 icin

p —konveks fonksiyon ve p > 1 i¢in p —konkav fonksiyon olur.

Ornek 2.5. f:1 € (0,0) > R, f(x) =x7P, p =1 igin f fonksiyonu p —konkav

fonksiyon olur.

10



Ornek 2.6. f:I €(0,0) >R, f(x)=—Inx ve p=>1 icin f fonksiyonu
p —konveks fonksiyon olur.
Ornek 2.7. f:1 € (0,0) > R, f(x) = Inx ve p > 1 icin f fonksiyonu p —konkav

fonksiyon olur.
Asagidaki 6nermelerde acik bir sekilde goriiliir.

Onerme 2.3. f:[a,b] € (0,) - R ve g:[aP,b?] » R fonksiyonunu gozoniine
1
alahm. p € R/{0} i¢in g(t) = f (t5> seklinde tanimlanirsa; f, [a,b] {izerinde

p —konvekstir ancak ve ancak p > 0 i¢in g fonksiyonu [aP, b?] lizerinde konvekstir

yada p <0 icin g fonksiyonu [bP, aP] lizerinde konvekstir.

1

Uyan 2.4. Eger f, [a,b] lizerinde p —konveks ise g(x) =f(t5) konveks bir

fonksiyon olup, bu fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini [a?, b?] ilizerinde

asagidaki gibi yazariz:

<
5 gdt <

(ap+bp>< 1 f“’ 9(a?) + g(b?)
g bP —av | , 2

a

Bu ise

o (75 et [ r(e)as OO

1
esitsizligine esdegerdir. Burada x = t? degisken degistirmesi kullanilarak,

bP 1

fap f(t5>dt=p :Q’_‘zdx

ve (2.6) esitsizligi ile birlikte (2.5) esitsizligini elde ederiz.
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2.2. p- Konvekslikle Ilgili Literatiirde Bulunan Baz1 Sonugclar

Lemma 2.1. f:I =[a,b] € R — R ye p —konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde
asagidaki esitsizlik elde edilir (8).

@+ b7\ 1| [[3aP +bP aP + 3bP1p
=)= | P )
2 2 4 4

b 1
p f() 1l [ [a? +bP1e ) | f(a)+ f(b)
pr—ap xl‘deszf [ 2 ] * 2

a

< %[f(a) +FB)].

Lemma 2.2. f:I =[a,b] SR — R ye I°(I nin i¢i ) lizerinde tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. f' € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik saglanir:

14 p

1 b
1 bP1p
@+ ar [[S58] )+ ro|- tes [ 8

a

_ bP — apf u(t) ! ([(1 —t)a? + tbp]%) dt

W= tap + ebp]
Burada

-Leefod)
6’ I2P

Seefi]
6’ 21

u(t) =

kiimesi kullanilmustir.

M. A. Noor, K. I. Noor ve S. Iftikhar (8) de yukaridaki lemmalar1 kullanarak,

p —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuglar1 elde etmislerdir:

12



Teorem 2.3. f:I =[a,b] SR — R ye [°(I nin i¢i ) lizerinde tlrevlenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € L[a, b] ve |f'|9, p —konveks fonksiyon ise I tizerinde q = 1

icin agagidaki esitsizlik saglanir:

b
aP + bP p f(x)
dx

a

£ r@+ar (| ] )| -

< (bP — aP)

{(Cl(pJ a, b)>1_E[C2(p: a, b)lf’(a)lq + C3(pr a,b)lf’(b)lq]

1

+|(@@b.@) 0@ b oI @1 + G 0.b, a>|f'<b>l"r},

Kisalik olsun diye burada asagidaki notasyonlar kullanilmistir:

e

C,(p,ab)= | 6

1 p: al )_ 1_ldt
0 [(1=t)aP +tbP] P

I
Ci(p,b,a) = j; = dt
2 [(A=t)aP +tbP] P

1 1
3 t—=|(1—1t)
CZ(pl a, b) = fz | 6| 1_£ dt
0 [(1—=t)aP +tbP] »

|t—5|t
6

1
C,(p,b,a) = fl —dt
2 [(1—t)aP +thP] »

1 1
2 |t—g|t

C3(p: a, b) = f 1_1 dt
O [(1—t)a? +tbP] »

5
S (¢ )
Cs(p, b, @) =f1 | 6| —dt.
2 [(1—t)aP + thP] »

13



Teorem 2.4. f:I =[a,b)] CE R — R ye I°(I nin igi) lizerinde tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. f’ € L[a, b] ve |f'|? p —konveks fonksiyon ise I {izerinde q = 1,

% + é = 1 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

1 aP + P p f(x)
Jr@ar| [+ rw| - 5 | S
NN
o a @i+ | (1222)] )
<——1(Cyr,p;a, b)) |

I U
f(b> +If’(b)lq\%

S

+ (C4(r p; b, a))

S
\

Burada asagidaki notasyonlar1 kullanilmistir:

17'

1
4 t —_—
2 | 6

Cy(r,p;a,b) = f —rdt
0 [(1—=t)aP +tbP] P

51”

-
6

= dt.

1
Cy(r,p; b, a) =_]; —
2 [(A=t)ar + thP] »

Uyan 25. f:I1=[a,b)] SR — R ye I°(I nin igi) ilizerinde tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. f' € L[a, b] ve |f'|? fonksiyonu konveks fonksiyon ise I iizerinde

q>1, % + 5 = 1 icin agagidaki esitsizlik saglanir:

[f(a) +af (222 )+ )~ 5

14



1+ 2™t )5

S(b—a)<m

[

I[ @+ | (222)] N (=" + 17 @)1 ]|

4 4

|
Teorem 2.5. f:I =[a,b)] S R — R ye I°(I nin igi) lizerinde tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. f’'€ L[a,b] ve |f’'|%, p —konveks fonksiyon ise [ iizerinde

rq>1, §+§ = 1 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir (8):

P f (x)
x

Pp_qb | x1-p
a

1
a? + bp]E

1
|r@+ar(| OB

4 (bP —aP) [ 142" \r
yr p 6™ 1(r+1)

x| pia DI @17 + Cola i, BIF B

T (Col@,pi b, DIF' @17 + Cs(q, p3 b, DIF' B3],

Burada asagidaki notasyonlar1 kullanilmistir:

1
2 (1-1)
Cs(q,p;a,b) = f — dt
0 [(1—t)ar +tbP]T»
1 t
Cs(q,p;b,a) = fl — dt
3 [(1=t)ar + tbP]*»
1
2 t
Ce(q,p;a,b) = f — dt
0 [(1—t)ar +tbP]T»
1
1-1)
Ce(q,p;b,a) = fl —dt
3 [(1=t)ar + tbr]*»
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2.3. Konvekslikle ilgili Literatiirde Bulunan Bazi Sonuclar

M. Z. Sarikaya, E. Set ve M. E. Ozdemir (22) de s —konveks fonksiyonlar ile

ilgili asagidaki teorem ve sonuglar elde etmislerdir:

Teorem 2.6. f' € L[a, b]; a,b € I° ve a < b olmak iizere f:I € [0,0) - R ye I°
lizerinde tlirevlenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1] igin |f’|, s —konveks ise

asagidaki esitsizlik saglanir:

e r@+ar (50) 4 r@)] - j F)dx

(S-4)6S+1 4+ 2 X 55+2 — 2 3S+2 +2

<(b-—a) 65t2(s +1)(s + 2)

[f" (@] + 1Bl

Uyan 2.6. f' € L[a,b]; a,b € I° ve a < b olmak lizere f:I € [0,0) > R ye [°
lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. [a,b] iizerinde |f’| konveks ise

asagidaki esitsizlik saglanir:

S(b—a) , ,
0P @I+ PG

e[ r@+ar(52) 4 rw] - —ff( )dx

Uyant 2.7. Uyar1 2.6 ya gore, f(a) =f(a+b) f(b) ise asagidaki esitsizlik

saglanir:

a+b> _S(b— a)

b
ﬁff(x)dx—f( 2 [1F' @I+ 1f )1

Uyar1 2.6, Sarikaya ve arkadagslari tarafindan (23) te kanitlanmustr.
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Teorem 2.7. f' € Lla, b]; a,b € I° ve a < b olmak tizere f:I € [0,0) - R ye [°
tizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1], ¢ > 1 ve %-&- é =1 i¢in

|f'|9, s —konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

| @+ ar (50) 4 r@)] - f Fx)dx
1{ a+b\ 149 3 a+b\ |1 %I
b—a) (1+201\p | (11 +|f (22)] IF @I+ | (<))
= 12a <3(;+1)>4|< s+1 * s+1 }
\ )

Uyan 2.8. f' € Lla,b]; a,b € I° ve a < b olmak lizere f:I € [0,0) - R ye I°
tizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve %+$ = 1 i¢in [a, b] lizerinde

|f'|? konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

@ +ar (S52) + 0] - 5= f FCdx

1

[ 1)
o= rani| (ror s G ror Y|
=712 <3(p+1)>| 2 2 [

\ )

Uyan 2.9. Uyar1 2.8 de ' (a:—b) = 0 ise agagidaki esitsizlik saglanir:

@+ ar (S50) + ] - f FCdx

<(b—a) 1+ 2P+t 5i If'(B)| + |f'(a)]
=76 \3(p+1) 2 '

Uyan 2.10. Uyar1 2.9 da f(a) =f(a+b) f(b) ve p=q =2 ise asagidaki

esitsizlik saglanir:

17



b
1 a+b (b—a) (If' D)+ |f'(a)
b—ajf(x)dx_f( 2 )‘ 6v2 < 2 )

Uyan 2.11. Teorem 2.7 de f(a) = f (a+b) f(b) ise asagidaki esitsizlik saglanir:

f Feodx— £ (“37)

1

( 1 1)

0o sz [ e Y r@es )|
= 12 <3(p+1)>| s+1 4 s+1 i
\ )

Simpson tipli esitsizligin s —konveks fonksiyonlar1 i¢in bir baska

versiyonunu asagidaki gibi verecegiz.

Teorem 2.8. f' € Lla,b]; a,b € I° ve a < b olmak lizere f:1 € [0,0) > R ye [°
lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1], g>1 ve %+$= 1 i¢in

[a, b] tlizerinde |f'|? s —konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

o r@ar(50)+ (b)]——f F)dx

< (b—a)(1+2P* z @ =DIf'BIT + I (@) a N @ =DIf' @I + If’ (b)lq a
- 12 3p+1) 25(s+ 1) 25(s+ 1)

Teorem 2.9. f' € L[a,b]; a,b € I° ve a < b olmak iizere f:1 S [0,0) - R ye I°
lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1] ve g = 1 igin [a, b] lizerinde

|f'|9 s —konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:
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%[ (@) + 4f (“%b) + £ - . fb fG)dx

b—a/5 1 2X 552 4 (s —4)65T1 — (25 + 7)3°*
< 2 (%) {( 3 X 6s+1(s + 1)(5 + 2) If (b)lq
(2s+1)3*1+2 7
X6 s+ D612 (“)|q>
(2s +1)35t1 +2 ,
(3 <6+ DG+ O

2x5%2 4 (s —4)6°* — (2s +7)35*1 a
+ s+1 If' (@]9 .
3xX65t1(s+1)(s+2)

a+b
2

Uyant 2.12. Teorem 2.9 da f(a)=f( )=f(b) ise asagidaki esitsizlik

saglanir(23):

b
e e r(23

<

<— JHOlL

b—a (5)1_% 2 X552 4+ (s —4)65t1 — (25 4+ 7)35%1
3x6571(s+1)(s+2)

(2s +1)35tt + 2 |f’(a)|q>a

T e G+ DG +2)

(2s +1)35* + 2 ,
(3 <61+ DG+ O
2X 552 + (s — )65 — (25 + 73 \a
" 3x 65" 1(s+1)(s +2) 4 (a)|q> }

I.Iscan (24) de, asagidaki sonuglari elde etmistir:
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Teorem 2.10. f'€Lla,b]; a,be€l®°, a<b ve 6,1€[0,1] olmak {izere
f:1 <[0,00) > R ye I° iizerinde tlirevlenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1] ve

q = 1igin [a, b] tizerinde |f'|? s —konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
1-0)(af(@+ @ -DfB)+0f((1—Da+ b) — ﬁf f(x)dx

< (b~ @A, 9O {PIIF @174,6, ) + I (O174(6, )]s

+ (1= D20 BI85 + £ (17456, 9)1e)

Burada kisalik olsun diye asagidaki notasyonlar kullaniimstir:

1
A,(0) =02—0+-,

2
Aos) = 20 o6, 1
2\%, 8 S (s+DG+2) s+1 s+2
2(1—6)5*? 1-6 1
A3(015): ( )

(s+1)(s+2)_s+1+s+2
C=(1-2)+Ab.

Sonug¢ 2.1. Teorem 2.10 da g = 1 i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

b
(1-6)(Af (@) + (1 = Df (b)) + 6f (1 = Da + 2b) - ﬁ f f) dx

< (b = a){42(0,)(*|f" (@) + (1 = D*If" (b))
+43(6,5)(24% — 22+ DI (O}

Sonug 2.2. Teorem 2.10 das =1 ve C = (1 —A)a + Ab i¢in asagidaki sonucu elde
ederiz:

b
(-0 @+ (1 - Vf®) + () - — [ fGax
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< (- @A, “O) PRIIF @174, + 17 (017450, DT
+ (1= D21 B)4,(6, 1) + £ (19430, D)

Burada asagidaki notasyonlar1 kullanilmistir:

1
4,(0) =07~ 0 +5

1+63% 0
AZ(QJl)_ 3 _EJ
1+(1-0)? 1-96

Sonu¢ 2.3. Teorem2.10da 6 =1 ve C = (1 — A)a + Ab oldugu varsayimlari altinda,
genellestirilmis midpoint tipli esitsizlik asagidaki gibidir:

1 b
F(( = Na+2b) - — f F)dx

)' @i+ s+ DiF

b—a 2
2 ((s+1)(s+2)

+ (= D2AF B + G + DIF O}

Sonug¢ 2.4. Her x € [a,b] i¢in |f'(x)| <M ise Teorem 2.10 da 6 = 1 alirsak
asagidaki Ostrowski tipli esitsizligi elde ederiz:

2 i [ = a)? + (b — x)?
s+1> I 2(b—a)

Fe) - f raodu| < m (

Sonu¢ 2.5 Teorem 210 da 86 =0 ve C=(1—-2Aa+Ab i¢cin asagidaki

genellestirilmis Trapezoid (yamuk) tipli esitsizligi elde ederiz:

1 b
W@+ =070 - — | fGdax
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b—a( 2

= 72 (s+1)(s+2)) {}‘2((5+DIf’(“)Iqu'(C)Iq)E

+ (=D + DG+ 7))

Sonug¢ 2.6. Teorem 2.10 da 1 = % ve B = % i¢in asagidaki Simpson tipli esitsizligi

elde ederiz:

E |F@+ 45 (“TH’) + £ - ﬁf:f(x)dx
<4223 (G en

o
)]

1

3y

()

+ <A2 @S) If'(@)]? + Az @S)

Burada asagidaki notasyonlar kullanilmistir:

4 (2 ) B 25+3 + 3S+1(S _ 1)
2\3"%) T3 2 (s + D(s + 2)’

2 (2 ) 24351 (2s+ 1)
3\3"%) T35 2 (s + D(s + 2)

Sonug 2.7. Teorem 2.10 daA = - and 8 = 1 igin asagidaki midpoint tipli esitsizligi

elde ederiz:
() e
S (5 1)2(5 . 2))% {(If’(a)lq +G D (a;b)r)a

) ,a+b q%
+<|f 17+ + 1) |rES) ) }
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Sonuc 2.8. Teorem 2.10 da A = - and 8 = 0 i¢in asagidaki trapezoid(yamuk) tipli

esitsizligi elde ederiz:

f(a) + f(b) 1P

2 _b—afaf(x)dx
<b—a( 2
- 8 \(s+1(s+2)

a+b)
2

1
Q>E

)3 (G vir@ie+ |

1
Q>E

Teorem 2.11. a,b €1°, a<b ve 6,1 € [0,1] olmak tizere f:1<[0,0) >R

, ,a+b
+ ((s + IO+ [ ED

fonksiyonu  I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun.
s€0,1], g>1, C=(1—-Da+b ve %+$= 1 icin |f’]9 fonksiyonu [, b]

iizerinde s —konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
1 =) (Af (@ + (1= DfB)) + 0 ((1 = Da + b) — ﬁf £ dx

I (@] + |f'<C)|q>3

< (b—a)(87*! + (1 — g)P*1)p | 22 < -

F' )1 + |f'<c>|q>5

+(1_A)2< s+1

Sonug 2.9. Teorem 2.11de s =1,C = (1 — A)a+ Ab ve %+ g = 1 i¢in asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

|(1 —0) (M@ + (1= Nf®)+6f ((1- Na+ Ab) - ﬁfbf(x)dx
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P+t + (1 — g)P*t
p+1

<®- a)( )5 (%)%[AZ(If’(a)I" ()1

(= DAFBI + 1P O3]

Sonug 2.10. Teorem 2.11de 6 =1, C = (1 — A)a + Ab ve %+ ; = 1 igin asagidaki

midpoint tipli esitsizligi elde ederiz:

1 b
f((A1=Na+2p) - mf f(x)dx

1|, (IF @1+ 1P @1y
<0 () e ()

2 (1B + 1f1(C)|7\a
=0 (P

Sonug 2.11. Teorem 2.11de 6=0,C = (1 — A)a + Ab ve %+ 5 = 1 icin asagidaki

genellestirilmis trapezoid tipi esitsizligi elde ederiz:

1 b
‘Af(a) + (1 - 2)f(b) —mf £(x)dx

pr (L OB (- (2L If’(c)lq)q].
s+1 11

< t-0 (1)

Sonug 2.13. Her x € [a,b], |f'(x)| < M ise Teorem 2.11 de 6 = 1 i¢in asagidaki

OstrowskKi tipli esitsizligi elde ederiz:

<

M ( 2 >3 (x —a)? + (b — x)?

1 b
f6) - 5— | fadu
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Sonuc¢ 2.14. Teorem 2.11 de A = % and 6 = 2 icin asagidaki Simpson tipli esitsizligi

elde ederiz:

‘% [f(a) Y (%b) + f(b)] - ﬁ f o

_b—a(1+2w @)+ 17 @) INACOIEYEOIAY
12 \3(p+1) s+1 s+1 )

Sonuc 2.15. Teorem 2.11 de A = > and 6 = 1 i¢in asagidaki midpoint tipli esitsizligi

elde ederiz:

‘f (a er b) b i aj:f(x)dx

ooy (LEL @ (sl s ory|

<
4

p+1 s+1 s+1

Sonug 2.16. Teorem 2.11 de A =2 and 6 = 1 i¢in asagidaki trapezoid(yamuk) tipli

esitsizligi elde ederiz:

b 1 (P
f(a)Jer( )_b—af F)dx

Sb—a< 1 ) (If'(%“’)l"+|f'(a>|q)5+<|f'<“7“’>|"+|f'<b)|q>5_
4 \p+1 s+1 s+1

Teorem 2.12. a,b €1°, a<b ve 6,1 € [0,1] olmak iizere f:1<[0,00) >R

fonksiyonu  I° lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun.
se(0,1], g>1,C=0—-ADa+Ab ve %+$= 1 igin |f’|9 fonksiyonu [a, b]

izerinde s —konkav ise asagidaki esitsizlik saglanir:
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b
1-0)Af(@+ @A -DfDB)+6f((1—Da+b) — ﬁf f(x)dx

1\ a (074 (1= 0P\ (| (2= Na+ b
<o-o) () P ()

(A =Da+ @A +)b
()

+ (1 —2)?

Sonu¢ 2.17. Teorem 2.12 de s = 1 i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

‘(1 —0) (M@ +(1- 2)f®)+6f ((1- Va+ ab) - ﬁjbf(x)dx

Pt + (1 — 9)P+1 »
( ) >X{)\zf

(2= Na+ b
p+1

2

S(b—a)(

+(1- A)Z >

/- <(1 — Na+(1+ A)b)‘}.

Sonu¢ 2.18. Teorem 2.12 de 6 = 0 i¢in asagidaki trapezoid(yamuk) tipli esitsizligi

elde ederiz:

1 b
Af (@) + (1= 2)f(b) — e f £(x)dx

<0-0(3)" () [

;- <(1 — Na+(1+ A)b)‘}.

2

2— A Ab
f'( )Za—l— ‘

+(1—)\)2

Sonu¢ 2.19. Teorem 2.12 de 6 = 1 i¢cin asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 b
f((l - 7\)0. + Ab) - mf f(x)dx
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<0-0()" (3 |

2| ((1 -~ Na+(1+ A)b)‘}

2

2— A Ab
f'( )2a+ ‘

+(1-2

Sonug 2.20. Teorem 2.12 de 6 = 1 ve her x € [a, b] i¢in asagidaki Ostrowski tipli

esitsizligi elde ederiz:

FO) — = f F)du

< |G- ay?
(p + 1)p(b —a)

)

Sonuc 2.21. Teorem 2.12 de A= and 8 =0 icin asagidaki trapezoid tipli

e -

esitsizligi elde ederiz:

1 1-s

DL O I ]

Sonug 2.22. Teorem 2.12 de A = > and 6 = 1 i¢in asagidaki midpoint tipli esitsizligi

f@+fb)
2

1 b
P af fx)dx

elde ederiz:

1 1-s

e O I ) ()

) o

Sonug¢ 2.23. Teorem 2.12 de A = % and 8 = 2 i¢in asagidaki Simpson tipli esitsizligi

elde ederiz:

@+ ar (D) + ] -5 [ 1w

1
b—a/1+2rt1 EZE
< q !
<12 \36+D [f

Cl G5
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde 0<a<b, peR\{0}, t€[0,1] ve u,v =0 olmak iizere

asagidaki gosterimleri kullanacagiz.

P 4 pp b
Ap = Ap(a,b) =%,A1 = A =A(a,b) = a-zl-
1P+ bPY
My = My(a b) = Ayr = [*— =]
o3l
I(x, Ay u,v) = 3 —
[(1 - t)xp +t4,]" 7P
1 u
= -0
]t(x,Ap;u, v) = I 3| .
[(1—0)xP +tA,] P
|t—3|ut
Kt(x,Ap;u,v) = 2

[(1—e)xP +t4,]" 7
Tezimizin bu boliimiinde kullanilan basta Holder ve Power-mean integral
esitsizlikleri olmak tizere bazi esitsizliklerin bilindigi kabul edilmektedir

Ana sonuglar1 elde etmek i¢in asagidaki Lemma'y1 kullanacagiz:

Lemma 3.1. f:1 € (0,0) — R ye I'(I nin ici) iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon

vea,b€l’,a<bvep € R\{0}olsun. f’' € L[a,b] ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
! €2
L@+ 47 470 - 52— [ LD e
= bp4— ap f t_g 1fl ([(1_t)ap+tAp]%)dt
Polo [a-Dar +t4,] 7

+ f T - f ([(1 — A, + tbp]%) dt|.
o [A-04, + thr] 7

Ispat: Oncelikle, asagidaki integrali hesaplayalim:
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1

pP — gP t—=
2 1f [(1—0)aP +t4,]?
P f [(1—t)ar +t4,]" ( )

+ f ki - f ([(1 — )4, + tbp]%) dt

o [ -4, +tbe] P

Kisalik i¢in, agsagidaki notasyonlar: kullanacagiz:

~
[y
Il
o Y——0x08

(t — %) df ([(1 —t)aP + tAp]%),

(t — —) df ([(1 DA, + tbp]%).

N
Il
o——

Kismi integrasyon ve degisken degistirme metodlarini sirasiyla I;ve I, integralleri

icin kullanirsak asagidaki sonuglar1 elde ederiz.

f t—— df [(1-t)a? +tA ])
0

u=t-—sz, dv = df ([(1 —t)aP + tAp]%)

1

L = (t — %)f ([(1 —t)aP + tAp]%> i

f ([(1 —t)aP + tAp]%) dt

U O\r—\

1
x=[1-ta? +tA,]P = dx= . —[(1-t)a? + tAp]P (4, —aP)dt

B p
dt = X (A, —aP) dx
Ap

2 1 p &) .

I —§f(Mp)+§f(a)_A —a?b ) x1- p
Ap
2 1 2

(3.1) I = §f(Ap) + §f(a) T pp _pap igxz

a
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ft—— df [(1-1)4, +tbp]>
0

1

= (t — g)f ([(1 —t)A, + tbp]%) - f ([(1 — )4, + tbp]%) dt

o .

1 1
x=[1-0A4,+tbP]? = dx= Exl-p(bp — A,)dt

1 2 2p f(x)
(3.2) I, = §f(b) + §f(Mp) T pp —qgp Jxl -p

Ap

(3.1) ve (3.2) yi yan yana toplayarak asagidaki esitligi elde ederiz.

2p f(x)
a

[f(a)+4f( )+f(b)]_bp€ap ];Exzz

a

L +1, =%[f(a) + f(b)] +§f(MP) P

11+12

Teorem 3.1. f:1 € (0,00) — R ye I'(I nin igi) iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon
vea,b €I',a < bvep € R\{0}olsun. ' € L[a,b] ve |[f'|?, q = 1 igin I iizerinde

p-konveks ise, asagidaki esitsizlik saglanir:

1
£ [F@ + a7 (M) + 7)) - 72— f [ ax

a

b?P — a? 1.1 q 1
< ——[G@ D] (If @Dy (a,b) +|f'(My)["E, (a, "

bP — aP 1=t q , %
4 [Fp(a'b)] q”f (Mp)| Gp(a,b) +|f (b)Iqu(a,b)]

Burada kisalik i¢in asagidaki notasyonlar1 kullanacagiz:
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1 1
C,(a,b) =f I(a,Ay;1,1)dt,  D,(a,b) =f]t(a,A ;1,1) de,
Ep(a,b)—f K.(a, Ay 1,1) dt, F(a,b)_f L_«(b,Ay;1,1) dt,

c;p(a,b)_f K,_+(b,Ay;1,1)dt, H,(a, b)_f]1 (b, A, 1,1)dt.

Ispat: Lemma 3.1 ve Power mean esitsizligi kullanirsa,

1 [ F()
A [f (@) + 4f(M,) + F(b)] — = f — x1xp
pr;ap j s ([(1—t)ap+tA])
P o [a-0ar + tAp]
bP — qP | 7 t —g 1
+ 1 ([ =04, + tbP]P)|dt
4p of (1= 04, + o] ( ’ )

=
powlt - q
<] e
o [1—Da? +tA4,] »
1 1
x(f e

—*
o [1—Da? +t4,] P

1 2 1_%
bp —_ ap |t - _|
+— (f 3 — dt
P\s [((1-0A, +tbr] 7

(j

1
o [1-0A, + tbv]17

1
1\ (49 a
dt

f! ([(1 —)aP + tAp]5)
1\ 4 >;
dt

f' ([(1 — A, + tbP]E)

1

woa(f |-} =@ -oir @i el
< 4p (_Of[ 1- ) (.f )

(1—-t)ar + tAp] [(1-tar + tAp]
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1_

Q|

b — a f i I flt——l[u—ovan MUKOIIN

ANV [(1—t)a, +tbr] 7 [1—t)a, +tbP] 7

_p-a [f I(a, Ay 1,1) dt If (a)qu]t(a, »1,1)dt

SR

+ | (M) fKt(a Ay 1,1)dt

-1

bp‘“pljzl (bay11)de| |l () Jxl (b, A 1,1) dt

1

+1f' ()14 j]l—t(blAp; 1,1)dt
0

b? — qP 11 q 1
< 1 [C,(a, )] [If (@]9D,(a b) + |f'(M,)| E,(a, b)]*

b?P — aP 1_1 q 1
+ =5 B (@ D] |7 (M, )] Gy (a. b) + 1 () 1Hy (a, )]

Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Uyan 3.1. Teorem 3.1 kosullar1 altinda,
i. p = 1 alirsak konveks fonksiyon i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

@ +ar (52) + 0] -5 f Feod

< |

= S (i>1—a -81 Fr @I+ 162 |f (a : b)|

+b—a(5>1_q'29 ,(a+b>|q+8|,b|q
Tzl \ 2 g1/ O]

Buise s = 1 i¢cin 2. Boliimde Sonug 2.6 ile ¢akisir.
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ii. p =—1 alirsak harmonik konveks fonksiyon i¢in asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

ab f (x)

[f(a)+4f( ) )] -5

i
QR

E—1(a. b)

a+b)q
2

(€1 (D1 @19 (e )+ |

b—a 11 [ , 2ab q
*gap @00 || (55)

i
Q|

~1(a, b) + |f"(b)|1H_,(a, b)

Teorem 3.2. a,b €I’ ,a<b ve p € R\{0} olmak iizere f:I1 € (0,0) > R, I’
(Inin i¢i) lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. q > 1, %+$= 1 i¢cin [

tizerinde |f'|9, p-konveks ve f' € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik elde edilir.

elr@+ar () + s - 52— ﬁxz

a

bp_ap[ 1
<

1 1 1
s N} (a, D)Aa(|f"(@)]9, IF'(m)|") + 0 (a, p)Aa(|f'(M)|%, If B)19)
Burada asagidaki notasyonlar1 kullanacagiz:

1
N,.(a,b) =f It(a,Ap;r,r) dt,
0

1
0,.(a,b) =f Il_t(b,Ap;r,r) dt.
0

Ispat : Lemma 3.1, Holder integral esitsizligi ve [a,b] iizerinde [f’|? nun

p-konveksligi kullanilarak asagidaki gibi teoremin ispat1 tamamlanur.

1
£ [F@ + a7 (M) + 7)) - 52— ﬁ ) ax

a
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Q|

1 1149

o b (1 » A )| d
<4 (a ) f (1-t)a +tp) t

0

1 1149 q

bp_ap 1
r — p
+ =g Opr(@h) f (-4, +tb) dt
0

QR

<bp—a | (a b) f| (1—t)|f (@) +t|f’ (Mp)l )|
|

QR

S —

+ 0§’T(a, b) j (@ =0lF ()" +tlf wP)19)| at
0

pea|r @I (e B
4‘P Np,r(al b) ( 2 z 4 OP,r (a' b) : 2

bpP — qP

= 4pa [Nrf,r(a, p)As(If' @I, | (M,)|*) + 05, (a, b)AE(|f’(Mp)|q,|f'(b)|q)]_

Uyan 3.2. Teorem 3.2 nin sartlar1 altinda;

i. p = 1 alirsak konveks fonksiyon i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

@ +ar (52) +500] -5 f FCd

<" |30 -Zm)l (@ () )+ (I () o)

Bu esitsizlik ise s = 1 i¢in 2. Boliimde Teorem 2.7 ile ¢akisir.

ii. p = —1 alwrsak, harmonik konveks fonksiyon i¢in asagidaki esitsizligi
elde ederiz:
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Sl +ar (55) + r)] -5 f [

F (22 o)

Teorem 3.3. a,b€I’, a<b ve p € R\{0} olmak iizere f:I € (0,0) > R, I’

< b4 > le(a b)Aq<|f (a)l9, |f ( )|q>+0i(a,b)A%(

(I ninigi) Ttizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. q > 1, %+$= 1 icin

I iizerinde f' € L[a, b] ve |f'|9 p-konveks ise asagidaki teorem elde edilir.

@+ 470m,) + 100] - 2 [ L2

— 1-
papaxp

bP — P [1 + 2741
<
= 12p [3¢r+ D)

[Qp,q (a,D)If" (@] + Ry 4(a, b)lf'(Mp)lq]a

b —aP [1 + 2T+1'% 1
+ 15 [3a D) Q@I @17+ Ry @b f ()T

x [Sp,q (a, b)lf’(Mp)lq + Tpq(a, b)lfl(bﬂq]a

Burada asagidaki notasyonlar1 kullanacagiz:

1 1
Qp,q (al b) = j- ]t(a: Ap’ 0) Q)dt; Sp,q (a, b) = f Kl—t(b’ Apr 0! Q)dt
0 0

1 1
Ryq(a,b) = f Ki(a,4p;0,q)dt, T,q(ab) = f Ji-¢(b, A3 0,q)dt.
0 0

Ispat: Lemma 3.1, Holder integral esitsizligi ve [a,b] iizerinde |f'|9 nun

p-konveksliginden agagidakileri elde ederiz:

@ +ar () + 7)) - 2 ﬁ X ax
- apf |t " t)ap1+ e 1f ((1 —t)aP + tA )1 dt
0 - p
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1
| — 1
b4af| = = 1f((1—t)A +tbp) dt
Pogt A - o4, + e
bo _ g 171
< 4_a <f t—— ><f 1f ((1—t)aP+tA dt
P 0 (1—t)aP+tAp] P
171
b? —a? [ (1 27\ 1 )
+ 4p <J;) t_§ dt) (bf 1f ((1—t)A +tb dt

[(1— DA, + tb"] 7

' dt>; (f ! — |f’ ((1 —t)aP + tA
0

[(1 - )ar +t4,]" 7

1 1
b —a? (Y1 2" .\ 1
S _ p
R <f0 t=3 dt) (()f q_%f((l A, +tb

(1= DA, + tb]

1
b? —aP [ [* 11"\ 1
=" (fo =3 dt) (j 3 q[f A -Olf' @I +¢|f'(4,)] ]dt)

[(1—t)a? +t4,]" P

)
)
i)
i)

1/1
dt) (J : —=[r'a-olf(4,)|" +tif (b)lq]dt>
(1 —0A, +tb’]"?

171
bP—aP (" (1-¢)
< (fo t-3 dt) (f el @i

[(1-Da? +tA,]" 7

+f 1F(a))] dt>

[(1—Da? +tA,]" 7

1 /71
bP—aP< 1 2" > 1-1)
+ t—=| dt -1F(a,)|" de
4p fo ’ (f [(1 -4, +tbv]q“ ’
<
|

1 i r 1
= (f |t—§ dt) [0,(a, DIf @I + R, (a, b)|f'(4,)]]*

1

1

zlf'(D)|9de
(1 -4, +tb?]"
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dt | [S,(ab)|f'(4,)|" + T, (a, b)If (b)|7] .

b? — aP g 21"
t__
+ 4p f| 3
0

Boylece teoremin ispatini tamamlanir.

Uyan 3.3. Teorem 3.3’ iin kosullar1 altinda,

I. p = 1 alirsak konveks fonksiyon i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

‘ [r@ + 47 (52) + 1) -5 f fGdx
cboa [; : il)] [A%<|f'(a)|q, F (422 q) +A$<f' (222 q,lf’(b)|q>l

ii. p = —1, alwrsak harmonik olarak konveks fonksiyon i¢in asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

@ ar(Z25) + 1) -2 [ L2

b—al1+2r+1

T 2ab qq
< ab 3(r+1)l [Cg(r —1;a,b)|f'(@)|? + C,(r,—1;a,b) |f ( | l

1

+b—a 1+27‘+1rC( L b)|'(2ab>|q+C( 1;a,b)| I(b)|¢1q
12ab |30+ | | B @D T s(r,—1;a,b)If .

Teorem 3.4. a,b€I’, a<b ve p € R\{0} olmak iizere f:I € (0,0) > R, I’
(I ninigi) Ttizerinde tilirevlenebilir bir fonksiyon olsun. q > 1, %+$= 1 i¢in

I izerinde f' € L[a, b] ve |f'|? p-konkav ise asagidaki teorem elde edilir:

1
U@+ 47(M) + FB)] - §<"3

b —ar| 3 (1302 + bPpp : ([ 1a? + 36775
<= [wenlr | = |+ oen | 5]
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Ispat: Lemma 3.1, Holder’in integral esitsizligini ve [a,b] iizerinde |f'|9 nun

p-konkav oldugu kullanilarak ispat1 asagidaki gibi yapariz.

b
p f(x)
x1-p d

bP —gP 1 :
< r
<N @) f f
0

%[f(a) +4f (M) + f(B)] -

q
dt

1

((1 —t)a? + tAp)p

Q|-

q
dt

1

f' ((1 —t)A, + tbp)5

aP + 3PP
l+0r (ab)‘f <—] )

bP —qgP 1 :
0, @) f
0

bP —qP[ 2 3ap+bp 1/
<% e (5

Uyan 3.4. Teorem 3.4’{in sartlar1 altinda

i. p = 1 alirsak konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

@ +ar (52 +500] -5 f FCd

G

Bu ise s = 1 i¢in 2. B6liimde Sonug 2.23 ile gakisir.

<b—a 1+2r+1;[
="12 3¢+ 1)

ii. p=—1 alirsak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

f )

x2

[f(a)+4f( )+f(b)] -

- b—a 1+2r+1r[
~ 12ab |3(r+1)

Sl b s
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calisma p-konveks fonksiyonlar i¢in Simpson tipi esitsizliklerle ilgilidir.
Bu tezde oncelikle, p-konveks fonksiyon kavraminin verip, p-konveks fonksiyonlarin
baz1 yeni 6zelliklerini inceledik. Daha sonra, yeni bir 6zdeslik kullanarak, p-konveks
ve p-konkav fonksiyon siniflari i¢in bazi yeni Simpson tipli esitsizlikler elde ettik.
p-konveks fonksiyonlar, konveks ve harmonik konveks fonksiyonlarmn bir
genellemesi oldugundan elde edilen sonuclar, 6zel durumlarda konveks, konkav,
harmonik konveks ve harmonik konkav fonksiyonlar i¢cin Simpson tipli esitsizliklere
indirgenmekte olup, bu sonuglarin bazilari literatiirde yeni, bazilar1 ise literatiirde
daha 6nce elde edilmis sonuglara indirgenmektedir. Bu ¢alismada kullanilan 6zdeslik
veya elde edilecek yeni tip Ozdeslikler yardimiyla p —konvekslik, p —quasi
konvekslik, (p,s) —konvekslik, (p, h) —konvekslik gibi ¢esitli konvekslik fonksiyon
siniflar1 i¢inde yeni ¢alismalar yapilabilir. Ozellikle belirtmek isteriz ki, tezimizin
arastirma bulgular kisminda elde ettigimiz sonuglar orijinal olup makale olarak

yayinlanmak tizere alan indeksli dergiye gonderilmistir.
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