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HARMONİK KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN ELDE EDİLEN  

KESİRLİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİNİN LIPSCHITZ  

FONKSİYONLARI İÇİN ELDE EDİLMESİ 
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            Fen Bilimleri Enstitüsü 

                                Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

              

   Danışman : Doç. Dr. İmdat İŞCAN 

 
                                                  HAZİRAN 2017, 59 sayfa 

 

 

 

Bu tez çalışmasında Lipschitz koşulunu sağlayan fonksiyonlar için Riemann-Liouville 

Kesirli İntegrali  aracılığıyla, Hermite-Hadamard ve Bullen tipli genel eşitsizlikler elde edildi. 

Bu eşitsizliklerin bazılarında özel değerler alınmasıyla literatürde bulunan Ostrowski ve 

Simpson tipli, yeni eşitsizliklere ulaşıldı. Tezin birinci bölümünde genel kavram ve tanımlara 

yer verildi. İkinci bölümde tez çalışmasında gerekli olan teoremler ve Riemann-Liouville 

Kesirli İntegralinin elde ediliş yöntemi gösterildi. Üçüncü bölümde Hermite-Hadamard ve 

Bullen tipli eşitsizlikler kullanıldı. 
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Konvekslik, Harmonik Konvekslik. 
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  ABSTRACT 
 
 

 

OBTAINING FOR THE LIPSCHITZIAN FUNCTIONS OF  

FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES OBTAINED  

FOR HARMONICALLY CONVEX FUNCTIONS 
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                                     Supervisor : Assoc. Prof. Dr. İmdat İŞCAN 

 
     JUNE 2017, 59 pages 

  

 

 

In this thesis study, some New General Hermite-Hadamard and Bullen Type 

Inequalities for Lipschitzian Functions via Riemann-Liouville Fractional Integral are obtained 

In these inequalities by taking some special values, some new Ostrowski and Simpson type 

inequalities which are in literature are reached. In the first chapter, general concepts and 

definitions are given. In the second chapter, theorems which are necessary for thesis and how 

to obtain Riemann-Louville Fractional Integral, are shown. In the third section, Hermite-

Hadamard and Bullen type inequalities are used. 
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Harmonically Convexity 
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1.GİRİŞ 

1.1. Amaç ve Kapsam 

 

Eşitsizlikler, matematikte önemli bir rolü olmakla birlikte, iki değerin 

birbirine göre durumlarını ifade eden ilişkidir. Eşitsizlikler ile ilgili 18. ve 19. 

yüzyıllarda K.F. Gauss, P.L. Chebyshev ve A.L. Cauchy gibi ünlü matematikçiler 

tarafından çalışmalar yapmış olsa da 1934 yılında Hardy , Littlewood ve Polya (1) 

tarafından yazılan “Inequalities” adlı kitap, matematiğin gelişmekte olan bu alanında 

verilen ilk eserdir.Bu çalışmayı ikinci eser olarak E. F. Beckenbach ve R. 

Belmann’ın  (2) yine aynı isimli “Inequalities” adlı eseri izler. Bu eserler birçok 

matematikçiyi etkilemiş ve daha sonraki dönemlerde bu alanda birçok çalışmalar 

yapılmış ve kitaplar yazılmıştır. Bu kitaplardan bazıları ”Differential 

Inequalities”(3), ”Analitic Inequalities”(4), “Inequalities Involving Functions and 

Their Derivates” (5) ,“Classical and New Inequalities in Analysis”’dir (6). Son 

yıllarda ise birçok araştırmacının çalışmaları ve kitapları literatürde mevcuttur. 

Eşitsizlikler alanının gelişmesinde önemli bir yeri olan kavramlardan birisi de 

konveks fonksiyonlar kavramıdır. Konvekslik kavramının geçmişi Archimedes’in  

ünlü   ( pi ) sayısı hesabına kadar gitmesine rağmen ilk kez Charles Hermite’in 

1881 yılında Mathesis 3 (1883, s.82 ) dergisine gönderdiği mektupta şu şekilde 

rastlanır.  

“Sur deux limites d’une intégrale définie. Soit 𝑓(𝑥) une fonction qui varie 

toujours dans le même sens de 𝑥 =  𝑎 ; á𝑥 = 𝑏; On aura les relation  

 

      
   

2 2

b

a

f a f ba b
b a f f x dx b a

 
    

 
  

ou bien 

      
   

 
2 2

b

a

f a f ba b
b a f f x dx b a

 
    

 
  
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suivant que la courbe  y f x  tourne sa convexité ou sa concavité vers l’axe des 

abcisses.”   

İlerleyen yıllarda Fejer (1880-1959) Hermite’in sonuçlarının genelleştirilmiş halini 

sunmuştur. 

 Eşitsizlikler ile ilgili diğer önemli bir çalışma alanı ise ise kesirli integral ve 

kesirli türevdir. İlk defa Liouville tarafından ortaya konulan bu kavramlar, kesirli 

analizin temelini oluşturmaktadırlar. Liouville’den sonra birçok önemli matematikçi 

bu alanda çalışmalar yapmışlardır. İlk kitap ise A.A. Kilbas, O.I. Marichev ve S.G. 

Samko ‘nun “Fractional Integrals and Derivatives” adlı eseridir (7). 

 Bu çalışmanın amacı Lipschitz Fonksiyonlar için Riemann-Liouville 

integrallerini aracılığıyla elde edilen Hermite-Hadamard ve Bullen eşitsizliklerini 

okuyucuya sunmaktır. 
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1.2. Genel Kavramlar 

 

Bu bölümde tez için gerekli olan bazı temel kavramlar, tanımlar, teoremler ve 

eşitsizliklere yer verilmiştir. 

 

Tanım 1.2.1. (Lineer Uzay): M boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. 

: M M M     ve  : F M M    işlemleri tanımlansın. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa M’ ye F cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı) denir.  

A) M, + işlemine göre değişmeli gruptur. Yani, 

G1.   ,          a b M içina b M dir    . 

G2.        , ,       a b c M içina b c a b c dir       . 

G3.                  .a M içina aolacak şekildebir M vardır         

G4.                a M içina a a a şeklindebir a M vardır           

G.5.   ,        a b M içina b b a dir      

B)   ,       ,  a b Lve F   olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

L1. .a M   

L2.  . . .a b a b      

L3.  . . .a a b       

L4. 1.a a   (Burada 1 F’nin birim elemanıdır) 

F   ise M’ ye reel lineer uzay, F   ise M’ ye kompleks lineer uzay adı verilir 

(8).  

 

Tanım 1.2.2.  F bir cisim ve A ve B, F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun.

,      a b V ve F  olmak üzere :  T A B dönüşümü 

1.      T a b T a T b    

2.    T a T a    

  

Şartlarını sağlıyorsa T’ye A üzerinde lineer dönüşüm denir. Eğer  A B ise  

:T A B  lineer dönüşümüne bir lineer operatör denir (8). 
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Tanım 1.2.3. (Konveks Küme): L bir lineer uzay     ,A Lve x y A   keyfi olmak 

üzere; 

    : 1    , 0 1B z L z tx t y t A         

 

ise A kümesine konveks küme denir. Eğer z B  ise  1  z x y     

eşitliğindeki x ve y katsayıları için  1 1     bağıntısı her zaman doğrudur. 

Bu sebeple konveks küme tanımındaki  , 1   yerine 1    şartını 

sağlayan ve negatif olmayan ,   reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak B 

kümesi uç noktaları x ve y olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak 

konveks küme, boş olmayan ve iki noktasını birleştiren doğru parçasını içeren 

kümedir (9). 

  

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.1. Konveks kümeler 

 

Şekil 1.2. Konveks olmayan kümeler 

 

Tanım 1.2.4. (Konveks Fonksiyon): ,I   de bir aralık ve :f I   bir fonksiyon 

olmak üzere her ,  x y I  ve  0,1   için, 
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         1 1f x y f x f y         

 

Şartını sağlayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer eşitsizliği x y  ve 

 0,1   için kesin ise bu durumda f  fonksiyonuna kesin konvekstir denir (10). 

 Yukarıdaki tanımı şu şekilde de ifade edebiliriz: Eğer 𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 ≥ 𝑓(𝑥),

𝑥 ∈ 𝐼} kümesi konveks ise fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

 Eğer   0,1   kapalı aralığındaki uç noktaları dışarıda bırakırsak, o zaman 

konveks fonksiyon şartındaki “ ” yerine “<” gelir, yani ; 

 

         1 1f x y f x f y         

 

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir. 

 

Şekil 1.3 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu 

 

Konvekslik ile ilgili bazı gerekçeler aşağıda verilmiştir. 

G1. f  fonksiyonunun I  aralığı üzerinde konveks olabilmesi için gerek ve yeter 

koşul seçilen herhangi bir c I  noktası için  
   f x f c

x c




’ nin   I  aralığında artan 

bir fonksiyon olmasıdır. 

G2.  : ,f a b    fonksiyonunun konveks olabilmesi için gerek ve yeter koşul her 

,c x (a,b) için, 
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      
x

c

f x f c g t dt    

 

olacak şekilde   :  ,g a b   artan fonksiyon olmasıdır. 

G3.  f  diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere , f ’nin konveks olması için 

gerek ve yeter koşul 'f   fonksiyonunun artan olmasıdır. 

G4.   ,  ,f a b  aralığında mevcut olsun. Bu durumda f ’nin konveks olması için 

gerek ve yeter koşul  '' 0f x   olmasıdır. 

G5.  : ,f a b  fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter koşul her

 0  ,x a b  için f  fonksiyonun en az bir yardımcı doğruya sahip olmasıdır. Yani  

 

        0 0          ,f x f x x x x a b      

 

eşitsizliğini sağlamasıdır. Burada 0,  x ’ a bağlıdır ve eğer 'f  varsa o zaman 

 0'f x   ya da    0 0'_f x f x   ise    0 0[  '_ ,f x f x 
 ] dir. 

G6.  : ,f a b  fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter koşul 

,    P Qve R  noktaları f  fonksiyonunun grafiği üzerinde herhangi üç nokta olmak 

üzere, 

 

 eğimPQ eğimPR eğimQR   

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır (10). 

 

Konveks Fonksiyonların Özellikleri 

a) Kapalı aralıkta tanımlı konveks fonksiyon sınırlıdır. 

b)  :    f I    konveks fonksiyon ise I  ’ de  _  'f x  ve  f x
  vardır ve artandır. 

c)  :    f I    konveks fonksiyonu I  açık aralığında konveks ise, sayılabilir bir E  

kümesi haricinde 'f  mevcuttur ve süreklidir. 

d) k  tane fonksiyon    ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda  



 

7 
 

 

      
1

,  0 ; 1,2, ,
k

j j j

j

f x a f x a j k


     

 

fonksiyonu da konvekstir. 

e)  :g R R   azalmayan ve konveks bir fonksiyon, ayrıca  :h   konveks 

fonsiyon olsun. Bu durumda : f   ,      f x g h x   olarak   f tanımlanan 

bileşke fonksiyonu da konvekstir (11). 

f)  :g   konves ve  ,   h h x Ax B   formunda :h   konveks olmak 

üzere , 

     f x g h x  

fonksiyonu  konveks bir fonksiyondur. Burada A ve B sabitlerdir(10). 

 

Tanım 1.2.5.(Süreklilik):  :f S     , 0  x S  ve 0   verilmiş olsun. 

 

   x S  ve  0x x    için    0f x f x   

 

olacak şekilde bir  0   sayısı varsa ,  f S ’de süreklidir denir (12). 

 

Tanım 1.2.5 (Düzgün Süreklilik): :f S     fonksiyonu ve ε 0   sayısı 

verilmiş olsun. 

 1 2  x x     şartını sağlayan 1 2  ,    x x S  için    1 2 εf x f x   

 

olacak  şekilde bir  0   sayısı varsa ,  f S ’de düzgün süreklidir denir (12). 

 

Tanım 1.2.7. (Mutlak Süreklilik):  ,a b  aralığının ayrık açık alt aralıklarının 

  
1

,
n

i ia b   ailesi için  

  
1

n

i ib a    
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olduğunda,  

    
1

n

i if b f a    

olacak  şekilde herhangi bir 0   sayısına karşılık, bir 0   sayısı bulunabiliyorsa 

f  fonksiyonuna  ,a b    kapalı aralığında mutlak süreklidir denir (13).  

 

Tanım 1.2.8. (Lipschitz Şartı):  ,a b  kapalı aralığındaki her x ve y noktaları için  

 

    f x f y K x y    

 

şartını sağlayan bir K sabiti varsa  ,   ,f a b  aralığında Lipschitz şartını sağlıyor denir 

(12). 

 

Teorem 1.2.1. (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi ,  x y  sayıları için 

 

  ,x y x y    

  ,x y x y    

  ,x y x y    

tümevarım yoluyla  

 1 2 1 2n nx x x x x x       

eşitsizlikleri geçerlidir (6). 

 

Teorem 1.2.2. (İntegraller için Üçgen Eşitsizliği):  ,  ,f a b   aralığında sürekli reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda , 

 

                 

b b

a a

f x dx f x dx a b    

 

eşitsizliği geçerlidir (6). 

 



 

9 
 

Teorem 1.2.3.  Eğer :f I   fonksiyonu konveks ise , I  ’deki kapalı  herhangi 

bir kapalı  ,a b  aralığında Lipschitz şartını sağlar (11). 

İspat.  a    ve  b   , I  kümesinin içinde olacak şekilde bir 0   sayısı seçelim.

m  ve  M  sırasıyla f ’nin  ,a b    aralığında alt ve üst sınırları olsun. Bu 

durumda eğer x  ve y ,  ,a b  aralığının ayrık iki noktası olup, 

 

  z y y x
y x


  


,  

y x

y x







 
 

olarak seçilirse  ,z a b     ,  1y z x     olur. Buradan 

 

              1f y f z f x f z f x f x            

 

  /K M m    olarak alınırsa 

        
y x

f y f x M m M m K y x



        

olur. Çünkü istenildiği gibi    f y f x K y x     herhangi  , ,x y a b  sağlanır. 

Bu teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki ifade söylenebilir; 

:f I   konveks fonksiyon ise I°’de herhangi bir [a,b] kapalı aralığında 

Lipschitz şartını sağlar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] aralığında da mutlak sürekli ve 

I°’ de süreklidir (10). 

 

Tanım 1.2.9. (Harmonik Konvekslik):   \ 0I   reel sayılarda bir aralık olmak 

üzere :f I    fonksiyonu her ,  x y I  ve  0,1t  için , 

 

 
 

     1
1

xy
f tf y t f x

tx t y

 
      
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eşitsizliğini sağlıyorsa f  fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eğer 

eşitsizlikte “≤”  yerine “≥” kullanılırsa, bu durumda f ’ye harmonik konkav denir 

(14). 

 

Teorem 1.2.4. (Hermite-Hadamard İntegral Eşitsizliği):  :f I   konveks bir 

fonksiyon olsun. Her  ,    a b I   ve a b  için, 

 

  
   1

2 2

b

a

f a f ba b
f f x dx

b a

 
  

 
  

 

eşitsizliğine Hermite-Hadamard eşitsizliği denir. Eğer eşitsizlikte f  fonksiyonu 

konkav ise eşitsizlik tersine döner (10). 

 

İspat. f   fonksiyonu konveks olduğundan  ,a b  aralığında sürekli ve sınırlıdır. 

Bundan dolayı  ,    ,f a b ’ de integrallenebilir. Sağ taraftaki eşitsizliğin ispatı için  

konveksliğin geometrik yorumunu kullanarak    1 ,  0,1x ta t b t     alalım. Bu 

durumda, 

 

     
1

0

1
1

b

a

f x dx f ta t b dt
b a

  
    

      
1 1

0 0

    1f a tdt f b t dt     

 
   

 
2

f a f b
  

 

olup eşitsizliğin sağ tarafı elde edilir. Şimdi eşitsizliğin sol tarafını ispatlayalım. 

Bunun için  

  
1

b

a

f x dx
b a   

integralini 
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      
2

2

1 1

a b

b b

a ba a

f x dx f x dx f x dx
b a b a





 
 

   
  

    

 

biçiminde yazalım. Elde edilen birinci integralde 
 

2

t b a
x a


    değişken değişimi 

ve ikinci integralde 
 

2

t b a
x b


    değişken değişimleri yapılırsa, buradan, 

 

  
 12

0
2 2

a b

a

t b ab a
f x dx f a dt



 
  

 
   

ve 

  
 0

1

2

   
2 2

b

a b

t b ab a
f x dx f b dt



 
   

 
   

 
 1

0

   
2 2

t b ab a
f b dt
 

  
 

  

biçiminde yazılırlar. Elde edilen integral toplamında f ’ nin konveksliğini 

kullanırsak, 

 

  
   1

0

1 1
 

2 2 2

b

a

t b a t b a
f x dx f a f b dt

b a

     
       

      
   

 

1

0
2 2 2

a b a b
f dt f

   
     

   
  

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 
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2. MATERYAL VE METOT 

 

2.1. Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.1.1.    : ,f a b    şeklinde tanımlı f  fonksiyonu  ,a b  aralığında 

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

 

 
1 3 3

2 2 4 4

a b a b a b
f f f

        
       

      
 

  
1

 

b

a

f x dx
b a


   

                                                  
       1

2 2 2 2

f a f b f a f ba b
f

   
    

  
 

 

Üçüncü eşitsizlik literatürde Bullen Eşitsizliği olarak bilinmektedir (15). 

 

Teorem 2.1.2.   : \ 0f I    , ,a b I  ve a b  olacak şekilde bir harmonik 

konveks fonksiyon olsun. Eğer   ,f L a b  ise , bu durumda 

 

 
     
2

2

2

b

a

f x f a f bab ab
f dx

a b b a x

 
  

  
  

 

eşitsizliği sağlanır (14). 

 

İspat. :f I   harmonik konveks olduğundan dolayı   ,  x I   için ve 
1

2
t   için, 

 
   2

2

f y f xxy
f

x y

 
 

 
 

olur. Eğer eşitsizlikte 
   

,   
1 1

ab ab
x y

ta t b tb t a
 

   
  olarak alırsak 
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   1 12

2

ab ab
f f

tb t a ta tab
f

a b

   
               

 
 

 

Daha sonra eşitsizliği t değişkenine göre [0,1] aralığında integralini alırsak, 

 

 
   

1 1

0 0

2 1
 

2 1 1

ab ab ab
f f dt f dt

a b tb t a ta t

     
                     

   

 

Köşeli parantezin içindeki her bir integral 
 
2

b

a

f xab
dx

b a x    ifadesine eşit 

olduğundan, eşitsizliğin sol tarafı ispatlanır. 

 Eşitsizliğin sağ tarafı için  , x a y b   alıp , t değişkenine göre her iki tarafın 

 0,1  aralığı üzerinde integralini alalım. 

 Şimdi  : 0,f    fonksiyonu   1 f x  olarak alınsın. Böylelikle her 

 , 0,x y   ve    0,1t  için, 

 

 
 

1
1

xy
f

tx t y

 
     

 

                        1 1tf y t f x     

 

olur. f   0,  aralığında harmonik konveks olduğundan, 

 
2

2
1,   1 

b

a

f xab ab
f dx

a b b a x

 
  

  
 ve    

   
1

2

f a f b
   

sağlanır. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.3.  :f I     biçiminde tanımlı bir Lipschitz fonksiyon ve ,a b I  

olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır (16). 
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   
 

 1

2 4

b

a

f a f b M b a
f x dx

b a

 
 

   

 

İspat.  0,1t  olsun.Buradan her ,a b I  için 

        1 ( 1tf a t f b f ta t b      

                1 1 1t f a f ta t b t f b f ta t b          

              1 1 1t f a f ta t b t f b f ta t b                       

         1 1 1tM a ta t b t M b ta t b          

                     2 1t t M b a    

Eğer 
1

2
t    seçersek, 

 
   

2 2 2

f a f b M b aa b
f

  
  

 
 

 

elde edilir.Son eşitsizlikte sırasıyla  a  yerine  1ta t b    ve b  yerine de  

 1 t a tb   koyarsak, 

 

 
     1 1 2 1

2 2 2

f ta t b f t a tb M ta b
f b a

      
   

 
 

 

 elde ederiz. Eşitsizliğin t değişkenine göre  0,1  aralığında integralini alırsak, 

 

      
1 1 1

0 0 0

1
1 1 2 1

2 2 2

M b aa b
f ta t b dt f t a tb dt f t dt

   
          

  
    

olur böylelikle, 

 

        
1 1

0 0

1
1 1

b

a

f ta t b dt f t a tb dt f x dx
b a

     
    
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ve 

 

1

0

1
2 1

2
t dt   

olup eşitsizlikte yerlerine konulursa ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.4. (Ostrowski Eşitsizliği)  :f I     biçiminde I  ’de 

differansiyenebilen bir fonksiyon ve a b  olacak şekilde ,a b I   olsun. Eğer 

 ,x a b   için  'f x M  ise aşağıdaki eşitsizlik  ,x a b   için sağlanır (17). 

 

    
   

2 2

1

2

b

a

x a b xM
f x f t dt

b a b a

  
   

    


 . 

 

Teorem 2.1.5. (Simpson Eşitsizliği)  : ,f a b    fonksiyonun dördüncü türevi  

 ,a b  aralığında sürekli ve  
 

 4 4

,x a b
f sup f 

   olsun. Bu durumda aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır (18). 

 

 
   

     
441 1 1

2
3 2 2 2880

b

a

f a f b a b
f f t dt f b a

b a


   
     

  
 . 

 

 

Teorem 2.1.6.  :f I     şeklinde tanımlı bir Lipschitz fonksiyon olsun.              

 0,1   ve  a A B b     olmak üzere,  1V a b     biçiminde tanımlansın. 

Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

 

        
 

 

,1
1

2

b

a

LV A B
f A f B f x dx

b a b a

    
   

 

Burada V  aşağıdaki aralıklara göre tanımlanır. 

 

1. Eğer a V A B b      ise 
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          
2 2 2 2

,V A B A a A V B V b B          

 

2. Eğer  a A V B b     ise 

 

          
2 2 2 2

,V A B A a V A B V b B          

 

3. Eğer  a A B V b     ise 

          
2 2 2 2

,V A B A a V A b B V B          

olur (19). 

 

İspat. f ’nin tanımını kullanarak, 

        
1

1

b

a

f A f B f x dx
b a

   
   

        
1

V b

a V

f A f x dx f B f x dx
b a

             

 

       
1

V b

a V

V b

a V

f A f x dx f B f x dx
b a

L
A x dx B x dx

b a

 
    

  

 
    

  

 

   

Şimdi verilen aralıklarda 

V

a

A x dx  ve 

b

V

B x dx  integrallerini çözersek, 

 

        
 

 

,1
1

2

b

a

LV A B
f A f B f x dx

b a b a

    
   

 

eşitsizliği elde edilip, ispat tamamlanmış olur. Eşitsizlikteki değerler değiştirilerek 

yeni sonuçlar elde edilebilir. 
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2.2. Bullen Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.2.1.  :f I     şeklinde tanımlı bir Lipschitz fonksiyon olsun.                

 , , 0,1     olacak şekilde 1      olsun. a A B C b     ve, 

 1 1V a b     ,  2V a b      biçiminde tanımlansın. Bu durumda 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır (19), 

 

        
 

 
, , , ,1

2

b

a

LV A B C
f A f B f C f x dx

b a b a

  
     

   

 

Burada 
, ,V    aşağıdaki eşitsizliklere göre tanımlanır. 

1. Eğer 1 2a V V A B C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a A V B V B V C V b C              

  

 

2. Eğer 1 2a V A V B C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a A V B V B V C V b C              

  

 

3. Eğer 1 2a V A B V C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a A V B V V B C V b C            

  

 

4. Eğer 1 2a V A B C V b       ise 
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             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a A V B V V B V C b C              

  

 

5. Eğer 1 2a A V V B C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A B V B V C V b C              

  

 

6. Eğer 1 2a A V B V C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A B V V B C V b C              

  

 

7. Eğer 1 2a A V B C V b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A B V V B V C b C              

  

 

8. Eğer 1 2a A B V V C b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A V B V B C V b C             

  

 

9. Eğer 1 2a A B V C V b       ise 

 

             
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A V B V B V C b C              

  

 

10. Eğer 1 2a A B C V V b       ise 

 

              
2 2 2 2 2 2

, , 1 1 2 2, ,V A B C A a V A V B V B V C b C                



 

19 
 

 

İspat.  𝑓’nin tanımını kullanarak, 

       
1

b

a

f A f B f C f x dx
b a

    
   

           
1 2

1 2

1
V V b

a V V

f A f x dx f B f x dx f C f x dx
b a

                    

           
1 2

1 2

1
V V b

a V V

f A f x dx f B f x dx f C f x dx
b a

 
      

   
    

1 2

1 2

V V b

a V V

L
A x dx B x dx C x dx

b a

 
      

   
    

 

Şimdi verilen aralıklarda ,
1 2

1

   , 

V V

a V

A x dx B x dx    ve  

2

b

V

C x dx  integrallerini 

çözülmesi ile, 

 

        
 

 
, , , ,1

2

b

a

LV A B C
f A f B f C f x dx

b a b a

  
     

   

 

eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanır. Eşitsizlikteki değerler farklı alınarak yeni 

sonuçlar türetilebilir. Örneğin 
1 1

, , ,
4 2 2

a b
A a B  


      ve C b alınırsa 

Bullen tipli eşitsizik elde ederiz. 

 

2.3 Kesirli İntegrallerin Elde Ediliş Yöntemleri 

 

2.3.1. Riemann-Liouville Kesirli İntegrali 

Riemann-Liouville Kesirli integral operatörünü elde etmek için ilk olarak n-katlı 

 

  
11 2

1 2 1        
nx

n n

a a a a

f d d d

 

   


      
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integralini ele alalım. Bu integrallerin integral alma sırasını ve bunlara bağlı 

sınırlarını değiştirelim. Bu durumda,  

 

1a x      2 1 x    

2 1a          2 1 x    

,.. . ,     , ,  

 1 2n na                 1n n x     

1n na               na x   

sınır değişimlerini uyguladığımızda, 

 

  
11 2

1 2 1        
nx

n n

a a a a

f d d d

 

   


      

 

  
1 3 2

1 2 1        

n n

x x x x x

n n n

a

f d d d d
   

    





   
     

   
   

      

 

ifadesi elde edilir. Eğer eşitliğin sağ tarafındaki terimler tek tek hesaplanırsa, 

 

  
 

  
11 2

1

1 2 1 1

1
             d

1 !

nx x
n

n n n n n

a a a a a

f d d d f x
n

 

      




    
      

 

eşitliği elde edilir. Burada Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!  oluşu kullanılarak, 

 

  
 

  
11 2

1

1 2 1 1

1
         d

Γ

nx x
n

n n n n n

a a a a a

f d d d f x
n

 

      




          

 

biçiminde yazılır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki 𝑛-sayısı pozitif bir tamsayıdır. Gamma 

fonksiyonu tam olmayan durumlarda da ifade edilebilir. Dolayısıyla eşitliğin sağ 

tarafında 𝑛’nin tamsayı olmadığı durumlar için Riemann-Liouville kesirli integral 

tanımı verilebilir.  
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Tanım 2.3.1. (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) :    ,f x L a b  olsun. Bu 

durumda, 

  
 

  
11

  ,              
 Γ

x

a

a

J f x f t x t dt x a
n





    

 

  
 

  
11

  ,              
 Γ

b

b

x

J f x f t t x dt x b
n





   . 

integrallerine sırasıyla 0   için .  mertebeden sağ ve sol kesirli integraller denir. 

Bu integral literatürde Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinmektedir. 

Burada   0 0

a b
J f J f f x    şeklindedir. 

Tanım 2.3.2. (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu 0n   için  

   1Γ n x

n

n x e dx



    

biçiminde tanımlanır. Bu integral 0n   için yakınsaktır. Gamma fonksiyonunun  

bazı özellikleri aşağıdaki gibidir (20). 

i.    Γ 1 Γn n n   

ii. 
1

Γ
2


 

 
 

 

iii.    
0

Γ Γ 1 , 
1 sin

px
dx p p

x p







  


0 1p   

iv.    2 1 1
2 Γ Γ    Γ 2 .

2

n n n n  
  

 
   

  

Tanım 2.3.3. (Beta Fonksiyonu) :  , 0 m n   için 

    
1

11

0

  ,   1
nmm n x x dx
   

biçiminde tanımlanan iki değişkenli fonksiyona  Beta Fonksiyonu  denir. 

 

 

 

 



 

22 
 

 

2.4. Kesirli İntegraller İçin Hermite-Hadamard  Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.4.1.   : 0,f I      şeklinde tanımlanan bir fonksiyon ve 

 ,f L a b  olsun. a  b olacak şekilde ,a b I  verilsin. Bu durumda 0   olmak 

üzere, eğer f   ,a b  aralığında harmonik konveks bir fonksiyon ise, aşağıdaki kesirli 

integral eşitsizliği sağlanır (21), 

 

 
 

      
   

1/ 1/

Γ 12
  1/   1/

2 2
a b

f a f bab ab
f J f g b J f g a

a b b a



 
 

    
     

    
 

 

İspat.  f  ,  ,a b  aralığında harmonik konveks olduğundan  her  , ,x y a b  için 

(harmonik konvekslik tanımında 1  
2

t   olarak alırsak, 

 

 
   2

2

f x f yxy
f

x y

 
 

 
 

 

olup, 
   

,   
1 1

ab ab
x y

tb t a ta t b
 

   
  olarak seçilirse, 

 

 
   1 12

2

ab ab
f f

tb t a ta tab
f

a b

   
               

 
 

 

Eşitsizliğin her iki tarafını da 1  t   ile çarpıp, daha sonra t  değişkenine göre  0,1  

aralığında integralini alırsak, 

 
   

1 1

1 1

0 0

2

2 1 1

ab ab ab
f t f dt t f dt

a b tb t a ta t

   
      

                     
   

                    

1 11/ 1/

1/ 1/

1 1 1 1
         

2

a a

b b
b

ab
x f dt x f dt

b a x a x

  


            
             

           
   
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 

      1/ 1/

αΓ
  1/   1/

2
a b

ab
J f g b J f g a

b a



 
 

 
  

 
 

         
 

      1/ 1/

Γ 1
  1/   1/

2
a b

ab
J f g b J f g a

b a



 
 

  
  

 
.  

 

  1/g x x   olup, eşitsizliğin sağ tarafı kanıtlanır. 

Eşitsizliğin sol tarafı için,  0,1t  için f ’nin harmonik konveksliğini kullanırsak, 

 

 
     1

1

ab
f tf a t f b

tb t a

 
      

 

ve 

 
     1

1

ab
f tf b t f a

ta t a

 
      

 

 

daha sonra bu eşitsizlikleri taraf tarafa toplarsak, 

 

 
   

   
1 1

ab ab
f f f a f b

tb t a ta t a

   
              

 

 

Eşitsizliğin her iki tarafını da 𝑡𝛼−1  ile çarpıp, daha sonra 𝑡 değişkenine göre [0,1] 

aralığında integralini alırsak, 

 

 
   

   
1 1 1

1 1 1

0 0 0
1 1

ab ab
t f dt t f dt f a f b t dt

tb t a ta t

    
   

                 
    

Benzer şekilde 

 

 
 

      
   

1/ 1/

Γ 1
  1/   1/

2 2
a b

f a f bab
J f g b J f g a

b a



 
 

  
  

 
 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 2.4.2. :f I     şeklinde tanımlı Lipschitz fonksiyon ve a x y b      

aralığı I ’nın içinde bir aralık olsun.  0,1  ve olmak üzere,  1V a b       

biçiminde tanımlansın.Bu durumda kesirli integraller için,  

 

     
 

 
   

 

 
, ,Γ 1

1 V V

MV x y
f x f y J f a J f b

b a b a

    

 


   


      

 
 

 

eşitsizliği sağlanır (22). 

 

 

2.5. Kesirli İntegraller İçin Bullen Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.5.1. :f I     şeklinde tanımlı  Lipschitz fonksiyon ve 

a x y z b       aralığı I ’nın içinde bir aralık olsun.  , , 0,1     ve 

1      olmak üzere,  1 1V a b     ,  2V a b       biçiminde 

tanımlansın. Bu durumda kesirli integraller için , 

 

 

     
 

 
     

 

 

1 1 22

Γ 1

, , , , ,

V V Vf x f y f z J f a J f V J f b
b a

M x y z

b a

     






  

    

  


      






 

 

eşitsizliği sağlanır (22). 

 

2.6. Lipschitz Fonksiyonlar İçin Kesirli İntegraller Aracılığıyla İntegral 

Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.6.1.   : 0,f I     fonksiyonu a b   ve   ,a b I  olmak üzere I ’da 

bir M-Lipschitz fonksiyon olsun. 0   olmak üzere her  ,x a b  ve  0,1  için 

Riemann-Liouville kesirli integrali için  
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1
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x

b
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        
    



  

 

eşitsizliği sağlanır (23). 

 

Sonuç 2.6.1. Eğer Teorem 2.6.1 eşitsizliğinde 𝜆 = 0 olarak alınırsa, 
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                                 
 

   

 

eşitsizliği elde edilir. Sonuç 2.6.1 eşitsizliğinde, 

 

1. 1   alınırsa, 

  
   
2 2

.
ln 2

b

a

f t x a bab a b ab
f x dt M

b a t b a x ab

  
     

    
          (2.6.1) 

 

eşitsizliği, 

 

2. 
2ab

x
a b




   alınırsa, 
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 
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 
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               
 

   

eşitsizliği, 

3. 1   ve 
2ab

x
a b




   alınırsa, 

 
   

2

2

2 .
  ln

4

b

a

f t a bab ab a b
f dt M

a b b a t b a ab

  
          

               (2.6.2) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

 

 

Sonuç 2.6.2. Eğer Teorem 2.6.1 eşitsizliğinde 1   alınırsa, 
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                                 
 

   

 

eşitsizliği elde edilir. Sonuç 2.6.2. eşitsizliğinde , 

1. 
2ab

x
a b




   alınırsa, 
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eşitsizliği 

2. 1   ve 
2ab

x
a b




    alınırsa,  

             
     

 

 
2

22

. . 4
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2 2

b

a
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   
    

      
  

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 2.6.3. Eğer Teorem 2.6.1 eşitsizliğinde, 
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2ab
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olup, bu eşitsizlikte özel olarak 1   seçilirse, 
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eşitsizliği 

2. 
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2ab
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a b
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 alınırsa, 
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olup, bu eşitsizlikte özel olarak 1   seçimi yapılırsa, 
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eşitsizliği bulunur. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde kesirli integraller aracılığıyla  Lipschitz Fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard ve Bullen tipli eşitsizlikler oluşturulmuştur.Bu bölüm boyunca 1( )g x
x



1
1 1

.tA t
a t


 

  
 

  ve  

1
1 1

.  tB t
b t


 

  
 

  ve  
2

1 1
tC t

V t


 

  
 

  ,olarak alınacaktır. 

 

 

3.1. Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 3.1.1 :f I     şeklinde tanımlı  Lipschitz fonksiyon ve a x y b      

aralığı I ’nın içinde bir aralık olsun.  0,1  ve olmak üzere, 
 1

ab
V

a b 


 
 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır. 

 

            1 1
 

1 1
1 Γ 1      

v v

ab
f x f y J fog J fog

b a b a


    

 

      
          

      
 

      

1 1
1 1

1 1

1 1 1 1
       

a V

V b

ab
M t x dt t y dt

b a a t b t

  



  
      

                
  

   

 

İspat. 𝑓’nin tanımını kullanarak, 
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olup, 
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     olarak 

alırsak, aşağıdaki aralıklar için, 
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2. a x V y b    , durumunda, 
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3. a x y V b    , durumunda, 
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olup ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.1.1. Eğer teoremde 1   olarak alınırsa, bu durumda aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır, 
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olup aşağıdaki aralıklar için, 
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eşitsizlikleri  elde edilir. 
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Sonuç 3.1.2.  Eğer teoremde 1   olarak alınırsa, aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 
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Uyarı 3.1.1.  Eğer Sonuç 3.1.2.’ de  özel olarak 1   seçimi yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. Bu ise (2.6.1) eşitsizliğine indirgenir. 

 

 

Sonuç 3.1.3. Eğer teroremde 1
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   olarak alınırsa, aşağıdaki eşitsizlik elde edilir, 
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olup aşağıdaki aralıklar için, 
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eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Uyarı 3.1.2. Eğer Sonuç 3.1.3 eşitsizliğinde özel olarak 1   seçimi yapılırsa, 
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olup  aşağıdaki aralıklar için, 

1. 
2ab

x y
a b

 


, durumunda, 

 

        , 2

1 3
K , ; ,1 ln 2

2 2 2
x y

ab ab b a a b
a b M x y

b a y ab ab

         
          

       
 

2. 
2ab

x y
a b

 


 , durumunda, 

 
 

  

3

, 2

41 3 3
K , ; ,1 ln 4

2 2 2
x y

abab a b a b
a b M x y

b a ab abxy a b

                   
         

 

 

3. 
2ab

x y
a b

 


, durumunda, 

         
, 2

1 3
K , ; ,1 ln 2

2 2 2
x y

ab ab a b b a
a b M x y

b a x ab ab

          
                   

 

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Sonuç. 3.1.4. Eğer teorem 3.1.1’ de x y V   olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir 
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Eğer burada 1   seçimi yapılırsa Sonuç 3.1.2 eşitsizliği elde edilir 

 

 

Uyarı 3.1.3 Eğer Sonuç 3.1.4. eşitsizliğinde  1
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eşitsizliği elde edilir. Burada 1   seçimi ile eşitsizlik Uyarı 3.1.1 eşitsizliğine 
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 olarak alırsak aşağıdaki aralıklar için, 
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2. 1 δ λ δ    , durumunda, 
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3. δ λ ,  durumunda, 
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eşitsizlikleri elde edilir. 

 

 

Uyarı 3.1.4. Eğer Sonuç 3.1.5. eşitsizliğinde α 1  seçimi yapılırsa, 
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olup aşağıdaki aralıklar için, 

 

1. 1   ,  durumunda, 
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2. 1 δ λ δ    , durumunda, 
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3.   ,  durumunda, 
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Uyarı 3.1.5.  Eğer Sonuç 3.1.5. eşitsizliğinde 1   seçimi yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı 3.1.6. Eğer Sonuç 3.1.5 eşitsizliğinde 1   ve 1  
2 

  seçimleri yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı 3.1.7. Eğer Sonuç  3.1.5 eşitsizliğinde 1   ve 1   seçimleri yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir.Özel olarak bu eşitsizlikte 1
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   seçimi yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı 3.1.8. Eğer Sonuç 3.1.5. eşitsizliğinde 1
2

    seçimi yapılırsa, 
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olup aşağıdaki aralıklar için 
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 eşitsizlikleri elde edilir. Eğer burada özel olarak 
1

2
   , olarak seçilirse Sonuç 2.6.2 

eşitsizliğindeki , 
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eşitsizliği elde edilir.  

 

 

Uyarı 3.1.9. Eğer Sonuç 3.1.5 eşitsizliğinde özel olarak 1
2

   ve   1   seçimleri 

yapılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik (2.6.2) eşitsizliğine indirgenir. 

 

 

3.2.  Bullen Tipli Eşitsizlikler 
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tanımlansın. Bu durumda kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 
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İspat. 𝑓’nin tanımını kullanılarak, 
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olarak alırsak, aşağıdaki aralıklar için, 

 

1. 1 2V V x y z     , durumunda, 

 
2 1

2 1

1 1 11

, ,

1 1 1 1

, ; , , ; M

V V az

x y z t t t t

b z V V

ab
D a b B dt B dt C dt A dt

b a



    

  
   

      
    

 

   

      1 1
2

b a b a b a
x y z

ab ab ab z b

   
                                  

 

 

 

2. 1 2V x y V z    , durumunda, 

 
2 1

2 1

1 11 11

, ,

1 1 1 1 1

, ; , , ; M

V Vy az

x y z t t t t t

b z V y V

ab
D a b B dt B dt C dt C dt A dt

b a



    

  
   

       
    

 

      

    1 1
2

b a b a
x z

ab ab z b

 
        

               

 

 
   1

2
b a a b

y
ab y ab

 
         

      
     

 

 

 

3. 1 2V x y z V        durumunda, 

 
2 1

2 1

1 11 1

, ,

1 1 1 1

, ; , , ; M

V Vy a

x y z t t t t

b V y V

ab
D a b B dt C dt C dt A dt

b a



    

  
   

      
    

 

     

       1
2

b a b a a b b a
x y z

ab ab y ab ab

   
                  

            
           

 

 



 

44 
 

 

4. 1 2x V V y z        durumunda, 
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eşitsizlikleri elde edilip ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.2.1. Eğer Teorem 3.2.1 eşitsizliğinde 1 2x y z V V     olarak alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 
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Uyarı 3.2.1. Eğer Sonuç 3.2.1 eşitsizliğinde 1
3

      olarak seçilirse, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı 3.2.2. Eğer Sonuç 3.2.1 eşitsizliğinde 
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eşitsizsizliği elde edilir. Burada yine 1
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eşitsizliği bulunur. Burada 1   seçimi ile eşitsizlik Uyarı 3.1.9 eşitsizliğine 

indirgenir. 
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olarak alırsak, aşağıdaki aralıklar için, 
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eşitsizlikleri elde edilir. 
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eşitsilikleri elde edilir. 
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eşitsizliği elde edilir. Özel olarak bu eşitsizlikte 𝛼 = 1 seçimi yapılırsa 
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eşitsizliği bulunur. 

 

Uyarı 3.2.5. Uyarı 3.2.3. eşitsizliğinde 𝜆 = 𝜃 = 1
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eşitsizliği elde edilir. Özel olarak burada 𝛼 = 1 seçimi yapılırsa 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı 3.2.6. Eğer Sonuç 3.2.3. eşitsizliğinde olarak alınırsa 
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4.  TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalışmada Lipschitz Fonksiyonlar için Riemann-Liouville Kesirli integralli 

aracılığıyla Hadamard ve Bullen tipli yeni eşitsizlik türleri bulmak amaçlanmıştır. 

Çalışmada  Teoremlerdeki değişkenlerin değerleri farklı alınarak, yeni eşitsizlikler ve 

genel eşitsizlikler elde edilmiştir. Bu şekilde elde edilen eşitsizliklerin literatürde 

bulunan eşitszilikle uyumlu olduğu görülmüştür. 

Konuyla ilgilenen araştırmacılar 3. bölümdeki Bullen tipli eşitsizliklerde alınacak 

farklı değerler için farklı türden integral eşitsizliklere elde edebilirler. 
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