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OZET

HARMONIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN ELDE EDILEN
KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERININ LIPSCHITZ
FONKSIYONLARI iCIN ELDE EDILMESI

TOPLU, Tekin
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Dog. Dr. imdat ISCAN

HAZIRAN 2017, 59 sayfa

Bu tez ¢alismasinda Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville
Kesirli Integrali araciligiyla, Hermite-Hadamard ve Bullen tipli genel esitsizlikler elde edildi.
Bu esitsizliklerin bazilarinda 6zel degerler alinmasiyla literatiirde bulunan Ostrowski ve
Simpson tipli, yeni esitsizliklere ulasildi. Tezin birinci bdliimiinde genel kavram ve tanimlara
yer verildi. Ikinci boliimde tez ¢alismasinda gerekli olan teoremler ve Riemann-Liouville
Kesirli Integralinin elde edilis yontemi gosterildi. Ugiincii boliimde Hermite-Hadamard ve

Bullen tipli esitsizlikler kullanildi.

Anahtar Kelimeler :Hermite-Hadamard, Bullen, Riemann-Liouville Kesirli Integrali,

Konvekslik, Harmonik Konvekslik.



ABSTRACT

OBTAINING FOR THE LIPSCHITZIAN FUNCTIONS OF
FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES OBTAINED
FOR HARMONICALLY CONVEX FUNCTIONS

TOPLU, Tekin
Giresun University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master of Science Thesis
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Imdat ISCAN

JUNE 2017, 59 pages

In this thesis study, some New General Hermite-Hadamard and Bullen Type
Inequalities for Lipschitzian Functions via Riemann-Liouville Fractional Integral are obtained
In these inequalities by taking some special values, some new Ostrowski and Simpson type
inequalities which are in literature are reached. In the first chapter, general concepts and
definitions are given. In the second chapter, theorems which are necessary for thesis and how
to obtain Riemann-Louville Fractional Integral, are shown. In the third section, Hermite-

Hadamard and Bullen type inequalities are used.

Keywords: Hermite-Hadamard, Bullen, Riemann-Liouville Fractional Integral, Convexity,

Harmonically Convexity
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1.GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Esitsizlikler, matematikte onemli bir rolii olmakla birlikte, iki degerin
birbirine gore durumlarimi ifade eden iliskidir. Esitsizlikler ile ilgili 18. ve 19.
yiizyillarda K.F. Gauss, P.L. Chebyshev ve A.L. Cauchy gibi tinlii matematikgiler
tarafindan ¢alismalar yapmis olsa da 1934 yilinda Hardy , Littlewood ve Polya (1)
tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitap, matematigin gelismekte olan bu alaninda
verilen ilk eserdir.Bu calismay1 ikinci eser olarak E. F. Beckenbach ve R.
Belmann’in  (2) yine ayni isimli “Inequalities” adli eseri izler. Bu eserler bircok
matematik¢iyi etkilemis ve daha sonraki donemlerde bu alanda bir¢cok caligsmalar
yapilmis ve kitaplar yazilmistir. Bu kitaplardan bazilart  ”Differential
Inequalities”(3), ”Analitic Inequalities”(4), “Inequalities Involving Functions and
Their Derivates” (5) ,“Classical and New Inequalities in Analysis”’dir (6). Son
yillarda ise birgok arastirmacinin ¢aligmalar1 ve kitaplar literatiirde mevcuttur.

Esitsizlikler alaninin gelismesinde 6nemli bir yeri olan kavramlardan birisi de
konveks fonksiyonlar kavramidir. Konvekslik kavraminin ge¢cmisi Archimedes’in
inlii 7 ( p1 ) sayist hesabina kadar gitmesine ragmen ilk kez Charles Hermite’in
1881 yilinda Mathesis 3 (1883, s.82 ) dergisine gonderdigi mektupta su sekilde
rastlanir.

“Sur deux limites d’une intégrale définie. Soit f(x) une fonction qui varie

toujours dans le méme sens de x = a ; ax = b; On aura les relation

(b—a)f (a—;bJ<j:f (X)dx<(b—a)M
ou bien

(o2 (28] Jr () (o) 21D



suivant que la courbe y=f (X) tourne sa convexité ou sa concavité vers I’axe des

abcisses.”
Ilerleyen yillarda Fejer (1880-1959) Hermite’in sonuglarmin genellestirilmis halini
sunmustur.

Esitsizlikler ile ilgili diger 6nemli bir ¢alisma alani ise ise kesirli integral ve
kesirli tiirevdir. Ilk defa Liouville tarafindan ortaya konulan bu kavramlar, kesirli
analizin temelini olusturmaktadirlar. Liouville’den sonra bir¢ok 6dnemli matematikgi
bu alanda calismalar yapmislardir. ilk kitap ise A.A. Kilbas, O.I. Marichev ve S.G.
Samko ‘nun “Fractional Integrals and Derivatives” adli eseridir (7).

Bu c¢alismanin amaci Lipschitz Fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville
integrallerini araciligiyla elde edilen Hermite-Hadamard ve Bullen esitsizliklerini

okuyucuya sunmaktir.



1.2. Genel Kavramlar

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve

esitsizliklere yer verilmistir.

Tamm 1.2.1. (Lineer Uzay): M bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:MxM —>M ve -:FxM —>M islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar
saglantyorsa M’ ye F cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzay1) denir.

A) M, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,

Gl.Va,beMicina+be M dir.

G2. Va,b,ceMicina+(b+c)=(a+b)+c dir.

G3.Vae Migina+ 8 =0 +aolacak sekildebir 8 € M vardur.

G4.VaeMicina+(—a)= (—a) +a=0 seklindebir —a € M vardwr

G.5.Va,beMicina+b=b+adir

B) a,be Lvea, f € F olmak tlizere asagidaki sartlar saglanir:

Ll cxaeM

L2. a.(a+b)=aa+ab

L3. (a+B)a=aa+fb

L4. la=a (Burada 1 F’nin birim elemanidir)

F =R ise M’ ye reel lineer uzay, F =C ise M’ ye kompleks lineer uzay ad1 verilir

(8).

Tanmm 1.2.2. F bir cisim ve A ve B, F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun.

a,b eV vea € F olmak iizere T : A— B doniisiimii
1. T(a+b)=T(a)+T(b)

2. T(aa)=aT(a)

Sartlarin1 sagliyorsa T’ye A fizerinde lineer doniisiim denir. Eger A=DBise

T : A— B lineer doniisiimiine bir lineer operatdr denir (8).



Tamm 1.2.3. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay Ac Lvex,ye A keyfi olmak
lizere;

Bz{ZeL z=tx+(1-t)y ,OStSl}gA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger zeB ise z=ax+(1-a)y
esitligindeki x ve y katsayilari i¢in & +(1—a)=1 bagntist her zaman dogrudur.

Bu sebeple konveks kiime tanimindaki o,(1-«) yerine a+f=1 sarti

saglayan ve negatif olmayan «,f reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B

kiimesi ug noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bos olmayan ve iki noktasini birlestiren dogru pargasini iceren

kiimedir (9).

Sekil 1.1. Konveks kiimeler

t .
N\, .
S
‘o

Sekil 1.2. Konveks olmayan kiimeler

Tamm 1.2.4. (Konveks Fonksiyon): |, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon

olmak iizere her x,yel ve a e [O,l] icin,



f (ax+(1—a) y)Saf (X)+(1—a) f (y)

Sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger esitsizligi X # Yy ve
a €(0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir (10).

Yukaridaki tanimi su sekilde de ifade edebiliriz: Eger B = {(x,y):y = f(x),

x € I} kiimesi konveks ise fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
Eger ae [0,1] kapal1 araligindaki u¢ noktalar1 disarida birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon sartindaki “<” yerine “<” gelir, yani ;
f (ax+(l—a) y) <af(x)+(1-a)f(y)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.

I’y

)+ (1 = 1) fi)
T A :
ftx+(1-0y) |

J(x) ,

x tx+ (I-0)y y

Sekil 1.3 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Konvekslik ile ilgili baz1 gerekgeler asagida verilmistir.
G1. f fonksiyonunun | araligi izerinde konveks olabilmesi igin gerek ve yeter

f(x)-f(c)

X—C

kosul segilen herhangi bir ¢ € | noktast i¢in ’nin | araliginda artan

bir fonksiyon olmasidir.

G2. f:(a,b)> R fonksiyonunun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

C,x € (a,b) i¢in,



olacak sekilde g:(a,b)—> R artan fonksiyon olmasidir.

G3. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere , f 'nin konveks olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f' fonksiyonunun artan olmasidir.

G4. f" ,(a,b) araliginda mevcut olsun. Bu durumda f ’nin konveks olmasi igin
gerek ve yeter kosul f "(x)>0 olmasidur.

G5. f:(a,b)— R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

X, € (a, b) icin f fonksiyonun en az bir yardimci dogruya sahip olmasidir. Yani

f(xX)=f(x)+A(x=%) Vvxe(ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada A4, X,” a baghdir ve eger f' varsa o zaman
A=1'(x) yada f' (%)= f/(x) ise 2e[f'_(X), f,(x,)]dir.
G6. f:(a,b)—ﬂRfonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P,QveR noktalar1 f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi ii¢ nokta olmak

lizere,
egimPQ < egimPR < egim(QR
esitsizliginin saglanmasidir (10).

Konveks Fonksiyonlarin Ozellikleri

a) Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon siirlidir.

b) f :1 >R konveks fonksiyonise I">de f' (x) ve f/(x) vardir ve artandir.

c) f:1->R konveks fonksiyonu | agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E
kiimesi haricinde f' mevcuttur ve siireklidir.

d) k tane fonksiyon R — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda



f(x):iaj fi(x),a;>0;(j=12,....k)

fonksiyonu da konvekstir.

e) g :R— R azalmayan ve konveks bir fonksiyon, ayrica h:IR —R konveks
fonsiyon olsun. Bu durumda f:R—>R , f(x)=(goh)(x) olarak f tammlanan

bileske fonksiyonu da konvekstir (11).
f) g:R—>R konves ve h, h(x)=Ax+B formunda h:R—R konveks olmak

lizere ,

f(x)=g(h(x))

fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. Burada A ve B sabitlerdir(10).

Tanmim 1.2.5.(Siireklilik): f:ScR—>R ,x, €S ve £>0 verilmis olsun.
XeS ve |x—x,|<d i¢in ‘f (x)—f (XO)‘ <e

olacak sekilde bir o6 >0 sayisi varsa f, S ’de siireklidir denir (12).

Tamim 1.2.5 (Diizgiin Siireklilik): f:ScR—>R fonksiyonu ve £¢>0 sayisi
verilmis olsun.

X, —%,| <& sartim saglayan V'x,X, €S icin ‘f (x)-f (Xz)‘ <g
olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa f, S ’de diizgiin stireklidir denir (12).

Tamm 1.2.7. (Mutlak Siireklilik): [a,b] araligimin ayrik agik alt araliklarinin

{(aub.)}; ailesi i¢in



oldugunda,

>lf(b)-f(a)<e
1
olacak sekilde herhangi bir £ >0 sayisina karsilik, bir 6 >0 sayis1 bulunabiliyorsa

f fonksiyonuna [a,b] kapali araliginda mutlak siireklidir denir (13).

Tanim 1.2.8. (Lipschitz Sarti): [a, b] kapali araligindaki her x ve y noktalar1 i¢in
[FO0=F(y)[<Klx-y

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa f, [a, b] araliginda Lipschitz sartin1 sagliyor denir

(12).

Teorem 1.2.1. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x,ye R sayilari icin

[+ y[<[x|+y]
[M=lyl[<x=y].
X =[¥l]<[x=y1.
tiimevarim yoluyla
X, 4 X+ X | < |3+ +] x|

esitsizlikleri gegerlidir (6).

Teorem 1.2.2. (integraller icin Ucgen Esitsizligi): f,[a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda ,

b

If (x)dx

a

SE“(X)‘dX (a<b)

esitsizligi gecerlidir (6).



Teorem 1.2.3. Eger f :1 — R fonksiyonu konveks ise, | ’deki kapali herhangi
bir kapali [a, b] araliginda Lipschitz sartin1 saglar (11).
Ispat. a—¢ ve b+¢ 1 kiimesinin i¢inde olacak sekilde bir & >0 sayis1 segelim.

m ve M sirasiyla f 'nin [a—é&,b+&] araliginda alt ve iist sinirlart olsun. Bu

durumda eger X ve y, [a,b] araliginin ayrik iki noktasi olup,

_ly=¥

&
Z:y+—(y—X), ﬂ—m

ly=X

olarak segilirse ze[a—g,b+¢], y=Az+(1-2)x olur. Buradan

f(y)<af(z)+(1-2)fF(x)=A[ f(2)-F(x)]+f(x)

K= (M — m) [ € olarak alinirsa

f(y)-f(x)<a(M —m)<@(M —m)=Kly-X

olur. Cilinkdi istenildigi gibi ‘f (y)-f (X)‘ <K|y—x| herhangi x,ye [a,b] saglanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki ifade sdylenebilir;

f:1 >R konveks fonksiyon ise I°°de herhangi bir [a,b] kapali araliginda

Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] araliginda da mutlak siirekli ve

I°’ de siireklidir (10).

Tamim 1.2.9. (Harmonik Konvekslik): | < R\ {0} reel sayilarda bir aralik olmak

iizere f :1—>R fonksiyonu her x,y e 1 ve te[0,1] igin,

f [L]gﬁ (y)+(1-t) f (%)

tx+(1-t)y



esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger
esitsizlikte “<” yerine “>” kullanilirsa, bu durumda f ’ye harmonik konkav denir

(14).

Teorem 1.2.4. (Hermite-Hadamard integral Esitsizligi): f :1 — R konveks bir

fonksiyon olsun. Her a,bel ve a<b ig¢in,

f(a—gbjﬁé!f (x)dxgw

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Eger esitsizlikte f fonksiyonu

konkav ise esitsizlik tersine doner (10).

Ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan [a, b] araliginda siirekli ve sinirlidir.
Bundan dolay1 f, [a, b] > de integrallenebilir. Sag taraftaki esitsizligin ispat1 i¢in
konveksligin geometrik yorumunu kullanarak X:ta+(l—t)b,te[0,l] alalim. Bu

durumda,

éif (x)dx= [ (ta+(1-t)b)

0

< f(a)jtdt+ f(b)[(1-t)dt

O e

f(a)+ f (b)

2

olup esitsizligin sag tarafi elde edilir. Simdi esitsizligin sol tarafini ispatlayalim.

Bunun i¢in

integralini

10



f (x)dx+ T f (x)dx

a+b

m'—.m‘

1
= |f -
b—aI (x)dx b-a

2

biciminde yazalim. Elde edilen birinci integralde X =a+

t(b-a)
2

degisken degisimi

t(b-a)
2

ve ikinci integralde x=b- degisken degisimleri yapilirsa, buradan,

a+b

if (x)dx:EIf (a+t(b_a)jdt

2 2

ve

i f(x)dx:—b_Taj:'f (b—@}dt

aib
l J—
:ijLb——t(b a)]dt
) 2

2

biciminde yazilirlar. Elde edilen integral toplaminda f’ nin konveksligini

kullanirsak,

O

1
> [f 3, D grof[ 2R
1272 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

11



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 2.1.1.  f:[a,b] >R seklinde tammh f fonksiyonu [a,b] araliginda

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

(2]

b
%{f(azb}r f(a)+f (b)}g f(a);f(b)

Ucgiincii esitsizlik literatiirde Bullen Esitsizligi olarak bilinmektedir (15).

Teorem2.1.2. f:lc ]R\{O} — R, a,bel ve a<b olacak sekilde bir harmonik

konveks fonksiyon olsun. Eger f eL[a,b] ise, bu durumda

esitsizligi saglanir (14).

Ispat. f:1 —> R harmonik konveks oldugundan dolay1 V x,e | igin ve t:% i¢in,

f[ny]< f(y)+f(x)

X+y) 2
ab ab

Y= larak alirsak
ta+(1-t)b g tb+(1-t)a ok A

olur. Eger esitsizlikte X =

12



fKZbeLMfOJf(t(?w]

a+b) 2

Daha sonra esitsizligi t degiskenine gore [0,1] araliginda integralini alirsak,

Rl et

. L . ab t f(x) o .
Koseli parantezin icindeki her bir integral —J. dx  ifadesine esit

b—a? x?

oldugundan, esitsizligin sol tarafi ispatlanir.

Esitsizligin sag tarafi icin x=a ,y =b alip , t degiskenine gore her iki tarafin
[0,1] aralig1 iizerinde integralini alalim.

Simdi f :(O,w)—)R fonksiyonu f (X)zl olarak alinsin. Boylelikle her

X,y €(0,00) ve te[0,1] igin,

=tf (y)+(1-t) f(x)=1

olur. f (0,00) araliginda harmonik konveks oldugundan,

2ab) . ab 5 f(x) B f(a)+ f(b)
f( j 1 J' ,—dx=1ve —

a+b) " b-a’ x

a

saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.3. f:1 cR— R bigiminde taniml bir Lipschitz fonksiyon ve a,b |

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir (16).

13



Ispat. te[0,1] olsun.Buradan her a,be | igin
tf (a)+(1-t) f (b)— f (ta+(1-t)b]
=Jt(f ()~ f (ta+(1-t)b))+ (1-t)(f (b)- f (ta+(1-t)b))
<t|f(a)- f (ta+(1-t)b)|+(1-t)| f (b) - f (ta+(1-t)b)
<tM|a—(ta+(1-t)b)|+(1-t)M|b—(ta+(1-t)b)
=2t(1-t)M|b—a|

1
Eger t = > secersek,

‘f(a)+ fb) . (a+bj‘s M |b-al

2 2 2

elde edilir.Son esitsizlikte sirasiyla @ yerine ta+(l—t)b ve b vyerine de

(1-t)a+th koyarsak,

f(ta+(1-t)b)+ f((1-t)a+tb) f (a+bJ

2 2

SM|?‘”|b_a|

elde ederiz. Esitsizligin t degiskenine gore [0,1] araliginda integralini alirsak,

‘%Hf (ta+(1—t)b)dt+j:f ((1—t)a+tb)dt} f (a;b)

olur boylelikle,

M|b—a|1
< 2t —1/dt
<20y

if (ta+(1-t)b)dt =if ((1-t)a+tb)dt :éif (x)dx

14



ve

1
j|2t—140|t=1
] 2

olup esitsizlikte yerlerine konulursa ispat tamamlanir.
Teorem 2.1.4. (Ostrowski Esitsizligi) f:lcR->R biciminde 1 ’de

differansiyenebilen bir fonksiyon ve a<b olacak sekilde a,bel’ olsun. Eger

vx e[a,b] i¢in ‘ f (X)‘ <M ise asagidaki esitsizlik Vx €[a,b] i¢in saglanir (17).

Teorem 2.1.5. (Simpson Esitsizligi) f :[a,b] >R fonksiyonun dordiincii tiirevi

[a,b] araliginda siirekli ve f(4)w = SUP, (a) ‘ f (4)‘ <o olsun. Bu durumda asagidaki

esitsizlik saglanir (18).

3 2

ECIRCIRE REN

Teorem 2.16. f:lcR—>R seklinde tanimh bir Lipschitz fonksiyon olsun.
ae [0,1] ve a<A<B<b olmak tizere, V = (1—a)a+ ab biciminde tanimlansin.

Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

Burada V, asagidaki araliklara gore tanimlanir.

1. Eger a<V <A<B<b ise

15



V,(AB)=(A-a) —(A-V) +(B-V) +(b-B)

2. Eger a<A<V <B<b ise

V,(AB)=(A-a)’ +(V-A) +(B-V) +(b-B)’

3. Eger a<A<B<V<bh ise

V,(AB)=(A-a)" +(V-A)’ +(b—B)" +(V -B)’

olur (19).

Ispat. f ’nin tanimim kullanarak,

af (A)+(1-a)f (B)—leaj'f (x)dx

a

I[f (A)-f (x)]dx+j:[f (B)- f (x)dx]

sbi_vﬂf (A)- f (x)\dx+vﬂf(s)_ f (x)‘dx}

\Y% b
J.|A—x|dx+J'|B—x|dx}
a \Y

v b
Simdi verilen araliklarda “A— X| dx ve “B - X| dx integrallerini ¢ozersek,
\Y

a

esitsizligi elde edilip, ispat tamamlanmis olur. Esitsizlikteki degerler degistirilerek

yeni sonuglar elde edilebilir.

16



2.2. Bullen Tipli Esitsizlikler

Teorem 2.2.1. f:lcR—>R seklinde tanimli bir Lipschitz fonksiyon olsun.
a,ﬂ,ye[O,l] olacak sekilde a+pB+y=1 olsun. a<A<B<C<b e,
V,=(1-a)a+ab , V,=ya+(a+p)b biciminde tammlansin. Bu durumda

asagidaki esitsizlik saglanir (19),

af (A)+p1(B)+/f (C)—bfljf (x)dx| < Lvaéfv(fb(_A:)”C)

Burada V, , = asagidaki esitsizliklere gore tanimlanir.

1. Eger a<V,<V,<A<B<C<b ise

Y

a,By

(AB,C)=(A-a) —(A-V,) +(B-V,) ~(B-V,) +(C-V,) +(b-C)’

2. Eger a<V,<A<V,<B<C<b ise

Y

a. By

(AB,C)=(A-a) —(A-V,) +(B-V,) =(B-V,) +(C-V,) +(b-C)’

3. Eger a<V,<A<B<V,<C<b ise

\Y

a.py

(AB,C)=(A-a) —(A-V,) +(B-V,)" +(V,-B)* +(C -V, )’ +(b-C)’

4. Eger a<V, < A<B<C<V,<b ise

17



\Y

a.py

5. Eger a< A<V, <V,<B<C<b ise

\Y

a,By

6. Eger a<A<V,<B<V,<C<bD ise

\Y

a.By

7. Egera< A<V, <B<C<V, <D ise

Y

a,By

8. Eger a< A<B<V,<V,<C<b ise

Y

a. By

9. Egera<A<B<V,<C<V, <D ise

\Y

a. By

10. Eger a< A<B<C <V, <V, <b ise

\Y

a.py

(AB,C)=(A-a) +(V, =AY =(V,-B)" +(V,—=B)’ =(V, ~C)* +(b-C)’

18

(AB,C)=(A-a) —(A-V,)" +(B-V,)" +(V,—B)’ —(V, —C)" +(b-

(AB,C)=(A-a) +(V,—AY +(B-V,)" =(B-V,) +(C -V, )" +(b-

(AB,C)=(A-a) +(V, =AY +(B-V,)" +(V, - B) +(C -V, )" +(b-

(AB,C)=(A-a) +(V,—A) +(B-V,)" +(V,~B) —(V, —C)" +(b-

(AB,C)=(A-a) +(V,—A) ~(V,—B) +(V,~B) +(C-V,) +(b—-

(AB,C)=(A-a)’ +(V,— A —(V,~B) +(V,~B)" —(V, ~C)" +(b~-

c)y

c)y

2

C)

c)y

c)y

c)y



Ispat. f’nin tanimin1 kullanarak,

b

af (A)+f(B)+yt (C)—leaIf (x)dx

=va[f (A)-f (x)]dx+\\/f[f (B)-f (x)dx]+j[f (C)—f(x)dx]

aa

b—

Sé VDf(A)—f(x)‘dx+:ﬂf(B)—f(x)‘dx+j‘f(c)—f(x)‘dx}
L (v, v, b

SE I|A—x|dx+J‘|B—x|dx+J'|C—x|dx}

Vi \Z

\ V, b
Simdi verilen araliklarda ,IA—X|dX,I|B—X|dX ve I|C—X|dx integrallerini

a A v,

¢Oziilmesi ile,

af(A)+pT(B)+yt (c)_iif (x) < Lva;(yb(_A:)s,c)

esitsizligi elde edilip ispat tamamlanir. Esitsizlikteki degerler farkli alinarak yeni
e s . 1 1
sonuclar tiiretilebilir. Ornegin a =y = 7 = > A=a,B= aT-i-b ve C=Dbaliirsa

Bullen tipli esitsizik elde ederiz.
2.3 Kesirli Integrallerin Elde Edilis Yontemleri

2.3.1. Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Riemann-Liouville Kesirli integral operatoriinii elde etmek i¢in ilk olarak n-katl

D S <
D ey Q
o —Q

'nrf (0,)do,,...do,do;

19



integralini ele alalim. Bu integrallerin integral alma sirasini ve bunlara bagh

siirlarint degistirelim. Bu durumda,

a<o; <X o, <0; <X
a<o,<o; o, <0, <X
pee e yernr
a<o,,<0,, 0, <0, <X
a<o, <o, a<o, <X

siir degisimlerini uyguladigimizda,

D S <
D ey Q
o —Q

'nrf (0,)do,,...do,do,

[t I(f I(Idaljdaz ]daﬂ do.

a On \ Ona 03 \ 02

ifadesi elde edilir. Eger esitligin sag tarafindaki terimler tek tek hesaplanirsa,

D Sy <
D ey Q
o —y 3

-] 1(e)00, 1 do00,= [ () (x-61) 0o

(n-1)!

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! olusu kullanilarak,

JX. TT...Ujlf(dn)ddn1...d02d61—r1n I “do,

bi¢ciminde yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n-sayis1 pozitif bir tamsayidir. Gamma
fonksiyonu tam olmayan durumlarda da ifade edilebilir. Dolayisiyla esitligin sag
tarafinda n’nin tamsayr olmadigi durumlar i¢in Riemann-Liouville Kesirli integral

tanimi verilebilir.
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Tamm 2.3.1. (Riemann-Liouville Kesirli integrali) : f(x)eL[a,b] olsun. Bu

durumda,

() =[Ot dt,  x>a

1
r(n)

integrallerine sirasiyla & >0 icin . mertebeden sag ve sol kesirli integraller denir.

34 (x)= Tf (t)(t—x)""dt, x<b.

Bu integral literatiirde Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinmektedir.
Burada J° f =J° f = f (x) seklindedir.

Tamim 2.3.2. (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu n>0 igin
F(n):_[x“‘le‘xdx
biciminde tanimlanir. Bu integral n>0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun

baz1 6zellikleri agagidaki gibidir (20).
i. T(n+1)=nI(n)

2 p
iii. [ —dx=T(p)r(1-p)=—"—, 0<p<l
0

iv. 22”11“(n)1“(n %j =/zT(2n).

Tanim 2.3.3. (Beta Fonksiyonu) : m,n>0 icin

1

A(m,n) :J‘x”“l (1- x)”_l dx

0

bigiminde tanimlanan iki degiskenli fonksiyona Beta Fonksiyonu denir.
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2.4. Kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 2.4.1. f:1c(0,0) >R  seklinde tamimlanan bir fonksiyon ve
f eL[a,b] olsun. a <b olacak sekilde a,be | verilsin. Bu durumda ¢ >0 olmak

lizere, eger f [a, b] araliginda harmonik konveks bir fonksiyon ise, asagidaki kesirli

integral esitsizligi saglanir (21),

() s oy L2210

ispat. f, [a,b] araliginda harmonik konveks oldugundan her X, ye[a,b] i¢cin

(harmonik konvekslik taniminda t = % olarak alirsak,

X+y) 2

f{ 2ny< f(x)+f(y)

ab ab

| =  y=—"
o, X th+(1-t)a y ta+(1-t)b

olarak segcilirse,

a+b) 2

=G

t!l*l

Esitsizligin her iki tarafin1 da ile carpip, daha sonra t degiskenine gore [O,l]

araliginda integralini alirsak,

1 1
{20 )< et 2o e | 2o
a+b) 2|3 tb+(1-t)a : ta+(1-t)

SN ROS EUROY
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< “r(“)(;‘_b)a (35, (109)(1/b)+ 35, (1 oq)(1/a)!

SF(05+1)( ab
2 b-a

|/ (r-0)arb) 35 (10wl

g (X) =1/x olup, esitsizligin sag tarafi kanitlanir.

Esitsizligin sol tarafi i¢in, t € [O,l] icin f ’nin harmonik konveksligini kullanirsak,

f (ﬁ}gf (a)+(1-t) f (b)

ve

f [ﬁ] <tf (b)+(1-t) f (a)

daha sonra bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,

f[ﬁ}tf[ﬁJsf(aﬁf(b)

Esitsizligin her iki tarafin1 da t*~1 ile garpip, daha sonra t degiskenine gore [0,1]

araliginda integralini alirsak,

jt“f (tl:wr(al—b—t)aj dt+:[t”’lf (ﬁ] de<[f(a)+f (b)]it“ldt

0

Benzer sekilde

I'(a+1)
2

[ ab j“{Jf}a_(fog)(1/b)+J;;b+(fog)(l/a)}gw

b-a 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 2.4.2. f:1 cR—> R seklinde tanimli Lipschitz fonksiyon ve a<x<y<b
araligi | 'nin i¢inde bir aralik olsun. A E[O,l] ve olmak tizere, V =/1a+(1—/1)b

bi¢iminde tanimlansin.Bu durumda kesirli integraller igin,

F(a+1)
(b-ay

aMV, ; (x,y)

278 (x)+(1-2)" T (y)- (o a)

(35 f(a)+d.f(b)] <

esitsizligi saglanir (22).

2.5. Kesirli integraller i¢in Bullen Tipli Esitsizlikler

Teorem 251. f:lcR->R seklinde taniml Lipschitz fonksiyon ve
as<x<y<z<b araligi | 'nin i¢inde bir aralik olsun. A,/,0¢€ [0,1] ve
A+B+0=1 olmak iizere, V,=(1-1)a+ib , V,=60a+(A+p)b  bigiminde

tanimlansin. Bu durumda kesirli integraller icin ,

ﬂ“f(x)+ﬁ“f(y)+9“f(z)—1£b Doz £ (a)+ 3z, £ (V,)+ 3¢, £ (0)]

. aMa, 1, 3,0(x,Y,2)

(b—a)"
esitsizligi saglanir (22).

2.6. Lipschitz Fonksiyonlar Icin Kesirli Integraller Araciigiyla Integral
Esitsizlikler

Teorem 2.6.1. f:1<(0,0) >R fonksiyonu a<b ve a,bel olmak iizere | *da

bir M-Lipschitz fonksiyon olsun. & >0 olmak iizere her x €[a,b] ve 1€[0,1] igin

Riemann-Liouville kesirli integrali i¢in
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1 1

‘lf (X,ﬂ,a,a,b)‘ <M {[(1_/1)X+/1a]+(___ja

a X

+a(24-1) (l—tjal%dt{zb—(l—z)x]

a

x“_\!—.m“_\

esitsizligi saglanir (23).

Sonug 2.6.1. Eger Teorem 2.6.1 esitsizliginde A = 0 olarak alinirsa,

ol \p-a th, a b
X X _

(oL G o s oofghon )

1

a-1 a a-1
(t—lj 1dt—j(l—tj Lt
b) t 1\a t

X

IA
N
=
Q
7\
o
&
o
]
f_j;\
>
1
TN
|
|
> | =
]
|
VR
> |~
|
T |+
]
[
+
R
T | P < |

esitsizligi elde edilir. Sonug 2.6.1 esitsizliginde,

1. «a =1 alinirsa,

esitsizligi,

2. X= Lab alinirsa,
a+b

25



‘fﬁim_r(gjl)(bﬁb&f[m(fog)[%juggb (fog)&ﬂ‘

2ab
a+b

1
a 2ab a-1 a a-1
M (a—b) a j(t—l] }dt—j(i—tj Lt
2“\b-a 1 b) t a t

b 2ab

esitsizligi,

3. a=1ve Xzz;alb alinirsa,
a+b

b
‘f(zabj_ ab J-f(zt)dt
a+b) b-as t

esitsizlikleri elde edilir.

<m-20 |n((a+b) ] (2.6.2)
b-a 4ab

Sonug 2.6.2. Eger Teorem 2.6.1 esitsizliginde A =1 alinirsa,

b-a 2"« (b-a

e (BRI CHIR

esitsizligi elde edilir. Sonug 2.6.2. esitsizliginde ,

IR TSR] I “
f(a) szmf o5 5) EARIUEY {J;Uog)@”f “°g>(m

X | P — ) |

a
1. x=—— alinirsa,
a+b

f (a)z f(b) F(;—jl)(ba—ba)a {Jb ( fog)(%j+ Yoo ( fog)(iﬂ ‘

2ab 2ab
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esitsizligi

2. a=1ve X:Lab alinirsa,
a+b

f() ab §f(t)
dt
b- a-a[ t?

<M ab | | 4ab +(b—a)2
—a (a+b)2 2ab

Sonug 2.6.3. Eger Teorem 2.6.1 esitsizliginde,

esitsizligi elde edilir.

alinirsa,

ECCEN SETES A PR O )

2ab
a _ _ a 2ab a-1 a-1
avlan) Ur L) 75| {(8) o ) o
27“\a+b 3 \ 2ab 3| 1 b) t apla t

olup, bu esitsizlikte 6zel olarak o =1 segilirse,

3 2 a+b —a’ t?

l{f(a)+f(b)+2f(2ab H_bab jf(t)dt

<M ab Flr{(am)z}r(ba)z]
b-a|3 4ab 6ab

esitsizligi

2. /1=1 ve
2

X= alinirsa,

a+b
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G e ]

[z omf 2o o

olup, bu esitsizlikte 6zel olarak o =1 se¢imi yapilirsa,

gMb__a
4

§|\/|b__a
4

1[f(a)+f(b)+f(2abﬂ_bab jlf(zt)dt

2 2 a+b —as t

esitsizligi bulunur.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde kesirli integraller araciligiyla Lipschitz Fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard ve Bullen tipli esitsizlikler olugturulmustur.Bu bolim boyunca g(x) = %(

a-1 a-1 @
A= (l_tj } ve B = [t —lj 1‘ ve C, = t—i } ,olarak alinacaktir.
a t b t V, )t

3.1. Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 f:1 cR —> R seklinde tanimli Lipschitz fonksiyon ve a<x<y<b

ab

araligi | 'nin iginde bir aralik olsun. A E[O,l] ve olmak tizere, V= ———F——
Aa+(1-2)b

biciminde tanimlansin. Bu durumda kesirli integraller i¢cin asagidaki esitsizlik

saglanir.
(0207 w2 o o) ooz (o0 2) |
1 ) 1 X .
a| a a- v a—
SMO{(a_bj j(l—tj X—}‘dt+j(t_1) y——dt
b_a 1 a 1 b
v b |

Ispat. f’nin tanimim kullanarak,

1)+ 1025 o o5z (rom) ) ‘

%)
= ——
b-a

<“_J—,m\|_\

29



<“_J—'g>\|_\

olup,

QD
o

K., (abd,a)= Ma(b_j

|
QD

< | P l— |

alirsak, asagidaki araliklar igin,

1. a<V <x<y<b, durumunda,

[s{zeay, V[((l_”(b_a)ja _{Liﬂ
ab ab y b

2. a<x<V <y<b, durumunda,

1 1 1 £

a.b @ y \Y X a

K o A,a)=M| — B.dt — |B.dt dt — |Adt

o (abina) = ZE fal et fad fad-[a
b y \Y X

3. a<x<y<V <b, durumunda,
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-]
olup ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.1. Eger teoremde « =1 olarak alinirsa, bu durumda asagidaki esitsizlik

saglanir,

Q
o
< | P — |

olup asagidaki araliklar igin,

1. a<V <x<y<hb, durumunda,

K 0 4,1)=M —— —
. (3 ) b—a| (y? ab

" {In(ab)+<gx(b—a)+y((1+/1)a+(1—/1)b))_2]

2. a<x<V <y<b, durumunda

K, (ab41)=M 22 |1n (ab)
" b-a (xy(/laJr(l—/”t)b))2

x(Aa+(2-2)b)+ Y((1+/1)a+(1_’1)b)_4}
ab

+

3. a<x<y<V <b, durumunda

K 0;4,1)=M ——
o (3 ) b-a ab

ab {In(abj+ x(Aa+(2-4)b)-y(1-4)(b-a) _2}

esitsizlikleri elde edilir.
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Sonug 3.1.2. Eger teoremde A =1 olarak alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir.

f (x)—NOHD(%)a {J; ( fog)@ﬂ‘
el G-

:M(%Y o iAdt—iAdt {{z@—ﬂa—&‘%)a]}

1
ab B f(t) ab |3 1
f(x)— dtj <M —— —=|dt
‘ () b—a-!: t? b-a 'l[x t‘
b
=M—ab In(a—?)+x(a+b)—2}
b-a| (x ab

esitsizligi elde edilir. Bu ise (2.6.1) esitsizligine indirgenir.

Sonug 3.1.3. Eger teroremde A = % olarak alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir,

— - —t
2ab 2ab

8 (SR DR E)] ‘

1 a+b

al| a a-1 2ab a-1
e [J T
27%\b-a) | J,\a t 1 b

2ab b

o

olup asagidaki araliklar i¢in,

2ab

1. ——<x<vy, durumunda,
a+b
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a+b 1

1
1 ab a y 2ab
nyy(a,b,a,aj:M(Ej a !Btdt— [ Bdt- _[Adt
b

a+b
y 2ab

a+b

1 a+
1 ab ; Zakl: . .
ny[a,b,—,a]:M(mj !Bdt J’Bdt+aLAdt IAdt
b y 2ab ;

(eI -]

3. x<Ly< Zit; , durumunda,

a+
a+b 1
1 ab )| | =
nyy(a,b,z,asz(n) det+aLAdt _[Adt
b 2ab x

)

esitsizlikleri elde edilir.

Uyari 3.1.2. Eger Sonug 3.1.3 esitsizliginde 6zel olarak oz =1 secimi yapilirsa,

1 a+b
f(x)+f(y) ab 5f(t) ab | 1‘ “ 1‘
- dtj<M —— —=|dt —=|dt
2 b—a!tz baa[bxt +!yt
2ab b
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olup asagidaki araliklar i¢in,

1. 2ab <x <y, durumunda,
a+b

ny(a,b;l,l):Ma_b In a_E’ +X(b—aj+y(3a+bj_2
| 2 b-a y 2ab 2ab

2. X< 2ab
a+b

K., (a, b;%,lJ =M bfiba [m [(xy4((:-t:)lj))2 }r x(azzzb}r y(3g;bbJ4}

3. x<Ly< 2D , durumunda,
a+b

K, (a,b;i,lj:M—ab In(a—gj+x(a+3bj—y(—b_a)—2
Y 2 b—a X 2ab 2ab

esitsizlikleri elde edilir.

<y , durumunda,

Sonug. 3.1.4. Eger teorem 3.1.1° de Xx=y=V olarak alinirsa asagidaki esitsizlik
elde edilir

SMa(

O
|‘g
QD
S

X | P — |
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Eger burada A =1 se¢imi yapilirsa Sonug 3.1.2 esitsizligi elde edilir

Uyarn 3.1.3 Eger Sonug 3.1.4. esitsizliginde A= % secimi yapilirsa,

- o ) oo 3

X

M2 Adt {(11)(11]}
27“\b-a a X X b

esitsizligi elde edilir. Burada a =1 secimi ile esitsizlik Uyart 3.1.1 esitsizligine

B.dt —

t

O | < |
[SY S N

indirgenir. Benzer sekilde son esitsizlikte 6zel olarak x = = 0 se¢imi yapilirsa,
a+

f (:ik;j_ r(;zjl)(bzibaja {J;b_( fog)(%}+.]z;3+( fog)&ﬂ‘

2ab

a+b 1
M (ab ) | % a
< — |« B dt — dt
2v (b—aj '!. t a'[bA
b 2ab

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 3.1.5. Eger teoremde o e l,l olmak tizere X=a—b
2 (1—5)a+§b

__
sa+(1-5)b

ab a
(—o)-ob)" - 5a+(1b—5)b
=

G I GEALC]

y olarak secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.
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1
al a a-1 V2 a-1
VWL N P O
b-a) |i\a (1-s)a+ob t| 4\ b)) |sa+(1-5)b t
v b
olup, burada
1
al a a-1
Cab(a,k,S):Ma(a—bj j(l—tJ ab 1
' b-a) |{\a (1-6)a+sb t
v
1
Vv a-1
+J-(t_lj a—b_]_'dt
L b sa+(1-6)b t
b
olarak alirsak asagidaki araliklar i¢in,
1. A<1-§, durumunda,
da+(1-6)b 1 A
ab @ ab V. a
Ca,b(a,x,6)=M(;) a| | Bdt- [ Bdt—[Adt
b-a 1 sa+(1-5)b a
b ab Vv

1-5)a+ob

(e e (=)

2. 1-86<A<§ , durumunda,

Sa+(1-6)b 1 (1-6)a+sb 1
ab a ab v ab a
Cayb(a,k,ﬁ)zM(—J al | Bdt— [ Bdt+ [ Adi— [ Adt
b-a 1 sa+(1-5)b 1 (1-8)a+sb
b v ab

ab

(sl {emaeay zeea)

— ab_ — [[(1—/1;£b—a)f _ Z(W]M
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3. &<\, durumunda,

1 (1-8)a+sb 1
ab @ v ab a
Ca’b(a,x,ﬁ)zM(—j | [Bdt+ [ Adi—- [ Adt
b-a 1 1 (1-6)a+sb
b \ ab

(el {eeaeay zeea)

’ 5a+(a1b— )b [((l_l;éb - a)jm

esitsizlikleri elde edilir.

Uyan 3.1.4. Eger Sonug 3.1.5. esitsizliginde a=1 se¢imi yapilirsa,

i aterm) 0 (o) o

1

1
a v,
SM( ab J | a1 dt+j—ab Lt
b-a)|1|(1-5)a+sb t| i|da+(1-5)b t
v b

olup asagidaki araliklar igin,

1. A<1-6, durumunda,

ab jlln[(§a+(1—5)b)zJ+ A(b-a) (1+2,25)(ba)]

C.,(LAd)=M
an ( ) ( ab (1-5)a+ob sa+(1-5)b

b-a

2. 1-6<A<d , durumunda,
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C., (LA3)= M(

b j{ln{[((l—5)a+5b)(5a+(1—5)b).]2J

b-a (2a+(1-2)b) ab

(2-4-25)(b-a) (26-4-1)(b-a)
(1-s)a+ob  sa+(1-6)b }

3. 6< A, durumunda,

ab (1-8)a+sb  sa+(1-5)b

ab ]lln[((l5)a+5b)2}r(2—}t—25)(b—a) (1—/1)(b—a)]

I ( fog)(%)%)f‘+ ( fog)(éﬂ ‘

v

A7f (a)+(1-2)" f (b)_r(ml)(;—bja{

esitsizligi elde edilir.

Uyari 3.1.6. Eger Sonug 3.1.5 esitsizliginde 6 =1 ve A= % secimleri yapilirsa,

+
2ab

O b o)l

1-a A
2 2 b-a 2ab a
a+h

a a-1 2ab a-1
sl ifios
27*\b-a) | jp\a t 1 b

2ab b

b—}‘dt
t

e |
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1 a+b

ab " 2 b—a
<m[ 2% dt— [ Bdt |+(b-
(b—aj Jf‘ Bat]+ a)( ab j

2ab b

esitsizligi elde edilir.

Uyari 3.1.7. Eger Sonug 3.1.5 esitsizliginde 0 =1 ve a =1 secimleri yapilirsa,

<m-2
—a

VLU I ab (b_a (1-2)b-2a
_Mb—a{l {(1a+(1/1)b)2J ® )[ ab ﬂ

esitsizligi elde edilir.Ozel olarak bu esitsizlikte A = % sec¢imi yapilirsa,
b-a)’
< M ab || [ _4ab s (b-a)
—-a (a+b) 2ab
esitsizligi bulunup, benzer sekilde A= % olarak alinirsa,

g2 {Ir{ 16ab J+(b—a)(3b—a)]
) (

ab if(t)dt

2t (@)+(1-2) 1 (0) 22 [ 1L b—%‘dt

1

1 V
a——‘dt+j
t 1

b

< | P l— ) |

f(a)+f ab §f(t)
dt
‘ b- a-a[ t?

f(a)+3f(b) ab j’- f(t)OIt

4 b—a! t? b-a a+3b)2 4ab

esitsizligi elde edilir.

Uyan 3.1.8. Eger Sonug 3.1.5. esitsizliinde 6 = % se¢imi yapilirsa,

oo )1 (28 o2 5 03 o0 2]
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olup asagidaki araliklar i¢in

1. /13% durumunda ,

a+b 1 1
1 ab \* 2 v a

Ca,b ((1, X,Ej = M(mj (04 v:!- Btdt - a»_[bBtdt - !Adt
b 2ab v
| 2ab ([ (b-a)(1-4) ‘Z(b_aj L[A(b-a)

a+b ab 2ab ab
2. % <A durumunda,
a+h 1 1
1 ab a 2ab a Vv
Ca,b ((l, 7&,5} = M(Ej (04 v!- Adt - a:[bp\dt - !Btdt

v 2ab b

e e

esitsizlikleri elde edilir. Eger burada 6zel olarak A =% , olarak secilirse Sonug 2.6.2

esitsizligindeki ,

2ab F(a+l)( ab j“ (1) (1)
f - J f = +J7 f -
‘ ( ] 2« \b-a aw_(fog) b)" 2—;'}( o) a

a+b b
a-1
(i—tJ Lt
a+b a t

1 a+b
b 2ab

A\
VR
‘m
O
N
N
QD
o
7\
—
|
ol
N
N
| =
o
—
|
e |
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esitsizligi elde edilir.

Uyar 3.1.9. Eger Sonug 3.1.5 esitsizliginde 6zel olarak 6 = % ve a =1 secimleri

yapilirsa,

1
M-

b_al

b

2
M abln(a+b)
b-a 4ab

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (2.6.2) esitsizligine indirgenir.

2ab__}‘dt

a+b t

a+b) b-a?l t?

Hzabj_ ab _Tf(t)dt

3.2. Bullen Tipli Esitsizlikler

Teorem 321 f:IcR—->R seklinde tanimli Lipschitz fonksiyon ve
as<x<y<z<b , araligt |’nin ic¢inde bir aralik olsun. i,ﬂ,&e[o,l] ve

A+ f+6=1olmak iizere Vlza—b ve sza—b bi¢iminde
la+(1-4)b (A+B)a+6b

tanimlansin. Bu durumda kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

X{JE+(fog)(§j+JE-(fog)($;j+JE_(fog)(%j}
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Ispat. f’nin tanmimim kullanilarak,

A7 (x)+ B 1 (y)+6° 1 (z)_r(a+1)(b%j

’{‘JT+ ( fog)&}r\]i{_( fog)(\/%]JrJE—( fog)[%ﬂ‘

1
al a a-1
Sa(a—bJ 51 e ( )—f(}j‘dt
a+b) | 1la t
v
1 ; L
Vi &= V. a-1
o1 1 1 1
t—— f —f|=|dt t—— f —f|=|dt
Ji=g) o= (et o)
v b
1 1
sMa(a—bj j(l—tj x—}‘dt
a+b 1\a t
v
1 ) 1
v, a- v, a-1
+j(t—ij y—}‘dwj(t—lj z—}‘dt
A L t

olup,
1
ab Y21 Y7 1
D a,b; 1, B8,0;a)=Ma| —— ——t ——|dt
o p.6:a) a£a+bj !(a j t‘
v,
1 1
v, a-1 V, a-1
+f 1 y—%‘dwj(t—lj z—}‘dt
AU t AU t
v, b
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olarak alirsak, asagidaki araliklar igin,

1. V,<V,<x<y<z ,durumunda,

1 1 1 1
ab a V. \A a
D oA B,0,a)=M| —— Bdt— |Bdt— |C.dt—|Adt
x,y,Z(a B a) (b—a) o _!.t '!- t Jl. t _!.A
b z V, \A

2. V,<x<y<V, <z, durumunda,

1 1 1 1 1

a z A y V; a
vayvz(a’b?i’ﬂﬁ?“):'\/'(%j a| [Bdt- [Bdt+ [Cdt-[Cdt- [Adt

- 1 1 1 1 1

b z v, v v,

LS A

*y[(ﬂ(zba)]aZGWQMT}

3. V,<x<y<zgV, durumunda,

1 1 1 1
a_b a V, y A a
D,,.(ab;4,5.6,a)= M(b—) a !Btdt+!Ctdt—ICtdt—J;Adt

1
b Va y Vi

+X(Mbaba)]a+y[(ﬂ(2ba)]a-z[i‘%”z[e(iba)ﬂ
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4, x<V,<V,<y<z durumunda,

—
)
o
~

=
S

&

Il
<
|
N——
N
N

2T {5 (25

dt+det det det

,_<‘._\'._,><\._‘
x\»—\'-—.m\n—‘

(o
[a}]

QD
o

5. x <V, <y <V, <z durumunda,

ab
D, . (abii B.0icr) = M(ﬁj

1 1 1

jAdt J’Adt+det

—det+det det +x( (; )1(

Z Vz y

+y£[/3(ba)J“_2(1 (A+p)a+obY

ab ; - ab

6. x<V,<y<z<V, durumunda,

D,,.(ab;,B,6,a)= M(—ja a

1

dt—det +x£ &_3 [i(b_a)

+y[(ﬂ(ba)]“_z[i_w :

y ab

,\,<‘|a'—.~<\»—\




7. X<y<V,<V,<z durumunda,

1 1 1 1 1
ab a M a z vy Vy
D 04, 8,0,a)= M| —— dt—|Adt+ |Bdt—|Bdt+ |C.dt
elabiapoia)= (] ol fact-fadt- Jet-ad- fc
\A X b z V,

AT P A )

8. x<y<gVv,<zxV, durumunda,
i 1 1 1 1
ab @ X a E \71
D,,,(a,bA,8,6,a)=M| — dt—|Adt+ |Bdt+|C.dt
olabiap.0ia) =M 2] Lol factfadt- [eate[c,
A X b V,

esitsizlikleri elde edilip ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1. Eger Teorem 3.2.1 esitsizliginde X=y=2z=V, =V, olarak alinirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir.

SMa(a—'b
b-a

N
X | P —) |
VR
o |-
|
—
N
iR

B 1 1
ab )| | g 1 1) (1 1Y
Y B.dt— [Adt 2| =22
(12 ol o] (22T (22|
b X

Uyar 3.2.1. Eger Sonug 3.2.1 esitsizliginde A =f=60= % olarak secilirse,
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f(o- T2 ] { £ (10g)[ 1)+ Jg_(fog)(%ﬂ‘
£3|1VIa (%T o — |Adt +x((§_%j (%_%) J

esitsizligi elde edilir.

T | P C—< |
o
Q_
x\r—\'—.m\H

Uyar 3.2.2. Eger Sonug 3.2.1 esitsizliginde X = 2ab

olarak secilirse,

a+b
a a o 2ab ab a 4 1
(/1 +ﬂ +6 )f(m]—l“(a+l)(mj |:JZ;E (ng)(a]+JZg (fog)(bj:H
a+b 1
a| 2ap
SMa( j Bdt— | Adt
I a[b
b 2ab

esitsizsizligi elde edilir. Burada yine 1= f=60= % olarak almnirsa,

‘f(:iij_r(;fjl)(ba_baj {Jg‘gg (fog)(a]JrJiE (fog)(iﬂ‘

a+b 1
M a| 2ab
= a[ j det—aLAdt
b 2ab

esitsizligi bulunur. Burada a =1 secimi ile esitsizlik Uyar1 3.1.9 esitsizligine

indirgenir.
Sonu¢ 3.2.2. Eger Teorem 3.2.1. esitsizliginde 56[%,1} olmak iizere

ab 2ab

ab
=——— y=——vVvez=————— segimleri yapil
(1-5)a+ob P sa+(1-5)b se¢imler1 yapilirsa,
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u ab . e[ 28D . ab
g f[(1—5)a+5b ]+ﬁ f(ﬂ]w f(5a+(1—5)bj_r(a+l)

(ol ol o]

ab 1

(1-5)a+éb t

1 1
A v, a-1
=L Lﬂb_}‘dt I(t_l) a1
AUR'A a+b t ] b) |sa+(1-6)b t
vV, b
olup,
1
ab Y[ 31 7 ab 1
T a4, B,0;0)=Ma| —— ——t —————— —~|dt
wao (%4 5,6.5) (a+bj !(a j (1-5)a+db t
Vi
v 1
\A a v, a-1
e Lab_}‘dt I[t_lj a1
AU a+b t 1L b) [sa+(1-5)b t
v, b
olarak alirsak, asagidaki araliklar igin,
1. ﬂsﬂ+ﬁgl—5g%35 durumunda
sa+(1-5)b 1 1 1
©Jle] T ea- | a-fea-]
T, (o, 4,8,68,0 :M(—j a B.dt — B.dt— |C.dt— | Adt
’b( ) b-a 1 t Sa+(1-5)b t 1 t 1
b ab V, A

ab [/I(b—a)ja+ 2ab [,b’(b—a)ja

(1-5)a+sb ab
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e ) oo

2. 231—5$%si+ﬁ35 durumunda,

)

1 a+b 1 1

sa+(1-5)b 1 a+h 1
ab a ab \2 2ab \ a
T, (4, B,0:5 :M[—j a B,dt — Bdt+ | Cdt— [Cdt—[Adt
,b( ) b—a _!. t 5a+(‘!5)b t ! t a_[b t _!.A
b ab V, 2ab \A
L@ A(b-a) ”‘+ 2ab [( B(b-a) "_2 (1-26)(b-a))"
(1-5)a+sbl ab a+b ab 2ab
. ab 6(b-a) a_z (1-5)(b-a))’
sa+(1-5)b ab ab

3. A<1-6<}/ <5<i+p durumunda

atb
2ab

Va

1

ab a V,
Ta’b(a;ﬁuﬂae;é‘):'vl(mj (94 .:[Btdt-f‘

b

ab A(b-a 2ab

Iqm—

B(b-a

1

Vi a
aL C,dt - { Adt
2ab A

1

1-26)(b-a

g

"1-6)astdb

3 ab
sa+(1-5)b

Tt

4. 1-6<A<Ai+B<Y) <5 durumunda,

(1-6)a+sb
ab 4
b-a

J|

Twan (@32, 8,6,6) = M(
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Adt+
1-6)a+db
ab

1
|
)

Adt—
(




1
Vl

Vo

)

(1-6)a+sb 1 sa+(1-5)b
ab \* ab a f
TM’a’b (ayﬂ“lﬂ!9|§): M(—) (04 Adt_ I Adt"‘ J.
b-a 1 (1-5)a+b 1
Vi ab b

5. 1-6<A<¥) <A+p<5 durumunda,

a+b 1

E Vi _ a _ - a
+[ct- [cdr |+ 220 ([ﬂ(b a)j —2[—(1 20)(b a)J J
1 b a+b ab 2ab

v, 2ab

) (i)

6. 1—5£ﬂs%£5$i+ﬂ durumunda,

N—

|

(1-5)a+db 1 1
ab \* ab a V
Tua (a;/l,ﬂ,ﬁ;&):M(—j a Adt - Adt + | Bdt
e b-a '! (1—53[1+5b '!. t
Vl ab b
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+chtdt iﬁ;th} (1_5‘;‘;% [2[(1_2?_61)}& _[/I(k;; a)jaJ

ST

R e e e e

7. 1—5313%353}#,6’ durumunda,

(1-8)a+sb 1 sa+(1-5)b 1
a ab a ab vy
T,o (a2, ,6,8) = M[a—bj a| | Adt- [ Adt+ [ Bdt- [ Bt
' b—a 1 (1-5)a+sb 1 sa+(1-o)b
VT ab b

+Tctdt} (1—56)12+6b [2[(1—6;?—3)}0[ _(ﬁ(t;; a)n

e S ]

8. 1-0<¥,<A<s<A+p durumunda,

(1-8)a+sb 1 1 1
ab o ab a \Z \
Tuan (@54, 8.6;6 =M£—J a Adt— Adt+|Bdt+ [C,dt
et ) b-a '!‘ (15£+§b '! t 'I t
A ab b V,

o ene-ny o)
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- jﬁa (ﬁ(ZQ a)]"‘ - 5a+ab—5)b [Q(Zt_;a)ﬂ

esitsizlikleri elde edilir.

Uyan 3.2.3. Eger Sonug 3.2.2. esitsizliginde ¢ =1 olarak alinirsa,

2ab

At (a)+pf [—bjw“f (b)—r(a+1).(;‘_bja

a+ —a

{‘]3 ( fog)(i}r JE_ ( fog)[viz} J\”/{z_ ( fog)(%ﬂ‘

olup asagidaki araliklar igin,

1. }ts)wrﬁs% durumunda

1 1

ab " v A
TM,a,b(a;ﬂ,ﬂ,é';l):M[gj al [Adt- Jl'Btdt— '!Ctdt

S|P — |

(). e e

2. /IS%S/I+,B durumunda
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1 a+b 1
2ab

1 =
@ a Vv, Vi
Ta’b(a;/l,ﬂ,e;l)zM(%j a| [Adt- [Bat+ [Cdt—[Cat .
& % @
4 A(b-a) b 6(b-a) | 2ab p(b-a) > (1-20)(b-a)
ab ab a+b ab 2ab
3. %szgﬂwﬁ durumunda
1 1 1
a.b o a E V71
Ta,b(a;z,ﬁ,e;l)zm(—j a| [Adt- [Bdt+ [Ct
b-a 1 1 1
vy b V,

_a(z(b—a)j“ ~ 2ab (ﬁ(b—a)]a +b(0(b—a)}“}

a+b ab ab

esitsilikleri elde edilir.

Uyarn 3.2.4. Uyar1 3.2.3. esitsizliginde A =60 = % ve = % secimleri yapilirsa

ab

Gj (f(a)+ 1 (b))+[%jw f (%)—F(qH).(Eja

a 1), 1« 4ab ., 1
{JM” ( fog)(5j+ Ja*?’b(fog)(sa+b}”3f§bb( f°g)(6ﬂ"

4ab 4ab

b—%‘dt
t

4ab -
N j (t_3a+bj
3a+b 4ab

4ab
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3a+b a+b

1
a a 4ab 2ab a-1
=M(a—bj a| | Adt- [ Bdt+ | (3a+b] Lt
b-a a+3b 1 3a+b 4ab t
4ab b 4ab

a+3b

4ab a-1 . a
~ J- (t_3a+b) }dt —a(b aj
b 4ab t 4ab
2ab

, 2ab (b-a) L (b-a) Lp[b-2
a+b|{ 2ab 4ab 4ab
esitsizligi elde edilir. Ozel olarak bu esitsizlikte @ = 1 se¢imi yapilirsa
f f(b °f(t
1|( f(a)+ ()+f 2ab]_a.bj- (Z)dt
2 2 a+b/| b-as t

oy D 8(a+b) (b—a)’
_Mb [2In(( )J+In(ab)+ ]

4ab
esitsizligi bulunur.

Uyar 3.2.5. Uyar1 3.2.3. esitsizliginde A = 8 = 1/ 6 VeB = 2/ 3 secimleri yapilirsa

(%) (f(a)+f (b))+(§ja f (%)-r(aﬂ)(%f

{a;:sbxfog)(ijwésb_(f°9>(5iibb]”?a+b-(f°g)(%m

QD

6ab 6ab 6ab

1

a a a-1
gma(_ab j f (i_tj
a+b) | s \a

6ab

a—l‘dt
t

53



1 5a+b a+b
a

=M(a—bja « fAdt—eibBthT(t—‘:’“bja_l}dt

a+5b 1 5a+b 6ab t
6ab b 6ab

a+5b

6ab a-1 _a\?
~ I(F_5a+b] 1y _a(E_EJ
b 6ab t 6ab
2ab

o2 (S ol

esitsizligi elde edilir. Ozel olarak burada & = 1 secimi yapilirsa

) (2] enjrt,

gy 3 18(a+h) (b-a)’
Mmlzm((a+5b)(5a+b)}+In(ab)+ 6ab }

Sonu¢ 3.2.4. Eger Sonug¢ 3.2.2. esitsizliginde A = 0 :)E/ ve f=1—y secimleri

yapilirsa

(gj (f(a)+ £ (b)) (1—7)" T [Zibj_r(aﬂ)(a_bja

a+b b-a

2ab 1

1
x| % o mg(—)+Jﬁ+ fog)| ——— [+ 3. mg(—j
{ iern, (OO [ Irmian (09)| G2 ya 1y [ ol (09

SMa(a—'bj
a+b

Q
<
Qo
t
r‘\ﬂ—.m\»—\
<4
=3
TN
|
|
—
Q
iR
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. zjgb (t_(Z—}/)a+}/b] 2ab _}‘dt zjgb (t_lja_lb_l‘dt
(2-)atsb 2ab a+b t 1 b t
2ab b
ab o % (27}?2;;” 62%:)) (2 _ 7/) a+ }/b 1 1
_ M(—j [ Adt- | Bdt+ | (t } = dt
b-a ra+(2-y)b 1 (2-y)a+yb 2ab
2ab b 2ab
ra+(2-y)b -
_ zja‘b _(2-pjasp) 1| (r(b-a)
b 2ab 2ab

esitsizligi elde edilir.

Uyar 3.2.6. Eger Sonug 3.2.3. esitsizliginde olarak alinirsa

4 2ab) ab pf(t
L(t(@)+ 1)) 1 22 )2 [T
1 }’a+(2*7)b (27}/)a+yb
a 2ab 2ab
VR a_%‘m ] Lab_z‘m j
a+b ra+(2-y) t (2-y)a+yb a+b t 1
2ab 2ab b

esitsizligi elde edilir
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada Lipschitz Fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville Kesirli integralli
araciligiyla Hadamard ve Bullen tipli yeni esitsizlik tiirleri bulmak amaglanmistir.
Calismada Teoremlerdeki degiskenlerin degerleri farkli alinarak, yeni esitsizlikler ve
genel esitsizlikler elde edilmistir. Bu sekilde elde edilen esitsizliklerin literatiirde
bulunan esitszilikle uyumlu oldugu gorilmistiir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar 3. boliimdeki Bullen tipli esitsizliklerde alinacak

farkli degerler igin farkli tiirden integral esitsizliklere elde edebilirler.
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