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OZET

FONKSIYONELLER YARDIMIYLA GA-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN
KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLiKLERI

KULEKCI, Yasemin
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. iImdat ISCAN
HAZIRAN 2017, 34 sayfa

Bu tez calismasi, GA konveks fonksiyonlar icin elde edilen kesirli integral
esitsizliklerinin fonksiyoneller yardimiyla elde edilmesi hakkinda olup, ilk olarak
calismamiz ic¢in gerekli olan tanim ve teoremler verildi. Calismanin bulgular
kisminda, GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard kesirli integralleri kullanilarak
elde edilmis olan Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi fonksiyoneller
araciligiyla elde edildi. Son olarak da GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard
kesirli integralleri kullanilarak verilen Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin sol
tarafi elde edildi.

Anahtar  Kelimeler: Integral Esitsizlikleri, GA-Konveks Fonksiyonlar,
Fonksiyoneller, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizligi



ABSTRACT

FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR
GA-CONVEX FUNCTIONS VIA FUNCTIONALS

KULEKCI, Yasemin
Giresun Universiy
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics Gr. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. imdat ISCAN
JUNE 2017, 34 pages

This thesis study is about obtaining the fractional integral inequalities
obtained for GA convex functions by using functions. Firstly, definitions and
theorems necessary for our work are given. In the findings of the study, the left hand
side of the Hermite-Hadamard inequality obtained by using Hadamard fractional
integrals for GA-convex functions was obtained via functionals. Finally, the left-
hand side of the Hermite-Hadamard-Fejer inequality given using Hadamard

fractional integrals for GA-convex functions is obtained.

Key Words: Integral Inequalities, GA-Convex Functions, Functionals, Hermite-
Hadamard Inequality, Hermite-Hadamard-Fejér Inequality



TESEKKUR

Tez calismamin tiim asamalarinda her tiirlii bilimsel destegi saglayan, bilgi
birikimleri ve degerli goriisleriyle katki saglayan hocam Dog. Dr. Imdat ISCAN’ a

tesekkiir ederim.

Ayrica tez calismam sirasinda maddi ve manevi destegini esirgemeyen aileme

tesekkiir ederim.
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SIMGELER DiZiNi

R : Reel Sayilar Kiimesi

I : R’ de bir aralik

1° . [ nin igi

v : Her

L[a, b] . [a, b] Arahiginda Integrallenebilen

Fonksiyonlarin Kiimesi

f' : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
1L : f fonksiyonunun sol tiirevi
fi : T fonksiyonunun sag tiirevi
r : Gamma Fonksiyonu
o : a Fonksiyonu
B : B Fonksiyonu
rla+ : Sag Tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integrali
&, : Sag Tarafli Hadamard Kesirli Integrali

o : Sol Tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integrali
wlE- : Sol Tarafli Hermite-Hadamard Kesirli integrali



1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’ in {inli n degerini
hesaplamasina kadar uzanan Kkolay ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen
matematikte yer almasi 19. ylizyil sonu 20. yiizyil bagin1 bulmaktadir. “Konvekslik”
kavrami ilk olarak, Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun, 1883
yilinda Mathesis adli bir dergide yayinlanmasiyla ortaya atilmistir. Hadamard’ in
1893 yilindaki bir ¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin

sistematik olarak ¢alisilmasi 1905-1906 yillarinda Jensen ile baslar.

Konvekslik kavrami esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar
Teorisinde esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Mitrinovi¢, Hardy, Pachpatte,
Littlewood, Beckenbach, Pélya, Pecari¢, Bellman ve Fink gibi matematik¢iler
Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni bir arada inceleyerek cesitli kitaplar
yazmiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Polya
ve Littlewood tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitaptir (1). Ikinci ¢alisma ise R.
Bellman ve E.F. Beckenbach tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda
elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarmi iceren yine “Inequalities” adi verilen
kitaptir (2). Bunu da yer Mitrinovi¢’ in 1970 yilinda yaymladig: ve ilk iki kitapta
bulunmayan farkli konulara yer verdigi “Analytic Inequalities” adli kitab1 izler (3).
Sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler iceren ilk kaynak ise “Convex
Functions: Inequalities” bashigiyla Pecari¢ tarafindan 1987 yilinda yazilmistir. Bu
temel kaynaklarin yani sira “Mathematical Inequalities” (4) ,“Inequalities Involving
Functions and Their Integrals and Derivatives” (5), “Convex Functions and Their
Applications” (6) ve “Classical and New Inequalities in Analysis” (7) literatiirde var
olan diger kaynaklardir. Son zamanlarda GA konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler

ile ilgili bir¢ok yazarlar tarafindan ¢aligmalar yapilmistir.(8, 9, 10, 11, 12, 13, 14)

Esitsizlik teorisinin gelismesine son yillarda hiz kazandiran kavramlardan
biride kesirli tiirev ve kesirli integral kavramidir. Kesirli tiirev ve integral kavram ilk
olarak Liouville tarafindan tanitildi ve literatiirde Riemann-Liouville kesirli tiirev ve

kesirli integrali olarak bilinmektedir.



Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin sadece
tamsayilar i¢cin var midir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya cikti. Euler kesirli tiirev
ile ilgili ¢aligmalar yapti.17. yiizyildan itibaren Euler, Leibniz, Lagrange, Liouville
ve Abel, diger bircok matematik¢inin, kesirli mertebe i¢in diferansiyel ve

integrasyonun genellestirilmesine dayanan ¢alismalariyla gelismeye baglamistir.

Bu ¢aligmamiz; kesirli integraller yardimiyla GA konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard Fejer tipli esitsizliklerin elde edilmesi

hakkinda olup, bu esitsizliklerin farkli bir bakis agisiyla ¢éziimiine dayalidir.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. ON BIiLGILER

Tanim 2.1.1 (15): I < R bir aralik ve f:1 € R — R fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
[ ve vVt € [0,1] i¢in,

flax+ A -t)y) <tf(x)+ 1A -f ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna I {izerinde bir konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

v

t f(a)+(1-1) f(b)
fita+(1-t)b)

f(a)

>

a ta+(1-)b b

Geometrik olarak, ta + (1 — t)b noktasinda; f nin egri tizerinde aldig1 deger

(a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalarmi birlestiren dogru pargasinin tizerinde aldig:



degerden her zaman daha kii¢iiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren dogru parcasi her

zaman egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin iistiindedir.

Sekilden de goriildiigli gibi t € [0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer
sekilde (1 —1¢t)f(b) < f(b)dir. Dolayisiyla tf(a) + (1 —1t)f(b),f(a) ile
f(b) arasindadir. Konkav fonksiyon igin dogru pargasi f nin grafiginin [a,b]

araliginda kalan kisminm altindadir.
Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri:

I. Kapali bir aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirhdir.

ii. f:1 - R konveks fonksiyon ise, 1° de kalan herhangi bir [a, b] kapali
araliginda Lipschitz sartim1 saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [a,b]
araliginda mutlak siirekli ve 1° siireklidir.

iii. f:1 - R konveks fonksiyon ise 1° de f’ ve f tiirevleri mevcut olup, bu
tiirevler artandir.

iv. f:I - R fonksiyonu I agik araliginda konveks ise bu aralikta sayilabilir
bir E kiimesi hari¢ f' mevcut ve sitireklidir.

V. fiiR->R,j=123...k ktane konveks fonksiyonlar olsun. Bu
taktirde;

k

f6) =) afi(k), @20 (=123...0)

J=1

fonksiyonu da konvekstir.

Vi. g: R = R azalmayan konveks fonksiyon ve h: R = R konveks fonksiyon
olsun. Bu taktirde; f:R > R f(x) = (goh)(x) bileske fonksiyonu da
konvekstir.

Tamm 2.1.2 (16): (Hermite - Hadamard Esitsizligi) f: I € R — R fonksiyonu

konveks ise a < b kosulunu saglayan Va, b € [ igin

b 1 (b b
f<aJ2r )Sb—afa f(x)dng(a);f()



esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Hermite - Hadamard esitsizligi denir.

Tamm 2.1.3 (17): f:1 € R, = (0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger Vx,y € [ ve

vt € [0,1] i¢in

flty'™) <tf(0)+ A - f ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna GA (geometrik-aritmetik) konveks fonksiyon

denir.

Tamm 2.1.4 (18): f € L[a,b] ,a>0ve b>a >0 i¢in /&, f(x)ve pJi_f(x)
sirastyla sag taraf ve sol taraf Hadamard Kkesirli integralleri asagidaki gibi

tanimlanmistir:
(x) a f (l t) 1 () t >
wla+f(x (@) n f(t , x>a

ve

1 b a—1 d
W) = s f (n3) o, x<b

dir. Burada I' (a«) Gamma fonksiyonu

[ee)

r'(a) =f ettt 1dt
0

seklindedir.

Tamm 2.1.5 (19): f € L[a,b] , a >0 ve b>a =0 igin gJ5, f(x)ve gJif(x)
sirastyla sag taraf ve sol taraf Riemann-Liouville kesirli integralleri asagidaki gibi

tanimlanmustir:

JES ) = s f = 0 (Ode x> a



ve

1 b B
rlp-f(x) =m£ (t —x)*1f(t)dt ,x < b.

M. Z. Sarikaya ve arkadaslari, Riemann-Liouville kesirli integrallerini i¢ceren

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri asagidaki gibi ispatlamistir (20):

Teorem 2.1.1: f: [a, b] = R bir pozitif fonksiyon f € L[a, b] ve a < b olsun. Eger
f . [a,b] de konveks fonksiyon ise @ > 0 olmak iizere kesirli integraller icin

esitsizlik asagidaki gibidir:

f(a) +f(b)
2

b
f(a+ >< 453" [R&fB) + JEf(a)] <

2 )= 2(b—-a)

GA-konveks fonksiyonlar1 i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikl
genellestirilmesi asagidaki gibidir (21):
Teorem 2.1.2: f:1< (0,0) > R bir GA-konveks fonksiyon ve a,b €l

elemanlar1 a < b olacak sekilde olsun. g:[a, b] — [0, 0) siirekli ve Vab ye gore

geometrik olarak simetrik bir fonksiyon ise;

b b b
f(\/%)f @dx Sf de Sf(a)+f(b)f g(x)dx

2 a X
dir.
GA-konveks fonksiyonlar igin kesirli integraller yardimiyla elde edilen
Hermite - Hadamard esitsizlikleri asagidaki gibi verilebilir (22):

Teorem 2.1.3: Kabul edelimki I € (0,) — R fonksiyona,b € I vea <b
oldugunda f € [a, b] olsun. Eger f , [a, b] de GA konveks fonksiyon ise a > 0 iken

kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik su sekildedir.



f(Vab) < (“b Dl f®) + i) < 1220

< - (2.1.1)
a

Ispat : f fonksiyonu [a, b] araliginda Geometrik Aritmetik konveks fonksiyon olsun
O halde vx,y € [a,b] i¢in

fltyr™) <tf() + (1 - Of ()

esitsizliginde ¢ = - yazarsak
fG)+ f()
F) < TOEID)
elde edilir. Dahasonra x = a‘b'™t , y =btal™t secersek

) PG s (G

esitsizligini elde ederiz. (2.1.1) esitsizliginin her iki tarafi

t*1 ile carpilip,
esitsizligin t ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa
a 1 1
f(Vab) < 5{ f f(atb'~t)dt + f f(btal-t)dt}
0 0
a j‘b(lnb—lnu> N b lnu—lna 1f()
—] —— u) ——m
2|J), \Inb—lna 2 lnb lna ulna

elde edilir. Buradan (2.1.1) esitsizliginin sol tarafi kolayca elde edilir

(2.1.1) esitsizliginin ikinci kisminin ispat1 i¢in, ilk olarak f fonksiyonu GA-
konveks fonksiyon oldugundan, Vt € [0,1] i¢in



f@b=t) < tf(a) + (1 - Of (b)

ve

ffar=) <tf(D)+ (1 -6)f(a)
dir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa;
f@b'=t) + f(b*a'"*) < f(a) + f(b)

elde edilir. Son esitsizlikte taraflar t*~* ile carpilarak t ye gore [0,1] lizerinde

esitsizligin integrali alinirsa,

f F(athi=t) t9-1dt + f F(btat=t) t2-1dt < [F(a) + F(B)] f ra-1dy
0 0 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yazarlar, Geometrik Aritmetik konveks fonksiyonlar igin kesirli integral
seklindeki yeni Hermite-Hadamard esitsizligini ve GA konveks fonksiyonlar igin
kesirli integral seklindeki yeni Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini asagidaki gibi
elde etmislerdir (23).

Teorem 2.1.4: f:[a, b] € R, = R bir GA konveks fonksiyon f € L[a,b]vea < b

olsun. O halde a > 0 iken kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

ra+1) f(a) + f(b)

f(Vab) < 7 [ f@+ W, fD)] < .

21-«a (lna)

Teorem 2.1.5: f:[a, b] = R, = R bir GA konveks fonksiyon f € L[a, b] ve

a < b olsun. Eger g: [a, b] = R, negatif olmayan, integrallenebilir ve vab ye gore



geometrik simetrik ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

f(Vab) < [Wp 9@ + w9 < Wi FO(@ + w5, F9B)

b
< w[ld‘c}%_g(@ + H]\C/Zﬁ+g(b)]

Yazarlarin GA-s-konveks fonksiyonlar i¢in vermis oldugu teoremi, s = 1
olmasi durumunda GA-konveks fonksiyonlar i¢in agsagidaki gibi verebiliriz (24):
Teorem 2.1.6: f:1 € R, — Rolsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.

i.  f(x) fonksiyonu I da geometrik aritmetik konvekstir ancak ve ancak
f(e*) fonksiyonu [n0 = —oo kabul edildiginde Inl = {inx | x € I}
araliginda konvekstir.

ii.  Eger f fonksiyonu I da azalan ve geometrik aritmetik konveks ise f

fonksiyonu I da konvekstir.
iii. Eger f fonksiyonu I da artan ve konveks ise f fonksiyonu I da

geometrik aritmetik konvekstir.

Ispat: i. f(x) fonksiyonu I arahiginda geometrik aritmetik konveks ise

f(etlnx+(1—t)lny) — f(xtyl—t)

<tf)+ A -f ) =tf(e™) + (A -t)f (™)

dir. Bu ylizden f(e*) fonksiyonu I araliginda konvekstir. Diger taraftan, tersine

olarak f(e*) fonksiyonu I arahiginda konveks oldugunda



f(xtyl—t) — f(e tlnx+(1—t)lny)

<tf(e™)+ @A —-t)f(e"™) =tf(x)+ (A —)f ()

olur ki bu f(x) fonksiyonun I da geometrik aritmetik konveks oldugunu gosterir.

ii. Eger f fonksiyonu I da azalan ve geometrik aritmetik konveks ise

flx+ @A -0y) < fGHy'™) <tf )+ A - 0Of ()

dir. Bunun anlamu f fonksiyonu I da konvekstir.

iii. Eger f fonksiyonu I da artan ve konveks ise

fGiy™) < flex+ A -y) < tf () + A -Df )

dir. Buna gore f fonksiyonu I da geometrik aritmetik konvekstir.

Lemma 2.1.2 (25): I < (0, ) bir aralik ve f:1 - R reel degerli fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu I da iki kez tiirevlenebilir ise; f, I da GA konveks (konkav)

fonksiyondur ancak ve ancak Vx € [ igin

f1@) +xf"(x) 2 (£)0

Ispat: Lemma , konveks (konkav) fonksiyonlarin temel &zelliklerinden ve
“f fonksiyonu GA-konveks (konkav) fonksiyondur ancak ve ancak g(x) = f(e*)

J = {logx: x € I} lizerinde konveks (konkav) dir” 6nermesinden kolaylikla ¢ikar.

2.2. KONVEKS FONKSIYONLAR iLE iLGIiLi ELDE EDILEN BAZI
SONUCLAR

Teorem 2.2.1 (26): f,[a, b] lizerinde konveks olsun. O halde H fonksiyonu [0,1]

aralig1 iizerinde artan konvekstir ve Vt € [0,1] i¢in

10



a+b 1 (P
f( - )=H(0)SH(t)SH(1)=mLf(x)dx

dir. Burada

b

f(tx+(1—t)a+b)dx

H(t)=bi_af 5

a

seklinde tanimlidir.

Teorem 2.2.2 (27): f: [a, b] = R konveks fonksiyon, 0< a < 1,0< g < 1

A=aa+ 1 —a)b, uy,=(b- a)min{ﬁ,l%}

ve h fonksiyonu
h@)=A-BfA-B)+Bf(A+ (1 —-p)t) te[0,u]

ile tanimli olsun. Bu taktirde h, [0,u,] lizerinde artan, konveks ve Vt € [0, u,] i¢in

f(a®p*F) < h(t) < af(a) + (1 —a)f(b)

dir.
Lemma 2.2.1 (26): f: [a,b] = R konveks fonksiyon ve h fonksiyonu asagidaki gibi

tanimli olsun.

11



Bu taktirde; h fonksiyonu [0, b — a] lizerinde artan, konveks ve Vt € [0,b — a] i¢in

f(a) + (b)
2

) <h(t) <

dir.
Teorem 2.2.3 (26) : a < b olmak iizere f: [a, b] — R pozitif bir fonksiyon ve

f € L[a,b] olsun. Eger f,[a, b] lizerinde konveks fonksiyon ise

b
WH(¢) = ﬁ f f (tx +(1-¢) a;r—b) ((b—x)*1 + (x — @)™ V)dx

ile tanimli WH fonksiyonu, [0,1] tizerinde konveks ve monoton artandir.

Ayrica a > 0 i¢in

F(a+1)

20— 0 [R1a+f<b) + gl f(a)]

a+b
f( 3 ) WH() < WH(t) < WH(1) =
dir.

Ispat: Oncelikle t, t,, B € [0,1] olsun. O halde

WHI(1 - Bty + Bt,]

a b a—+ a+ B
:2(b—a)“L f<<x_T> [(1- ﬁ)t1+ﬁtz]+—> (b—a)

+ (x —a)* dx

:2(b+a)fbf{(1_ﬁ)[(x_ +b>t1+a;b

+ B [(x _ Lb) ty+ 2 er b]} (b= @)* ! + (x — @)™ V)dx

12



f konveks oldugundan,

f{(l—,ﬁ’)[(x— +b>tl+a+b +ﬁ[(x_a+b)t2+a+b}

2 2 2
a+b +b +b +b
<f{(1_ﬁ)[( )tlJ’az +ﬁ[(x_a2 )t2+a2 }
olur. Bu yiizden,
WH[(1 - )ty + Bt,]
a+b b a—1 ald
< s ﬁ)f (=220 6 + 222} (@ - 07 + (- @)y

a b a+b a+b b A a-1y4
e A (R LR (O Y CR e T

= (1 -PWH(t,) + BWH(t,)

elde edilir ki bu bize WH nin [0,1] tizerinde konveks oldugunu gosterir. Daha sonra

basit bir hesaplamayla

wi@ = [ 1- 5250 (b - e a-1yq
0 = 3=y | £ (4 A=0%57) (@ -07 4 G - )= ax

a+b
a

z b
s [ (o -0 @ -0+ - s

a

b a+b b w1 a1y
+z<bT)afaT+bf (6v+ A =0757) (@ -0+ (- @) Dax

integrali hesaplanabilir. Bunun i¢in

a+b

I, = fan (tx (-1 asz) (b= 05! + (x — a)*V)dx

13



integralinde 4 = asz olmak tizere, u = 2(A4 — x) degisken degistirmesi yapilirsa;

u
u;=b—a, u, =0 dx=—— x=A—=

olup, buradan I; integrali

= aa-on((-(-97) (-0 )4
R (e A (o

seklinde bulunmus olur. Benzer sekilde

P a+b _ _
I, =fAf (tx+(1—t)T>((b—x)“ L4 (x — @)@ )dx

integralinde u = 2(x — A) degisken degistirmesi yapilirsa;

du u
u; =0, u,=b-—a dx=7 x=A+§

olacagindan, buradan I, integrali

=] ((ar3)+ a-0a) ((b () ) () - ))%
T390 )

14



olarak bulunur. Boylece

WH() =5

wewrl [(595)
+f(<a;b>+t{)1]((<b;“>+;)
(593 )

elde edilir. Lemma 2.2.1° den

o)

fonksiyonu [0,b — a] iizerinde artandir. Dolayisiyla Vt € [0,1] igin

=3 (592 (E5+3)

h(x)=%[f<(a;b>—g)+f<(a;b)

a-1 a-1
fonksiyonu [0,b —a] lizerinde artandur. <((b_7a) + g) + ((b_Ta) - g) )

negatif olmadigindan WH (t) ,[0,1] de artandir. Sonug olarak

WH(0) = 2(b f (a al b) (b — 0! + (x — @)« )dx
Z(b—a)“ )U b — x)* 1dx+fb(x—a)“ 1dxl
Sl ( S

15



ve

a

b
=2w_any@M®—xV*+@—aV*Mx

WH(1)

_ar@ [ 1 i .
= 2(b — @)@ [r(a)fa fG) (b —x) dx+F( )J f)((x—a) dx

ra+1)
= 20— aye | WES )+ W f (@]

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 2.2.1: Yukaridaki teoremde a = 1 alinirsa

b
WH(E) = ﬁf foe+a- t)%b) dx = H(b)

olup, Teorem 2.2.1 deki H(t) tanimini elde ederiz.

16



3. ARASTIRMA BULGULARI

Teorem 3.1: f:[a,b] c (0,0) - R bir Geometrik Aritmetik konveks fonksiyon,

O<a<1,0<f<1

A = In(a%b'™9), uy, = (Inb — lna)min {ﬁ,%}

ve
h(t) = (1 - B)f(a*br=%e=Ft) + Bf (a®b'~%e(1=P)t), t € [0,u,]

olsun. Bu taktirde; h , [0, u,] lizerinde artan ve konveks olup

f@@*b'=%) < h(t) < af(a)+(1—-a)f(b)

Ispat: f:[a,b] c (0,00) — R fonksiyonu Geometrik Aritmetik konveks oldugundan
Teorem 2.1.6 ya gére g = (foexp), [Ilna, Inb] iizerinde konvekstir. Dolasiyla

Teorem2.2.2ye gore 0< a < 1,0< f <1
— apl-a — : @
A =In(a*b %) ve uy = (Inb — Ina)min {m,—}

olmak tuzere

h(t) = (1= B)glA—pt) + pg(A + (1 - B)t)
= (1-B)f(e?e ) + f(e*e ")

17



= (1 -B)f(a*b=Fe=Ft) + Bf(a*b =% (1=F)t), ¢t € [0,u,]
fonksiyonu [0, u,] tizerinde konveks ve artan olup Vt € [0, u,] i¢in
glalna+ (1 — a)lnb) < h(t) < ag(lna) + (1 — a)g(Ilnb)

dir. Yani,

f@*b'=%) < h(t) < af(a) +(1—a)f(b)

dir.

Lemma3.1: f:[a,b] c (0,0) - R fonksiyonu GA konveks ve h fonksiyonu
= -t/ ¢/
h(t) = E[f (@e 2) +f (\/@e 2)]

ile tanimlansin. Bu taktirde h fonksiyonu [0,[n2] iizerinde konveks ve artan olup

vt € [0,In2] igin

+ (b
F(ap) <ne s 2D
dir.
Ispat: f:[a,b] c (0,00) > R fonksiyonu GA konveks ise Teorem 2.1.6 ya gore

g = foexp fonksiyonu [Ilna, Inb] iizerinde konvekstir. O halde

1

A(t) =

o((*5)-5) o (%) +3)

18



- [y (v ) + (')

ile taniml1 h fonksiyonu [0, ln%] tizerinde konveks ve artan olup vt € [0, lng] icin

g(lna) + g(Inb)
2

Ilna + Inb
oo

> )Sh(t)s

dir. Yani, g = foexp yazilirsa

F(a) < neey < L9ESE

elde edilir.
Teorem 3.2: f:[a,b] c (0,0) - R bir fonksiyonve f € L[a, b] olsun. Eger f

fonksiyonu [a, b] arahg iizerinde GA-konveks ise G = vab olmak iizere
a b b\t x4 1\ 1
H,(t) = ﬁj; fxtgt) <(ln;) + (ln—) >—dx

ile tanimli H, fonksiyonu [0,1] araligi lizerinde konveks ve monoton artandir.

Ayrica a > 0 i¢cin

r 1
FVD) = Ho(0) < Ho(®) < Ho() = D[ g, £(8) + i f (@)
2{In=
X

dir.
Ispat : i) H, fonksiyonu [0,1] iizerinde konvekstir. § € [0,1] ve t;,t, € [0,1]

19



keyfi alinsin. Géstermemiz gereken

Ho((1 = Bty + Bty) < (1 — P)Hy(ty) + BH, ()

oldugudur. H, nin tanimindan yararlanarak

Ha((l - Bty + ,Btz)

a

b -1 -
- —af F(x-Bta+Bt: G1-(-pt=pts) <(ln9)a n (lnf)a 1>1dx
2(n2)" x

yazabiliriz. f fonksiyonu GA konveks oldugundan dolay1

f(x(l—ﬁ)t1+ﬁtz G(l—ﬁ)(l—tﬂ"'ﬁ(l—tz)) = f[(xt101—t1)1—[>’ (xtzGl—tz)ﬁ]

< (1-pB)f(xtrG1™") + Bf(xt2G1t2)

dir. Bu esitsizlik yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

H,((1 = Bt; + fty)
R e

ol e (0 (0

a

= (1= BIHu(t1) + B Ha(t2)

elde edilir.

ii) H, fonksiyonu [0,1] aralig1 izerinde monoton artandir.
a b b\*! x\ @1\ 1
H,(t) = —“f fxtGgi ) ((ln;) + (ln—) >—dx
a

20



a m trl-t b “ “t 1
=2(—b)a [L flxtct) ((ln;) +(ln§) );dx

lTla
b a-1 -
b x\* 1\ 1
+f fxtg ) ((ln—) + (ln—) >—dxl
Vab X a X
ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in

a—-1

I = fmf(xfal-t) <(ln§) +(1nf)a_1>1dx

a a X

alalim. Bu integralde, u = 2ln§ degisken degistirmesi yapilirsa;

u;=nb—1Ina, u,=0 dx=—£du, x=%
2 e/Z

olacagindan

. Inb—Ina G t . l beu/Z a-1 Ge—u/z a—1 1 du
=GR e (00) () e

elde ederiz. Benzer sekilde
b b\* X\ 1\ 1
L = f fxtGT) <(ln—> + (ln—) )—dx
Jab x a X

21



alalim. Bu integralde de u = Zan degisken degistirmesi yapilirsa;

X u)
u; =0, u,=Inb-Ina dx=§du, x=Ge /2

olacagindan

x| =%-= +=2%+= dx

elde edilir. Lemma 3.1 den

h(x) = %[f (\/%e_tx/Z) +f (@etx/z)]

fonksiyonu vt € [0,1] i¢in [O,Inb — Ina] araligiiizerinde artandir.

22



negatif olmadigindan H, (t) fonksiyonu [0,1] arahiginda artandir. Sonug olarak;

f(Vab) = H,(0)

dir. Gergekten;

a b b\*? x\ @1\ 1
Ha(O)=WLf(G) <(ln;) +(1n2) )de

ifadesi i¢in

b a
b b a-1 1 Inb—Ina e In—
f (ln—) —dx = f veldy = — = ( a)
4 x x Q a
b

a
b
v=In—- = dv=-—dx vy =In- , v, =0
x x a
b a
b a—1 Inb—Ina a In—
x 1
f (ln—) —dx =f v®1dy = =( a)
a a x 0 a
v=In- = dvzgdx v, =0, v, = Inb — Ina

olacagindan

b a
Ho(0) = —— o

2 lna) “

f(Vab) = Ho(0)

23



elde edilmis olur.

Ha(l) = Me+1) [H]a+ f(b) + H]b f(a)]

2 (ln—
dir. Gergekten;

H,(1) = - )af f(x)(( )_1+(1n§)a_1)§dx

g5 1= [ LD 0) ™

v oy %L @(ln g)a_l dx

oldugundan istenilen kolayca goriiliir. Bu taktirde

F(Vab) = Hy(0) < H,(t) < Hy(1)
F(a +1)

b ——=| Wi f (D) + wlp- f(a)]
2 (ln a)

esitsizligini elde ederiz.

Sonug¢ 3.1: Yukarida ki teoremde a = 1 alinirsa,

1 (P 1
Hl(t) = —b f(xtGl‘t);dt

Q

olup asagidaki sonuca varabiliriz.
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f fonksiyonu [a, b] lizerinde GA-konveks fonksiyon olsun. H; fonksiyonu [a, b]

araliginda konveks ve artan olup her t € [0,1] i¢in

|~

b 1
f f(x);dx

a

f(Vab) = H,(0) < H,(t) < H,(1) =

QT

In
dir.

Uyan 3.1: Teorem 3.2 de elde edilen esitsizlik bize Teorem 2.1.3 de elde edilmis

olan esitsizligin sol tarafin1 vermektedir.
Bir sonraki teorem Teorem 3.2 nin bir genellemesidir:

Teorem 3.3: f:[a,b] c (0,0) - R bir fonksiyon ve f € L[a, b] olsun. Eger f,
[a, b] lzerinde GA konveks ve g, [a, b] lizerinde integrallenebilir, negatif olmayan

ve Vab ye gore simetrik yani Vx € [a, b] i¢in,

ise G = vV ab olmak lizere

gHa(t) = Lafbf(xtGl_t) <(ln§>a—1 + (lnf)aﬂ) 9(x) dx

a X

ile tanomli  ;H,(t) fonksiyonu [0,1] arahg: lizerinde konveks ve monoton artan

olup a > 0 igin
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f(\/%) = Ha(o) < gHa(t) < gHa(l)

F
((“ 2)2 U, (FOB) +J5-(Fg) (@]
In
a

esitsizligi saglanir.
Ispat: i) Oncelikle gHq (£) fonksiyonunun [0,1] aralig: iizerinde konveks oldugunu

gosterelim. B € [0,1] ve t;,t, € [0,1] keyfi alinsin. Gostermemiz gereken
gHa((l - .B)tl + ﬁtz) = (1 - ,B) gHa(tl) r .B gHa(tZ)

oldugudur. ,H, nin tanimindan yararlanarak

oHa (1 = B)t; + Bty)
b a—1
- %f F(x(-PttBts G1-(-pt-ptz) <(ln§) (l E) > 9 4

2 (lna) a x

yazabiliriz. f fonksiyonu GA konveks oldugundan dolay1

f(x(l—ﬁ)t1+ﬁt2 G(l—ﬁ)(l—tz)"'ﬂ(l—tz)) = f[(xt161—t1)1—[9 (xtzc,‘l—tz)ﬁ]

< (1-Bfh6*1) + Bf(x2G1712)

olur. Son esitsizligi yukaridaki esitlikte yerine yazarsak

gHa ((1 - ﬁ)tl + lgtz)

< -p el reet ((in ) () ) 2]
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+B @f;f(xtzaytz) ((lng)a_l N (lni)“_l)@dxl

=(1- ,8) gHa(tl) + B gHa(tZ)

elde ederiz.

ii) 4H,(t),[0,1] tizerinde monoton artan oldugunu gosterelim.

JHa(6) = %fabf(xtGl‘t) <(ln§)a_1 +(in g)‘H)@dx

2 (lna
a vab . b\* ! x\* 1\ g(x)
= W [L fxtctt) <(ln;) + (lna) >de

+f\/i_bf(xt61"t) <(ln§>a_1 + (lng)“*)g(x) xl

ifadesindeki

I = fmf(xtGl"t) <(ln§)a—1 + (lnf)aﬂ)de

a

integralinde u = 2ln% degisken degistirmesi yapilirsa;

X
u; =Inb—1Ina, u,=0 dxz—zdu, X =

olup, buradan I; integrali igin
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[ e ()

yazabiliriz. Benzer sekilde
b a-1 _
b X\ 1 b
I, =f f(xtGY) <(ln—) + (ln—) >g_( )dx
Jab X a X
integralinde u = 21n§ degisken degistirmesi yapilirsa;

u; =0, u,=Inb-Ina dx=§du, x=Ge /2

olacagindan I, integrali i¢in

Inb-Ilna b a-1 Geu/z R (Geu/z)
= u/ ‘ 1-t —_— —g
I, fo f ((Ge 2) G )((ln Geu/z) + <ln 2 > ) > du

a—-1 a—-1

b b
Inb—Ina In— u In— u Geu/z
:f f(Gew/Z) a —a., Mdu.
0

2 2 T2 T2 2

elde edilir. Ayrica g fonksiyonu vab ye gore simetrik oldugundan

ab

g(Ge_u/z) =g (ﬂ) = g(Geu/z)

yazabiliriz. Buradan

gHe(t) = Lb)“% fol"b_l"a [f (Getx/z) + f(Ge_tx/z)]

2(In=
a

28



b a—-1 b a—-1
ln— X In= X
*/ —_a_Zz —_a,z
x g(Ge'/2) ( > 2) +< 5 +2> dx

elde edilir. Lemma 3.1 e gore

h(x) == [f( abe™"/2) + f (Vabe™2)|

fonksiyonu [0, Inb — Ina] lizerinde artandir. Ayrica

2 2\ an X &
X/ —ay - —_a_=
9(Ge 2)<<2 +2> 2 72

negatif olmadigmdan ,H, (t) fonksiyonu [0,1] arahiginda artandur.

Sonug olarak;

f(Vab) = jHa(0) < jHu(t) < 4Ha(1)
@A D ey b) + 15 (o) (@)

2(d)’

elde edilir. Burada kolay bir hesaplama ile

P10 by g
gHa(O)zf(G)Z(l;jL I(ln;) +(an) lgxx

r
= LZ)OC[HL% g(b) + H]g—g(a)]
2(ing)

ve
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2 a

gHe (1) = a _ U‘b f(x)zg(x) (lng)a—l s fb fx)g(x) (lnf)a_l dxl

a

Z(an)
_ I'a+1)

2 ()’

Vs F ) +Ji-(Fo) @]

oldugu kolayca goriiliir.

Uyan: Eger g(x) = 1 alinirsa Teorem 3.2 den

H,(t) = jbf(xtal-t) <(ln§)a_1 4 (lng)a_1>%dx

QT

¥

2 (ln

elde edilir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglarin bazilari, daha 6nce literatiirde elde edilmis
olup, burada farkli bir ¢oziim teknigi kullanilmistir. Bunun i¢in Oncelikle birer
fonksiyonel tanimmlanip bu fonksiyonellerin bir takim ozellikleri sagladigi
gosterilmistir. Bu 6zelliklerin bir sonucu olarak ta GA konveks fonksiyonlar i¢in
kesirli integraller yardimiyla elde edilmis Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-
Fejer esitsizliklerinin sol taraflar1 fonksiyonellerin sagladigi 6zelliklerin bir sonucu
olarak elde edilmistir. Bu tezde Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizliklerinin sadece sol taraflar1 calisilmistir. Ancak 6zellikle belirtmek isteriz ki
bu calisma bu esitsizliklerin sag taraflarma da uygulanabilecegi gibi farkli tiirden
konvekslik ¢esitleri i¢in de yapilabilir. Elde edilen arastirma bulgular1 orijinal olup,

yaymlanmak iizere alan indeksli dergiye makale olarak gdnderilmistir.
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