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Bu tez çalışması, p-konveks fonksiyonlar için elde edilen kesirli integral 

eşitsizliklerinin fonksiyoneller yardımıyla elde edilmesi hakkında olup, ilk olarak 

çalışmamız için gerekli olan tanım ve teoremler verildi. Çalışmanın bulgular 

kısmında, p-konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville kesirli integralleri 

kullanılarak elde edilmiş olan Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliklerinin sol tarafları fonksiyoneller aracılığıyla elde edildi. 
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This thesis study is about obtaining with the help of functionals the fractional 

integral inequalities obtained for p-convex functions. Firstly, definitions and 

theorems necessary for our study are given. In the findings of the work, the left sides 

of the Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard-Fejér inequalities obtained using 

Riemann-Liouville fractional integrals for p-convex functions were obtained through 

functionals. 
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1. GİRİŞ 

 

Konveks fonksiyonların tarihi pi sayısına kadar dayanmakta olup başlangıcı  19. 

yüzyılın sonlarını işaret etmektedir. Buna rağmen “konvekslik” kavramı ilk olarak 

Hermite tarafından dile getirilmiştir. Daha sonra Hadamard tarafından çalışılmış olsa 

da konveks fonksiyonların sistematik olarak çalışılması J.L.W.V. Jensen ile 

başlamıştır. 

Konvekslik kavramı eşitsizlikle ifade edildiğinden Konveks Fonksiyonlar 

Teorisinde eşitsizliklerin önemli bir yeri vardır. Matematikte “eşitsizlik“ kelimesi iki 

farklı miktar arasında farklılığı ifade eder ve bu iki miktar arasında oran kurmak için 

kullanılır. Başta mühendislik olmak üzere birçok bilimsel alanda eşitsizlik 

kullanılmıştır. Bunun üzerine araştırmacıların dikkatini çekmiş ve diğer bilim 

dallarıyla ilişkili olarak günümüze kadar gelmiştir. Eşitsizlik üzerine üretilen en 

önemli eserlerin başında ise 1934 yılında Hardy, Littlewod ve Polya tarafından 

yazılan “Inequalities“ adlı kitap gelmektedir (1). İkinci çalışma ise 1934-1960 yılları 

arasında çalışmalar sonucunda elde edilen  eşitsizliklerin yer aldığı “Inequalities” adı 

verilen kitaptır. Bu kitabı Mitrinović’in 1970 yılında yayınladığı “Analytic 

Inequalities” adlı kitap takip eder. Pečarić  tarafından yazılan “Convex Functions: 

Inequalities” adlı kitap ise özellikle konveks fonksiyonlar üzerine eşitsizlikler 

içermektedir. Bu temel kaynakların yanı sıra “Inequalities Involving Functions and 

Their Integrals and Derivatives” (2), “Classical and New Inequalities in Analysis” 

(3), “Mathematical Inequalities” (4) ve “Convex Functions and Their Applications” 

(5) isimli kitaplar literatürde mevcut olan diğer kaynaklardır. Son zamanlarda, 

konvekslik kavramının soyutlaştırılması üzerine de çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Bu 

çalışmalar neticesinde elde edilen konvekslik sınıfları için Hermite-Hadamard tipli 

eşitsizliklerin incelenmesi de oldukça önemlidir. Bu doğrultuda pek çok sayıda 

araştırmalar yapılmıştır. Örneğin, Godnova-Levin tipli fonksiyonlar (6), r-konveks 

fonksiyonlar (7),  p-fonksiyonlar (8), p-konveks fonksiyonlar (9), harmonik konveks 

fonsiyonlar (10) . 
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Kesirli integral ve kesirli türev konuları ilk  Liouville tarafından dile getirildi 

ve literatürde Riemann-Liouville kesirli türev ve kesirli integrali olarak 

bilinmektedir. 

Kesirli türev ve kesirli integral kavramı türev ve integrallerin sadece tam 

sayılar icin var mıdır sorusundan yola çıkılarak ortaya çıkmış, 17. yüzyıldan itibaren 

Leibniz, Euler,Lagrange, Abel, Liouville ve diğer birçok matematikçinin kesirli 

mertebe için diferensiyel ve integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü 

çalışmalarıyla gelişmeye başlanmıştır. 

Sarıkaya M.Z ve arkadaşları tarafından kesirli integraller yardımıyla konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği verilmiştir (11). İşcan İ. tarafından 

kesirli integraller yoluyla konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliği (12), İşcan İ. ve Kunt M. tarafından kesirli integraller yoluyla harmonik 

konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği (13)  ve kesirli 

integraller yardımıyla p-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliği sunulmuştur (14). 

             Bu çalışmamız; kesirli integraller yardımıyla p-konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli eşitsizliklerin elde edilmesi 

hakkında olup, bu eşitsizliklerin farklı bir bakış açısıyla çözümüne dayalıdır. 
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2.MATERYAL VE METOT 

 

2.1. ÖN BİLGİLER 

Tanım 2.1.1 (15) : 𝐼 ⊆ ℝ bir aralık ve 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ bir fonksiyon olsun. 

𝑓 fonksiyonu konveks fonksiyondur ancak ve ancak  

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜃 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) ≤ 𝜃𝑓(𝑥) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑦).        (2.1.1) 

Yukarıdaki formüle eş değer olarak her 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝐼 için 

|

𝑥 𝑓(𝑥) 1
𝑦 𝑓(𝑦) 1
𝑧 𝑓(𝑧) 1

| ≥ 0 

determinantını verebiliriz. 

Tanım 2.1.2: K , V vektör uzayının konveks bir alt kümesi olsun. 𝑓: 𝐾 → ℝ 

fonksiyonu için aşağıdaki bilgiler mevcuttur.  

i) Eğer her 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐾 ve 𝜃 ∈ [0,1] için (2.1.1) eşitsizliği sağlanıyorsa f  

konvekstir, 

ii) Eğer (2.1.1) deki eşitsizlik tersine dönerse bu durumda f  konkavdır, 

iii) f  konveks ve konkav ise afindir,  

iv) 𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝜃 ∈ (0,1) olduğunda (2.1.1) deki eşitsizlik kesin ise f  kesin 

konvekstir. 

Böylece konkavlığın anlamı 

𝑓(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) ≥ 𝜃𝑓(𝑥) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑦) 

şeklinde olur.  Afinliğin anlamı ise 

𝑓(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) = 𝜃𝑓(𝑥) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑦) 

şeklindedir. 
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Özellik 2.1.1: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f  konvekstir 

ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐼 için 

𝑓 (
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦) ≤

1

2
𝑓(𝑥) +

1

2
𝑓(𝑦)              (2.1.2) 

dir. 

Uyarı 2.1.1: (2.1.2) eşitsizliği orta nokta konveksliği adını alır. 

Teorem 2.1.1: I  bir açık aralık, 𝑓: I → ℝ ve ikinci mertebeden türevlenebilen bir 

fonksiyon olsun. Bu taktirde f  konvekstir ancak ve ancak her 𝑥𝜖𝐼 için   

𝑓′′(𝑥) ≥ 0                                                   (2.1.3) 

dır. 

Örnek 2.1.1: 𝑓(𝑥) fonksiyonu (−∞,∞) aralığında tanımlı ve 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 olsun. Bu 

taktirde 𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0 olur. Böylece f  konvekstir. 

Orta nokta konveksliği ile  

𝑒
1

2
(𝑥+𝑦) ≤ 

1

2
𝑒𝑥 +

1

2
𝑒𝑥 

elde edilir. Eğer a ve b,  (0,∞) da keyfi iki sayı olmak üzere 𝑎 = 𝑒𝑥 ve 𝑏 = 𝑒𝑦 

olarak seçilirse 

√𝑎𝑏 ≤
1

2
(𝑎 + 𝑏) 

aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliği elde edilir. Böylece bu eşitsizlik, 𝑒𝑥 

fonksiyonunun konveksliğini genelleştirir. 

Örnek 2.1.2 : 𝑥ϵ (0,∞) için 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 fonksiyonunu ele alalım. Burada 

𝑔′′(𝑥) = −
1

𝑥2
 olur ki bu da g fonksiyonun konkav olduğunu gösterir. Tanım 2.1.2’ 

ye göre f  kesin konveks, g kesin konkavdır. 
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Yukarıdaki verilenlere göre 𝑒𝑥 ‘ in tersi 𝑙𝑛𝑥 fonksiyonunun konkav olması 

tesadüf değildir. Eğer f  kesin monoton artan ve konveks ise 𝑓−1 , fonksiyonun tersi , 

konkavdır.  

Bu durumu göstermek amacıyla , 𝑥  ve 𝑦,  f nin değer kümesinden alınan keyfi iki 

nokta ise 

𝑥 = 𝑓(𝑎) ve 𝑦 = 𝑓(𝑏) olacak şekilde a,b vardır. 

Bu taktirde,  f nin konveksliğinden 

𝜃𝑓(𝑎) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑏) ≥ 𝑓((1 − 𝜃)𝑎 + 𝜃𝑏)                 (2.1.4) 

olur.  f  monoton artan olduğundan, 𝑓−1 fonksiyonu da monoton artandır. O halde 

(2.1.4 ) eşitsizliğine 𝑓−1  uygulanırsa 

𝑓−1(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) ≥ (1 − 𝜃)𝑎 + 𝜃𝑏 = (1 − 𝜃)𝑓−1(𝑥) + 𝜃𝑓−1(𝑦) 

elde edilir ki bu da bize 𝑓−1 fonksiyonun konkav olduğunu gösterir. 

Şimdi konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği ile devam 

edelim. 

Tanım 2.1.3 (16, 17) : 𝑎, 𝑏𝜖I öyle ki 𝑎 < 𝑏 olmak üzere I  reel aralığı üzerinde 

tanımlı  f :I ⊆ℝ → ℝ  fonksiyonu konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
             (2.1.5)

𝑏

𝑎

 

eşitsizliği literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir. 

Aşağıda Hermite-Hadamard eşitsizliğinin ağırlıklı genellemesi olan Fejér 

eşitsizliği verilmiştir. 

Teorem 2.1.2 (18) :𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde 

𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ negatif olmayan, integrallenebilir ve 
𝑎+𝑏

2
‘ ye göre simetrik olmak 

üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑤(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫ 𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

   (2.1.6)
𝑏

𝑎
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Tanım 2.1.4 (10) : I ⊆ ℝ\{0} reel bir aralık olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈  𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] 

için  

𝑓 (
𝑡𝑥

𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦
) ≤ 𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)                              (2.1.7) 

ise 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonuna harmonik konvekstir denir. Eğer (2.1.7) eşitsizliği tersine 

dönerse f  fonksiyonuna harmonik konkavdır denir. 

Örnek 2.1.3 : 𝑓: (0,∞) → ℝ  ve 𝑓(𝑥) = 𝑥, ve 𝑔: (− ∞, 0) → ℝ, 𝑔(𝑥) = 𝑥 olsun. Bu 

taktirde f, harmonik konveks fonksiyon ve g, harmonik konkav fonksiyon olur. 

Bu örneğe aşağıdaki özellik ile devam edelim: 

Özellik 2.1.2: I ⊆ ℝ\{0} reel bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 

i) Eğer 𝐼 ⊆ (0,∞) , f  konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f  

harmonik konvekstir. 

ii) Eğer 𝐼 ⊆ (0,∞),  f  harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f 

konvekstir. 

iii) Eğer 𝐼 ⊆ (− ∞, 0),  f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu 

taktirde f  konvekstir. 

iv) Eğer 𝐼 ⊆ (− ∞, 0) , f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f 

harmonik konvekstir. 

Şimdi harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği ile 

devam edelim. 

Teorem 2.1.3 : 𝑎, 𝑏𝜖I öyle ki 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ\{0} → ℝ bir harmonik 

konveks fonksiyon olsun. Eğer 𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] ise bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) ≤

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.

𝑏

𝑎

    (2.1.8) 
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Chan ve Wu tarafından harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard-Fejér  eşitsizliği sunulmuştur (19). 

Teorem 2.1.4 : 𝑎, 𝑏𝜖I öyle ki 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ\{0} → ℝ bir harmonik 

konveks fonksiyon olsun. Eğer 𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ\{0} → ℝ negatif 

olmayan, integrallenebilir ve 
2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
‘ ye göre harmonik simetrik ise  

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
)∫

𝑤(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ ∫
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫

𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

          (2.1.9) 

dır. 

Zhang ve Wan tarafından p-konveks fonksiyon tanımı aşağıdaki gibi 

verilmiştir. (9). 

Tanım 2.1.5 : I , p-konveks küme olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ [0,1] için  

𝑓([𝛼𝑥𝑝 + (1 − 𝛼)𝑦𝑝]1 𝑝⁄ ) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦)           (2.1.10) 

ise𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonuna p-konveks fonksiyon ya da 𝑃𝐶(𝐼) sınıfına aittir denir. 

Uyarı 2.1.2 : 𝑘, 𝑟, 𝑡 ∈ ℕ için 𝑝 = 2𝑘 + 1, 𝑝 = 𝑛 𝑚⁄ , 𝑛 = 2𝑟 + 1 ya da 𝑚 = 2𝑡 + 1 

olduğunda, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ [0,1] için [𝛼𝑥𝑝 + (1 − 𝛼)𝑦𝑝]1 𝑝⁄ ∈ 𝐼 ise I aralığına  

p-konveks küme denir. 

Uyarı 2.1.3: (1) Eğer 𝐼 ⊆ (0,∞) bir reel aralık ve 𝑝 ∈ ℝ\{0} ise bu taktirde I, 

p-konveks kümedir. 

(2) Eğer (2.1.10) eşitsizliği tersine dönerse bu taktirde f, p-konkavdır denir. 

(3) Eğer (2.1.10)  da 𝑝 = 1 ve 𝑝 = −1 alınırsa 𝐼 ⊆ (0,∞) da sırasıyla bildiğimiz 

anlamda konveks fonksiyon ve harmonik konveks fonksiyon elde edilir. 

Örnek 2.1.4 : 𝑓: (0,∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝 , 𝑝 ≠ 0, ve g: (0,∞) → ℝ, 𝑔 (𝑥) = 𝑐,      

𝑐 ∈ ℝ olsun. Bu taktirde f  ve g, p-konveks ve p-konkav fonksiyonlardır. 
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 𝐼 ⊆ (0,∞), 𝑝 ∈ ℝ\{0} ve ℎ(𝑡) = 𝑡 alınarak aşağıdaki teorem elde edilmiştir. 

(9, Teorem 5). 

Teorem 2.1.5 : 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ p-konveks fonksiyon, 𝑝 ∈ ℝ\{0}, 𝑎, 𝑏𝜖 𝐼 öyle ki 

a < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) ≤
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
           (2.1.11) 

dır. 

Uyarı 2.1.4: (2.1.11) deki eşitsizlikler kesindir. Gerçekten, 𝑓: (0,∞) → ℝ , 𝑓(𝑥) = 1 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Böylece her 𝑥, 𝑦 ∈ (0,∞) ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

1 = 𝑓([𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝]1 𝑝⁄ ) 

= 𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥) = 1. 

Böylece f, (0,∞) da p-konvekstir. Buradan 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) = 1 

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 1 

ve 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
= 1 

 

elde edilir ve böylece (2.1.11) eşitsizliğinin kesin olduğunu göstermiş oluruz. 

Özellik 2.1.3 (20) : 𝐼 ⊆ (0,∞) reel bir aralık, 𝑝 ∈ ℝ\{0} ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olsun. Bu taktirde 

(1) Eğer 𝑝 ≤ 1 ve f  konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f, p-

konvekstir. 
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(2) Eğer 𝑝 ≥ 1 ve f  p-konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f  

konvekstir. 

(3) Eğer 𝑝 ≤ 1 ve f  p-konkav ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f  konkavdır. 

(4) Eğer  𝑝 ≥ 1 ve f  konkav ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda  f  p-

konkavdır. 

(5) Eğer 𝑝 ≥ 1 ve f  konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f p- 

konvekstir. 

(6) Eğer 𝑝 ≤ 1 ve f  p- konveks ve artmayan  fonksiyon ise bu durumda f  

konvekstir. 

(7) Eğer 𝑝 ≥ 1 ve f  p- konkav ve artmayan  fonksiyon ise bu durumda  f  konkavdır. 

(8) Eğer 𝑝 ≤ 1 ve f  konkav ve artmayan  fonksiyon ise bu durumda  f  p-konkavdır. 

 

İspat : 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑝 için 𝑝 ∈ (−∞, 0) ∪ [1,∞) olduğunda g, (0,∞) da konveks bir 

fonksiyon ve 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑝 için 𝑝 ∈ (0,1] olduğunda g, (0,1) da konkav bir 

fonksiyondur. İspat powermean eşitsizliği kullanılarak kolayca yapılır.  

 

∀𝑥, 𝑦 ∈ (0,∞)ve𝑡 ∈ [0,1] için 

 

[𝑡𝑥𝑝 + (1 − 𝑡)𝑦𝑝]1 𝑝⁄ ≥ 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦,   𝑝 ≥ 1 

ve 

 

[𝑡𝑥𝑝 + (1 − 𝑡)𝑦𝑝]1 𝑝⁄ ≤ 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦,    𝑝 ≤ 1 

Özellik 2.1.3’ e göre p-konveks ve p-konkav fonksiyonlar için aşağıdaki 

örnekleri verebiliriz. 

Örnek 2.1.5 : 𝑓: (0,∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 olsun, bu durumda 𝑝 ≤ 1 için f, p- konveks 

fonksiyon ve 𝑝 ≥ 1 için f,  p-konkav fonksiyondur. 

Örnek 2.1.6: 𝑓: (0,∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥−𝑝 , 𝑝 ≥ 1olsun, bu durumda f, p-konveks 

fonksiyondur. 

Örnek 2.1.7 : 𝑓: (0,∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = −𝑙𝑛𝑥 , 𝑝 ≥ 1 olsun, bu durumda f, p-konveks 

fonksiyondur. 
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Örnek 2.1.8 : 𝑓: (0,∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑝 ≥ 1olsun, bu durumda f, p-konkav 

fonksiyondur.  

Şimdi vereceğimiz özellik açıktır. 

Özellik 2.1.4 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ise ve 𝑝 > 0 için 𝑔: [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] → ℝ (𝑝 < 0 için 

𝑔: [𝑏𝑝, 𝑎𝑝] → ℝ), 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡1 𝑝⁄ ) ile tanımlı fonksiyonu gözönüne alırsak, bu 

durumda f, [𝑎, 𝑏] de p-konvekstir ancak ve ancak g, [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] de ( 𝑝 < 0 için [𝑏𝑝, 𝑎𝑝] 

de) konvekstir. 

Uyarı 2.1.5  : Özellik 2.1.4’ e göre , g, [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] aralığında herhangi bir konveks 

fonksiyon olduğunda p-konveks fonksiyonların örneği olarak 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡𝑝), 𝑝 ≠ 0, 

olarak alabiliriz. Böylece (2.1.11) eşitsizliğini farklı bir şekilde elde edebiliriz. 

Eğer f, [𝑎, 𝑏] üzerinde konveks ise, bu durumda 𝑝 > 0 için [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] kapalı 

aralığı üzerinde ( 𝑝 < 0 için [𝑏𝑝, 𝑎𝑝] de) 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡1 𝑝⁄ ) konveks fonksiyonu için 

Hermite-Hadamard eşitsizliğini aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

 

𝑔([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) ≤
1

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫ 𝑔(𝑡)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑡 ≤

𝑔(𝑎𝑝) + 𝑔(𝑏𝑝)

2
 ,  

 

 veya buna eşdeğer olarak 

 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) ≤
1

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫ 𝑓(𝑡1 𝑝⁄ )
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
      (2.1.12)        

yazılır. 

𝑥 = 𝑡1 𝑝⁄ değişken değiştirmesi yapılırsa,  

 

∫ 𝑓(𝑡1 𝑝⁄ )
𝑏𝑝

𝑎𝑝
= 𝑝∫

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

olup, (2.1.12) den (2.1.11) de verilen p-konveks fonksiyonlar için aşağıdaki Hermite-

Hadamard eşitsizliği aşağıdai gibi elde edilir. 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) ≤
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
   . 
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Tanım 2.1.6 (21) : 𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. 𝑏 > 𝑎 ≥ 0  ile 𝛼 > 0 için 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓 ve 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓 sırasıyla 

sağ taraflı ve sol taraflı Riemann-Liouville kesirli integralleri  

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1
𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎 

ve 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝛼−1
𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏. 

şeklindedir. Burada Γ(𝛼) ,  Gamma fonksiyonudur ve Γ(𝛼) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝛼−1𝑑𝑡
∞

0
 olarak 

tanımlıdır. 

Teorem 2.1.6 (11) : 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon ve 𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

f , [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise  𝛼 > 0 olduğunda kesirli integraller için  aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.       (2.1.13) 

Teorem 2.1.7 (12) : 𝑎 < 𝑏, 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ bir konveks fonksiyon ve 𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏]olsun. 

Bu taktirde 𝑤 negatif olmayan, integrallenebilir ve 
𝑎+𝑏

2
‘ ye göre simetrik ise yani her 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 

ise 𝛼 > 0 olduğunda kesirli integraller için eşitsizlik aşağıdaki gibidir. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) [𝐽𝑎+

𝛼 𝑤(𝑏) + 𝐽𝑏−
𝛼 𝑤(𝑎)] ≤ [𝐽𝑎+

𝛼 (𝑓𝑤)(𝑏) + 𝐽𝑏−
𝛼 (𝑓𝑤)(𝑎)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑤(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑤(𝑎)].             (2.1.14) 

Teorem 2.1.8 (22) : 𝑎, 𝑏𝜖 I  öyle ki  a < 𝑏 , 𝑓: I ⊆ (0,∞) → ℝ bir fonksiyon ve 

𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer f ,[a,b] aralığında harmonik konveks bir fonksiyon ise, 𝛼 > 0 

ve 𝑔(𝑥) =
1

𝑥
 , 𝑥𝜖 [

1

𝑎
,
1

𝑏
] için kesirli integral eşitsizliği aşağıdaki gibidir. 
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𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) ≤

Γ(𝛼 + 1)

2
(
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
)
𝛼

[𝐽1
𝑎
−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑏
) + 𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑎
)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.       (2.1.15) 

Teorem 2.1.9 (13) : 𝑎 < 𝑏 ve  𝑓𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏]olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir harmonik 

konveks fonksiyon olsun. Eğer ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ negatif olmayan, integrallenebilir ve 

2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
‘ ye göre harmonik simetrik ise yani her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑎−1 + 𝑏−1 − 𝑥−1) 

ise 𝛼 > 0 ve 𝑔(𝑥) =
1

𝑥
 , 𝑥𝜖 [

1

𝑏
,
1

𝑎
] olduğunda kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitsizlik verilir: 

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] ≤ [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽1
𝑏
+

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)].      (2.1.16)       
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2.2. p-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN HERMİTE-HADAMARD-FEJER 

EŞİTSİZLİKLERİ 

 

İşcan ve Kunt tarafından  kesirli integraller yardımıyla p-konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği ile ilgili yapılan çalışmalar bu 

bölümde verilmiştir (14).  

Bu bölümde, 𝑤: [a, b] → ℝ konveks fonksiyonu için  ‖𝑤‖∞ =

𝑠𝑢𝑝𝑡𝜖[𝑎,𝑏]|𝑤(𝑡)| olarak alınmıştır. 

Tanım 2.2.1 : 𝑝 ∈ ℝ\{0} olsun. Eğer aşağıdaki eşitlik her 𝑥𝜖[𝑎, 𝑏] için sağlanıyorsa 

𝑤: [a, b] → ℝ fonksiyonuna [
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
′ ye göre p-simetriktir denir. 

𝑤(𝑥) = ([𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝑥𝑝]
1

𝑝). 

Lemma 2.2.1 : 𝑝 ∈ ℝ\{0}, 𝛼 > 0 ve 𝑤: [a, b] ⊆ (0,∞) → ℝ integrallenebilir, 

[
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
′ ye göre 𝑝 − simetrik olsun. Bu taktirde 

i) 𝑝 > 0 ise , 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) = 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)

=
1

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] ,       (2.2.1) 

ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) = 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)

=
1

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]        (2.2.2) 

elde edilir. 
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Teorem 2.2.1 : 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ  p-konveks fonksiyon, 𝑝 ∈ ℝ\{0},  

𝛼 > 0 ve 𝑎, 𝑏𝜖𝐼 öyle ki 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ  negatif 

olmayan, integrallenebilir ve [
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
′ ye göre 𝑝 − simetrik ise kesirli integraller 

için aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

i) 𝑝 > 0 ise , 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

≤ [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)],     (2.2.3) 

ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥 𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

≤ [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)].   (2.2.4) 

Uyarı 2.2.1 : Teorem 2.2.1’ den, aşağıdaki eşitsizliklere ulaşabiliriz. 

(1) Eğer 𝑝 = 1 alınırsa, (2.1.14) eşitsizliği, 

(2) Eğer 𝑝 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, (2.1.13) eşitsizliği,  

(3) Eğer 𝑝 = 1 ve 𝛼 = 1 alınırsa, (2.1.6) eşitsizliği, 

(4) Eğer 𝑝 = 1 , 𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa  (2.1.5) eşitsizliği, 

(5) Eğer 𝑝 = −1 alınırsa, (2.1.16) eşitsizliği, 

(6) Eğer 𝑝 = −1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, (2.1.15) eşitsizliği, 

(7) Eğer 𝑝 = −1 ve 𝛼 = 1 alınırsa (2.1.9) eşitsizliği, 

(8) Eğer 𝑝 = −1 , 𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa (2.1.8) eşitsizliği, 

(9) Eğer  𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa (2.1.11) eşitsizliği, 

elde edilir. 
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Sonuç 2.2.1 : Teorem 2.2.1’ de 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa 

i) 𝑝 > 0 ise , 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 𝑔(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 𝑔(𝑎𝑝)] ≤ [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 𝑔(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 𝑔(𝑎𝑝)],           (2.2.5)  

ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
]

1 𝑝⁄

) [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 𝑔(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 𝑔(𝑏𝑝)] ≤ [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

≤
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 𝑔(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 𝑔(𝑏𝑝)]        (2.2.6)  

elde edilir. 

Lemma 2.2.2 : 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ ,  𝐼𝑜 ′de diferansiyellenebilen bir fonksiyon 

𝑎, 𝑏𝜖𝐼𝑜 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝑝 ∈ ℝ\{0} , 𝛼 > 0 olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  ve 

𝑤: [a, b] → ℝ  integrallenebilir ve [
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
′ ye göre 𝑝 − simetrik ise bu taktirde 

kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır: 

i) 𝑝 > 0 ise , 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

− [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] 

=
1

Γ(𝛼)
∫ [∫ (𝑏𝑝 − 𝑠)𝛼−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑎𝑝

𝑏𝑝

𝑎𝑝

−∫ (𝑠 − 𝑎𝑝)𝛼−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑠)𝑑𝑠
𝑏𝑝

𝑡

] (𝑓𝑜𝑔)′(𝑡)𝑑𝑡 , 
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ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

− [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)] 

=
1

Γ(𝛼)
∫ [∫ (𝑎𝑝 − 𝑠)𝛼−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑏𝑝

𝑎𝑝

𝑏𝑝

−∫ (𝑠 − 𝑏𝑝)𝛼−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑠)𝑑𝑠
𝑎𝑝

𝑡

] (𝑓𝑜𝑔)′(𝑡)𝑑𝑡 

elde edilir. 

Teorem 2.2.2 : 𝑎, 𝑏𝜖 𝐼 öyle ki 𝑎 < 𝑏, 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ ,  𝐼𝑜′ de 

diferansiyellenebilen bir fonksiyon, 𝛼 > 0 ve 𝑝 ∈ ℝ\{0} olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve 

|𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında p-konveks fonksiyon ise, 𝑤: [a, b] → ℝ  sürekli ve  

[
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝

′

ye göre 𝑝 − simetrik olduğunda kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitsizlikler sağlanır. 

 i) 𝑝 > 0 ise 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

− [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]| 

 

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
[𝐶1(𝛼, 𝑝)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶2(𝛼, 𝑝)|𝑓
′(𝑏)|] 

dir. Burada 

𝐶1(𝛼, 𝑝) = ∫
|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
𝑢𝑑𝑢

1

0

 

 

ve 

𝐶2(𝛼, 𝑝) = ∫
|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
(1 − 𝑢)𝑑𝑢

1

0

 

dir. 
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ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

− [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]| 

≤
‖𝑤‖∞(𝑎

𝑝 − 𝑏𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
[𝐶3(𝛼, 𝑝)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶4(𝛼, 𝑝)|𝑓
′(𝑏)|] 

dir. Burada  

𝐶3(𝛼, 𝑝) = ∫
−|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
𝑢𝑑𝑢

1

0

 

ve 

𝐶4(𝛼, 𝑝) = ∫
−|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
(1 − 𝑢)𝑑𝑢

1

0

 

dır. 

Sonuç 2.2.2 : Teorem 2.2.2 ‘ den , aşağıdaki sonuçları görebiliriz. 

(1) Eğer 𝑝 = 1 ve 𝛼 = 1 olarak alınırsa, konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
1

𝑏 − 𝑎

𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫ 𝑤(𝑥)𝑑𝑥 −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

|

≤
‖𝑤‖∞(𝑏 − 𝑎)

2
[𝐶1(1,1)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶2(1,1)|𝑓
′(𝑏)|], 

(2)  Eğer 𝑝 = −1 olarak alınırsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin eşitsizliğinin bir 

tarafı elde edilir. 

 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]

− [𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]| 

≤
‖𝑤‖∞𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

Γ(𝛼 + 1)
(
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
)
𝛼

[𝐶3(𝛼,−1)|𝑓
′(𝑎)| + 𝐶4(𝛼,−1)|𝑓

′(𝑏)|], 
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(3) Eğer 𝑝 = −1 , 𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 olarak alınırsa harmonik konveks 

fonsiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤ (
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
) [𝐶3(1, −1)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶4(1, −1)|𝑓
′(𝑏)|], 

 

(4) Eğer 𝑝 = −1 ve 𝛼 = 1 alınırsa, harmonik konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫

𝑤(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
‖𝑤‖∞(𝑏 − 𝑎)

2

2
[𝐶3(1, −1)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶4(1, −1)|𝑓
′(𝑏)|], 

(5) Eğer 𝑝 = −1 ve  𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, kesirli integraller yoluyla harmonik 

konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde 

edilir. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑏
−

1

𝑎
)
𝛼 [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑏
)]|

≤ (
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
) [𝐶3(𝛼,−1)|𝑓

′(𝑎)| + 𝐶4(𝛼,−1)|𝑓
′(𝑏)|]. 

Teorem 2.2.3 : 𝑎, 𝑏𝜖 𝐼 öyle ki 𝑎 < 𝑏, 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ ,  𝐼𝑜′ de 

diferansiyellenebilen  bir fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  olsun. Eğer |𝑓′|𝑞, 𝑞 ≥ 1, 𝑝 ∈

ℝ\{0} ve 𝛼 > 0 için [𝑎, 𝑏] aralığında p-konveks fonksiyon, 𝑤: [a, b] → ℝ  sürekli ve  

[
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
′ ye göre 𝑝 − simetrik ise kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlikler 

sağlanır. 
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i) 𝑝 > 0 ise 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için  

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

− [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]| 

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
𝐶5
1−

1

𝑞(𝛼, 𝑝)[𝐶1(𝛼, 𝑝)|𝑓
′(𝑎)|𝑞 + 𝐶2(𝛼, 𝑝)|𝑓

′(𝑏)|𝑞]
1

𝑞 

dir. Burada , 

𝐶1(𝛼, 𝑝) ve 𝐶2(𝛼, 𝑝) Teorem 2.2.2’ deki gibidir. 

𝐶5(𝛼, 𝑝) = ∫
|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
𝑑𝑢

1

0

 

dır. 

ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

− [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]| 

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
𝐶6
1−

1

𝑞(𝛼, 𝑝)[𝐶3(𝛼, 𝑝)|𝑓
′(𝑎)|𝑞 + 𝐶4(𝛼, 𝑝)|𝑓

′(𝑏)|𝑞]
1

𝑞 

dir. Burada, 

𝐶3(𝛼, 𝑝) ve 𝐶4(𝛼, 𝑝) Teorem 2.2.2’ deki gibidir. 

𝐶6(𝛼, 𝑝) = ∫
−|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
𝑑𝑢

1

0

 

dir. 
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Sonuç 2.2.3 : Teorem 2.2.3’den aşağıdakileri görebiliriz. 

(1) Eğer 𝑝 = 1 ve  𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, kesirli integraller üzerinden konveks 

fonsiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) − 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
𝐶5
1−

1

𝑞(𝛼, 1)[𝐶1(𝛼, 1)|𝑓
′(𝑎)|𝑞 + 𝐶2(𝛼, 1)|𝑓

′(𝑏)|𝑞]
1

𝑞, 

(2) Eğer 𝑝 = 1 ve 𝛼 = 1 alınırsa, konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-

Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
1

𝑏 − 𝑎

𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫ 𝑤(𝑥)𝑑𝑥 −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

|

≤
‖𝑤‖∞(𝑏 − 𝑎)

2
𝐶5
1−

1

𝑞(1,1)[𝐶1(1,1)|𝑓
′(𝑎)|𝑞

+ 𝐶2(1,1)|𝑓
′(𝑏)|𝑞]

1

𝑞, 

(3) Eğer 𝑝 = −1 alınırsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]

− [𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]|

≤
‖𝑤‖∞𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

Γ(𝛼 + 1)
(
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
)
𝛼

𝐶6
1− 

1

𝑞(𝛼,−1)[𝐶3(𝛼,−1)|𝑓
′(𝑎)|𝑞

+ 𝐶4(𝛼,−1)|𝑓
′(𝑏)|𝑞]

1

𝑞, 

(4) Eğer 𝑝 = −1 ve  𝛼 = 1 alınırsa, harmonik  konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫

𝑤(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
‖𝑤‖∞(𝑏 − 𝑎)

2

2
𝐶6
1− 

1

𝑞(1, −1)[𝐶3(1,−1)|𝑓
′(𝑎)|

+ 𝐶4(1, −1)|𝑓
′(𝑏)|]. 
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Teorem 2.2.4 : 𝑎, 𝑏𝜖 𝐼 öyle ki 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ ,  𝐼𝑜′ de 

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  olsun. Eğer |𝑓′|𝑞 , 𝑞 > 1, 𝑝 ∈

ℝ\{0} ve 𝛼 > 0 için [𝑎, 𝑏] aralığında p-konveks fonksiyon, 

1

𝑞
+
1

𝑟
= 1, 𝑤: [a, b] → ℝ  sürekli ve  [

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
]

1

𝑝
 ′ ye göre 𝑝 − simetrik ise kesirli 

integraller için aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

i) 𝑝 > 0 ise , 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑎𝑝, 𝑏𝑝] için 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]

− [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]| 

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
𝐶7

1

𝑟(𝛼, 𝑝, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

 

dir. Burada  

𝐶7(𝛼, 𝑝, 𝑟) = ∫ (
|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
)

𝑟

𝑑𝑢
1

0

 

dir. 

ii) 𝑝 < 0 ise, 𝑔(𝑥) = 𝑥
1

𝑝, 𝑥𝜖[𝑏,𝑝 𝑎𝑝] için 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]

− [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)]| 

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼+1

Γ(𝛼 + 1)
𝐶8

1

𝑟(𝛼, 𝑝, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

 

dir. Burada  

𝐶8(𝛼, 𝑝, 𝑟) = ∫ (
−|(1 − 𝑢)𝛼 − 𝑢𝛼|

𝑝[𝑢𝑎𝑝 + (1 − 𝑢)𝑏𝑝]1−(1 𝑝⁄ )
)

𝑟

𝑑𝑢
1

0

 

dir. 
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Sonuç 2.2.4 : Teorem 2.2.5’ ten, aşağıdakileri görebiliriz. 

(1) Eğer 𝑝 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, kesirli integraller üzerinden konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) − 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
𝐶7

1

𝑟(𝛼, 1, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

, 

(2) Eğer 𝑝 = −1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa, kesirli integraller yoluyla harmonik 

konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde 

edilir. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑏
−

1

𝑎
)
𝛼 [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑏
)]|

≤ (
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
)𝐶8

1

𝑟(𝛼, −1, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

, 

(3) Eğer 𝑝 = −1 , 𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1, harmonik konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤ (
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
)𝐶8

1

𝑟(1, −1, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

, 

(4) Eğer 𝑝 = −1 alınırsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]

− [𝐽1 𝑏⁄ +
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑎⁄ ) + 𝐽1 𝑎⁄ −

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(1 𝑏⁄ )]|

≤
‖𝑤‖∞𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

Γ(𝛼 + 1)
(
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
)
𝛼

𝐶8

1

𝑟(𝛼,−1, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

, 
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(5) Eğer 𝑝 = −1 ve  𝛼 = 1 alınırsa, harmonik  konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 − ∫

𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

|

≤
‖𝑤‖∞(𝑏

𝑝 − 𝑎𝑝)2

2
𝐶8

1

𝑟(1, −1, 𝑟) (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

, 

(6) Eğer 𝛼 = 1 ve 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa p-konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard eşitsizliğinin bir tarafı elde edilir. 

|
𝑓𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
∫

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

|

≤ (
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
)

1

𝑞

{

(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)

2
𝐶7

1

𝑟(1, 𝑝, 𝑟), 𝑝 > 0

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)

2
𝐶8

1

𝑟(1, 𝑝, 𝑟), 𝑝 < 0
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2.3. KONVEKS FONKSİYONLAR İLE İLGİLİ ELDE EDİLEN BAZI 

SONUÇLAR 

 

Teorem 2.3.1 (23) : 𝑓, [𝑎, 𝑏] üzerinde konveks bir fonksiyon olsun. O halde 𝐻 

fonksiyonu [0,1] aralığı üzerinde artan konvekstir ve  her 𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 𝐻(0) ≤ 𝐻(𝑡) ≤ 𝐻(1) =

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

dir. Burada 𝐻(𝑡) =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎+𝑏

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 şeklinde tanımlıdır. 

Lemma 2.3.1 (23) : 𝑓: [a, b] → ℝ konveks fonksiyon ve ℎ fonksiyonu aşağıdaki gibi 

tanımlı olsun. 

ℎ(𝑡) =
1

2
[𝑓 ((

𝑎 + 𝑏

2
) −

𝑡

2
) + 𝑓 ((

𝑎 + 𝑏

2
) +

𝑡

2
)] 

Bu taktirde, ℎ fonksiyonu[0, 𝑏 − 𝑎] üzerinde artan, konveks ve her 𝑡 ∈ [0, 𝑏 − 𝑎] 

için  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  ≤ ℎ(𝑡)  ≤  

𝑓(𝑎) + (𝑏)

2
 

dir. 

Teorem 2.3.2 (23)  : 𝑎 < 𝑏 olmak üzere𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ pozitif bir fonksiyon ve 

𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 𝑓 , [𝑎, 𝑏]  üzerinde konveks fonksiyon ise 

𝑊𝐻(𝑡) =
𝛼

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

((𝑏 − 𝑥)𝛼−1 + (𝑥 − 𝑎)𝛼−1)𝑑𝑥 

ile tanımlı WH fonksiyonu,  [0,1]  üzerinde konveks ve monoton artandır. 
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Ayrıca  𝛼 > 0 için 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 𝑊𝐻(0) ≤ 𝑊𝐻(𝑡) ≤ 𝑊𝐻(1) =

𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

dir.   

Sonuç 2.3.1 (23) : Yukarıdaki teoremde 𝛼 = 1alınırsa 

𝑊𝐻(𝑡) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
) 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

𝐻(𝑡) 

olup,  Teorem 2.3.1’ deki 𝐻(𝑡) tanımını elde ederiz. 
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3.ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Lemma 3.1 : 𝑝 > 0 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ , p- konveks fonksiyon ise 

 𝑔 ∶  [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] → ℝ , (𝑝 < 0 𝑖ç𝑖𝑛 𝑔: [𝑏𝑝, 𝑎𝑝] → ℝ),  𝑔(𝑡) =  𝑓 (𝑡
1

𝑝) fonksiyonu 

konvekstir. 

Lemma 3.2 : 𝑝 > 0 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ, p-konveks fonksiyon 

ℎ ∶ [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] → ℝ , (𝑝 < 0 𝑖ç𝑖𝑛 ℎ: [0, 𝑎𝑝 − 𝑏𝑝] → ℝ) 

ℎ(𝑡) =  
1

2

[
 
 
 

𝑓 [(
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡

2
)

1

𝑝

] + 𝑓 [((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
) +

𝑡

2
)

1

𝑝

]

]
 
 
 

 

ile tanımlı h fonksiyonu [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] üzerinde konveks ve artandır. Ayrıca 

 her 𝑡 ∈  [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] için 

𝑓 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) ≤ ℎ(𝑡) ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                           (3.1) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : Lemma 2.3.1’ e göre 𝑝 > 0 için 𝑔 ∶ [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] → ℝ,  

𝑔(𝑡) =  𝑓 (𝑡
1

𝑝) fonksiyonu konveks olup bu fonksiyona Lemma 2.3.1’ i uygularsak 

ℎ(𝑡) =
1

2
[𝑔 ((

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
) −

𝑡

2
) + 𝑔 ((

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡

2
))] 

=
1

2

[
 
 
 

𝑓 [(
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡

2
)

1

𝑝

] + 𝑓 [((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
) +

𝑡

2
)

1

𝑝

]

]
 
 
 

 

ile tanımlı h fonksiyonu [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] üzerinde konveks ve artan olup her 

 𝑡 ∈  [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] için (3.1) eşitsizliği sağlanır. 
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Teorem 3.1 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ , 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve f  p- konveks fonksiyon ise 

𝑊𝑝: [0,1] → ℝ, 

𝑊𝑝(𝑡)

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓

[
 
 
 

((𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)))

1

𝑝

]
 
 
 
[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]

𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥 , 𝑝 > 0

∝

2(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)∝
∫ 𝑓

[
 
 
 

((𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)))

1

𝑝

]
 
 
 
[(𝑥 − 𝑏𝑝)∝−1 + (𝑎𝑝 − 𝑥)∝−1]

𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥  , 𝑝 < 0

 

fonksiyonu [ 0,1] üzerinde konveks ve monoton artan olup, 

𝑔(𝑥) = 𝑥1/𝑝ve ∝> 0 için 

𝑓 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) = 𝑊𝑝(0) ≤ 𝑊𝑝(𝑡) ≤ 𝑊𝑝(1)

=

{
 
 

 
 Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑎𝑝)], 𝑝 > 0.

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)𝛼
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑏𝑝)], 𝑝 < 0.

 

İspat: Öncelikle 𝑝 > 0 için 𝑊𝑝(𝑡) nin [0,1] üzerinde konveks olduğunu gösterelim. 

𝛽, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] keyfi olsun.Bu taktirde; 

𝑊𝑝((1 − 𝛽)𝑡1 + 𝛽𝑡2)

=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 {[((1 − 𝛽)𝑡1

𝑏𝑝

𝑎𝑝

+ 𝛽𝑡2)𝑥 +[(1 − 𝛽)(1 − 𝑡1)  +  𝛽(1 − 𝑡2)] (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)]

1

𝑝

} 

×((𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1)𝑑𝑥 
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=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
𝑓 {[(1 − 𝛽) [𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)]               

+ 𝛽 [𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)]]

1

𝑝

}     

×((𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1)𝑑𝑥 

yazılır. 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ   fonksiyonunun p- konveksliği kullanılırsa 

𝑊𝑝((1 − 𝛽)𝑡1 + 𝛽𝑡2) ≤
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [(𝑏𝑝 − 𝑥𝑝)∝−1 + (𝑥𝑝 − 𝑎𝑝)∝−1]
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

×{(1 − 𝛽)𝑓 ((𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

) 

+𝛽𝑓((𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

)}𝑑𝑥 

=(1 − 𝛽)𝑊𝑝(𝑡1) + 𝛽𝑊𝑃(𝑡2) 

olur. 

Bu ise bize 𝑊𝑝 ‘ nin [0,1] üzerinde konveks olduğunu gösterir. 𝑝 < 0 için de 

benzer şekilde ispat yapılır. 

Şimdi ispatın devamı için; 

𝑊𝑃(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

]

×[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑑𝑥

𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

] [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2

𝑎𝑝
𝑑𝑥 

              +
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

]

×[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑑𝑥

𝑏𝑝

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
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   Birinci integral için 𝑢 = 2 (
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
− 𝑥) , ikinci integral için de benzer şekilde  

𝑢 = 2 (𝑥 −
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
) değişken değiştirmesi yapılır ve integrallerde yerine yazılırsa, 

 

𝑊𝑃(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑢

2
)

1

𝑝𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

[(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
+
𝑢

2
)

∝−1

+ (
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
−
𝑢

2
)

∝−1

]
𝑑𝑢

2
+

∝ 𝑝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑢

2
)

1

𝑝𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

 

× [(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
−
𝑢

2
)

∝−1

+ (
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
+
𝑢

2
)

∝−1

]
𝑑𝑢

2
 

=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

1

2
[𝑓 ([

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑢

2
]

1

𝑝

) + 𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑢

2
]

1

𝑝

)]
𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

 

              × [(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
−
𝑢

2
)

∝−1

+(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
+
𝑢

2
)

∝−1

] 𝑑𝑢 

olarak yazılır. Sonuç olarak, 

𝑊𝑃(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

1

2

𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

[𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝

) 

+𝑓([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝

)] [(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
−
𝑥

2
)

∝−1

+(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2
+
𝑥

2
)

∝−1

] 𝑑𝑥 

yazılır. Lemma 2.3.1’e göre ℎ(𝑥) =
1

2
[𝑓 ([

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝
) + 𝑓 ([

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝
)], 

[0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] aralığında artandır. [(
𝑏𝑝−𝑎𝑝

2
−
𝑥

2
)
∝−1

+(
𝑏𝑝−𝑎𝑝

2
+
𝑥

2
)
∝−1

] negatif değil 

dolayısıyla 𝑊𝑃(𝑡) , [0,1] aralığında artandır. 𝑊𝑃(𝑡) nin artanlığını da kullanarak 

teoremin son eşitsizliğini gösterelim. 
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𝑊𝑃(0) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓((

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑑𝑥
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
𝑓 ((

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

∫ [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑑𝑥
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

yazılır. 

Burada ilk olarak  ∫ (𝑏𝑝 − 𝑥)
∝−1

𝑑𝑥 
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 integralini hesaplamak için 𝑢 = 𝑏𝑝 − 𝑥 

değişken değiştirmesi yapılırsa; 𝑑𝑢 = −𝑑𝑥 , alt sınır 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 ve üst sınır 0 olur. 

Böylece 

∫ (𝑏𝑝 − 𝑥)
∝−1

𝑑𝑥 = ∫ 𝑢𝛼−1
0

𝑏𝑝−𝑎𝑝

𝑏𝑝

𝑎𝑝
(−𝑑𝑢) = ∫ 𝑢𝛼−1𝑑𝑢 =

1

∝

𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)
∝

 

elde edilir.  

Benzer şekilde ∫ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1𝑑𝑥  
𝑏𝑝

𝑎𝑝
integralini hesaplamak için 𝑢 = 𝑥 − 𝑎𝑝 

değişken değiştirmesi yapılırsa; 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 , alt sınır 0 ve üst sınır 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 olur.  

Böylece  

∫ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1𝑑𝑥 = ∫ 𝑢𝛼−1
𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑢 =

1

∝
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)

∝
 

elde edilir. Sonuç olarak 

𝑊𝑝(0) = 𝑓 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) 

elde edilir. Son olarak  

𝑊𝑃(1) =
∝

 2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)
∝∫ 𝑓 (𝑥

1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
[(𝑏𝑝 − 𝑥)

∝−1
+ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]  𝑑𝑥 

      =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
[∫ (𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1(𝑓𝜊𝑔)(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1(𝑓𝜊𝑔)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏𝑝

𝑎𝑝

𝑏𝑝

𝑎𝑝
] 

         =
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔)(𝑎𝑝)]. 
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Böylece 𝑊𝑃′ nin artanlığı da kullanılırsa teoremin son eşitsizliği elde edilir ve 

ispat 𝑝 > 0 için tamamlanır. 𝑝 < 0 için de benzer ispat metodu kullanılarak istenilen 

sonuç elde edilir. 

Teorem 3.1’de, 𝑝 = 1 alınırsa konveks fonksiyonlar için aşağıdaki sonucu 

elde ederiz. 

Sonuç 3.1 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve f  konveks fonksiyon ise  

 

𝑊1(𝑡) =
∝

2(𝑏 − 𝑎)∝
∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎 + 𝑏

2
))] [(𝑏 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎)∝−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

Ayrıca  

𝑓 ((
𝑎 + 𝑏

2
)) = 𝑊1(0) ≤ 𝑊1(𝑡) ≤ 𝑊1(1) =

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]. 

Uyarı 3.1: Sonuç 3.1’ deki  

𝑓 ((
𝑎 + 𝑏

2
)) ≤

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

ifadesi Teorem 2.1.6’ daki eşitsizliğin sol tarafı ile aynıdır. 

Teorem 3.1’de 𝑝 = −1 alınırsa harmonik konveks fonksiyonlar için aşağıdaki 

sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.2 :  𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve f  konveks fonksiyon ise  

𝑊−1(𝑡) =
∝

2 (
1

𝑎
−

1

𝑏
)
∝∫ [

 
 
 

𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

1

𝑎
+

1

𝑏

2
))

−1

]
 
 
 

    × [(𝑥 −
1

𝑏
)
∝−1

+ (
1

𝑎
− 𝑥)

∝−1

]

1

𝑏

1

𝑎

 

𝑊−1(𝑡) =
∝

2 (
1

𝑎
−
1

𝑏
)
∝∫ [𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎 + 𝑏

2𝑎𝑏
))

−1

] [(𝑥 −
1

𝑏
)

∝−1

+ (
1

𝑎
− 𝑥)

∝−1

]

1

𝑏

1

𝑎

𝑑𝑥. 

elde edilir.  
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Ayrıca 

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) = 𝑊−1(0) ≤ 𝑊−1(𝑡) ≤ 𝑊−1(1) 

=
Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑎
−

1

𝑏
)
∝ [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] 

elde edilir. Burada 𝑔(𝑥) =
1

𝑥
 dir. 

Uyarı 3.2: Sonuç 3.2’ deki 

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) ≤

Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑎
−

1

𝑏
)
∝ [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] 

ifadesi Teorem 2.1.8’ deki eşitsizliğin sol tarafı ile aynıdır. 

Teorem 3.2 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ , 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ negatif olmayan, 

integrallenebilir ve (
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
)

1

𝑝
′ ye göre p- simetrik olsun. Eğer f  p- konveks fonksiyon 

ise  

𝑊𝑝,𝑤(𝑡)

=

{
  
 

  
 ∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

] (𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥 , 𝑝 > 0

∝

2(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)∝
∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

] [(𝑥 − 𝑏𝑝)∝−1 + (𝑎𝑝 − 𝑥)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥  , 𝑝 < 0

 

ile tanımlı 𝑊𝑝,𝑤: [0,1] → ℝ  fonksiyonu [0,1] üzerinde konveks ve monoton artan 

olup, 

i)  𝑔(𝑥) = 𝑥1/𝑝 ,∝> 0 için eğer 𝑝 > 0 ise 

𝑓 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] = 𝑊𝑝,𝑤(0) ≤ 𝑊𝑝,𝑤(𝑡)              

≤ 𝑊𝑝,𝑤(1) =
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] 
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ii) 𝑔(𝑥) = 𝑥1/𝑝 , ∝> 0 için eğer 𝑝 < 0 ise 

𝑓 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) [𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)] = 𝑊𝑝,𝑤(0) ≤ 𝑊𝑝,𝑤(𝑡)              

≤  𝑊𝑝,𝑤(1) =
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)𝛼
[𝐽𝑏𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝) + 𝐽𝑎𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝)] 

dir. 

İspat: İspat tamamen bir önceki teoremin ispatına benzer şekilde yürütülmekte olup, 

öncelikle 𝑝 > 0 için 𝑊𝑝,𝑤(𝑡) nin [0,1] üzerinde konveks olduğunu gösterelim. 

𝛽, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] keyfi olsun. 

Bu taktirde; 

𝑊𝑝,𝑤(𝑡)((1 − 𝛽)𝑡1 + 𝛽𝑡2) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓([((1 − 𝛽)𝑡1 + 𝛽𝑡2)𝑥
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

+[(1 − 𝛽)(1 − 𝑡1)  +  𝛽(1 − 𝑡2)] (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)]

1

𝑝

) ((𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1

+ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1)𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥 

 

=
∝ 𝑝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑓
𝑏𝑝

𝑎𝑝
([(1 − 𝛽) [𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)] 

+𝛽[𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2)] (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)]

1

𝑝

)𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥 

yazılır. 
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𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ  p- konveksliği kullanılırsa 

𝑊𝑝,𝑤(𝑡)((1 − 𝛽)𝑡1 + 𝛽𝑡2) ≤  
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [(𝑏𝑝 − 𝑥𝑝)∝−1 + (𝑥𝑝 − 𝑎𝑝)∝−1]
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

×{(1 − 𝛽)𝑓 ((𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

) 

+𝛽𝑓

(

 
 
(𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

)

 
 

}
 
 

 
 

𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥 

=(1 − 𝛽)𝑊𝑝,𝑤(𝑡1) + 𝛽𝑊𝑃,𝑤(𝑡2) 

olur. 

Bu ise bize 𝑊𝑝,𝑤′  nin [0,1] üzerinde konveks olduğunu gösterir. 𝑝 < 0 için 

de benzer şekilde ispat yapılır. 

Şimdi ispatın devamı için; 

𝑊𝑃,𝑤(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

]

×[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥

𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

=
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

] [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2

𝑎𝑝

+ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥 

              +
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
))

1

𝑝

]

×[(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)𝑑𝑥.

𝑏𝑝

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
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Birinci integral için 𝑢 = 2 (
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
− 𝑥)  değişken değiştirmesi yapılırsa 𝑑𝑥 =

−
𝑑𝑢

2
 olup 𝑥 =

𝑎𝑝+𝑏𝑝−𝑢

2
  elde edilir. Benzer şekilde ikinci integral için  

𝑢 = 2 (𝑥 −
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
) değişken değiştirmesi yapılırsa 𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

2
 olup 𝑥 =

𝑎𝑝+𝑏𝑝+𝑢

2
 elde 

edilir. Bu bilgiler yerine yazıldığı taktirde 

𝑊𝑃,𝑤(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓([

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑢

2
]

1

𝑝

)
𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

[(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 + 𝑢

2
)

∝−1

+ (
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝑢

2
)

∝−1

]𝑤 (
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝑢

2
)

1

𝑝 𝑑𝑢

2

+
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓([

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑢

2
]

1

𝑝

)
𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

 

× [(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝑢

2
)

∝−1

+ (
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 + 𝑢

2
)

∝−1

]𝑤 ((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 + 𝑢

2
)

1

𝑝

)
𝑑𝑢

2
 

Sonuç olarak, w’ nın p-simetrik olması kullanıldığında 

𝑤((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝑢

2
)

1

𝑝

) = 𝑤((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 + 𝑢

2
)

1

𝑝

) 

olur. Dolayısıyla 

𝑊𝑃,𝑤(𝑡) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫

1

2

𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

[𝑓 ([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝

) 

+𝑓([
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝

)] [(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝑥

2
)

∝−1

+(
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 + 𝑥

2
)

∝−1

] 

×𝑤((
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 + 𝑥

2
)

1

𝑝

)𝑑𝑥 

elde edilir. 
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Lemma 2.3.1’ e göre ℎ(𝑥) =
1

2
[𝑓 ([

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
−
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝
)+𝑓 ([

𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
+
𝑡𝑥

2
]

1

𝑝
)] 

fonksiyonu [0, 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝] aralığında artandır. 

 [(
𝑏𝑝−𝑎𝑝−𝑥

2
)
∝−1

+ (
𝑏𝑝−𝑎𝑝+𝑥

2
)
∝−1

]𝑤((
𝑎𝑝+𝑏𝑝+𝑥

2
)

1

𝑝
) negatif değil dolayısıyla 𝑊𝑃,𝑤(𝑡) , 

[0,1] aralığında artandır. 𝑊𝑃,𝑤(𝑡) nin artanlığını da kullanarak teoremin son 

eşitsizliğini gösterelim. 

𝑊𝑃,𝑤(0) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 [(

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

] [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑤(𝑥
1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑑𝑥 

𝑊𝑃,𝑤(0) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
𝑓 [(

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

] [∫ (𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏𝑝

𝑎𝑝

+∫ (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1(𝑤𝑜𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏𝑝

𝑎𝑝
] 

Burada sağ ve sol kesirli integral tanımları kullanılırsa 

𝑊𝑃,𝑤(0) =
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
𝑓 ((

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
)

1

𝑝

) [𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] 

elde edilir. Daha sonra, 𝑝 > 0 için 

𝑊𝑃,𝑤(1) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ 𝑓 (𝑥

1

𝑝) [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]
𝑏𝑝

𝑎𝑝
𝑤 (𝑥

1

𝑝) 

𝑊𝑃,𝑤(1) =
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [(𝑏𝑝 − 𝑥)∝−1]𝑓 (𝑥

1

𝑝)𝑤 (𝑥
1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝

+
∝

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)∝
∫ [(𝑥 − 𝑎𝑝)∝−1]𝑓 (𝑥

1

𝑝)𝑤 (𝑥
1

𝑝)
𝑏𝑝

𝑎𝑝
 

𝑊𝑃,𝑤(1) =
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)𝛼
[𝐽𝑎𝑝+
𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑏𝑝) + 𝐽𝑏𝑝−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔)(𝑎𝑝)] 

olur. 



37 
 

 Böylece 𝑊𝑃,𝑤 nin artanlığı da kullanılırsa teoremin son eşitsizliği elde edilir ve 

ispat 𝑝 > 0 için tamamlanır. 𝑝 < 0 için de benzer ispat metodu kullanılarak istenilen 

sonuç elde edilir.  

Teorem 3.2’ de 𝑝 = 1 alınırsa konveks fonksiyonlar için aşağıdaki sonucu 

elde ederiz. 

Sonuç 3.3 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ , 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ negatif olmayan, 

integrallenebilir ve 
𝑎+𝑏

2
′ ye göre simetrik olsun. Eğer f  konveks fonksiyon ise  

𝑊1,𝑤(𝑡) =
∝

2(𝑏 − 𝑎)∝
∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎 + 𝑏

2
))] [(𝑏 − 𝑥)∝−1 + (𝑥 − 𝑎)∝−1]𝑤(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

ile tanımlı 𝑊1,𝑤: [0,1] → ℝ  fonksiyonu [0,1] üzerinde konveks ve monoton artan 

olup, 

𝑔(𝑥) = 𝑥 ve ∝> 0 için 

 𝑓 ((
𝑎 + 𝑏

2
)) [𝐽𝑎+

𝛼 𝑤(𝑏) + 𝐽𝑏−
𝛼 𝑤(𝑎)] = 𝑊1,𝑤(0) ≤ 𝑊1,𝑤(𝑡) ≤ 𝑊1,𝑤(1) 

=
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 (𝑓𝑤)(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 (𝑓𝑤)(𝑎)] 

Uyarı 3.3 : Sonuç 3.3’ deki   

 𝑓 ((
𝑎 + 𝑏

2
)) [𝐽𝑎+

𝛼 𝑤(𝑏) + 𝐽𝑏−
𝛼 𝑤(𝑎)] ≤

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 (𝑓𝑤)(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 (𝑓𝑤)(𝑎)] 

ifadesi Teorem 2.1.7’ nin sol tarafı ile örtüşmektedir. 

Teorem 3.2’ de 𝑝 = −1 alınırsa harmonik konveks fonksiyonlar için 

aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.4 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ , 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ negatif olmayan, 

integrallenebilir ve 
𝑎+𝑏

2
′  ye göre simetrik olsun. Eğer f  konveks fonksiyon ise  
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𝑊−1,𝑤(𝑡) =
∝

2 (
1

𝑎
−
1

𝑏
)
𝛼∫ 𝑓 [(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡) (

𝑎+ 𝑏

2𝑎𝑏
))

−1

] [(𝑥 −
1

𝑏
)

∝−11

𝑏

1

𝑎

+ (
1

𝑎
− 𝑥)

∝−1

]𝑤(𝑥−1) 𝑑𝑥 

ile tanımlı 𝑊−1,𝑤: [0,1] → ℝ  fonksiyonu [0,1] üzerinde konveks ve monoton artan 

olup, 

𝑔(𝑥) = 𝑥−1 ve ∝> 0 için 

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] = 𝑊−1,𝑤(0) ≤ 𝑊−1,𝑤(𝑡) ≤ 𝑊−1,𝑤(1)

=
Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑎
−

1

𝑏
)
𝛼 [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] 

Uyarı 3.4 : Sonuç 3.4’ teki  

𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
) [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)]

≤
Γ(𝛼 + 1)

2 (
1

𝑎
−

1

𝑏
)
𝛼 [𝐽1

𝑏
+

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑎
) + 𝐽1

𝑎
−

𝛼 (𝑓𝑤𝜊𝑔) (
1

𝑏
)] 

 

ifadesi Teorem 2.1.9’ daki eşitsizliğin sol tarafı ile örtüşmektedir. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

 

Bu tezde elde edilen sonuçların bazıları, daha önce literatürde elde edilmiş 

olup, burada farklı bir çözüm tekniği kullanılmıştır. Bunun için öncelikle birer 

fonksiyonel tanımlanıp bu fonksiyonellerin bir takım özellikleri sağladığı 

gösterilmiştir. Bu özelliklerin bir sonucu olarak ta  p-konveks fonksiyonlar için 

kesirli integraller yardımıyla elde edilmiş Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-

Fejér eşitsizliklerinin sol tarafları fonksiyonellerin sağladığı özelliklerin bir sonucu 

olarak elde edilmiştir. Bu tezde Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliklerinin sadece sol tarafları çalışılmıştır. Ancak özellikle belirtmek isteriz ki 

bu çalışma bu eşitsizliklerin sağ taraflarına da uygulanabileceği gibi farklı türden 

konvekslik çeşitleri için de yapılabilir. Elde edilen araştırma bulguları orijinal olup, 

yayınlanmak üzere alan indeksli dergiye makale olarak gönderilecektir. 
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