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OZET

FONKSIYONELLER YARDIMIYLA P-KONVEKS FONSIYONLAR ICIN
KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

KIROMEROGLU, Merve
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Imdat ISCAN
TEMMUZ 2017, 42 sayfa

Bu tez calismasi, p-konveks fonksiyonlar icin elde edilen kesirli integral
esitsizliklerinin fonksiyoneller yardimiyla elde edilmesi hakkinda olup, ilk olarak
calismamiz i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verildi. Calismanin bulgular
kisminda, p-konveks fonksiyonlar igin Riemann-Liouville Kesirli integralleri
kullanilarak elde edilmis olan Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér

esitsizliklerinin sol taraflar1 fonksiyoneller araciligiyla elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Hermite-
Hadamard-Fejér Esitsizligi, Integral Esitsizlikleri, p-Konveks Fonksiyonlar,
Riemann-Liouville Kesirli Integrali



ABSTRACT

FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR P-CONVEX FUNCTIONS
VIA FUNCTIONALS

KIROMEROGLU, Merve
Giresun University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics Gr. Thesis
Supervisor: Assoc. Dog. Dr. imdat ISCAN
JULY 2017, 42 pages

This thesis study is about obtaining with the help of functionals the fractional
integral inequalities obtained for p-convex functions. Firstly, definitions and
theorems necessary for our study are given. In the findings of the work, the left sides
of the Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard-Fejér inequalities obtained using
Riemann-Liouville fractional integrals for p-convex functions were obtained through

functionals.

KeyWords: Functionals, Hermite-Hadamard Inequality, Hermite-Hadamard-Fejér
Inequality, Integral Inequalities, p-Convex Functions, Riemann-Liouville Fractional
Integral



TESEKKUR

Tez ¢alismamin tiim agsamalarinda her tiirlii bilimsel destegi saglayan, bilgi
birikimleri, hayata dair fikirleri, tecriibeleri ve degerli gorisleri ile katki saglayan
hocam Dog. Dr. Iimdat ISCAN’ a tesekkiir ederim.

Ayrica tez calismam sirasinda maddi ve manevi destegini esirgemeyen aileme
tesekkiir ederim. Manevi olarak varligini lizerimden eksik etmeyen, beni her daim
motive eden sevgili kardesim Merve BUYUKAYDIN’ a tesekkiir ederim.
Calismalarim esnasinda teknik destegini esirgemeyen, tez yazim asamasinda her
tiirlii yardim1 yapan ve tabi ki en biiyiik manevi destegim Baran SEVEN’ e tesekkiir

ederim.
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. [a, b] Araliginda Integrallenebilen

Fonksiyonlarin Kiimesi
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: P-Konveks Kiimeye Ait Olma
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:Sol Tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integrali



1. GIRIS

Konveks fonksiyonlarin tarihi pi sayisina kadar dayanmakta olup baslangict 19.
yiizyilin sonlarini isaret etmektedir. Buna ragmen “konvekslik” kavrami ilk olarak
Hermite tarafindan dile getirilmistir. Daha sonra Hadamard tarafindan calisilmis olsa
da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak calisilmast J.L.W.V. Jensen ile

baslamistir.

Konvekslik kavrami esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar
Teorisinde esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Matematikte “esitsizlik* kelimesi iki
farkli miktar arasinda farkliligr ifade eder ve bu iki miktar arasinda oran kurmak igin
kullanilir. Basta miihendislik olmak tiizere birgok bilimsel alanda esitsizlik
kullanilmistir. Bunun {izerine aragtirmacilarin dikkatini ¢ekmis ve diger bilim
dallaryla iligkili olarak giiniimiize kadar gelmistir. Esitsizlik iizerine iiretilen en
onemli eserlerin basinda ise 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Polya tarafindan
yazilan “Inequalities” adli kitap gelmektedir (1). Ikinci galisma ise 1934-1960 yillar1
arasinda calismalar sonucunda elde edilen esitsizliklerin yer aldig1 “Inequalities™ ad1
verilen kitaptir. Bu kitab1 Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayimnladigi “Analytic
Inequalities” adli kitap takip eder. Pecari¢ tarafindan yazilan “Convex Functions:
Inequalities” adli kitap ise ozellikle konveks fonksiyonlar iizerine esitsizlikler
icermektedir. Bu temel kaynaklarin yani sira “Inequalities Involving Functions and
Their Integrals and Derivatives” (2), “Classical and New Inequalities in Analysis”
(3), “Mathematical Inequalities” (4) ve “Convex Functions and Their Applications”
(5) isimli kitaplar literatiirde mevcut olan diger kaynaklardir. Son zamanlarda,
konvekslik kavraminin soyutlastirilmasi {izerine de ¢esitli caligmalar yapilmistir. Bu
calismalar neticesinde elde edilen konvekslik siiflar1 i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizliklerin incelenmesi de olduk¢a Onemlidir. Bu dogrultuda pek ¢ok sayida
arastirmalar yapilmistir. Ornegin, Godnova-Levin tipli fonksiyonlar (6), r-konveks
fonksiyonlar (7), p-fonksiyonlar (8), p-konveks fonksiyonlar (9), harmonik konveks

fonsiyonlar (10) .



Kesirli integral ve kesirli tiirev konular1 ilk Liouville tarafindan dile getirildi
ve literatirde Riemann-Liouville kesirli tirev ve Kkesirli integrali olarak

bilinmektedir.

Kesirli tlirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin sadece tam
sayilar icin var midir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya ¢ikmis, 17. ylizyildan itibaren
Leibniz, Euler,Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir¢cok matematik¢inin kesirli
mertebe i¢in diferensiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan Onci

caligsmalariyla gelismeye baglanmistir.

Sarikaya M.Z ve arkadaslari tarafindan Kesirli integraller yardimiyla konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir (11). iscan I. tarafindan
kesirli integraller yoluyla konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér
esitsizligi (12), Iscan 1. ve Kunt M. tarafindan kesirli integraller yoluyla harmonik
konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi (13) ve kesirli
integraller yardimiyla p-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard-Fejér

esitsizligi sunulmustur (14).

Bu c¢alismamiz; Kesirli integraller yardimiyla p-konveks fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizliklerin elde edilmesi

hakkinda olup, bu esitsizliklerin farkli bir bakis a¢isiyla ¢oziimiine dayalidir.



2.MATERYAL VE METOT

2.1. ON BILGILER
Tamm 2.1.1 (15) : I € R bir aralik ve f: I € R — R bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonu konveks fonksiyondur ancak ve ancak
Vx,y €lved €[0,1]igin
f6x+(1—6)y) < 6f() +(1-O)f(). (2.1.1)

Yukaridaki formiile es deger olarak her x,y, z € I igin

x f(x) 1
y f) 1/=0
z f(z) 1

determinantini verebiliriz.

Tamm 2.1.2: K , V vektér uzaymin konveks bir alt kiimesi olsun. f:K — R

fonksiyonu i¢in asagidaki bilgiler mevcuttur.

i) Eger herx,yeK ve 6 €][0,1] igin (2.1.1) esitsizligi saglaniyorsa f

konvekstir,
il) Eger (2.1.1) deki esitsizlik tersine donerse bu durumda f konkavdir,
iii) f konveks ve konkav ise afindir,

iv) x #y ve 6 € (0,1) oldugunda (2.1.1) deki esitsizlik kesin ise f kesin

konvekstir.
Boylece konkavligin anlami
f6x+ (1 =60)y) =2 0f(x) +(1-6)f(y)
seklinde olur. Afinligin anlami ise
f6x+ (1 =0)y)=0f(x)+(1—-6)f(y)

seklindedir.



Ozellik 2.1.1: f:1 € R - R strekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f konvekstir

ancak ve ancak her x,y e I igin

1 1 1 1
F3r+3y)S5f@+3f0)  (212)
2 2 2
dir.
Uyan 2.1.1: (2.1.2) esitsizligi orta nokta konveksligi adin1 alir.

Teorem 2.1.1: | bir acik aralik, f: 1 — R ve ikinci mertebeden turevlenebilen bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde f konvekstir ancak ve ancak her xel igin
f"(x) =0 (2.1.3)
dir.

Ornek 2.1.1: f(x) fonksiyonu (—oo, 00) araliginda tamml ve f(x) = e* olsun. Bu

taktirde f"'(x) = e* > 0 olur. Boylece f konvekstir.

Orta nokta konveksligi ile

1 1 1
~(x+y) x x

e < —e*+-e
’ 2 2

elde edilir. Eger a ve b, (0,) da keyfi iki say1 olmak iizere a = e* ve b = e¥

olarak secilirse
1
Vab < 5 (a+b)

aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi elde edilir. Boylece bu esitsizlik, e*
fonksiyonunun konveksligini genellestirir.
Ornek 2.1.2 : xe (0, ) i¢in g(x) = Inx fonksiyonunu ele alalim. Burada

g"'(x) = —xiz olur ki bu da g fonksiyonun konkav oldugunu gosterir. Tanim 2.1.2°

ye gore f kesin konveks, g kesin konkavdir.



Yukaridaki verilenlere gore e* ° in tersi Inx fonksiyonunun konkav olmasi
tesadiif degildir. Eger f kesin monoton artan ve konveks ise f~1 , fonksiyonun tersi ,

konkavdir.

Bu durumu gostermek amaciyla , x ve y, f nin deger kiimesinden alinan keyfi iki

nokta ise
x = f(a) ve y = f(b) olacak sekilde a,b vardir.
Bu taktirde, f nin konveksliginden
0f(a) + (1 —6)f(b) = f((1—6)a+ 6b) (2.1.4)

olur. f monoton artan oldugundan, £~ fonksiyonu da monoton artandir. O halde

(2.1.4) esitsizligine f~1 uygulanirsa
flox+(1-0)y)=(1-0)a+6b=01-0)f(x)+6f (y)
elde edilir ki bu da bize f~! fonksiyonun konkav oldugunu gdsterir.

Simdi konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ile devam

edelim.

Tamim 2.1.3 (16, 17) : a, bel 6yle ki a < b olmak lizere | reel aralig1 tizerinde

tamimlhi f:I SR - R fonksiyonu konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b
f (a er b) < . af FOo)dx < w (2.1.5)

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir.

Asagida Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikli genellemesi olan Fejér
esitsizligi verilmistir.
Teorem 2.1.2 (18) :f : [a, b] = R konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde

w: [a, b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve azﬁ‘ ye gore simetrik olmak

Uzere asagidaki esitsizlik saglanir.

b
MJ‘ w(x)dx (2.1.6)

f(a ; b) fabw(x)dx < fabf(x)w(x)dx <



Tanmmm 2.1.4 (10) : I < R\{0} reel bir aralik olsun. Eger herx,y € Ivet € [0,1]

icin

tx
f (m) <tf@+A-)f(x) (2.1.7)

ise f:1 = R fonksiyonuna harmonik konvekstir denir. Eger (2.1.7) esitsizligi tersine

donerse f fonksiyonuna harmonik konkavdir denir.

Ornek 2.1.3: f:(0,0) - R ve f(x) = x, ve g: (— 0,0) = R, g(x) = x olsun. Bu
taktirde f, harmonik konveks fonksiyon ve g, harmonik konkav fonksiyon olur.

Bu 6rnege asagidaki 6zellik ile devam edelim:
Ozellik 2.1.2: 1 € R\{0} reel bir aralik ve f: 1 — R bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

i) Eger I € (0,) , f konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
harmonik konvekstir.

ii) Eger I € (0,0), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
konvekstir.

iii) Eger I € (— o,0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu
taktirde f konvekstir.

iv) Eger I € (—,0) , f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f

harmonik konvekstir.

Simdi harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ile

devam edelim.

Teorem 2.1.3 : a, bel Oyle ki a < b olmak Ulzere f:1 € R\{0} = R bir harmonik
konveks fonksiyon olsun. Eger fe L[a, b] ise bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir.

b

a+b -al, x? 2



Chan ve Wu tarafindan harmonik konveks fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard-Fejér esitsizligi sunulmustur (19).

Teorem 2.1.4 : a, bel 6yle ki a < b olmak tzere f:1 € R\{0} = R bir harmonik
konveks fonksiyon olsun. Eger feLla,b] ve w:[a,b] € R\{0} - R negatif

olmayan, integrallenebilir ve ye gore harmonik simetrik ise

(Zab )f "w() f f(X)W(x) f(“);f(b)fbw(;‘) dx (219

a+b x2
dir.

Zhang ve Wan tarafindan p-konveks fonksiyon tanimi asagidaki gibi

verilmistir. (9).

Tammm 2.1.5 : |, p-konveks kiime olsun. Eger her x,y € [ ve a € [0,1] igin
f([ax? + (1= @)yP]"P) < af () + 1 - a)f () (21.10)

isef: I — R fonksiyonuna p-konveks fonksiyon ya da PC (1) smifina aittir denir.

Uyan 212 : k,r,t e Nicinp=2k+1,p=n/m,n=2r+1yadam=2t+1
oldugunda, her x,y € I ve a € [0,1] igin [ax? + (1 — a)y?]"/? € I ise | araligina

p-konveks kiime denir.

Uyar1 2.1.3: (1) Eger I < (0, o) bir reel aralik ve p € R\{0} ise bu taktirde I,
p-konveks kimedir.

(2) Eger (2.1.10) esitsizligi tersine donerse bu taktirde f, p-konkavdir denir.

(3) Eger (2.1.10) dap =1 ve p = —1 alinirsa I < (0, 0) da sirasiyla bildigimiz

anlamda konveks fonksiyon ve harmonik konveks fonksiyon elde edilir.

Ornek 2.14 : f:(0,0) > R, f(x)=xP , p#0, ve g:(0,0) >R, g (x) =c,

¢ € Rolsun. Bu taktirde f ve g, p-konveks ve p-konkav fonksiyonlardir.



I € (0,00), p € R\{0} ve h(t) = t alinarak asagidaki teorem elde edilmistir.
(9, Teorem 5).

Teorem 2.1.5 : f:1 < (0,00) — R p-konveks fonksiyon, p € R\{0}, a, be I Oyle ki
a < b olsun. Eger f € L[a, b] ise

(2.1.11)

f<[ap+bp]1/p>< p bf(x)dx<f(a)+f(b)

2 T bP—aP ), xt7P T 2
dir.

Uyan 2.1.4: (2.1.11) deki esitsizlikler kesindir. Gergekten, f: (0,0) > R, f(x) =1

fonksiyonunu goz oniine alalim. Boylece her x,y € (0,) ve t € [0,1] i¢in
1= f([ta? + (1 — t)bP]V/P)

=tfM+ A -0f(x) =1.

Boylece f, (0, ) da p-konvekstir. Buradan

(=)

P (S0
X
bP —aP J, x1°P

=1

ve

f@+f) _
2

elde edilir ve boylece (2.1.11) esitsizliginin kesin oldugunu gostermis oluruz.

Ozellik 2.1.3 (20) : I € (0, =) reel bir aralik, p € R\{0} ve f:1 — R bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde

(1) Eger p <1 ve f konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f, p-

konvekstir.



(2) Eger p>1 ve f p-konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f
konvekstir.

(3) Eger p < 1 vef p-konkav ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f konkavdir.

(4) Eger p=>1 ve f konkav ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f p-
konkavdir.

(5) Eger p>1 ve f konveks ve azalmayan fonksiyon ise bu durumda f p-
konvekstir.

(6) Eger p <1 ve f p- konveks ve artmayan fonksiyon ise bu durumda f
konvekstir.

(7) Eger p = 1 ve f p- konkav ve artmayan fonksiyon ise bu durumda f konkavdir.

(8) Eger p < 1 vef konkav ve artmayan fonksiyon ise bu durumda f p-konkavdir.

Ispat : g(x) = xP iginp € (—,0) U [1,0) oldugunda g, (0,) da konveks bir
fonksiyon ve g(x) =xP icin p € (0,1] oldugunda g, (0,1) da konkav bir

fonksiyondur. ispat powermean esitsizligi kullanilarak kolayca yapulir.

Vx,y € (0,0)vet € [0,1] icin

[txP + (1= )YP]YP > tx+ (1 —-t)y, p=>1

ve

[txP + (1 —t)yP]YP <tx+(1—-t)y, p<1

Ozellik 2.1.3> e gore p-konveks ve p-konkav fonksiyonlar igin asagidaki
ornekleri verebiliriz.
Ornek 2.1.5 : f:(0,) - R, f(x) = x olsun, bu durumda p < 1 icin f, p- konveks
fonksiyon ve p > 1 igin f, p-konkav fonksiyondur.
Ornek 2.1.6: f:(0,0) - R, f(x) =x7P , p > 1olsun, bu durumda f, p-konveks
fonksiyondur.
Ornek 2.1.7 : f:(0,) - R, f(x) = —Inx, p = 1 olsun, bu durumda f, p-konveks

fonksiyondur.



Ornek 2.1.8 : f:(0,0) » R, f(x) = Inx, p = 1olsun, bu durumda f, p-konkav
fonksiyondur.

Simdi verecegimiz 6zellik agiktir.
Ozellik 2.1.4 : f:[a,b)]> R ise ve p>0icin g:[a?,b’] >R (p < 0icin
g:[b?,aP] - R), g(t)=f (tl/ P) ile tanimli fonksiyonu gézoniine alirsak, bu
durumda f, [a, b] de p-konvekstir ancak ve ancak g, [aP, b?] de (p < 0 igin [bP,a?]
de) konvekstir.
Uyan 2.1.5 : Ozellik 2.1.4° e gore , g, [aP, bP] araliginda herhangi bir konveks
fonksiyon oldugunda p-konveks fonksiyonlarin 6rnegi olarak f(t) = g(t?), p # 0,
olarak alabiliriz. Boylece (2.1.11) esitsizligini farkli bir sekilde elde edebiliriz.

Eger f, [a, b] Uzerinde konveks ise, bu durumda p > 0icin [aP, b?] kapali
aralig1 tizerinde ( p < 0igin [b?,aP] de) g(t) = f(t¥/P) konveks fonksiyonu igin

Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi yazabiliriz:

aP + pPY/P 1 bP g(a?) + g(bP)
< <
g([ — | >_b,,_apfapg(t)dt_ 8,

veya buna esdeger olarak

P 4 pPyMP 1 (P b
()2t [ oman < LOH®

yazilir.

x = tY/Pdegisken degistirmesi yapilirsa,

| e =p [ 194,

p a
olup, (2.1.12) den (2.1.11) de verilen p-konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki Hermite-
Hadamard esitsizligi asagidai gibi elde edilir.

f([ap+bp]””>< P ("f0), _f@+fB)

2 Spoap) =T 2

10



Tamm 2.1.6 (21) : fe L[a,b] olsun. b > a =0 ilea > 0i¢in J&, f ve Ji_f sirasiyla

sag tarafli ve sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri

1 X
Jirf(x) = mf (x — t)a_lf(t)dt,x >a

ve

1 b
Jp-f(x) = mf (t— X)a_lf(t)dt,x < b.

seklindedir. Burada I'(@) , Gamma fonksiyonudur ve I'(a) = fooo e~ tt* 1dt olarak
tanimlidir.
Teorem 2.1.6 (11) : 0 < a < b, f:[a, b] = R bir fonksiyon ve fe L[a, b] olsun. Eger

f, [a, b] araliginda konveks ise a > 0 oldugunda kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlik saglanir.

f(a+b)<l“(a+1) fa)+f(b)_

) <30 —aya Vi ) + I f (@] < —— (21.13)

Teorem 2.1.7 (12) : a < b, f : [a, b] — R bir konveks fonksiyon ve fe L[a, b]olsun.
Bu taktirde w negatif olmayan, integrallenebilir ve asz‘ ye gore simetrik ise yani her
x € [a, b] icin

w(x) =w(a+b—x)

ise @ > 0 oldugunda kesirli integraller i¢in esitsizlik asagidaki gibidir.

b
£ (222 Ugow) +Iw(@)] < U, (rw)®) + I (Fw) @]

2
< M 72, w(b) + JE w(a)]. (2.1.14)

Teorem 2.1.8 (22) : a,bel 0&yle ki a<b,f:1< (0,00) - R bir fonksiyon ve

fe€ L|a, b] olsun. Eger f ,[a,b] araliginda harmonik konveks bir fonksiyon ise, @ > 0

veg(x) = i , X€E E, %] icin kesirli integral esitsizligi asagidaki gibidir.
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/(@55 =526 Do) +suen ()
_fo+f®)

> (2.1.15)

Teorem 2.1.9 (13) : a < b ve fe L[a, b]olmak Uzere f:[a, b] = R bir harmonik

konveks fonksiyon olsun. Eger ve w: [a, b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve

%‘ ye gére harmonik simetrik ise yani her x € [a, b] icin

wkx)=w(@l+b1-—x1

ise a>0 ve g(x) =2 xelr,2 oldugunda Kkesirli integraller igin asagidaki
x b a

esitsizlik verilir:

(sl o0 () 1 w00 (5)] = [, 0wood () £ o ()

< M [];r(wog) (%) +]§_(Wog) (%)] (2.1.16)

12



2.2. p-KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN HERMITE-HADAMARD-FEJER
ESITSIZLIKLERI

Iscan ve Kunt tarafindan  Kkesirli integraller yardimiyla p-konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi ile ilgili yapilan ¢aligmalar bu

boliimde verilmistir (14).

Bu bolumde, w:[a,b] > R konveks fonksiyonu icin W]l =

SUP¢tea,p] W (£)] olarak almmugtir.

Tamim 2.2.1 : p € R\{0} olsun. Eger asagidaki esitlik her xe[a, b] igin saglaniyorsa

aP +pP
2

w: [a, b] — R fonksiyonuna [ ]E’ ye gore p-simetriktir denir.

w(x) = ([ap + bP — xp]%>.

Lemma 221 : p e R\{0}, «a >0 ve w:[a,b] S (0,0) = R integrallenebilir,

1

[_ap““bp]g "ye gore p — simetrik olsun. Bu taktirde

2

1

i)p > 0ise, g(x) = xp, xe[a?, bP] igin
Jar+ (Wog)(b?) = Jyp_(wog)(aP)

1
= 5 Uars wog) () + Jjo_(wog)(@”)],  (22.1)

ii)p <O0ise, g(x) = x%, xe[b,P aP] icin
Jpp+(wog)(aP) = Jgp_(wog)(bP)

1
=5 Upps Wog)(a?) + Jgo_(wog)(bP)]  (2.2.2)

elde edilir.
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Teorem2.2.1: f:1 <€ (0,0) - R p-konveks fonksiyon, p € R\{0},

a > 0 vea, bel dyle ki a < b olsun. Eger f € L[a, b] ise ve w:[a,b] = R negatif
. s aP+bP %, .. . s TEE
olmayan, integrallenebilir ve [T ye gore p — simetrik ise kesirli integraller

i¢cin asagidaki esitsizlikler saglanir.

1

i)p > 0ise, g(x) = xp, xe[a?, bP] igin

aP + bP1Y/?P
f<[ > ] >U3p+(wog)(bp) + Jpp_(wog)(aP)]

< Ugr+ (fwog) (bP) + Jyp_(fwog)(aP)]

b
<0 J;f( 1% wog)(b?) + [ _(wog)(@?)),  (22.3)

1

ii)p < 0ise, g(x) = x7,x €[b,P aP] icin

aP + bP1M?
f([ ] )ng+(wog><ap) + /8 (wog)(bP)]

< Upp (fwog)(@P) + Jgp_(fwog) (bP)]

ORIIC)

> Uprs(wog)(aP) + Jgp_(wog)(bP)]. (2.2.4)

Uyar1 2.2.1 : Teorem 2.2.1° den, asagidaki esitsizliklere ulagabiliriz.

(1) Eger p = 1 alinirsa, (2.1.14) esitsizligi,

(2) Eger p = 1 ve w(x) = 1 alinirsa, (2.1.13) esitsizligi,

(3) Eger p = 1 ve a = 1 alinirsa, (2.1.6) esitsizligi,

(4) Egerp=1,a =1vew(x)=1alinirsa (2.1.5) esitsizligi,
(5) Eger p = —1 alinirsa, (2.1.16) esitsizligi,

(6) Eger p = —1 ve w(x) = 1 alinirsa, (2.1.15) esitsizligi,

(7) Eger p = —1 ve a = 1 alinirsa (2.1.9) esitsizligi,

(8) Egerp = —1, a = 1 ve w(x) = 1 alinirsa (2.1.8) esitsizligi,
(9) Eger @ = 1ve w(x) = 1 alimirsa (2.1.11) esitsizligi,

elde edilir.
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Sonug 2.2.1 : Teorem 2.2.1” de w(x) = 1 alinirsa

1

i)p > 0ise, g(x) = xp, xe[aP, bP] igin

a? + bPyM/P
f ([ 2 ] )Ua”+9(b”) +Ji_g(@”)] < %, (Fog)(BP) + I _(fog) (aP)]

SO e, gwm) 415 9@l @25)

1

ii)p < 0ise, g(x) = xp, xe[b,P aP] icin

af + bPyM/?
f([ = )”3’”9 (@) +J%_g(b")] < U, (fog)(@?) + J%_(fog) (bP)]

ORIIO)

U 9(a?) + JSo_g(BP)]  (2:26)

elde edilir.

Lemma 2.2.2 : f:1<(0,00) >R , I°'de diferansiyellenebilen bir fonksiyon
a, bel® ve a < b olmak Uzere, p € R\{0}, a > 0 olsun. Eger f' € L[a, b] ve

1

: r P+bPp . )
w:[a,b] = R integrallenebilir ve [%]p "ye gore p — simetrik ise bu taktirde
kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir:

1

)p > 0ise, g(x) = x?, xe[a?, bP] icin

b
T TR 1, (wog) 47 + I (wog) )]

— gy (fwog) (bP) + Jyo_(fwog)(a?)]
bP t
= ﬁjap [ ap(bp —5)* Y (wog)(s)ds

pP
- f (s — a?)* (wog)(s)ds| (fog)'(t)dt,

15



1
ii)p < 0ise, g(x) = xp, xe[b,P aP] igin

b
Jw Uso+ (Wog)(aP) + ] _(wog) (bP)]

— Upp+ (fwog) (@) + Jgp_(fwog) (b7)]

1 aP t )
“1@), [ T o) )ds

- f (s — bP)%(wog)(s)ds| (fog)'()dt

elde edilir.

Teorem 222 : a,bel oyle kia<b, f:1<(0,0)>R , °" de
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, « > 0 ve p € R\{0} olsun. Eger f' € L[a, b] ve

If'|, [a,b] arahiginda p-konveks fonksiyon ise, w:[a,b] = R  sirekli ve
17!

[ap+bp] ye gore p — simetrik oldugunda  kesirli integraller icin asagidaki

esitsizlikler saglanir.

1

i)p > 0ise g(x) = x?, xe[a?, bP] icin

b
M i+ (Wog)(bP) + J»_(wog)(a?)]

— Ugr+ (fwog) (bP) + Jy»_(fwog)(aP)]

- b? — a? a+1
e (6 @ @]+ Caplf )

dir. Burada
C1(“:P)=f1 [ =) — udu
o plua? + (1 —u)br]1-0/p)
ve
C,(a,p) = Jl (AW vt e
o plua? + (1 —w)bP]-(1/p)
dir.
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1
ii)p < 0ise, g(x) = xp, xe[b,P aP] igin

f(a) + f(b)

> [Upp. (wog)(@P) + Jgp_(wog) (bP)]

— Upp+ (fwog) (@) + Jop_(fwog) (bP)]

wlle (a? — bP)**!

[Cs(a, p)If"(@)] + Caa, p)If' (D]

Na+1)
dir. Burada
(1w —u 4
Cs(a.p) = fo pluaP + (1 — u)b?]1-1/p) e
ve
Y-l -w -
Ci(a,p) = fo @ + (= Wb (1—-wdu

dir.
Sonug 2.2.2 : Teorem 2.2.2 © den , agsagidaki sonuglari gorebiliriz.

(1) Eger p =1 ve a =1 olarak alinirsa, konveks fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

1 fa)+f(b) (P 1 (°
‘b—a 5 ] W(x)dx—mj;f(x)w(x)dx

oo b —
< MBZ9 (i@l + cavirol

(2) Eger p = —1 olarak alinirsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin esitsizliginin bir

tarafl elde edilir.

b
[T ®) [y, wog)(1/a) + 1% (wog)(1/b)]
2

= U8+ (Fw09)(1/0) + [0 (Fwog)(1/)]

IWlloab(b — a) (b= a\ | |
< () @-DIF @]+ e -DIr @)1

17



(3) Eger p=—-1 , a=1 ve w(x) =1olarak alinirsa harmonik konveks

fonsiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

fa)+f(b) f f(x) ‘

b —
= (Wa) [C3(L=DIf @] + C4(L, - DI BI],

(4) Eger p=—-1 ve a =1 alinirsa, harmonik konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

b b
f(a) erf(b)f W(:C) dx—f f(X)VZV(X) dx

w(b — ’
< MO Z9 1o 1, —niF @i + e -Dir @)l

(5) Eger p =—1 ve w(x) =1 aliursa, kesirli integraller yoluyla harmonik

konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde
edilir.

F@+fB) T+ 1)
2o2(-

b —
< (%) [C3(a, =DIf"(@)| + Cala, =D f' (D)]].

z.0r09) () + 120 (5

Teorem 223 : a,bel oOyle kia<b, f:1<(0,0)>R |, 1°" de

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun. Eger |f'|9, q =1, p €

R\{0} ve @ > 0 icin [a, b] araliginda p-konveks fonksiyon, w: [a,b] - R surekli ve

1
[ap+bp 'y

> ye gore p — simetrik ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlikler

saglanir.
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i)p > 0ise g(x) = x?, xe[aP, bP] igin

b
% Vs (wog)(b”) + Jiio_(wog) (a?)]

— Uar+ (fwog)(bP) + Jp_(fwog) (aP)]

o (bP — gP)a+t 1.1 2
= F((a + f) : ¢, (@G (@PIf @17 + ol f/ B)|]7

dir. Burada ,
C:(a,p) ve C,(a,p) Teorem 2.2.2° deki gibidir.

Cu( )_fl (1 —w)* —u?| d
s\ D) o plua? + (1 — w)pr]1-01/p) g

dir.

1

ii)p < 0ise, g(x) = x», xe[b,P aP] icin

fa) + f(b)

> e+ (wog)(@P) + Jgp_(wog) (bP)]

— Upr+ (fwog)(aP) + Jgp_(fwog) (bP)]

~(bP — aP a+l ,_1 2
e F((a + f) ) 661 “(a, p)[Cs(a,p)If' (@]9 + Cola, p)If'(B)]9]

dir. Burada,
C;(a,p) ve Cy(a,p) Teorem 2.2.2” deki gibidir.

—1(1 —w* —uf

1
Ce(a,p) = d
o(4,P) fo plua? + (1 — u)br]1-1/p) u

dir.
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Sonug 2.2.3 : Teorem 2.2.3’den asagidakileri gorebiliriz.

(1) Eger p=1 ve w(x) =1 alimirsa, Kesirli integraller uzerinden konveks
fonsiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde edilir.
fa)y+f() T(a+1)
2 2(b—a)“
b—a 1-; , , 1
<——C (@ DG (e, DIf (@] + G(a, DI (B)I],
(2) Eger p = 1 ve a = 1 alinirsa, konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard-

Ua+f () = Jp-f(a)]

Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

1 fa)+f(b)
b—a 2

b 1 b
w(x)dx — mf f)w(x)dx

a

IIWIIOO(b—a)
4 2

G B,

(3) Eger p =—1 alinirsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks

q(l DIGADIf (@]

fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

b
|M Epswog)(1/a) + 1/, (wog)(1/b)]

= U8+ (Fw09)(1/0) + J5y0_ (Fwog)(1/)]

Iwllowab(b —a) (b —a\* 1-3 :
G e KRR CEIEOT

t Cula, ~DIF BT,

(4) Eger p=—1 ve a =1 alinirsa, harmonik konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir

f@+fb) (Pw(x) P f(x)w(x)
2 f > dx—f de

oob_ 2 =
< vl (2 D a1, -1 6 (L -DIf (@)

+ G, (1L, =DIf' (D]
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Teorem 2.2.4 : a,bel Oyle kia < b olmak lzere f:1 < (0,0) > R , I° de
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun. Eger |f'|? , g > 1, p €
R\{0} ve a > 0 i¢in [a, b] araliginda p-konveks fonksiyon,

1
P+bPlp .. . g i
z P "ye gore p — simetrik ise kesirli

§+}= 1, wi[ab] > R sirekli ve |
integraller i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir.

1

)p > 0ise, gx) = x?, xe[aP, bP] icin

b
FOLTO) e, wog)®7) + 1 _(wog) (@]

= Ul (Fwog) (b7) + Jio_(Fwog) @]

wlles (b7 = aP)e+1 2 @I+ I (817
== T@+pn _7@prn < 2 )

dir. Burada

_4b (1 —w* —uf| \
Crlap,r) = fo (P[uap +(1- u)b”]l‘(l/p)> A

dir.

1

ii)p < 0ise, g(x) = xp, xe[b,P aP] igin

fa) + f(b)

> [Upp. (wog)(aP) + Jg»_(wog) (bP)]

= Vo, (Fwog)(@) + Jio_(Fwog) 6]

Il —ant 2 (If’(a)lq n |f'(b)|q>3

T'(a+1) Cg 2
dir. Burada
- we—ue Y
Colapr) = fo <P[uap +(1- u)bp]l’(l/p)> w
dir.
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Sonug 2.2.4 : Teorem 2.2.5° ten, asagidakileri gorebiliriz.

(1) Eger p =1 ve w(x) =1 alinirsa, kesirli integraller iizerinden konveks

fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

fa)+f(b) T(a+1)
2 "~ 2(b - a)®

Ua+f(b) = Jp-f ()]

b—a 1
STC;(a,l,r)<

F/ (@] + |f'(b)|q>3
! ,

(2) Eger p = —1 ve w(x) =1 alinirsa, kesirli integraller yoluyla harmonik
konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde

edilir.

fl@+fk) Tl@+1)
2 1 1\%
2(;-2)

b—ay 2 F1 @17 + |f' B)|7\a
(a8 an (L irony

2.0 () + 1209 (5)

(3) Eger p=—1, a =1 ve w(x) =1, harmonik konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

fl@+fb) ab bf(x)dx

2 b—al, x?

b—ay 2 F @19 + 1 (b)19)a
(52 (L@t rOrY

(4) Eger p =—1 alinirsa, kesirli integraller yoluyla harmonik konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

[T e (wog)(1/a) + % (wog)(1/b)]
2

— VS (Fw09)(1/0) + J5 0 (fwog)(1/D)

Iwllwab(b — a) /b — a\* : If' (@] + |f' ()| %
=T T+ D ( ab ) CS(“'_l’r)< 2 )
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(5) Eger p=—1 ve a =1 almirsa, harmonik konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

fa) +f(b) (°f(x) P f(x)w(x)
> L 2 dX—L de‘

Iwllo b = a?) ; £ @1+ I I
< . C8(1,—1,r)< _ ) ,

(6) Eger @« =1 ve w(x) = 1alinirsa p-konveks fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard esitsizliginin bir tarafi elde edilir.

fa) + f(b) P ]bf(X)

2 b? —a? ), x1~P

L (P —aP) 2
)5 TC7(1,p,r),p>0

(a® = bP) 2
——C;(L,p,7),p<0

< <|f’(a)|q +1f ()
a 2
2
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2.3. KONVEKS FONKSIYONLAR iLE iLGIiLi ELDE EDIiLEN BAZI

SONUCLAR

Teorem 2.3.1 (23) : f, [a, b] Uzerinde konveks bir fonksiyon olsun. O halde H

fonksiyonu [0,1] aralig1 (izerinde artan konvekstir ve her t € [0,1] icin

b
f (ﬂ) — H(0) < H(t) < H(1) = ﬁfa FO0)dx

2
dir. Burada H(t) = = [ f (tx + (1 — £) =) dx seklinde tanimlxdir.

Lemma 2.3.1 (23) : f:[a,b] = R konveks fonksiyon ve h fonksiyonu asagidaki gibi

taniml1 olsun.

h(t)—l (a+b) t + (a+b>+t

=717 (= 2) T\ 2

Bu taktirde, h fonksiyonu[0,b — a] (zerinde artan, konveks ve her t € [0,b — a]
icin

f(a) + (b)
2

) <h() <
dir.
Teorem 2.3.2 (23) : a < b olmak Uzeref: [a, b] = R pozitif bir fonksiyon ve

f € L[a,b] olsun. Eger f, [a, b] Uzerinde konveks fonksiyon ise

b

ile tanimli WH fonksiyonu, [0,1] iizerinde konveks ve monoton artandir.
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Ayrica a > 0igin

b r 1
F(A52) = wHO s wH® < wH() = 2(%; e, f(b) + JE_f ()]
dir.
Sonug 2.3.1 (23) : Yukaridaki teoremde a = lalinirsa
1 (P b
WH(t) = mfa f(tx +(1- t)%) dx =H(t)

olup, Teorem 2.3.1° deki H(t) tanimini elde ederiz.
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3.ARASTIRMA BULGULARI

Lemma3.1:p > 0olsun. f:[a, b] € (0,) - R, p- konveks fonksiyon ise

1
g: [a?,b?] - R, (p < 0igin g: [b?,a?] » R), g(t) = f (tg) fonksiyonu
konvekstir.
Lemma3.2:p > 0vef:[a, b] € (0,) = R, p-konveks fonksiyon

h:[0,bP —aP] - R, (p < 0igin h: [0,aP — bP] - R)

(9]

ile taniml1 h fonksiyonu [0, b? — aP] tizerinde konveks ve artandir. Ayrica

1 aP + bP t%
hw‘il{( 2 _§>

hert € [0,bP — aP]igin

f(a) + f(b)
2

f (ap + b?P

> )% < h(t) <

(3.1

esitsizligi saglanir.
Ispat : Lemma 2.3.1° e gbre p > 0 icin g : [aP, bP] > R,
1
gi)=f (t5> fonksiyonu konveks olup bu fonksiyona Lemma 2.3.1° i uygularsak
(ap+bp> t N (ap+bp+t)
9\ 2 2) I\ T2
=

[ 1
(e ] (S 15

ile taniml1 h fonksiyonu [0, bP — aP] Uizerinde konveks ve artan olup her

1
h(t) = E

.|

t € [0,bP — aP]icin (3.1) esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.1 : f:[a,b] € (0,0) > R, f € L[a,b] ve f p- konveks fonksiyon ise
W,:[0,1] » R,

Wy ()

pP %_
v W ((t ra-o(%5 b>>> (@7 =20+ =)< drp > 0

[
x bP aP + bP
2(ap—bp)°<fap ! ((t”(l_t)( 2 )

fonksiyonu [ 0,1] tzerinde konveks ve monoton artan olup,

)) [(x = bP)*"1 + (a? —x)*"H]dx ,p <0

g(x) = x/Pve &> 0 igin

P 4 pP\p
f<(a N )>=V|/p(0)s1/|/p(t)swp(1)

2
(T 1
4'2(19(: - p))a Ugr+ (fog)(bP) + Jyp_(fog)(@”)],  p>0.
r 1
'\z(a(: +bp))a Ubp. (fog)(a?) + Jgp_(fog)(BP)],  p <O.

Ispat: Oncelikle p > 0 icin W, (¢) nin [0,1] iizerinde konveks oldugunu gdsterelim.
B, ty,t, € [0,1] keyfi olsun.Bu taktirde;

VVp((l - Bt + ,Btz)

e bP
s, ! {[(“ ~h

aP + bP
+Bt)x+H(A - A —t) + 5(1_t2)]( ; )] }

X((bP —x)* 1+ (x — a?)* Ddx
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_ Wf{[(l -B) [tlx +(1-t) (ap +2- bp)]

]

X((b? —x)*" 1 + (x — aP)* Vdx

a? + bp)]

+B[t2x+(1—t2)( 5

yazilir. f:[a, b] € (0,0) = R fonksiyonunun p- konveksligi kullanilirsa

x bP
W, ((1— Bty + pty) < mfap [(BP — xP)*~ ! + (xP — aP)*7 ]

BTN
x {(1 -pf <(t1x ra-u)(B2 )) )
+Bf <(t2x +(1-1¢) (ap ; bp>>p>} dx

=(1 = pIW,(t1) + BWp(t2)

olur.

Bu ise bize W, * nin [0,1] iizerinde konveks oldugunu gosterir. p < 0 igin de

benzer sekilde ispat yapilir.

Simdi ispatin devama igin;

pP

x f
2(b? — a)™ fap

Wp(t) =

(tx +(1-1) (ap er bp)ﬂ
X[(bP — )1 + (x — aP)* dx

aP+pP

X 2
= 2007 — aP)™ Lp f

(tx +1-1) (ap JZ’ b,,>),,‘ [P — )% + (x — a?)* "] dx

x ’ f(tx+(1—t) ar + b7 )E
ST (=)
T X0 0+ (- @)
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aP+pP

Birinci integral igin u = 2 ( — x) , ikinci integral i¢in de benzer sekilde

aP+pP . o - . . .
u=2 (x — ) degisken degistirmesi yapilir ve integrallerde yerine yazilirsa,
Wo(e) = x .[_bP—aP (ap + bP tu)% (bp —a? N u)“_l
P27 2P — ap)= "\ 2 2 2
1
N (bp —aP u)“_l du L P j.bp—ap (a” + bP N tu)E
2 2 2 2(bP —aP)*), f 2 2
bP —a? ' P —aP  u\*"']du
X —_—— p— —_—
( 2 2) * ( 2 * 2) 2
1 1
9 « fbp‘“p 1 [ap + bP  tujp [ap + bP N tuie
—2(bP — ar)* ), 2 2 2 2 2

X

P —a?  w\*7? b —a? "t
=3 =+ ldu

olarak yazilir. Sonug olarak,

P_gP 1
b¥-a"q aP + b?  txpe
W, (t) = | |

z|” 2 2

X
2(bP — ap)‘xJO 2

1

al + b?  txip pP —aP <t bP —a?  x\*7?
+f[ +2 ( ——) +( +—) dx

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
yazilir. Lemma 2.3.1’e gore h(x) = %lf <[ap+bp _= p) +f <[ap+bp + = p)l’

2 2

bP—aP x)oc_1 (bp—ap

[0, bP — aP] araliginda artandur. [( > .

x x—1
+—) ] negatif degil

dolayisiyla Wp(t) , [0,1] araliginda artandir. Wp(t) nin artanligini da kullanarak

teoremin son esitsizligini gosterelim.

29



« bP aP + bP % . .
Wp(0)=mfapf<( > )) [(B? —x)*™' + (x — a?)* M]dx

S <(ap . bp)f f bp[(bp — )%+ (x — aP)*]dx

- 2(bP — aP)~ 2
yazilir.
p —

Burada ilk olarak f;; (b? —x)oc "dx integralini hesaplamak icin u = b” — x
degisken degistirmesi yapilirsa; du = —dx , alt sir bP — aP ve st sinir 0 olur.
Boylece

P 1 0 bP —aP 1 «

f (b’ —x) dx= f w1 (—du) = f u*ldu = = (b” — aP)

aP bP—ap 0 x

elde edilir.

p
Benzer sekilde f(z, (x — aP)*~dx integralini hesaplamak icin u=x—aP

degisken degistirmesi yapilirsa; du = dx , alt sinir 0 ve st sinir b — aP olur.

Boylece

bP b’ —aP 1 5
f (x —aP)*ldx = f uldu == (b" — aP)
b 0 «

elde edilir. Sonug olarak

1
al + bp>5

w0 = £ | (*

elde edilir. Son olarak

bp

—=l
2(b? - ap)oc ap

Wp(1) = f (x%> [(bp - x)oc_1 + (x — ap)“_ll dx

x bP bP
= m[ ) (b? = x)*"(fog) (x)dx + J (x — aP)*1(fog)(x)dx

abP

r 1
@D e (Foq)B7) + 1% (Fog)@)].

T 2(bP — ap)e Jat+
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Boylece Wp' nin artanligi da kullanilirsa teoremin son esitsizligi elde edilir ve
ispat p > 0 i¢in tamamlanir. p < 0 i¢in de benzer ispat metodu kullanilarak istenilen

sonuc elde edilir.

Teorem 3.1°de, p = 1 alinirsa konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonucu

elde ederiz.

Sonu¢ 3.1: f:[a,b] € (0,0) » R, f € L[a, b] ve f konveks fonksiyon ise

b
Mﬁ(t)::EEE§§ESEJ;.f (tx—k(l——t)(gigﬁ>>][(b——x)“_14—(x——a)“_l]dx.

Ayrica

a+b F(C{ + 1) . .,
f(( > )) =Wy (0) =W (v) =W, (1) = m[]a+f(b) +J2 f(a)].

Uyan 3.1: Sonug 3.1° deki

a+b Ma+1) a
f(( ’ )) < 505 —aye U () + J5_f (@]

ifadesi Teorem 2.1.6’ daki esitsizligin sol tarafi ile aynidir.

Teorem 3.1°de p = —1 alinirsa harmonik konveks fonksiyonlar i¢in agagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2: f:[a,b] € (0,0) > R, f € L[a,b] ve f konveks fonksiyon ise

-1
+

Q|r

| e+ - amt

ez G ]
0= [ [f (v a0 (g;;))j (-2 o () e

a b

elde edilir.
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Ayrica

2ab
f (ﬁ) =W_1(0) S W_,(t) < W_,(1)

[(a+1)
2(3-3)

elde edilir. Burada g(x) = = dir.

g o) () + 120 (5)

Uyan 3.2: Sonug 3.2’ deki

(2ab)< ['(a+1)
T

ifadesi Teorem 2.1.8’ deki esitsizligin sol tarafi ile aynidir.

.00 (3) + 15 oo (5]

Teorem 3.2 : f:[a,b] € (0,0) - R, f € L[a, b] ve w: [a, b] — R negatif olmayan,
1

integrallenebilir ve (#)5 "ye gore p- simetrik olsun. Eger f p- konveks fonksiyon

ise
Wo,w ()
o : 1
2(bP O—C ap)™ —LP [f (tx ra=o (a” JZF bp>> ‘ (b7 — 20"+ (x —aP)™H w(x?) dx,p > 0
=< X
bP 7 L
| 2(a? °_< bP)= -fap 4 <tx A <ap er bp>> ] [Ge=bP)* 4 (@ =) w(ar) dx ,p < 0

ile tammlh W,,,,:[0,1] - R fonksiyonu [0,1] (izerinde konveks ve monoton artan

olup,

i) g(x) = x'/P &> 0 igin eger p > 0 ise

P+ bPy\s
f (a ; ) )[]Z‘m,(wog)(bp) + Jip_(wog)(aP)] = W, (0) < W, (2)

et ), (Fwog)(BP) + Jis_(Fwog) (@]

< Wpw(1) = 2007 — av)ye Jar+
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i) g(x) = x¥/P , o¢> 0 icin eger p < 0 ise

P4 pp %
f <(a ; ) ) Upps (wog) (@) + Jgo_(wog) (bP)] = W, (0) < W, (8)

'(a+1)

< Wpw(1) = 2(a? —bP)e

Upp+ (fwog)(aP) + Jgp_(fwog) (bP)]

dir.

Ispat: Ispat tamamen bir 6nceki teoremin ispatina benzer sekilde yiiriitiilmekte olup,

oncelikle p > 0 igin W, ,, (t) nin [0,1] iizerinde konveks oldugunu gosterelim.
B, ty, t; € [0,1] keyfi olsun.

Bu taktirde;

pP
Wou (O((1 = B)ts + Btz) = M%ap)« f FI(A = Bty + Bez)x

aP

P 4+ pP B
HA-HA - 1) + 6 -] () )((bp—x)“-l

+ (x — ap)‘x‘l)w(x%)dx

pP
= z(bpocfpamcxfap [(B? — )1+ (x —a®)* (1 -PB) [tlx +d—t) <aP -; bp>]

+Bltx + (1 — )] (ap ;’ bp)f’) W) dx

yazilir.
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fila,b] € (0,00) - R p- konveksligi kullanilirsa

pP
Vl/p,w(t)((l - Bt + Btz) < WLP [(BP — xP)*~1 4 (xP — aP)*"1]

b 4 pon\7
x{(l—ﬁ)f((tlx+(1—tl) (a -; >> )
af + b’ % \ 1
+Bf| | tax+ (1 — tz)( > > }W(xp)dx
)

=(1 = BIW,\, (1) + BWp(t2)

olur.

Bu ise bize W,,," nin [0,1] iizerinde konveks oldugunu gosterir. p < 0 igin
de benzer sekilde ispat yapilir.

Simdi ispatin devami igin;

« bP f
2(bP — aP)* jap

<tx +(1-10) (ap er bp)ﬂ

x[(b? —x)* "t + (x — ap)“‘l]w(x%)dx

(tx +(1-t) (ap ; bp)ﬂ [(b? — x)**

+ (x — aP)* 1] w(x%)dx

<tx +(1-1) (ap ; bp))ﬂ

e bP f
+ L —
2(bP — aP)™ prn
2 1

X[(b? — x)*"1 + (x — aP)* w(xr)dx.

WP,W (t) =

aP+pP

X 2
“swoorl, !
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aP+pP

Birinci integral igin u = 2 ( — x) degisken degistirmesi yapilirsa dx =

aP+bP-u

— dz—u olup x = elde edilir. Benzer sekilde ikinci integral i¢in

aP+pP

aP+bP+u
Id

u=2 (x — ) degisken degistirmesi yapilirsa dx = % olup x =

edilir. Bu bilgiler yerine yazildig: taktirde

1
W () = o .[_bP—aP [ap +b?P  tupp (bp —aP + u)“_l
PWRT2(bP — aP)* ), 2 2 2
1
N (bp —aP — u)“_l (ap + bP — u)? du
2 w 2 2
1
N o jbp_“p [ap + bP N tuyp
2(bP — aP)* ), f 2 2
1
o (bp —aP — u)“_l N (bp —aP + u)“_l (ap + bP + u>5 du
2 2 W 2 2

Sonug olarak, w’ nin p-simetrik olmasi kullanildiginda
1 1
(ap + b? — u)p (ap + b? + u)p
wl|l——————— =w||—————
2 2
olur. Dolayisiyla

1

bP-aP q [ap +b?  txp

x
v, 3|l

aP + bP tx% PP —aP — x\1 /pP —aP + x\©T
+f[ >t (—2 > +<—2 >

ap+bp+x%
xw(<f)>dx

WP,W (t) = 2 2

elde edilir.
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Lemma 23.1° e gore h(x) zglf <[a’”;bp_%x]5> + f<[ap;bp+%x];>l

fonksiyonu [0, b? — aP] araliginda artandir.

52 (o (25 s s s

[0,1] araliginda artandir. Wp,,(t) nin artanligini da kullanarak teoremin son

esitsizligini gosterelim.

v | ap + bPye 1
Wp,w(0) = WL’ f (a > >p [(B” — x)*71 + (x — a?)*H]w(x) dx

bP

o aP + bP %
Wow(® =3 (S5 ) || @ =0 won e

bp
+f (x— ap)“_l(wog)(x)dxl

P

Burada sag ve sol kesirli integral tanimlar1 kullanilirsa

1

[(a+1) a? + bP\r
2(bP — aP)™ ( 2 )

W, (0) = ar+ (wog)(bP) + Jyp_(wog)(aP)]

elde edilir. Daha sonra, p > 0 i¢in

Wo (1) = 5e5r—ae j b () [~ 0+ Ge— @y ()
Wi (1) = 5z | :p[wp <19 () w ()
e | ey () ()
Won(D) = Dy, (fwog)(52) + 5 (fwog)(@?)]

2(bP — ap)a e+

olur.
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Bdylece W, nin artanligi da kullanilirsa teoremin son esitsizligi elde edilir ve
ispat p > 0 i¢in tamamlanir. p < 0 i¢in de benzer ispat metodu kullanilarak istenilen

sonugc elde edilir.

Teorem 3.2’ de p = 1 alinirsa konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonucu

elde ederiz.

Sonug¢ 3.3: f:[a,b] € (0,0) > R, f € L[a, b] ve w: [a, b] — R negatif olmayan,

. . b .. . . < H i
integrallenebilir ve %’ ye gore simetrik olsun. Eger f konveks fonksiyon ise

e b
Woa(©) = 557 )ocff

(tx +(1-1t) (aT-l-b)>] [(b—x)1+ (x — a)* w(x) dx

ile taniml1 W, ,,,: [0,1] — R fonksiyonu [0,1] tizerinde konveks ve monoton artan

olup,

g(x) = x ve x> 0igin

f <(a -Zl- b)) Ugw(b) + J5-w(a)] = Wy, (0) < Wy, (¢) < Wy, (1)

F(a+ 1)

= 20 = aye V- W®) 4 JE- (@)

Uyan 3.3 : Sonug 3.3’ deki

a+ (a 1)
f(( ))Ua+w(b)+1b w(@)] < 50—

Ua+ (Fw)(B) + Jp-(fw)(a)]

ifadesi Teorem 2.1.7’ nin sol tarafi ile ortiismektedir.

Teorem 3.2° dep =—1 almwrsa harmonik konveks fonksiyonlar igin

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.4 : f:[a,b] € (0,0) > R, f € L[a, b] ve w:[a, b] = R negatif olmayan,

integrallenebilir ve azﬂ’ ye gore simetrik olsun. Eger f konveks fonksiyon ise
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1

« b
W_iw(t) = 2(1—1)0(_[1 f

-7 a

a+b - 1\
tx+(1—t)(2ab> (x—5>
a b
1 x—1
+ <E - x) ] w(x™ 1) dx

ile tanimlt W_, ,,:[0,1] —» R fonksiyonu [0,1] Uzerinde konveks ve monoton artan

olup,

g(x) =x"1ve o> 0igin

(S . 0wog) () + 75 0w09) (5)] = Woaa @) < W@ < W)
- s Gwod (5) + 15 rwood ()]

2(3)
Uyar1 3.4 : Sonug 3.4 teki
()00 () 1 o (2]
<~ s wogd (5) + 15 Gwood ()

2(3-3)

ifadesi Teorem 2.1.9” daki esitsizligin sol tarafi ile ortiismektedir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglarin bazilari, daha dnce literatiirde elde edilmis
olup, burada farkli bir ¢6ziim teknigi kullanilmigtir. Bunun igin Oncelikle birer
fonksiyonel tanimlanip bu fonksiyonellerin bir takim 6zellikleri sagladigi
gosterilmistir. Bu 6zelliklerin bir sonucu olarak ta p-konveks fonksiyonlar igin
kesirli integraller yardimiyla elde edilmis Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-
Fejér esitsizliklerinin sol taraflari fonksiyonellerin sagladigi 6zelliklerin bir sonucu
olarak elde edilmistir. Bu tezde Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér
esitsizliklerinin sadece sol taraflar1 ¢alisilmistir. Ancak 6zellikle belirtmek isteriz ki
bu calisma bu esitsizliklerin sag taraflarina da uygulanabilecegi gibi farkli tiirden
konvekslik ¢esitleri i¢in de yapilabilir. Elde edilen arastirma bulgular1 orijinal olup,

yayinlanmak {izere alan indeksli dergiye makale olarak gonderilecektir.
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