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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

f' : f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

! : f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi

I : R de bir aralik

1° ;I ninigi

R : Reel sayilar kiimesi

Lla,b] : [a, b]arahiiinda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
B : Beta Fonksiyonu

r : Gamma Fonksiyonu

1]



SEKILLER LISTESI

SEKIL 2.1, e veveveeeeeeeeeesesaeeuese e esessasesesesesesone s s ea et saes et n s b 4
SEKIL 20121+ veeeeereeeeeeeenesesssss s b sttt a e 5



LIPSCHITZ FONKSIYONLAR iCIN HADAMARD TiPLI ESiTSIZLIKLER

OZET

Bu tez calismasi p-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan baz
esitsizliklerin Lipschitz fonksiyonlar1 igin elde edilmesi ile ilgilidir. Bu tezde,
oncelikle Lipschitz sarti, konveks, p-konveks, p-konkav, harmonik konkav, harmonik
konveks fonksiyonlarla ilgili baz1 temel tamm ve teoremler verildi. Daha sonra, p-
konveks fonksiyonlar igin elde edilmis baz: esitsizlikler ve Hadamard esitsizliginin
Lipschitz eslemeleri igin esitsizlikleri ve uygulamalar verildikten sonra, tezin
aragtirma  bulgulari kisminda p-konveks fonksiyonlar igin elde edilmig
esitsizliklerden, tiirevlenebilir Lipschitz fonksiyonlar: igin yeni esitsizlikler elde
edildi.

Anahtar Kkelimeler: Konveks Fonksiyon, p-Konveks Fonksiyon, Lipschitz
Fonksiyonu



HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR LIPSCHITZIAN FUNCTIONS

ABSTRACT

This thesis is about getting some inequalities for lipschitz functions that
are obtained for p-convex functions inequalities. At first, some basic
definitions and theorems of the condition of Lipschitz, convex, p-convex, p-
concave, concave-harmonic, harmonic convex functions are given. Then, some
inequalities for p-convex functions and Hadamard’s inequalities for lipschitz
mappings and applications are given. Finally, we have new inequalities for
differentiable lipschitz functions by means of inequalities which are used for

p-convex functions.

Key Words: Convex function, p-Convex function, Lipschitzian function
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BOLUM 1. GIRIS

Matematikte ‘esitsizlik’ kelimesi iki farkli miktar arasinda farkhhg ifade eder
ve bu iki miktar arasinda oran kurmak igin kullamlir. Modern matematikte esitsizlik
her alanda &nemli bir rol oynamaktadir.

Esitsizlikler alaninda Hermite’ in temel ¢alismalan sik sik onun orjinal yazar
kimligi verilmeden belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte ilgi cekmekte olan
Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu soyleyebiliriz. Analitik esitsizlikler yaygin
olarak matematik ve birgok uygulamali matematigin gesitli dallarinda gelisiminin
arkasindaki temel itici giiglerinden biri olarak kabul edilmektedir. Egitsizlikler ile
ilgili caliymalann son on yildan fazladir matematigin birgok farkh alanindaki
uygulamalara nasil bilyiik bir katki sagladigi agik¢a ortadadir. Omegin; Hadamard,
Chebyshev, Ostrowski, Griiss, Jensen ve Trapezoidal esitsizlikler ile ilgili birgok
uygulama literatiirde Snemli bir yere sahiptir.

Hardy, Littlewood ve Pélya tarafindan 1934’te yazilan “Inequalities” adhi
kitap esitsizlik teorisini konu alan ilk temel galigmadir [1]. Bu kitapta konveks
fonksiyonlaria ilgili klasik ve yeni esitsizlikler, problemler ve ispat yontemleri
bulunabilir. Ikinci ¢alima ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de
yazilan 1934-1960 yillan arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igeren
ve yine “Inequalities” adi verilen kitaptir [2]. Bunu Mitrinovié¢’in 1970 yihinda
yaymladig ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitabi takip eder [3]. Sadece konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikler iceren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” bashigiyla 1987
yihinda Pedari¢ tarafindan yazilmistir [4]. Bu temel kaynaklara ek olarak
“Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” [5],
“Classicaland New Inequalities in Analysis” [6], “Mathematical Inequalities™ (7] ve
“Convex Functions and Their Applications” [8] literatirde var olan diger

kaynaklardr.



Esitsizlikler alanimin gelismesinde 6nemli bir yeri olan kavramlardan bir
tanesi de konveks fonksiyonlardir. Konvekslik kavraminin ge¢misi Archimedes’in
iinlii 7 (pi) sayis1 hesabina kadar gitmesine ragmen ilk kez Charles Hermite’in 1881
ytlinda Mathesis 3 (1883, 5.82) dergisine gonderdigi mektupta su sekilde rastlanir.

Sur deux d’une integrale définie. Soit f{x) une fonction qui varie toujours

dans le meme sens de x= a; dx=b; On aura les relation

-y (232 jf()dx<(b- 2210

ou bien

(b fla )+f(b)

ff()dx>(b-)

suivantque la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavité vers 1'axe des
abcisses.’

{lerieyen yillarda Fejér (1880-1959) Hermite’in sonuglarinin genellestirilmis halini
sunmustur.

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii # degerini hesaplamasina
kadar uzanan bilinen basit bir kavramdir. Bununla birlikte matematikte yer almasi
19. yiizyll sonu 20. yiizyil bagim bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak
Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun yaymnlanmas ile ortaya
cikmstir.

Aslinda biz konveksligi siirekli olarak ve birgok yolla yagamaktayiz. Ayakta
durus pozisyonumuz, ayaklanmizin kapladifs konveks alamn iginde agirhk
merkezimizin dik izdiisimi boyunca dengemizi korumaktadir. Bu kavram fizik,
endiistri, tip, mithendislik, veri analizi, bankacilik, sanat gibi bilim dallarinin niimerik
uygulamalarinda da kullamimaktadir. Oyle ki bu tiir fonksiyonlar kaynaklann
dagihmmin optimumlagtirilmas: problemlerinin ¢dziimii ve gsans oyunlarinin
dengesinin saglanmasinda dahi kullanilmaktadr.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler? "sorusu igin 1978 yilinda Richard
Bellman tarafindan s6yle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik gahgmak igin bazi nedenler
vardir, Pratik agidan bakildiganda, birgok aragtirmada bir niceligi diger bir nicelikle

sinirlandirmak  karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Egitsizlikler de bu sekilde ortaya



cikmustir, Teorik agidan bakildiginda gok basit sorular sorularak tiim temel teoremler
olusturulabilir.

Estetik acidan bakildifinda genel olarak resim, miizik ve matematigin baz
parcalarinin uyumlu oldugu goriliir. Elde edilen esitsizliklerin géze hitap etmesi de
esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.

Son yillarda konveks fonksiyonlarin birgok farkh versiyonlan tanimlanmstir.
Bunlardan bir tanesi de p-konveksligin genellestirmesi olan (p, h)-konvekslik
kavram olup, bu konvekslik yardimiyla Literatiirde yeni integral esitsizlikleri Fang,
Shi, Noor ve arkadaslan tarafindan elde edilmistir. [9,10, 11].

p-konveksligin tammnmn farkh bir versiyonu fscan tarafindan verilmis olup
bu tamim ile ilgili Ostrowski, Hermite Hadamard tipli esitsizlikler Iscan ve Kunt
tarafindan ¢ahsilmstir [12], [13].

Tezimizin ana fikri olan asagidaki Lipschitz sartin1 kullandik.

f:5 € R — R fonksiyonu igin

1f ) = fFO)l = Ml|x -yl
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f fonksiyonu S’de Lipschitz sartim saghyor
denir. [14]. Bu tezin amaci [15] de Iscan tarafindan verilen p-konveks fonksiyonlar
icin elde edilen sonuglanin yeni versiyonlanm Lipschitz fonksiyonlanm [14]
kullanarak elde etmektir.

Bu ¢alismamn onemli bir yan1 daha dnce yapilan ¢ahigmalarin genellemesi
olup 6zel durumlarda literatiirde konveks fonksiyonlarla ilgili daha 6nce elde edilen
¢alismalara inmektedir. Bir diger énemi de 6zel durumlarda p-konveks fonksiyonlar

i¢in yeni sonuglar elde edilir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1. Konveks ve Konkav Fonksiyon

Tamm 2.1.1. I, R’de bir arahk ve f:/ — R bir fonksiyon olmak iizere V x,y € I ve
t € [0,1] igin;
flex+ (1 =t)y) Stf()+ 1 -0f0)

sartini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir . Eger esitsizligi x # y ve
t € [0,1] igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [16].
Egert € [0,1] kapah arahfiindaki u¢ noktalan disanda birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon sartinda " < " yerine " < " gelir, yani;
flex + (1= 8)y) <tf(x) + (1 -f)
olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks denir.
fltx + (1= £)y) S tf(x) + (1 - )

esitsizliginin tersi alirsa, f fonksiyonunal # ® igin konkavdir, denir. Bu tamm

literatiirde iyi bilinmektedir.

Ornek 211, f:ISR-R, f(x)=|x| fonksiyonu [ iizerinde konveks
fonksiyondur.

Sekil 2.1.1. Araiiklar Uzerinde konveks fonksiyon (f(x) = [x1)

4



Konveks fonksiyonun geometrik yorumu asagidaki gibidir:

o) e

tiE)={1 L) fE)
fitas (¥ djmh

(|
s

a e Db o

Sekil 2.1.2. Konveks lonksiyon

Geometrik olarak; f fonksiyonunun ta + (1 — t}b noktasinda aimus oldugu
deger, (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru pargasinin ayni noktada
almis oldugu degerden her zaman daha kiigiiktiir. Yani bu iki noktay birlestiren kiris
her zaman egrinin [a, b] arahginda kalan kismumn iizerindedir. Konkav fonksiyon
icin kiris egrinin[a, b] arahfinda kalan kismmin altindadur.

R iizerinde tamml herhangi bir f konveks fonksiyonu igin

b
(b—a)f(a;b) sf foodrs b-a)l B2 O her 1)

YA
esitsizligi tim f:[a,b] > R konveks fonksiyonlan igin literatiirde Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881’de Hermite
tarafindan bulunmustur. Fakat bu sonu¢tan matematik literatiiriinde hicbir yerde
bahsedilmemistir ve Hermite’in sonucu olarak bilinmemigtir.  Konveks
fonksiyonlann tarihi ve teorisi iizerine uzman Beckenbach, bu esitsizligin 1893’te
Hadamard tarafindan ispatlandifami yazmigtir. Boylece (2.1) esitsizligi Hermite-

Hadamard esitsizligi olarak bilinmektedir.
2.2. Harmonik Konveks ve Harmonik Konkav Fonksiyon

[17] de iscan, harmonik konveks ve konkav fonksiyonlan asagidaki gibi

tanimlamgtir:



Tamm 2.2.1.1 © R\{0} reel bir aralik olsun. f:! - R fonksiyonu, Vx,y € [ ve
t € [0,1] igin,

xy
Flarazsy) S YO+ a-0f@ (22)

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Bu

esitsizligin karsiti saglaniyorsa f nin harmonik konkav oldugu sdylenir.

Ornek 2.2.1. f:(0,0) >R, f(x)=x ve g:(—=,0)-> R, g(x) =x olsun.

f fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon ve g harmonik konkav fonksiyondur.

Onerme 2.2.1.f:1 c R\{0} — R fonksiyonu verilsin. Bu taktirde;
i. 1c(0,w), f fonksiyonu konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f
harmonik konvekstir.
ii. [ < (0,0), f fonksiyonu harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f
konvekstir.
iii., [ c(—o,0), f fonksiyonu harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon
ise f konvekstir.
iv.. Ic(—x,0), f fonksiyonu konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f
harmonik konvekstir.
Harmonik konveks fonksiyoniar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini agagdaki gibi

verebiliriz:

Teorem 2.2.1. f:/ € R\{0} - R harmonik konveks fonksiyon vea,b €/, a <b
olsun. f € L{a, b] ise

b
f( 2ab ) - bab [ . Sf(a) + f(b) 2.3)

at+b —a) x? 2

a
esitsizligi gecerlidir [17].
ispat: f:1 - R ye harmonik konveks fonksiyon ise her x,y € [ igin

f( 2xy ) Sf(x) +f()
x+y 2
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte keyfi t € [0,1] igin,




_ ab _ ab
“m+a-0p’ T+ -ba

segersek

ab ab

f( 2ab ) <f(tb+(1—t)a)+f(ta+(1—t)b)
a+b/ ™ 2

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizligin her iki tarafinin, ¢ ye gore [0,1]iizerinden

integralini alirsak,

/ (azibb U aﬁ) +f,,1f (m%) ‘“] @4)

esitsizligini elde edilir . Integrallerin her biri

ab f (x)

degerine egit oldugundan, esitsizlik (2.3) iin sol tarafim (2.4) ten elde ederiz.
(2.2) esitsizligi kullantlarak, x =a, y = b ve t ye gore [0,1] arahginda integral
alinirsa ikinei esitsizligin ispatim yapmis oluruz.

Simdi de f:(0,0) > R, f(x)=1 fonksiyonunu géz oniine alahm.
Boylelikle her x,y € (0, ) ve t € [0,1] i¢in

cf(—2 ) Bf6) =
1=f(grris,) = O+ A-0f) =1

tx+ (1
elde edilir. Bu yiizden (0, o) iizerinde f fonksiyonu harmonik konvekstir. Boylelikle
2ab + f(b
TR J’f(x)d_l fl@) +Fb) _
a+b 2

oldugundan (2.3) te esitlik oldufiu agik¢a goriiliir.
2.3. p-konveks Fonksiyonlar

Zhang ve Wan tarafindan p-konveks fonksiyon tanimt [18] de asagidaki gibi

verilmistir:

Tamm 2.3.1.7 arahfi p —konveks kiime ve f:/— R bir fonksiyonu olsun.
Eger Vx,y €1 vet € [0,1] igin

1
£ (It + (1= 097 ) < ef ) + (L - D)

7



esitsizligi saglanyorsa “f ye p —konveks fonksiyon ya da PC(/) sintfina ait” denir.

Uyan 23.1. p=2k+1, p=%,n=2r+1, m=2t+1 ve k,r,t € N olmak

1
iizere, Vx,y €1 ve t€[0,1] igin [txP + (1 —t)yPlP €] ise [ arahgma
p —konveks kiime denir [18].

Uyar12.3.2. I c (0, ) reel arahi ve p € R\{0} ise herx,y € [ ve t € {0,1] igin

1
[txP + (1 =t)yPlP el
olur.
Yukaridaki uyan dikkate alindiginda, igcan tarafindan [12] dep —konveks

fonksiyon igin asagidaki gibi bir tanim verilmistir:

Tamm 2.3.2.1 c (0, ) bir reel aralik ve p € R\{0} olsun. f:{ = R fonksiyonu
vx,y € [ vet € [0,1] igin

F (1t + 1= 0571P) < 6760 + (1= OF 0
esitsizligini sagliyorsa f ye p —konveks fonksiyon denir.
Tamm 2.3.1.de I c(0,0), p=1 ve p= —1almirsa, p-konveksligin
sirastyla konvekslik ve harmonik konvekslige indirgendigi kolayca gériilebilir.
Bircok matematikgi, son yillarda (Ornegin bakimz [10],[15],[18],[20],
[21],[22] ve kaynaklar) harmonik konveks ve p-konveks fonksiyonlarla ilgili

esitsizlikler konusunda bir takim ¢alismalar yapmglardir.

Ornek 2.3.1. f: (0,0} > R, f(x) =xP,p# 0 ve g:(0,0) > R, g(x}) =¢,cER
olsun. Bu durumda f ve g hem p —konveks hem de p —konkav fonksiyondur.
[9] da I c (0,0) > R, h(t) =t ve p € R/{0} ahmrsa asagidaki teoremi

elde ederiz.

Teorem 2.3.1. p € R/{0}, a,b€! ve a <b olmak iizere, f:/(0,0) > R ye
p —konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde, f € L[a, b] igin,



[ap+bl’]% L @, @+

2 S-ar) P =T 2 (2.5)

esitsizlifini elde ederiz.

Uyan 2.3.3. (2.5) de ki esitsizligin kesin oldugu agiktir. Gergekten f: (0, ) = R,
F(x) = 1 fonksiyonunu gozéniine alahm. Boylelikle her x,y € (0,0) ve t € [0,1]
igin
1
1= £ (It + Q= )PF) = f () + (1 - O (0) = 1
elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu (0,00) iizerinde p —konvekstir. Ayrica

f([ap+b"]% o (f®, . f@fe)

2 bP —aP J, x1P : 2

degerleri (2.5) esitsizliinde esitlik oldugunu agik bir sekilde gbsterir.

Onerme 2.3.1. / c (0, )bir reel aralik, p € R/{0} ve f:/ = R ye bir fonksiyon
olsun. Buna gore agagidaki sonuglan elde ederiz [12]:

(1) p < 1igin f, konveks ve azalmayan fonksiyon ise f, p —konvekstir.

(2) p = 1igin f, p —konveks ve azalmayan fonksiyon ise f, konvekstir.

(3) p € 1igin f, p —konkav ve azalmayan fonksiyon ise f, konkavdir.

(4) p = 1igin f, konkav ve azalmayan fonksiyon ise f, p —konkavdir.

(5) p = 1 igin f, konveks ve artmayan fonksiyon ise f, p —konvekstir.

(6) p < 1igin f, p — konveks ve artmayan fonksiyon ise f, konvekstir,

(7) p 2 1igin f, p —konkav ve artmayan fonksiyon ise f, konkavdir.

(8) p < 1igin f, konkav ve artmayan fonksiyon ise f, p —konkavdir.

ispat: (0,c0) aralifinda tammh g(x) = xP fonksiyonu, p € (—,0) U [1, ) i¢in
bir konveks fonksiyon ve g(x) = xP, p € (0,1] i¢in bir konkav fonksiyondur.
Gergekten; Vx,y € (0,00) ve t € [0,1] igin asagidaki esitsizliklerden bu durum

kolayca elde edilir.

1
[txP + (1 —-t)yPlr2tx+ 1=y, p=1,

ve



1
[txP + 1 =t)yPPP <tx+(1-8)y, p< 1L
Yukandaki Gnermeye gore p —konveks ve p —konkav fonksiyonlar igin

asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 23.2. f:I1 c(0,0) » R, f(x)=x olsun. f fonksiyonu p <1 igin
p —konveks fonksiyon ve p = 1 igin p —konkav fonksiyon olur.

Ornek 2.33. f:/ € (0,0) - R, f(x) =x"?, p = 1 igin f fonksiyonu p —konkav

fonksiyon olur.

Ornek 234. f:I c(0,0) =R, f(x)=—Inx ve p=1 igin f fonksiyonu

p —konveks fonksiyon olur.

Ornek 235 filc(0,@)->R, f(x)=hx ve p=21 igin
f fonksiyonu p —konkav fonksiyon olur.

Asagidaki Snermenin ispati agik bir sekilde goriiliir.

Onerme 2.3.2. f:[a,b] € (0,) = R ve g:[a?,b?] - R fonksiyonunu gdzbniine

1
alahm. p € R/{0} igin g(t) =f (ts) seklinde tamimlamirsa; f, [a,b] iizerinde

p —konvekstir ancak ve ancak g, [aP,bP] izerinde p >0 igin

(va da [b?, aP] iizerinde p < 0) konvekstir [12].

1
Uyant 2.3.4. Eger f, [a,b] izerinde p —konveks iseg(x)} = f (tF) konveks bir

fonksiyon olup, bu fonksiyon igin Hermite-Hadamard esitsizligini [a?, bP] iizerinde

agagidaki gibi yazanz.

P 4 bP 1 bP P) + g(b?
g(a - )pr pf g(t)dtsg(a) g(bP)

aP 2

Bu ise
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2 —bp_ap aPb 2

f {aP + bi’]%) - 1 fbpf (t%) i < M 06

1
esitsizligine esdegerdir. Burada x = tP degisken degigtirmesi kullamlarak,

[ ()= [ L

&

ve (2.6) esitsizligi ile birlikte (2.5) esitsizligini elde ederiz.
2.4. Lipschitz Fonksiyonu

Tamm 2.4.1. [a,b] kapah aralifinda verilen her x,¥ noktalan igin
|£(x) = FO < Mlx -yl
sartini saglayan bir M > O sabiti varsa f, [a, b] arahginda Lipschitz sartim sagliyor

denir.

Teorem 2.4.1. Eger f:I —» R fonksiyonu konveks ise , I ' deki kapali herhangi
[a,b] arahiginda Lipschitz sartim saglar [23].

Ispat: a — £ ve a + &, I kiimesinin iginde olacak sekilde bir £ > 0 sayis1 segelim. m
ve M sirastyla f* nin [a — &, a + €] aralifinda alt ve tist simirlant olsun. Bu durumda

eger x ve y , [a, b] aralifimin aynk iki noktas: olup

£ ly — x|
—x o o ee——
|y-xl(y ) e+ |y — x|

z=y+

olarak segilirse
z€la—-¢ a+e], y=22+(1-1x
yazabiliriz. Buradan
fO) € Af @)+ (1= Df ) =A[f(2) - fI] + f(0)
olur. K = M-Tm olarak alinirsa

ly = x|
£

fO)-F) < AM-m) <
elde edilir. O halde herhangi bir x,y € [a, b] i¢in
If(x) = fFON = Kly — x|

esitsizligi saglamir. Bu ispat1 tamamlar.

(M—-m) =Kly - x|

11



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Lipschitz ve Konveks Fonksiyonlarla llgili Literatirde Bulunan Baz

Sonuclar

Bu bélimde materyal ve yontem olarak yararlandigimiz Dragomir ve
arkadaslaninin ‘Inequalities of Hadamard’s Type for Lipschitzian Mapping and Their
Applications’ adli cahiymalanindaki elde ettikleri sonuglan derledik [24].

Teorem 3.1.1. f:/ € R— R bi¢iminde tanimh bir Lipschitz fonksiyon ab€ [

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

b
b —_
f(a; )—biaff(x)dx s-—M(b4 a) (3.1)
b
b 1 b—
f(a);’f()—b_aff(x)dx Sﬂs_a_) (3.2)

Ispat: f, Lipschitz fonksiyon oldugundan her t € [0,1] vea,b € [ igin
ltf (@) + (1 = ) f () — fta+ (1 — t)b)
= |e(f(@) = f(ta+ (L= )B)) + (1 = O(f(B) = f(ta + (1 — ©)B))|
< t|f(a) — f(ta+ (1 = )b)| + (1 = O)If (b) — f(ta + (1 - £}b)|
<tMla—(ta+ (1 -)b)|+ (1 - )M|b— (ta+ (1 - t)b)|
= 2t(1 - t)M|b - a| (3.3)

olur. Eger t = %segersek;

b b
If(a);rf( )_f(a; )Isglb—al

yazabiliriz. Burada siasiyla a yerine ta + (1 — t)b ve b yerine de (1 —t)a +tb

koyarsak;

f(ta + (1 —t)b) -|2-f((1 - t)a + tb) _f(a -; b)l - M|2t2— 1]

|b—al

12



elde ederiz. Esitsizligin her iki tarafinn ¢ degigkenine gore [0,1] arahinda

integralini alimirsa;

1 1
%Lj fta+ (1 —=t)b)dt + !f((l ~ ta + th) dt] -f (—a;—b)

1
Mlb —
s—l—z—alfm—udt
0

elde edilir. Boylece,

1 1 [
ff(ta+(1—t)b)dt=ff((l—t)a+tb)dt=bi—aff(x)dx
0 0 a

ve

1
2

1
jﬂt—lwt=
0
degerleri bulunur. Bu degerler yukaridaki esitsizlikte yerlerine konulursa;
by 1
a
107) 5= rooes
a

bulunur. Béylece (3.1) esitsizligi ispatlanmms olur.

Simdi, a,b € I, a < b ve t € [0,1] olmak iizere, (3.3) esitsizliginden

M(b—a)
—

<

ltf(a) + (1 — ) f(b) — f(ta+ (1 — £}b)| < 2t(1 = IM(b — a)

olup, bu eitsizlikte ¢ degiskenine gore [0,1] arahinda integral alirsak;

1 1 1
ﬂ@ftm+ﬂmfu-na-[ﬂm+u—ﬂmm
0 0 0

1
< 2M(b—a) I t(1 - t)dt
1}

yazilabilir. Buradan;
1

1 1
1 1
jtdt'f(l't)dt‘i' ft(l-—t)dt—g
0 0 0

13



oldugu g6z oniine alinirsa

b
lF@+r@ 1 M - a)
B ~jg) i s =5

a

elde edilir. Béylece (3.2) esitsizligi ispatlanmis olur ve teoremin ispat: tamamlanr.

Sonug¢ 3.1.1. I (0,0) bir arahk ve f:/ = R diferensiyellenebilir konveks bir
fonksiyon a,b€l , a<bve M=:supieaplf'(t)] <o olsun. Bu takdirde
Hermite-Hadamart esitsizligini p-konveks fonksiyonlar i¢in kullanarak agagidaki

esitsizlikleri elde ederiz.

b
1 at+b M
Osb—_—aff(x)dx—f( . )sz(b—a) (3.4)
ve
b
B 1
Osf(a);f()—b_ajf(x)dxs%(b—a). (3.5)

a

ispat: Lagrange’s teoremine gore, Vx,y € (a, b) igin

IfCx) — FOI = lx = ylIf ()] < M|x - y]
olacak sekilde x ile y arasinda bir ¢ sabitinin oldugu biliniyor. Teorem 3.1.1 ve
Hermite-Hadamard esitsizliklerinin sonucu olarak istenilen esitsizlikler kolayca elce

edilir.

Teorem 3.1.2. [ © (0,00) bir aralik, f:1 = R bir M-lipschitz fonksiyon, a < b olan
a,b €I igin [0,1] arahginda;

H(t)=ﬁff(tx+(1—t)a;b)dx

M(b-a}

seklinde tamimlanan H bir -Lipschitzian fonksiyonudur.
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ispat: t, t, € [0,1] olmak iizere

|H (tz) = H(t1)l
b

ff(c2x+(1—t2)“;’b)dx-ff(tlx+(1 tl)a+b)dx

a a

a+b

b
Sb—:;f|f(t2x+(1—tz) )—f(c1x+(1—c1)“;’b)|dx

b
M a+b a+b
S J’ Itzx + (1 - tZ) - tlx - (1 - tl) l dx
b—a
Mltz—tll a+b| M(b a)
= J’ | [tz — tal;
elde ederiz. Vt, t; € [0,1] igin;
M(b—a)
[H(tz) = Hit)| € ———1t; — 1]

4
M(b-a} )

esitsizligini yazabiliriz. Bu da bize [0,1] kapali aralig1 iizerinde H minbir
Lipschitz fonksiyonunu oldugunu gésterir.

Yukandaki esitsizlikte, t, = 0 ve t, = t alinirsa;

|H(t) f a+b)| SMt(b4—a)

ve t; = 1 vet, = t alinirsa

M —-t)b—a)
4

b
H(t)—g—i—aff(x)dx <

bulunur.

Teorem 3.1.3. | < (0, ) birarahk, f:I —» R bir M-lipschitz fonksiyon, a < b olan
hera,b € I ve ¥t € [0,1] igin;

f(tb+(1—t)a+b)+f(ta+(1—t)
2

a+—b)—H(r)

< %(h —-a) (3.6)

dir.
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Ispattu=tb + (1 - t)aTw , v=ta+(1- t)a:—b alalim. Bu durumda

1 v
HE) = — f () dz

olur. (3.2) esitsizliginde u ve v degerleri yerlerine yazilirsa;

IO

esitsizliginden (3.6) esitsizligini elde ederiz.

Mu-v)
3

=

Yukandaki iki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.4. | © (0,0) bir aralik ve f:! — R diferensiyellenebilir konveks bir
fonksiyon Vt € [0,1], a,b €l,a <bve M=:supiepap)lf (t)] <o olsun. Bu
takdirde

b
Os-b-i-—&ff(x)dx—H(t)sE—(}T—-Q(b—a) (3.7)
0<H(t) - f(a;b) s%(b—a) (3.8)
b+ (1— at+b + 1— at+b
osf(‘t 4= )zf(taﬂ i )—H(t)S%(b-a) (3.9)

esitsizlikleri gecerlidir.
3.2. Bazi Tammm ve Yardimct Teoremler

Tanim 3.2.1. (Hipergeometrik Fonksiyon} ,F; (a, b;c;z) hipergeometrik
fonksiyonu

1 1
B(b,c b)f 0=1(1 - ) b1 (1 - zt)%dt,c > b > 0,]z] < 1
b5 = (]

seklinde integral gosterimi ile tanimlamir [19].

oFy (a,b;c;2) =

Tanim 3.2.2. (Beta fonksiyonu) m,n > 0 igin,

1

p(m,n) = fx’“'l(l - x)" ldx

[1]
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bigiminde tanimlanan iki degiskenli fonksiyona Beta fonksiyonu denir [19].

Lemma 3.2.1. 0 < x < y olsun. Bu takdirde 0 < & < 1 iken

ly® - x*| < |y — x|*
dir.

fspat: 0 < x <y olsun.
ya — xa s (J’ — x)d
oldugunu gosterelim.
i) x = 0 igin esitsizlik saglanir.

ii) x # 0 olsun. f:[1,0) = R,
fwy= u-1)*=u*+1, 0<as=<l

fonksiyonunu tamimlayalim. Bu durumda f , [1,%0) da sirekli ve (l,00) da
tiirevlenebilir olup;

Fl) =alu—1)%"1—qu®! = [(u-1)%1 -y
= G2 [(1 -4 - 1] 20

olacagindan. f fonksiyonu (1, o) da artandir. O halde Yu € [1, ) igin f(u) 2 f(1)
egitsizlifinden;

(u—1)*—u*4+120

yazilabilir. Buradan u®* — 1 £ (u — 1)® bulunur. Bu esitsizlikte, u = 1—’, 0<x<y)

alinirsa

esitsizligi yazilabilir, Bundan yaralanarak —x% 4+ y® < (y — x)® ve sonrasinda

yE—x*<(y-x)* = |y*—x%| < |y—x|®
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esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.2.2. 0 < x < y olsun. Bu takdirde a < 0 iken

ly® — x*| < |y = x|(—a)x*1
dir,

Ispat: f:[1,0) - R,
fw=uta<0
fonksiyonu 0 < x < y igin [x, y] aralifinda siirekli ve (x, y) arahgmda tiirevlenebilir
olup ortalama deger teoremine gore;
dc € (x,y) igin
fO) = f) = —-xf'(c)

yE—x%=(y—-x)ac*?
yazilabilir. 0 < x < c <y ve a — 1 < —1 oldugundan
ya-l <t l oyl o (_a.)ya-l < (—Ct) c® 1« (-—-ﬂf) xo-1

yazilir. Buradan da

[y® — %% = x% —y® = (y = x)(=a) ¢* ! < (y = x)(—) x*7*
= Iy == xl(-a) x“'l

elde edilir.

Lemma 3.2.3. 0 < x < y olsun. Bu takdirde @ = 1 iken

ly® = x%| < |y = x|a y*!
dir.

ispat: f:[1,0) = R,

fW=u% a=20
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fonksiyonu 0 < x < y icin [x, y] araliinda siirekli ve (x, y) aralifinda tiirevlenebilir
olup ortalama deger teoremine gore;
Ac € (x,¥) igin,

f@) —flx) = —x)f{c)

yE—x*=(y—x)ac*?
yazilabilir. 0 < x < ¢ <y ve a —1 = 0 oldugundan
x* g <yl = ax¥l<ac® < qys!
esitsizligi yazilabileceginden
ly* — x| =x% —=y* = (y = x)a c®' < (y = ¥)ax®" = |y — xfax"

elde edilir.

Lemma 3.24. f:IcR—= R 1 iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon , a,b €[
a<b ve M=:supiepep)lf'(t)] < oo olsun. Bu takdirde f fonksiyonu M Lipschitz

fonksiyonudur.

Ispat: Lemmanin ispati ortalama deger teoreminden aciktir. Gergekten, Vx,y €
(a,b) igin
If(x) = FO = |x = y|.If () = M. |x -yl

olacak gekilde bir ¢ € (a,b) mevcuttur. Bu da f fonksiyonunun M-Lipschitzian

oldugunu gosterir,
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde aragtirma sonuglarim bulmak igin bolim 3 te verdiimiz

lemmalan kullanacagiz.

Teorem 4.1,/ c (0,c0) bir arahk, f:/ — R bir M-Lipschitz fonksiyon, a,b € I ve

a < b olsun.
a) p=1 igin;
b
. |f(a}+f(b) p f(x) v pis p®
D=7 moa) M- ey @D
ve
[ £ P+ 50\ _ o (2 o oo
B p x a ? P 1
- — < M[{=Y 1pP = aPIP
0 pp—ap ) 5o f([ 2 ]) ‘M(z) 167 —a?lP- 2
a
dir.
b) p <0 igin;
b
f(a) + f(b} p[flx) bP—a? 1. byP 3
) 2 T pP—gP xl-de =M 6p [2F1(1_5'2'4'1_(E) )+b1 P]
ve

b 1
ol [ Beer{[£5)

a
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PV il L 42 F(l ! 131 (b)p)

< = A1-=131- (=

4P aP + b?P 1"1% g p “
2(*5—)

1 = [ 12.3.a"—b"
* 1“( p” ’aP+bP)

N (aP —5 bp)l'i

¢) 0<p<1 igin;

F@+r®)  »  [re

) K bP —ap | X1

dx| <

pP — g?
M I__G_ai[al—p + b1P]

a

b 1
p f(x) a? + bPyp
b? — af xl'?’dx_f([ 2 ] ) =M

ja? = 57|

2p

ii)

a

«|| F(l a1 (b)p)+ ! F(l 123“”_""[’)
= 20 =L, K11 - _ 121 — =y T T
4 p a 4(a1’+bl’)1'5 P

2

Ispat: a) p = 1 igin;

Lemma 3.2.1. ve f fonksiyonunun [da bir M-Lipschitz fonksiyon oldugu
kullanilirsa;

b |+ - 05e) - £ (1te + (@ - 0pP)

= |tf(a) +(1-Of®) - f ([tap +(1- :)bv]%) +f ([tav +(1- t)bv]%)

~f ([tap +(1- t)bv]%)

t(f(a) -f ([ta" +(1- t)b”]%)) +(1-1t) (f(b) -f ([ta” +(1- t)b"]'l’))

<tlfta)-f ([tap +(1- t)bp]%)

+(1-1) |f(b) —f ([fa” +{1-0)b ,,13)1

1
<tM Ia—(ta” + (1 —-t)bP)e

+1— M |b - (ta? + (1 - )b%)s|

1 1
<M [.tlap — taP — bP 4+ thP|P + (1 — t)|bP — taP — bP + tbPIF]
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=M ktlt(bp —aP)—(b? - ap)l% + (1 —t)|t(b? - ap)I%]

=M -t|(1 - t)(b? - aP)I% + (1 - )[e(b? — aP)|%]

r 1 1 1 1
= M [£(1 = £)P[bP — aP [P + (1 — £)EP(BP — avﬁ]
yazilir. Béylece ilk ve son terimden

|tf(a) +(1-0Of ) - f ([ta" (G t)”"]%)l

1 1 1 1
<M [t(l — E)P|bP — aP|P + (1 — £)EP|bP — ap|5]

yazilir. Daha sonra esitsizligin her iki tarafinda ¢ degiskenine gére [0,1]aralif

iizerinden integral ahnirsa;

1 1 1
1
f(a)uj tdt + f(b)of(1 — t)dt — Off([tap +(1- t)bp]Pdt)

1 1
1 1 1
< M|bP — aP|? lf t(1—t)rdt + j tP(1 - t)dt]
0 0

1
1 1
= 2M|bP — aP|F f 7 (1 — )de
1]

2

1
_ _ 2B P
= M = DG+ D
elde edilir. Burada
1 1 1 A pz
Of tr(1-t)dt = of t(1—t)rdt = GID@ D)
1 1
f(a)f tdt + f(b) f(1 — t)dt =@;L(b)
0 0
ve
1 1 )
[ £ (e + - o0p1p) e = 2z [ S
0 a

oldugu géz dniine alimrsa;
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1 p?
< 2M|bP — aP|P
! a| (p+1)2p+1)

b
CEEREE

esitsizligini elde ederiz.

i) |tf(a) +(1L=Of ) - f ([mv +(1- t)bp]%)l
1 1 1 1
<M [t(l — YP|bP — aP|P + (1 — O)EP|bP ~ av|6]
esitsizliginde t = %olarak alimirsa

1
1 1 1 1 17
SF@)+5f®) - f ([-z—a" +507)| ) <M

1 1
1/1\F 1 1/1v 1
iy . P_gPlp 4+ —|— P gb\p
2(2) |BP — aP| "'2(2) lb a']

esitsizliginden;

1
f(a) + f(b) P+ bP1P
oo ([)

1
bulunur. Son buldupumuz esitsizlikte a yerine (taP + (1 — £)bP)P ve b yerine

1
7 1
<M (%)p |b? — aP[F

1
((1 - t)aP + tbP)? ahmrsa vt € [0,1] igin;

f ([tap +(1- t)bp]%) +f ([(1 —t)a? + tb"]%) iy ([a” N b?’]%)

2 2

1 1

1\ TN 1 .
< m(3) Izt - P - aP)fF = M (5) 126 - 1P1? - 0?7

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinda t degiskenine gore [0,1] arahg {izerinde

integral alinarak

%Uf ([r,aﬂ +(1- t)bp]fli) dt + ff ([(1 - t)aP + tbp]%) dt]
0 0

-1{ B 3T

1\ Lr 1
< M(E) |bP —a"I?J’IZt— 1[Pdt
0
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yazilir. Burada,
1

1 b
ff ([(1 —t)a? + tb"]%) dt = ff([ta” +(1- t)b"]ll’) dt =3,,L—f fO o

—qgP | x1i-p
1] o a

ve
5

1 3 1
1 1 1 p
2t—15dt=J’—2t+1pdt+f2t—1pdt=—
ojl Pt = | 20+ 0Pae+ [ e - P di= s

z
bulunur. Bulunan integral degerleri yerlerine yazilirsa;

b 1
==y

a

1

<M (%)" |b? — a?|P

p
(p+1)

esitsizligi elde edilir.

b) p < 0 igin;
Lemma 3.2.2. ve f fonksiyonunun [ aralify iizerinde bir M-Lipschitz fonksiyon
oldugu kullamlarak;

D @+ - 050 -7 (1t + @ - 08

= |tf(a) +1-DFb) - f ([tav +(1- t)bv]%) +f ([tav +(1— .:)bv]%)

=i ([tap +(1- t)b"]%)

t (f(a) —f ([mp +(1- t)b"]%))

+a-0 (f(b) - (e + 1 - r)bﬂ]%))

<t | fla-f ([taP +(1- t)bP]%)

+1 - 0)|f®) — £ (Ite? + (1 - 6P

<tM |(av)%—(cap +(1- t)bv)%| +(1-OM |(bv)% —(taP + (1 - :)bv)%‘ (4.2)

dir. Burada p < 0 i¢in Lemma 3.2.2 kullamlirsa;
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1 1
(aP)P — (ta? + (1 — t)bp)ﬁl
< |aP — taP — bP + thP| (—1) (ta? + (1 — )bP)F
P
= (1 - O)aP? — (1 - £)b?| (— %) (ta? + (1~ )b

=11 -5 - b (— %) (ta? + (1- t)bp)%‘l

b? — a? 1

=(1-t) (ta? + (1 - t)bp)%' (4.3)

ve yine p < 0 igin Lemma 3.2.2 kullanilirsa;

1 1 .
(bPYP — (taP + (1 — £)bP)P

1 1
< |bP — taP — bP + tb| (-;) (taP + (1 - £)bP)P

= 6@ = 57} (=) 6™

b? — a?

P

=t

pi-P (4.4)

bulunur. (4.3) ve (4.4), {4.2) de kullamilirsa;
£ (@) + (L - 0f ) — £ ({ta? + (1 - D67IP)

bP — a?
M( a?)
p

-0 (1 — t)bl‘p] (4.5)
(ta? + (1 —t)bP)' P

yazilir. Bu son esitsizlikte [0,1] de t ye gore integral alirsak;

1 1 1
1
(@) Df tdt + f(b) Of (1 -t)dt - of f([tap +a —t)bp]Pdt)

1 1
< n &= f Hi-o ~dt + b1-P f t(1 - t)dt (4.6)
P |7 (ta® + (1 — )bP)IF J

elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda

! 1
f t(1-1¢) 1dt=f t(1—t¢) gt
o (ta? + (1= 0bP)'F 5 (ebP + (1~ )ap)' P
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t(l1-1t)

]

_dt
5 (a? — t(a? —b?))" P

£1— )
0 gr-1 [1 —t (1 - (g)p)]
_ % F, (1 —%,2; 41— (%)p)

dt
1
1_F

sonucu bulunur,

Aynca
1
- . 1 .
ht P‘! t(1 - t)dt __6_b1 P,
1 1 ,
@ [ eae + ey [ 1~ ae = L2 IO
0 0
ve
1
P (f®

fl f ([taP +(1- t)bp]%) dt = dx
o

bP—aP | xi-P
0

integral degerleri (4.6) esitsizli§inde yerlerine yazilirsa;

1
f@+r®)  » (f@ bP—aP L
| 2 _bp-apo x1i-7 =M 6p [2F1 (1—5»2.4.1—(-&) )-I-bl P]

dx

bulunur.

i) (4.5) esitsizliginde t = % ve bP —aP = |bP —a?| alinirsa,

1
1 1 p pP—aP
L@ty [por 3o || sm ol — L e
2 2 2" T2 =l PR
==>)
esitsizliginden;
1
P 4+ bPp P_gP
@ +r®) CaTd DS R
| : —4p (aP+bP)1'E
)
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1
yazihr, Son buldugumuz esitsizlikte @ yerine (ta? + (1 — £)bP)P ve b yerine

1
((1 - t)aP + tbP)? alinirsa Ve € [0,1] igin;

‘% F(1ea? + 1 - t)bp]%) + % Fla-oar + tbp]%) - f([“p * bp:%)

2

1\P 1\P
|((taP +(1- t)bP)T") = (((1 —t)a? + tbP)P)

<
=M 7

1 1
X T + T

Sl 1-p
(al’ ;bp) p (((1 —t)a? + tbp)F)

b? — aP 1 1
= M|2t - 1] 2 T+
P (aP+bP)1-p
2

((1-a? + tbp)l'%

elde edilir. Son esitsizliin ¢t degiskenine gére [0,1] lizerinde integrali alinirsa;

%[ f f ([tap (- t)br]%) dt + f([(1 — Ba? + tbv]%)} —f ([“p "; bp]%)‘

1 1
bP — a? 1 2¢ — 1|dt
<M : 1]|2t—1ldt+f | | -dt| (4.7)

K (ap '; AN o ((1-t)ar + tbp)l'ﬁ

yazilir. Burada;
1 b
f £ (1ta? + (1 = 06717 ) e = £ (101 = a2 + eb71F) = o Pes i 9 e
0 a
1

1

1 2 1
f|2t ~1)dt = f(—zr +1)dt+ f(zt —1)de =3
0 0 1

2
Ve
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2t—-1

dt +
(1 -0ar + tbp) P )
h

dt
1
((1-t)a? +tb?)' P

]

1
2
12t — 1|dt f
0

N —

o ((1-t)a? + eb?)" g

yazilirsa, gerekli hesaplamalar yapildifinda

1
2

1 1 I\
f 1d =ZZF1 1—-5,1;3;1—(-&-)
0

((1- t)aP +tb?)' P
bulunur. Dolayisiyla

f 2t-1 N 1 F(l 1 aP-bP
- St 12007 p” ;ﬂ_+55)
. ((L-t)ap +eb2) P (0P +bp) p @

elde edilir. I; ve I; degerlerinin toplanmast ile

|2t — 1|dt I PR T (b)"
1_421 pl 1<

o ((1-t)ar +tb?)' P ¢
+ ! r-'(1 1;:3ap_bp) (4.8)
201 bty T -y .
(P bv) = P ap + bP
bulunur. Bulunan bu integral degerleri (4.7) esitsizlifinde yerlerine yazilirsa;
b 1
I P f(x) a? + bPyp
bP — aP xl'i’dx-f [ 2 ]
a
2= ! 41 F(l L 131 (b)p)
= 2l ——,Lal—=i-
4p 2(ap+bp)1— 4 r a
2
+ ! F(l 123“1[,_"19)
2t LR L
a? + B\ e
+(*=
esitsizligi elde edilir.
¢) 0 < p < 1igin;
(4.2) esitsizliginden
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lff (@+@Q-t)fb)—f ([tap +(1- t)bv]%)

< tM I(av)i—(mr + (1= ObPYsl+ — )M |(bv)% — (ta® + (1~ £)bP)?

yazabiliriz. Burada 0 < p < 1 igin Lemma 3.2.3 kullamlirsa;

1 1 Iy, i,
|(a")1’ —(taP + (1 - t)bP)P| < |aP — taP — b + tb?| (5) (aP)?
= |(1 - t)a? — (1 - £)bP| (%) al-?

=11 - (@ - b7 (5)

al-? (4.9)
vE

(bp)% —(ta®? +(1 - t)bp)%

N1,
< |bP — taP — bP + tb?| (5) (b7)?

pP — gP

AV -
= |t(aP —bp)|(5) biP = ¢ pLP  (4.10)
olur. (4.9) ve (4.10) dan;
e @ + (@~ 07 ) - £ ([ta? + (1~ 0b7P)
< M [t(1 - t)a¥™P + t(1 — t)b'~P] (4.11)

yazilir. Bu son esitsizlikte ¢ ye gore {0,1] aralif iizerinde integral alinirsa;

1 1 1
1
f£(a) uf tdt + F(b) Df (- t)de — Of f([ta" +(1- DB7IP) dt

1

1
[al'l’ f t(1—t)dt + bt™P f t(1- t)dt] (4.12)
0

0

bP — P
P

=M

elde edilir. Burada
1

1
ft(l—t)dt:a
0
1 1 \
f(a)ftdt—l-f(b)[(l—t)dt=f(a)';f( )
g 0
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ve
[ L bf(x)
J' £ (it + @ = 067 ) dt = - [ S22
0 a

dir. Bulunan integral deferlerini (4.11) esitsizliginde yerlerine yazilirsa;

b
f@+i®)_ _» (1o

I 2 br—ar) xlP
a

Ibp — apl
< —_ [gl-P bl_P
<M & [alP + ]

egitsizligi bulunur. (4.11) esitsizliginde t = % alalim. Bu durumda

1
f(a) + f(b) aP + bP1p |bP — a?|
T*f([ 2 ])SMT

[a27? + b2-P]

1
esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte a yerine [taP + (1 —t)bP]?  ve b yerine

1
[(1 = t)aP + tbP]? ahmrsa her t € [0,1] igin;

‘% [f ([tap +(1- t)bp]%) +f ([(1 —t)aP + tbp]%)] bt ([ap ; bp]%)

|([(1 —t)a” + tbp]%)p - ([taP +(1- t)bp]%)p

4p [([ta”

1, 1-p 1,.1-p
+(1-—t)b"]5) +([(1—t)a”+tbp]5) ]

<M

bp —aPf
4p

|2t — 1] |2¢ — 1]
1—~]-'- * 1-1
(tap+{(1—-t)bP) P ((1 — ta? + tbl’) P

elde edilir. Son esitsizligin t ye gére [0,1] aralif1 iizerinden integrali alinirsa;

1 1 1
%[ OJ' f ([mp +(1- t)bp]%) dt + of f ([(1 —t)a? + tb?’]%) dt] —F ([“p ; bp]”)

1
|aP — bP| 126 — 1 ; 2t -1
M— ~dt +f _dt|  (4.13)
Pols e+ @089 F 5 ((1-t)ap +1bp)' P

olur. Burada;
1

5 b
ff([mp +a- t)bp]'l’) dt = If([(l ~t)a? + tb"]?l’) dt=—7F ff(x) dx

b —aP | x1i-p
1] 0 a
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ve (4.8) esitliginden;

; 12t — 1| : 2t — 1|
f dt=f dat
1]

1-l 1_1
o (ta? + (1-t)bP) ? ((1-t)ar +tbP)

! F(l L3t (b)p)+ ! A1 12?,ap_bp)
== Ff(1--1;31-(- 7 2F1|1-2,23i ——
4 v a 4(111’ + bp)l‘i P a? 4+ bp
2
seklinde hesaplanan integraller (4.13) esitsizliginde yerlerine yazilirsa;
b 1
| » fre aP + bPPP
o ar xS [ 2 ]

a

PV itudid || P U (b)p
- 2p 4 %1 p’ a

+ ! F‘(l 123“1’—”)
@@+ boyis N P aP+bP
+(*—5—)

elde edilir. Béylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Uyan 4.1. Teorem 4.1. de p =1 alimrsa Teorem 4.1 a) daki her iki egitsizlik

sirasiyla Teorem 3.1.1 deki (3.2) ve (3.1) esitsizliklerine indirgenir.

Onerme4.1.p =2 1ve 0 < a < bigin

1 p'bp — 11 p'bp < P — gP|p

D IHTN@ b)) — LTH@R B S 25 B - aPP e

1 7 L

P P = P
A -1 p’ a1 pl | < (_) P _ aPipr
i) [L™*(a?, b7) — A7 (a b)l—ap+1 2 |b? — aP] p+1
esitsizlikleri saglanir. Burada 0 < x < y olmak iizere
B _ 2xy _ _x+y _ o x=y
H—H(x,Y)—'x_!_yl A—A(X,Y)— 2 L_L(x'y)_[nx_lny‘

sirastyla harmonik, aritmetik ve logaritmik ortalamalardsr.
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ispat: f:(0,c0) -» R, p = 1igin f(x) = x~P konveks fonksiyonu i¢in Teorem 4. 1.

a) sikkina uygularsak;
i) Verilen fonksiyonu kullanarak

b b b

-p
ff(x)dx=fx pdx=fx-1dx=tnb~tna
a

x1-p x1-

a a

yazabiliriz. Simdi M = Supye(q,p)|f(x)| degerini bulalim.
If'@l = |-px™P7!| = px7P~

oldugundan

2]
_ [ — -p-1 —
M= SUP]If(x)I—Suppx P =

x€[a,b

f@+f(b) aP+bP 171 1y 1raP +bP
7 2 'E(av+bv)'i((ab)r=)
P g p*

a? + b? p(inb — lna)
2(ab)? b? — aP

< P _ gP|lp
S 2m b P TG D

elde edilir. p = 1 ve a < b igin esitsizlik saglamr.

1 7P -1
o ()= () =) -5k

2

1

— o 1
p(inb—Ina) 2 | < p (l)p |b? — P[P p
bP — P af + bP| ~ aP*1\2 p+1

p 2 1 ve a < b igin esitsizlik saglamr.

Onerme 4.2.p =2 1ve 0 < a < b igin
2

1 1 1 .
i —Ini{a?,b?) — InG(a, b |S 2—|bF — aP|P
) lp (@?,b?) - InG(a,b)| < 2| P T T
1 1/1\F 1
.. P L p
_ = P Y| < =(2) 1pP — qPIP
if) |lnMp(a,b) S ni(@,b )|_a(2) 167 - arlp L
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esitsizlikleri saglanir. Burada 0 < x < y olmak iizere,

1
1 /y¥\v7==%
=i =2(5)

X

1

xP + yP\p
G =G(xy) = xy, My =M,(x,y) = ( 5 )
sirasiyla identrik, geometrik ve p-kuvvet ortalamalandir.

Ispat: f:(0,00) = R, p 2 1 igin f(x) = —Inx konveks fonksiyonu igin Teorem 4
1. a) sikkina uygularsak;

i) Verilen fonksiyonu kullanarak

fla)+f(b) -—lna—Inb _ In(ab)
2 -2 T2
b

b
Inx
—_ . -1
j p = dx = flnxxp dx
a

a

bulunur. Inx = u ise idx = du, x?"ldx = dv ise . oldugundan

b b b
P P1 InbbP InaaP p—1
—flnxxp‘ldx=— lnxi- [l axl=- n _nag _jx dx
ply px [4 p
a a a

P

- —

Inbb? —Inaa? [+
a

Inbb? —lnaa®? bP a®
(e )
P P p
plnaa? —plnbb? b? aP
" rr
_ bP(1 — pinb) + a?(pina — 1)
= .

bulunur. Simdi

M= Sup |f'(x)|
x€&(a,b)
degerini bulalim.

1
@l ===
oldugundan dolayi
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1 1
M= Su x| = Sup—=-—
xe[a‘,:.:)]lf( ) PL=7

|—ln(ab) p b?(1 — pinb) + a’(plna — 1)
| 2 " bP—aP p?

P
+1(2p+1)

yazabiliriz. Dolayisiyla p = 1 ve a < b igin esitsizlik saglanir.

2

1 2
< 2—|b? —a®|p
a

ii) i) sikkma benzer sekilde verilen fonksiyon yardim ile

1
I p b?(1 - pinb) + a?(plna — 1) l aP + bP\p
[P~ +in(— )

1
Kl 1
= i(l)p |bP — aP[p 2
2 p+1
elde edilir.
Onerme4.3.p>1ve0<a<bigin
. . LA Pr—
i) |ACa, b) — L, % (a, b)L5(a, b)| < TA(a ,b17P)
3 - |a? — bP|
i)y |y 5(ab)Lh(ab) - My(a,b)| < =
1 1 ayP 1 1 a? — b?
x||=.A(1-=13%1-(7) )|+ ———— 21!‘",(1—-.2;3;—)
4 ( p (b) ) 4((1;,4_!,,,)1-E P aP + bP
=
esitsizlikleri saglamr. Burada 0 < x < y olmak iizere,
B _x+y _ B pPtl _ gP*1l \p
A=AxY) === =Ly = (__.._(p To—a) PN
1
xP + yP\P
MP=Mp(x:LV)=( Zy ) ,

sirastyla aritmetik, p-logaritmik ve p —yinci mertebeden kuvvet ortalamalandir.
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ispat: f:(0,%0) - R, p <1 i¢in f(x) = x yeklinde verilen konveks fonksiyonunu
icin Teorem 4. 1. c) sikkina uygulayalim,

fla)+f(b) _ a+
2

Oncelikle, f(x) = x igin; —zt-’- yazabiliriz. Buradan, kolayca

elde edilir. $Simdi M = Supyefq,n)lf (x)| degerini bulalim:
fl=1=1 = M= Supllf'(x)l =Supl=1

x€la,b

i) Verilen fonksiyon ile p < 1 ve @ < b i¢in agafidaki esitsizlik saglantr:

|a+b_ p b”“—ap“|<|b1’—a”|
| 2 bP-a? p+1 |~ 6p

[al~? + b1~P]

ii) Verilen fonksiyonun kullanilmasi ile p < 1 ve a < b igin asagidaki esitsizlik

saglanir:

1
| p bP¥l—gPtt (a" + bp)5 - |aP — bP|
IbP —a? p+1 2 = 2p

«|| 2 F(l ! 3 (a)p)+ ! F(l 1::3“?_!’”)

R (11— 31— (3) |+ —————— fl1 -2 2355

4 p b aF’+bP1'% P aP + bP
+(E5—)

Sonug 4.1. I1c (0,0) bir arahk ve f:1 — R diferensiyellenebilir p-konveks bir
fonksivon a,b € I , a < bve M=:5up;e[gpilf'(t)] < o olsun. Bu takdirde, p-
konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizligini kullanarak Teorem 4.1 a)

dan yaralanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

b 1 1
p i) [a" + bP]F (1)5 N Sy
O<pr—ap xl-de f 2 = M{3 b alp(p+1)
a
b
fla) + f(b) p f(x) 1 p?
< — < P_ P
07 ol I e y T

a
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ispat: vx,y € (a, b) i¢in Lagrange teoremine gore

IF(x) = O] =1x = ylIf' ()] < Mlx =yl

olacak sekilde x ile y arasinda bir c¢ sabitinin agiktir. Dolayisiyla f Lipschitz
fonksiyondur. O halde Teorem 4.1 ile ispat agiktir.

Teorem 4.2. ! < (0, 0) bir aralik, f:7 = R bir M-lipschitz fonksiyon, a,b €I ve
a < b olsun. p = 1 igin [0,1] araliginda;

, (e ra-o@2)

a

ile tammli Hy(t) fonksiyonu her t, t; € [0,1] igin

Hy(t) = 7 dx

(bP - aP) P
Mp 2
—a? p+1

Z
IHp(tZ) - Hp(tl)l = bP

Hélder kosulunu saglar.

Ispat: t, t, € [0,1] olmak iizere;
|Hp(t2) - Hp (tl)l

(e ra-o@3F) (s a-o @)

=" e dx — =
x
a a

dx

1 1
P 4+ bP\ 12 P+ bP\1p
M .p o [tzxp + (1 - tz) (a ; b )]p - [tlxp + (1 - tl) (a -é- b )]p
= bp—ar ] | x1-p dx
a
yazabiliriz. al+of - A, diyelim. O zaman Lemma 3.2.1 kullamlirsa;

|Hp (tz) - Hp(tl)l

b 1 1
Mp |[t2xp + (1 —t)A )P — [t2xP + (1 - tl)AP]?’l

— bhP - qgP xl-p
a

dx
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Mp IthP +{1—t)A, —t;xP — (1 - tl)A,,lp

= pP —qP xi-p
a

__Mp |t2xP +Ap— A, — txP — A, + tlA,,|P
bP — aP xi-p

J’ |(t2 —t)xP = Ay (L, — t1)|p dx

bP—aP x1-p

_ J’ |(tz —t)(xP — p)lp
bp — aP

x1-p

b 1
Mp xP—A,P
e 1t2—t1|Pf|x—_p|dx

a

bulunur. Dolayisiyla

b 1 My 1 b( 1
xP = Ap|P Ap —xP )P Ay, —xP )P
f——l 1_”' dx=f-——(" )dx+f—" )
x1-p X X
a i a Mp
I Ih

yazilabilir. Burada

bulunur. Sonug olarak, bulunan degerler / = I, + [, ifadesinde yerlerine yazihirsa;
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+1 +1 +1
., . (b" - aP)p':r (bP — T (bv - av)”p—
f P = AplP 3 3 7

. =2
a

x1-p p+1 p+1 7 p+1

elde edilir. Bulunan integral degerleri g6zoniine alinirsa

+1
(bp — a")pp_ )
Mp 2 &
—t|P
IH (t) — Hp(ty)] < —p P+ 1 [tz — 4l
elde edilir.
Uyan 4.2. Yukandaki teoremde p = 1 igin,
b
|Hy(tz) — Hi(t))| = M |t2 -t

bulunur ki, bu bize Teorem 3.1.2 deki sonucu verir.

Teorem 4.3.1 c (0,0) bir arabk, f:/ — R bir M-lipschitz fonksiyon, a,b €I ve

a < b olsun.
p 2 1icin;

aP +b a? +b P
FllebP + (1 -1¢) +f taP +(1-1t) ]

> — Hp(t)
IMEF|bP = aP(F P’
< te - akip
p+1DCp+1)

esitsizligi gegerlidir.

fspat: Kolaylik olsun diye

1
aP + b”) aP? + bp)i

u—(tbp-i-(l—t) 3

= (taP +(1-1¢)

alalim. Bu durumda

([txp+(1—t)ap+b ] )
d

. b f
Hp(t) = bhp — apJ- xl-p x
a
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. . aP+bP
ifadesinde >

= A, seklinde degisken degistirmesi yapilirsa;

1
z=[txP + (1 — AP = 2P = txP + (1 - t)A, = pzP ldz =tp xP dx

dz _tp d
e g
1 1
z; = [ta® + (1 - AP =y, = [th? + (1 - DA P =v
vP —uP =t.(bP — aP)
bulunur. Bu durumda;

bf ([txv +(1- t)Ap]%)

_ p
Hy(t) = fbP — a?) e tdx
a
v
__p f(2) d
TP —yP | z1l-p Z
u
bulunur. (4.1) esitsizligini kullanarak
v
fu) + f(v) P f(2) 1 p?
— < P —yP|p
2 vP —uP zl‘sz Selpeciil (p+1)(2p+1)

u
elde edilir.

Onerme 4.4. | c (0, ) bir aralik ve f:1 — R diferensiyellenebilir p-konveks bir

fonksiyon ise;
1
. 1
bf [txp+(1—t)a .|.bP]p b
D H () = P 2 e P[0,
8 Hp(e) = bP — b x1-p T hP —qP ) xl-P *
a a
P 4+ pP15
bf([txp +(1-2 ;b ”)
.. p
i) Hp(t) = 75— f s dx = f(M,)

a

ve
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bf([xp-i-(l—t)a +bp] )
f(MP)SHp(t)=bp ‘P d

— P x1l-p
a

f([ b’°+(1—t)“ b7 ] )+f([ap+(1—-t)a b ] )

2

X

<

1
dir. Burada (av:bp)p = M, alinmgtur.

ispat: i) f fonksiyonu p-konveks bir fonksiyon oldugundan;

bf([x"-i-(l—t)a el ] )
P J’ dx

Hp(t) - b — a? x1-p
- a? + bP\p
e, t)f(( ))d
_bP—al’f P x1-P *

a

<
b? —a?P } | x17P xi-p

p f @), - 0f0)]

=bpfap J’f d+(1—t)f(Mp)f — l

= sdx + (11— t)f(Mp)

| a

p f( ) "]

Hy(t) < t(bpfapfi( 2 )+(1 —)f(M,)

a

yazabiliriz. Hermite-Hadamard esitsizliginden

o b

x1-p poar | yre X = —ap | e
a a

elde edilir.
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1 1
u)u—(h':ﬂ"+(1—t)ut +br ) , (tap+(1—-t)a b ) olmak iizere

, f([txp+(1—t)a +b])d

Hy(t) = X

b? — a? x1-p
a

1
ifadesinde z= [txp +(1- t)A,,]P seklinde degisken degistirmesi yapilirsa

p f(2) d

Ho(8) = — 5

i

elde edilir. f fonksiyonunun p-konveksligi ve Hermite Hadamard esitsizligi
kullamlarak;

1
@ P4 b7
Hy(6) = 2 ;f,, z>f([a - ]”)= £(m,)

ve
p_(f @ . f W+ fv)

M) <o | mm @<
u

yazilabilir. Son esitsizlikte u ve v degerleri yerlerine yazilirsa,

bf([txﬂ+(1-t)“ + b ] )
F(M,) < Hy(®) = 50

P — P x1l-p

bp]%) +f ([taP +a-p&t bp] )

2

dx

f([tbP +a-p% ';

<

olur,

Bu énermeden asagidaki sonucu verebiliriz,
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Sonug¢ 3.2. [c (0,00)bir aralik ve f:/ - R diferensiyellenebilir p-konveks bir
fonksiyon a,b € I, a < b ve M=:supe[ap)lf'(t)] < o0 olsun.

p = 1ligin;

L@H® B (hI@ o oanipe e —2

n < D
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu caligma, daha dnce p-konveks fonksiyonlar igin elde edilmis olan
esitsizliklerin Lipschitz fonksiyonlar simifi igin elde edilmesiyle ilgilidir. Bu tezde,
oncelikle, konveks ve harmonik konveksligin bir genellemesi olan p-konveks
fonksiyon kavramu  verilip, p-konveks fonksiyonlar igin bulunan esitsizlikler
incelenerek bu esitsizlikler, mutlak degerli bazi esitsizlikler de kullamlarak Lipschitz
fonksiyonlari igin yeniden elde edildi. Elde ettigimiz esitsizlikler literatiirde olmayan

yeni esitsizliklerdir.
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