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BAZI STOKASTIK SURECLER iCiN HERMITE-HADAMARD
TiPLi ESITSIZLIKLER

OZET

Bu tezde literatiirde mevcut olan konveks, log-konveks, preinveks, s-konveks, h-
konveks ve ¢-konveks stokastik siiregler tanitilmig ve bu siiregler igin Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler kisaca sunulmustur. Bu ¢alismamn ozgiin kism: olan
arastirma bulgularinda ise m-konveks, r-konveks, harmonik konveks, p-konveks ve
(p, h)-konveks stokastik siiregler tanimlanmug ve bu siireler igin Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks, Log-Konveks, Preinveks, s-Konveks, h-Konveks ve ¢-

Konveks, m-Konveks, r-Konveks, Harmonik Konveks, p-Konveks ve (p,h)-
Konveks, Stokastik Siirecler, Hermite-Hadamard Esitsizligi,
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HERMITE-HADAMARD TYPICAL INEQUALITIES FOR SOME
STOCHASTIC PROCESSES

SUMMARY

In this thesis, convex, log-convex, preinvex, s-convex, h-convex and @-convex
stochastic processes are introduced in the literature and Hermite-Hadamard type
inequalities for these processes are briefly presented. In the research findings which
are the original part of this study, m-convex, r-convex, harmonic convex, p-convex
and (p, h)-convex stochastic processes are defined and Hermite-Hadamard type
inequalities are obtained for these processes.

Keywords: Convex, Log-Convex, Preinvex, s-Convex, h-Convex and @-Convex, m-
Convex, r-Convex, Harmonic Convex, p-Convex and (p,h)-Convex, Stochastic
Processes, Hermite-Hadamard Inequality
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BOLUM 1. GIRIS

Konvekslik geometrik temel bir kavram olmasinin yam sira diger alanlarda genisce
kullanilmaktadir. Fonksiyonel analiz, grafik teorisi, olasilik teorisi ve daha birgok
alanda 6nemli rol oynamaktadir. Konveksligin ilk temelleri Yunan filozoflar tarafindan
atiimasina ragmen Misir zamanina kadar dayanmaktadir. Yunanhlarin matematige en
onemli katkilarindan biri de Euclid’in [1] “Elements” adli kitabidir. Konvekslikle
alakali ilk tamim ve g&sterimler bu kitapta bulunmaktadir. Konvekslikle alakali daha
kesin bir tanimi Archimedes’in [2] “On The Sphere and Cylinder” adli eserinde de

bulmak miimkiindiir.

Esitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelismeye baglamistir. Esitsizlik
teorisiyle yakindan iligkili olan konvekslik kavrami goz oniinde bulundurularak birgok
¢aligma yapilmigtir. Bunun en dnemli 8rneklerinden biri Ekim 1881 yilinda Hermite’in
(1822-1901) Journal Mathesis adh dergiye gonderdigi konveks fonksiyon igin
Hermite-Hadamard esitsizligidir. [a, b] aralifinda tanimhi her reel konveks fonksiyon

i¢in, meshur Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir:

b
f(a+b)Sbiaff(x)dxsf(a);f(b)

2

Hermite’in 1893 wyilindaki ¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak ¢aligilmasi, 1905-1906 yillarinda iinlii Danimarkali
mithendis ve matematik¢i Jensen ile baslar ve kendisi sunlari 6ngrmiistiir: “Bana
gore, konveks fonksiyon kavrami temel olarak pozitif ve artan fonksiyonlarla
alakalidir. Bu konuda yanilmiyorsam, konveks fonksiyonlar teorisinin Snemi zamanla

anlasilacaktir.”



Son yillarda modern matematikte aragtirma makaleleri ve kitaplarda genis bir sekilde
yer alan konveks fonksiyon kavraminin nemi gergekten anlasilmistir. Bu baglamda
temel matematikte ilgi ¢eken/gekmekte olan Hermite-Hadamard esitsizliginin birgok
uygulamasiyla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu
matematikgi farkh konveks fonksiyon simflart (quasi-konveks fonksiyonlar,
fonksiyonlarin Godunova-Levin simifi, log-konveks ve r-konveks fonksiyonlar, p-
konveks fonksiyonlar, vb.) ve &zel ortalamalar (p-logaritmik ortalamalar, identik
ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.} igin bu esitsizlikleri uygulamaya, genisletmeye

ve genellestirmeye calismaktadsr.

19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla
iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
temel calisma 1934°te Hardy, Littlewood ve Pélya [3] tarafindan yazilan “Inequalities™
adli kitaptur. ikinci galisma ise Beckenbach ve Bellman [4] tarafindan 1961°de yazilan,
1934-1960 yillart arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarim igeren,
“Inequalities™ adli eserdir. Bunu Mitrinovi¢’in [5] 1970 yilinda yayinladig: ve ilk iki
kitapta bulunmayan farkh konulara da yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitabi
takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler iceren ilk kaynak ise
“Convex Functions:Inequalities” bashgiyla 1987 yilinda Pecaric[6] tarafindan
yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira Mitrinovi¢ [7,8] “Inequalities Involving
Functions and Their Integrals and Derivatives” ve “Classical and New Inequalities in
Analysis”, Pachpatte [9] “Mathematical Inequalities” ve Niculescu and Perssons [10]
“Convex Functions and Their Applications” literatiirde mevcut olan diger

kaynaklardir.

Hermite-Hadamard esitsizlikleri konusu Dragomir ve Pearce [11] tarafindan yazilan
"Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adlr eserde
detayli olarak yer almaktadir. Bu alanda ¢ahsan diger matematikgiler Agarval,
Anastassiou, Milovanovic, Fink, Roberts and Varberg, Barnett, Ozdemir, Sarikaya,

iscan seklinde siralanabilir.

[3%)



Konvekslik kavrami Fizik, Termodinamik, Ekonometri, Olasilik ve istatistik Teorisi

dahil olmak iizere birgok uygulama sahasinda bilyiik 6neme sahiptir.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan Bernoulli
(1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglamigtir. Sonra bu kavram bir siire unutulmusg
olmasina ragmen iinlii olasilik¢1 Bortkiyevig’in (1868-1913) biiyiik katkisiyla yirminci

asrin baslarinda yeniden kullamlmaya baglamstir.

Stokastik siiregler, esasen zaman iginde gelisen olasiliksal modelleri inceleyen olasilik
teorisinin dnemli bir dalidir. 1900 yilinda Fransiz matematikci Bachalier ilk kez Brown
hareketinin matematiksel modelini kurmustur. 1905 yilinda Einstein ve Smoluhovski
bazi fizik problemlerinin incelenmesinde olasilik teorisini kullanmak zorunda
kalmiglar ve Bachalier'nin kurmus oldugu siirece benzer bir siiregle
karsilasmiglardir.1914 yilinda Planck ve Fokker, olasilik teorisini kullanarak diftizyon
olayini incelemeye ¢alismuslardir. Tiim bunlar matematikte yeni bir kavram olan

stokastik siire¢ kavraminin meydana ¢ikmasina yol agmustir.

Stokastik siiregler teorisinin matematiksel temelleri 20. yiizyilda Markov, Slutski,
Wiener, Hincin, Kolmogorov gibi matematikgiler tarafindan verilmistir. Stokastik
siiregler teorisinin sonraki gelismesi Feller, Levy, Wald, Doob, Ito, Dynkin, Skorohod,

Takac ve Cinlar gibi matematikg¢ilerin ¢aligmalar ile devam etmektedir.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlar, optimizasyon ve matematiksel
programtama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir ¢aligma imkani sagladifit
icin, literatiirde dnemli bir yere sahip olmustur. Bilhassa, stokastik siiregler igin
stokastik monotonluk ve konveksligi tamimlamak optimizasyonda &zellikle optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldufunda sayisal yaklagimlar elde

edebilmek i¢in bilyiik 6nem tagimaktadir.

(2,3, P) birolasilik uzay1 T € R = (—o0, ) olsun. Reel degerli X(t, w) fonksiyonu
her t € T igin £2'da tanimlanmig rastgele degisken ise ona rastgele fonksiyon denir.

Eger T = R* ise ve t parametresi zamani ifade ediyorsa bu durumda X (¢, ) rastgele



fonksiyonuna stokastik stireg denir. Bu tammdan goriildiigi gibi, rastgele degigkenden
farkl: olarak, stokastik siire¢ «w’nin yani sira hem de zamana da bagh bir fonksiyondur.
Eger X(t, w) stokastik siirecinin w parametresi sabit tutulursa bu durumda yalmz t’ye

bagli olan bir fonksiyon elde edilir [12].

1980°de Nikodem [13], konveks stokastik siiregleri tanimlamis ve konveks stokastik
siregler igin bilinen bazi 6zellikleri vermigtir. Bu calismada, [u,v] X {2 kiimesi
tizerinde tanimli her reel konveks X stokastik siireci igin elde edilen Hermite-

Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir:

¥ (u +v ’.) < v_i_dfvxct")dt < Xw)+ X))

2 2
Burada, Nikodem[13] X(t,«) konveks stokastik siirecinde w parametresini sabit
tutarak yukaridaki esitsizligi elde etmistir. w parametresi sabit tutulursa, bu durumda

asafidaki sekil 1.1.1 elde edilir:

'3
Xt )

X(v,.) f===mmemcrnmrcccnnan wX(v.))

(1K) e ===

X(uH14) fmmem e e

(6, X(w,})
X(u,.) [—=

]
1
1
L ]

A A

0 y  teHaem

a4

Sekil i.1.1, Konveks Stokastik Silreg

Alinan bu sonucu olasiliksal olarak asagidaki gibi yorumlamak miimkiindiir:

X(ET,) <g EX(T,) <5 EX(T",), TEC
Burada E beklenen deger, T (T") [u,v] aralifinda ({u,v} kiimesi iizerinde) diizgiin
dagilima sahip bir rastgele degisken, Cg, [u,v] fizerinde tanimli biitlin reel konveks
stokastik siiregler kiimesi ve <, ise rastgele depiskenlerin konveks siralamast olarak

tanimlanir.



Jensen-konveks, A-konveks stokastik sfiregler 1992°de Skowronski tarafindan
tamimlanmustir. Aynica Kotrys 2012°de stokastik siiregler igin strongly konvekslik
kavramim tanimlamis ve bu siiregler igin Hermite-Hadamard esitsizligi ve Jensen

esitsizligini elde etmis, Kuhn ve Bernstein-Doetsch teoremini ispatlamigtir.

Son yillarda, 2014’den beri Okur, Akdemir, iscan konveks stokastik siireglerin bazi
genellestirmesi ve genisletmesi iizerinde ¢aligmaktadir. Ayrica, Sarikaya, Maden, Set

es zamanl olarak bu konular lizerinde 6nemli ¢alismalar yapmugtir.

Bu tezin giris kisminda itk olarak bu konuda literatiirde yer alan aragtirmalardan kisaca
bahsedilmistir. Daha sonra konu ile ilgili gerekli temel kavramlar verilmigtir. Tezin
materyal ve yontem kisminda ise, literatiirde mevcut olan m-konveks, r-konveks,
harmonik konveks, p-konveks ve (p,h)-konveks fonksiyonlar tanmitilmis ve bu
fonksiyonlar igin elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kisaca sunulmustur.
Tezin arastirma bulgulan kisminda m-konveks, r-konveks, harmonik konveks, p-
konveks ve (p, h)-konveks stokastik siiregler 6zgiin olarak tamimlanmis ve bu siiregler
igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Ayrica literatiirde mevcut olan
konveks, log-konveks, preinveks konveks, s-konveks, ¢-konveks, h-konveks

stokastik siiregler i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlar
Oncelikle fonksiyonlardaki konvekslik ile ilgili kavramlari verelim.

Tamm 2.1.1. L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak iizere
B={zelz=ax+(1—a)y ,0<a<1c A}

ise A kilmesine konveks kiime denir [14].

Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x ve y’nin katsayilan ig¢in a +
(1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki
a,(1 —a) yerine a + # = 1 sartim saglayan ve negatif olmayan a,f reel sayilar
alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug noktalar1 x ve y olan bir dogru par¢asidir.
Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasin

birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [14].

Sekil 1.1,1, Konveks kiime[14].

Sekil 2.1.2. Konveks olmayan kiimef14}.



Tanim 2.1.2. {, R’de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olmak {izere her x,y € [ ve
a € [0,1] igin

flax+ (1 -a)y < af(x) + (1 -a)f(y)
sartint saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonun

geometrik anlami agagidaki gibidir [14].

f(b) t==--memmccacccccna- (b, f(b))

U@IHEOE) mm===m=mmmm =

fta+{1-h) keccueee-

(a.[(a))
o) [===

L 4

0 a @+{1-t)b b

Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyon [14].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu (a, b) aralifinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f'’niin

artan olmasidir [15].

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun / agik aralifinda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun
bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeterli sart x € [ i¢in f"(x) = 0
olmasidir [15].

2.2. Stokastik Siirecler
Stokastik siirecleri tanimlayabilmek i¢in 6ncelikle o-cebir, olasihik uzayi, olay,

rastgele degisken gibi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Asagida bu kavramlarin

tamimlari verilmektedir.



Tamim 2.2.1. ) # @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir J sinifi:
) Q€ 3,
2) VAESicin A€S,
3) lkiser ikiser ayrik kiimelerin olugturdugu ¥ (A,) € J dizisi igin

(=]
UA,, €y
n=1

dzelliklerine sahip olsun. Bu takdirde J simifina £2’da bir “o-cebir”dir denir. Bir o-

cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve tlimleme islemine gore kapalidir [12].

Tanim 2.2.2. R reel sayilar kiimesindeki agik araliklarin sinifin1 kapsayan en kiigiik
araliklarin g-cebirine “Borel cebiri” denir. Bore! cebirinin her bir elemanina “Borel

kiimesi” denir [12].

Tamm 2.2.3. Sonuglarmin kiimesi belli olan ancak gergeklestiginde hangi sonucun
ortaya ¢ikacagi 6nceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik
deney” denir [12].

Tanim 2.2.4. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine “6rnek uzay”

denir. Ornek uzayin her alt kiimesine “olay” denir [12].

Tamm 2.2.5. 3, Q # @ 6rnek uzayi lizerinde tammlanmus bir g-cebir olmak iizere,
P:3 - R fonksiyonu

1) VAEZ icinP(4) 20,

2y P() =1,

3) ikiser ikiser ayrik kiimelerin olugturdugu v(4,) € I dizisi igin

P(D Ap) = i P(Aq)
n=1 n=1

tzelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna J iizerinde bir “olasihk &lgiisti” denir. P(A)

degerine ise, A olayinin olasilik l¢iisii veya “A olayinin olasth@i” denir [12].



Tamm 2.2.6. Q # @ bir drnek uzay, Q’da tamimlanmig bir g-cebir ve P, J lizerinde
tanimlanmus bir olasilik 8l¢iist olmak iizere, (2,3, P) iigliisiine bir “olasilik uzayr”
denir [12].

Bir (Q,3, P) olasilik uzayi, bir stokastik deneyin modeli olarak kullamldiginda, 3 o-
cebirindeki kiimeler, deney ile ilgili olaylara karsilik gelir. Bir o-cebir, sayilabilir
birlesim, kesisim ve tiimleme islemine gore kapali oldugundan o-cebirdeki kiimeler

tizerinde bu islemler sonucu elde edilen bir kiime ise bir olaya kargihk gelir.

Bir stokastik deneyin sonuglarimin kiimesi olan rnek uzayin elemanlar cok degisik
tiirde olabilir. Rastgele degiskenler yardimiyla 6rek uzayin elemanlarina reel sayilar
eslenmekte ve boylece olasilik dlgiileri Borel cebiri lizerindeki olasilik dlgiilerine

indirgenmis olmaktadir.

Bir stokastik deney sonucunda degerler alan fonksiyona rastgele degisken denir.
Rastgele degiskenler tamim kiimesine gore kesikli, mutlak stirekli ve singiiler olmak
iizere ii¢ kisma ayriliriar. Ornegin, bir madeni para 10 kez atldiginda yazi gelmesi
sayisi kesikli, bir elektrik cihazinin bozulmadan ¢alisma siiresi ise siirekli rastgele
degiskendir. Rastgele degisken matematiksel olarak asagidaki Tamim 2.2.7°deki gibi

tanimlanmaktadir:

Tanim 2.2.7. (Q,3, P) bir olasilk uzay:, £:Q — R bir fonksiyonu vx € R sayisi
icin {w: £ (w) < x} € J yani J-dlgiilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rastgele degisken”
denir. Tamimindan goriildiigii gibi rastgele degisken ashnda, belli 6zellikleri olan bir
degiskenli fonksiyondur. Birgok durumda ikinci bir degiskene de ihtiyag
duyulmaktadir. Ornegin, sivi igerisinde olusan bir hareket sonucunda bir parcacigin
zaman gectikge konumu veya hizi veyahut borsadaki herhangi bir hisse senedinin
fiyatmin zamanla degigmesi, sadece bir rastgele degiisken yardimiyla tanimlanamaz.

Bu durumda stokastik siire¢ kavramina ihtiyag duyulmaktadir[12].

Tamm 2.2.8. (Q, S, P) bir olasilik uzayi ve @ # T € R bir kilme olsun. Reel degerli

X(t, w) fonksiyonu, her ¢ € T igin Q kiimesinde tamimlanmus bir rastgele degisken ise,



bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t,w),Y(t,w) sembolleri ile
gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve ¢ parametresi zamam ifade ediyorsa, bu

durumda X (¢t, w) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir {12].

Tamm 2.2.9. X(t,w) bir stokastik siireg, ty,ts,..,6, € T olsun. Bu durumda
Feptn X1y s Xn) = Plw X (b, @) < xq, .., X(8n, 0) € %3}, x; € R fonksiyonuna
X(t, w) stokastik siirecinin n-boyutlu dagilim fonksiyonu denir. Her £y, ¢5, ..., £, igin

stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1 denir. Sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir [12]:
1. Ft1.tz,....tn(x1!x2 s Xg) = Fc1,t2,...,t,,_1 (X1, %3 s Xm1, ),

2, Ftpfz.---rtn(xl' X3z . ,xn) = Ftil'tlzﬁ'"'tln (x(l, xiz, ...,xln).

.....

dir. Bu teoreme gére, stokastik siireg ile onun sonlu boyutlu dagilimlar: birbirlerini

birebir tamimlamaktadir. T ve D kiimesinin her biri hem kesikli hem de siirekli olabilir

[12].

Tamm 2.2.10. T € N ise X(t,w)’e kesikli zamanl stokastik siireg, T arahk ise
X(t, w)’e siirekli zamanh stokastik siire¢ denir. Eger X (¢, w) stokastik siirecinin D
durum (degerler) kiimesi kesikli ise bu takdirde siirecin sonlu boyutlu dagilimlar:

olasiliklar ile tanimlanmaktadir [12].

Eger X(t,w) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayilamayan sonsuz elemana sahip

ise bu takdirde stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu:

Xy Xn
Ft1....,tn(x1|'"1xn) = f f Pr,tn (g, o U dduy oo duy,
- =



gibi tammlanmaktadir. Burada P . (u,,..,u,), siirecin 7n-boyutlu olasiik

yogunluk fonksiyonudur. Stokastik siirecin soniu boyutlu dagilim fonksiyonu temel

kavramlardandir [12].

Tamm 2.2.11. X(¢t,w) bir stokastik siireg, F.(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t igin

+®
f lxld Fu(x) < +oo

ise
+00

E(X(t, @) =f xd Fy(x)

-0
integraline X(t,w) stokastik siirecinin beklenen degeri denir. Stokastik siirecinin

beklenen degeri my(t) sembolii ile de gosterilmektedir [12].



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Materyal
Bu kisimda literatiirde mevcut olan m-konveks, r-konveks, harmonik konveks, p-
konveks, (p, h)-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler kisaca sunulmusgtur.

3.1.1. m-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizli§i

Bu kisimda m-konveks fonksiyon tamimi ve bu fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmigtir.

Tanim 3.1.1.1. f: [0, ] = R bir fonksiyonu ve m € [0,1] olsun. Eger her x, y € [0, b]
ve t € [0,1] igin
flex +m(1=2t)y) <t fx)+m(l-0f() (3.1.1.1)

ise bu fonksiyona #-konvekstir denir [16].

Agtkea gorilliir ki, (3.1.1.1) esitsizliginden m = 1 igin konveks fonksiyon ve m =0

i¢in starshaped fonksiyon elde edilir.

Teorem 3.1.1.1. f:[0,00) = R fonksiyonu m-konveks olsun. Egerher0 < a < b <
o icin f € L,[a, b] ise asagidaki egitsizlik elde edilir [16]:

Fl@) +mfZ) F(b) +mF(2)
2 ! 2 '

1
a—b»b

b
f f(x)dx <min (3.1.1.2)



3.1.2. r-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Egsitsizligi

Bu kisimda r-konveks fonksiyonun tammi ve bu fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmistir.

Tamm 3.1.2.1. f pozitif bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € [a,b] ve t € [0,1] igin
fCtx+(1-8)y) <M, (f(x).f ()i )

_ [(t[f(x)]" +A=-0lfINYT,  T#0

~reorron e . r=0

sartt saglaniyorsa bu fonksiyona [a, b] araliginda r-konvekstir denir. Buradan r = 0

(3.1.2.1)

igin log-konveks fonksiyon ve r = 1 igin konveks fonksiyon elde edilir [17].

Teorem 3.1.2.1. f:[a,b] - (0,), r-konveks bir fonksiyon ve 0 <r < 1 olsun.
Eger her a < b icin f € L,[a, b] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur [17]:

G 1
b-a L fldx < (75.‘1‘) UF@F + FBIYF.  (3122)

3.1.3. Harmonik Konveks Fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda harmonik konveks fonksiyonun tammi ve bu fonksiyon igin Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tamm 3.1.3.1. f:/ c R\ {0} » R bir fonksiyon olsun. Eger x,y € I ve t € [0,1]
icin
Xy
flara=—oy)
tx+(1-t)y

ise bu fonksiyona harmonik konvekstir denir [18].

<tf+ (A =-6f(x) (3.1.3.1)

Teorem 3.1.3.1. f:/ c R\ {0} » R harmonik konveks bir fonksiyon ve a,b €]
olsun. Eger her a < b igin f € L, [a, b] ise asagdaki esitsizlik mevcuttur [18]:

2ab ab Y f(x) f(a) + f(b)
f(a+b)sb—aa x? dx < 2 '

(3.1.3.2)



3.1.4. p-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda p-konveks fonksiyonun tanimi ve bu fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmistir.

Tamm 3.1.4.1. f: [ = R bir konveks fonksiyon olsun. Eger herx,y €/, t € [0,1] ve
p € R/{0} igin
F([tx? + A = DYPIVP) < tf (D) + (A - )f (¥) (3.1.4.1)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona p-konvekstir denir [19).

Teorem 3.1.4.1. f:] —» R fonksiyonu p-konveks ve a,b € [ olsun. Eger her a < b
igin f € L,[a, b] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur [19]:

1/p b
f( [al’ + bp] ) < p f xp—lf(x)dx < w (3,1,42)

2 = bP —qaP
3.1.5. (p, h)-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (p,h)-konveks fonksiyonun tammi ve bu fonksiyon igin Hermite-

Hadamard esitsizligi veriimistir.

Tanm 3.1.5.1. h:(0,1) € J - R reel degerli, sifirdan farkhi ve negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her x,y €I, t € (0,1) ve p € R/{0} igin asagidaki esitsizligi
saglayan f:1 — R fonksiyonuna (p, h)-konvekstir denir [19]:

f(lex? + Q1 — O)yP1MP) < h()f(x) + h(1 = )f (). (3.1.5.1)
Ayrica yukaridaki esitsizlik ters gevrilirse bu fonksiyona (p, h)-konkavdir denir [19].

Teorem 3.1.5.1. f:1 — R fonksiyonu (p, )-konveks ve a, b € I olsun. Eger her a <
b icin f € Ly[a, b] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur [19]:

1 P 4 ppt/P "
Zh(l) J ( [a ; ] ) =5 f aP L xP71f (x)dx
2

1
< (f(a) + f(b)) f h(t)dt. (3.1.5.2)
0

14



3.2. Yintem

Fonksiyonlar igin yukarida verilen tamim ve teoremleri stokastik siireglere
uygulayabilmek icin asagidaki kuadratik orta anlamda yakinsama, tiirevlenebilme ve

integrallenebilme ¢esidi yontem olarak kullanilacaktir.

Oncelikle stokastik siire¢ tanimini hatirlayalim:

Tamm 3.2.1. (2,3, P) bir olasilik uzayi ve @ # T € R bir kiime olsun. Reel degerli
X(t, w) fonksiyonu, her t € T igin Q kiimesinde tanimlanmig bir rastgele degigken ise,
bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t,w),Y(t,w) sembolleri ile
gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zaman: ifade ediyorsa, bu

durumda X (t, w) rastgele fonksiyonuna bir *“stokastik siire¢” denir [12].

Bu konunun anlasilmasi igin olasilik teorisinden asagidaki yakinsama tiirii
bilinmelidir:

Tamm 3.2.2. Ayn bir (Q,3, P) olasilik uzayinda {X,}, n = 1 rastgele degiskenler
dizisi ve X rastgele degiskeni verilsin. Bunun yani sira E|X,| < oo ve E|X| <o
olsun. Eger 0 < r < oo ven — oo iken E|X, — X|" = [|X,(w) — X(w)|"dP(w) —

0 ise, bu takdirde {X,} dizisi X’ye r. mertebeden orta anlamda yakinsiyor denir ve

L
bu yakinsama n — oo iken X, SX seklinde yazilir. Bu yakinsama gesidine analizde
L, anlaminda yakinsama denir. Ozel olarak 7 = 2 oldugunda bu yakinsamaya

kuadratik orta yakinsama denir. Bu yakinsama [.i. m X,, =X seklinde yazilir. Burada
n—o

L.i.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltilmis yazilimidir [12].

Buna gére, kuadratik anlamda yakinsama tanimi stokastik siiregler dizisi igin agagidaki

gibi yapilabilir.

Tanm 3.2.3. (2,3, P) olasilik uzaymnda t € T € R olmak iizere {X,(t,w)}, n =1
stokastik siirecler dizisi ve X(t,w) stokastik siireci verilsin. Bunun yani sira

E|X,(t, )| < o ve E|X(t,w)| < oo olsun. Eger Vt €T igin Li.mE (X,(t,w) —
n—oo

X(t,w))? =0 ise {X,(t, @)}, n =1 stokastik siiregler dizisi, X(t,w) stokastik



stirecine kuadratik orta anlamda yakinsaktir denir ve Li.mX,(t,0) = X(t,w) ile
n—w

gosterilir [12].

Tamm 3.2.4. X(t,w) stokastik siireci verilsin. Eger
I.Ai. m E(X(t+A)—-X(@)* =0 (3.2.1)
ise, bu durumda X(t,w) stokastik siirecine ¢t noktasinda kuadratik orta anlamda
siireklidir denir ve bu durum asagidaki gibi gosterilir[12]:
lhl-'-{)nX(t +A) = X(¢t).
Tamm 3.2.5. (11,3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X(t,w) stokastik
stireci verilsin. Eger mevcut ise, asafidaki limite X(t) = X(t, w) stokastik siirecinin

kuadratik orta anlamda tiirevi denir.
X(t+4) —X(t)
m

b A = X'(¢t) (3.2.2)
Bu tamim agagidaki gibi yazmak miimkiindfir:
X(t+8) - X(t ?
I.Ai.gnE ( z ( )—X’(t) =0. (3.2.3)

(3.2.2) limitinin varhig ve tekligi igin bir kogulun saglanmasi gereklidir. Bu limitin
varlig1 igin gerekli kosul ise X (¢, w) stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda siirekli
olmasidir [12].

Tanim 3.2.6. Olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X (¢, w) stokastik fonksiyonu
verilsin. Ayrica [u, v] aralidinin pargalanisi u = to, tq, tz, .., ty = U Aty = by — Ly,

k =1,2,...,n olmak iizere . i. m max|At;| = 0 olsun. Bu durumda
n—o ksn

w v
L i.ngX(tk,w)Atk - f X(t, w)dt
" k=1 =

esitligine X(t, w) stokastik fonksiyonunun [u, v] araligindaki integrali denir [12].

Bu tezde ¢alisma boyunca biitiin yakinsama, silreklilik, tiirev ve integral islemleri

kuadratik orta anlamda kullanilmigtir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bsliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisim 6zgiin ¢alismamizi, ikinci kisim

ise bu konu ile ilgili meveut literatiir calismalarini igermektedir.
4.1. Baz Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Esitsizlikleri-I

Bu kisimda m-konveks, r-konveks, harmonik konveks, p-konveks ve (p, i) -konveks
stokastik sliregler 6zgiin olarak tanimlanmus ve bu siiregler igin Hermite-Hadamard

tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 4.1.1. X: ] X 2 > R integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve u,v € [ olsun. Bu
taktirde her A € [0,1] igin

1 1 1 v
J; X(Au + (1 = v, )dA = fu X(w + (1 - Du)dl = —— fu X(t,)dt

esitligi mevcuttur.

v v X(t)

fspat. — [, = —dt integralinde ¢ = degisken doniisiimil yapilirsa

u uv
-u Au+(1-Ay

v 1
v%u L X(t,)dt = fu X(Au + (1 — A),)dA

elde edilir. Benzer sekilde

1 v 1
—f X(t,)dt = f X(Av + (1 = Du,)dA
v—ul, P
dir.
4.1.1. m-Konveks Stokastik Siirecler i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi
Bu kisimda m-konveks stokastik stireg tanimi ve bu siiregler i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi elde edilmistir.
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Tamm 4.1.1.1. X:[0,v] x 2 = R bir stokastik siireg ve t,s € [0, v] olsun. Eger her
A €[0,1] ve m € [0,1] igin
X(At+m(1-2As,) £AX()+m(1—-2A)X(s,) (41.1.1)

sartint saglaniyorsa bu siirece m-konvekstir denir.

Acikga goriiliir ki, (4.1.1.1) esitsizliginden m = 1 igin konveks stokastik stireg ve A =

1/2 igin Jensen m-konveks stokastik siirec elde edilir.

Teorem 4.1.1.1. X: [0, 00) x 2 = R siireci m-konveks bir stokastik siire¢ olsun. Eger

her 0 €< u < v < @ igin X € L, [u, v] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur:

v X)) + mX(=,.) X(v,) +mX(=,.
Ui—u J; X(tr)dtSmin{ &2 ?: ) X) - o )}. (4.1.12)

ispat. X ,m-konveks bir stokastik siireg olduundan her t,s = 0 ve A € [0,1] igin
X (At + m(1 - A)s,) < AX(t,) +m(1 - DX(s,)

dir. Buradan t = u ve s = v igin

X (Au+ (1 —Dv,) < X(w) +m(l — DX (% ) (4.1.1.3)

X(v + (1 — D) < AX(w,) +m(1 — DX (%) (4.1.1.4)

elde edilir. Yukandaki son iki esitsizlik [0,1] aralifinda A parametresine gore

integrallenirse

1 1 v
fo X(u+ (1= v, )dA < fu AX(u) +m(1 = DX ()2

= X(u,") fo A+ mX (%) fo 1(1 — A)da

_ [xa) o )

elde edilir. Benzer gekilde

[rw + e ()]

1
f X + (1 = Du,)dA <
1]

dir. Son olarak Lemma 4.1.1°den



1 1 1 v
fo X (lu+ (1 — v, )dA = J; X v+ (1 - Duddi = —— L X()dt

esitsizlikleri kullanilirsa (4.1.1.2) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.1.2. X:[0,0) x 2 = R m-konveks bir stokastik siireg olsun. Eger her
0 < u <vigin X € L,[u,v] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur:

X(u+v.)< 1 va(t,-)+mx(%,-)

2 'J T v-u 2 1B

u

- m:- 1 [X(u.-) -;X(vr) " mX (%) :X (%)l (4.1.1.5)

ispat. X stokastik siireci her ¢,s € [0,00) i¢in m-konveks oldugundan agagidaki

esitsizlik gegerlidir:

X (HTS) < % [%(t.) +mx (%)]

Buradat = Au+ (1 — v, s = (1 — Du + Av degerleri yazilirsa

(u ; v,-) < %[X(Au +(1=)v,) +mX ((1 - 1)%4- ,1-:;-)]

elde edilir. Yukaridaki son esitsizlik [0,1] araliginda A parametresine gore

integrallenirse

(u+v

[t '
- ,-)SEUD X(Au+(1—l)v,-)d&+mjo mX((l—A)%+A%,-)dA]

elde edilir. Lemma 4.1.1°den
1 1 v
f X(u+ (1 — A)p,)dA = —— f X(t)dt
0 v=1uJgy

oldugu bilinmektedir. Buradan

1 l 1 v t
jx(,11‘-+(1—/1)—”-,-)d/1=—"—Lme(t,-)dt= IX(—,-)dt
5 m m v-uju v—ul),  \m

elde edilir. Son iki esitlik iistteki esitsizlikte yerine yazilirsa, (4.1.1.5) esitsizliginin sol

tarafi elde edilir. X, m- konveks oldugundan ¢t = u,s = v igin



1 ==
-Z-[X(Au+(1—l)vu) +mX((1 "’UEHE")]

1 v u v

— — — — = 2 =
<3 [ Cu,.) +m(1 - 2)x (m) +m{1— DX (m) +m AX(m . )]e1.16)
dir. Yukandaki son egitsizlik [0,1] aralifinda A parametresine gore integrallenirse

t
1 J- X(t,.)'i'?z‘!‘lX(-TE,.)dt

v—ul,

< %[X(un) +;"-X(%') +mX(%,.) +2m2X(m%..)] (4.1.1.7)

elde edilir. Benzer sekilde
t+s 1 s
X (—2—-) <3 [xe) +mx (=]
esitsizliginde t = Av + (1 —Du , s = (1 — v + Au degerleri yazilir ve Lemma
(4.1.1) kullamlirsa

dt

1 J.vX(t,.) +mx(=,.)

v—ul, 2

o), ) )

2 2

elde edilir. (4.1.1.6) ve (4.1.1.7) taraf tarafa toplanirsa

1 va(t,.) +mX(%)
" 2

dt
v—u

S%[X(u,.)+X(v,.) +2m(X(%,.) +x(%))

e (x () 4% (o) )|

<m+1ﬁx(u,.)+X(v..)+mx(%'-)+x(%'-)]

-4 2 2

dir. Bdylece teoremdeki esitsizligin sad tarafi elde edilir.



4.1.2. r-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda r-konveks stokastik siire¢ tanimi, bu siiregler i¢cin Hermite-Hadamard

esitsizligi elde edilmigtir.

Tamm 4.1.2.1. X: {u, v] X 2 = (0, ) pozitif bir stokastik siireg ve 0 < 7 < 1 olsun.
Eger her t, s € [u,v] ve 4 € [0,1] igin
X(At+ (1 —2)s,;) <M (X)X (5,); A)
_ { AX(EDT + (1 = DIXEHINYr#0
[X (£ X (5] ,r=0.

sarti saglaniyorsa bu siirece r-konvekstir denir. Agikga goriilmektedir ki, (4.1.2.1)

(4.1.2.1)

esitsizligi ile 7 = 0 i¢in log-konveks stokastik siire¢ ve r = 1 i¢in konveks stokastik

siireg elde edilir.

Teorem 4.1.2.1. X: [u,v] X 2 - (0, ) r-konveks bir stokastik siire¢ ve olsun. Eger

her0 € u < v < oo igin X € L,[u, v] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur:

1 : 1
- fu X(t)de < (=) (K@Y + K@Y

ispat. X, r-konveks stokastik siireg ve r > 0 oldugundan her 4 € [0,1] i¢in
X@t + (1 = Ds;) < QXEN" + (1 — DEEHNNT

dir Buradan ¢ = u, s = v olmak iizere Lemma 4.1.1 ile

1 (v '
— L X(t,)dt = J; X(Au + (1 = v, )dA

1
< [ QAT + (1 - D@72
0

dir. Burada Minkowski esitsizligini kullanarak

1
f AX@T + (1~ DX @]
0

14 r 1 1 r
( f ArX (u,-)dzl) + ( f (1-0rX (v,-)dl) l
] 0

A=

=




1

K@Y

r
r+1

r T
= (m X)) +

-

1/r
T :- 1) (X )HI + X))V

elde edilir. Bu durumda

o s ()

1/r
(X)) + X))

dir.
4.1.3. Harmonik Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Egsitsizligi

Bu kisimda, harmonik konveks stokastik siirecler tamimi ve bu siiregler igin Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Tanm 4.1.3.1. X: 1 c R\ {0} % Q — R pozitif bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde
her t,s € 1 ve A € [0,1] igin asagidaki esitsizligi saglayan X"e harmonik konveks

stokastik siire¢ denir:

ts
X (m,) < AX(s,) + (1 — )X(¢,). (41.3.1)

Lemma 4.1.3.1. X:/ c R\ {0} x Q = R pozitif ve integrallenebilir bir stokastik stire
ve u < v olsun. Bu taktirde her u, v € [ ve A € [0,1] igin

1 1 v .
J, * Gt ) = [, ¥ v ) =7, T

u

esitligi mevcuttur.

. uv v X(L) ] o _ uy e Pl
Ispat. — |, t—zdt integralinde £ = s——— -y degisken doniisiimil yapilirsa
uv  YX(t, 1 uv
[ - —
v—uj, t 0o Mu+(1-A)y

elde edilir. Benzer sekilde

uv f”X(t,-)dt_rX( uv )dl
v—ul, 2 J, T \w+(Q-u’

I=d
It



dir.

Teorem 4.1.3.1. X:I c R\ {0} X Q - R harmonik konveks bir stokastik siire¢ ve
u < v olsun. Eger her u, v € I igin X € L, [u, v] ise asafidaki esitsizlik mevcuttur:

v . - .
X(Zuv ,-)S uv f X(t,)dtSX(u,)+X(v.).
u+v v—uj, t? 2

(4.1.3.2)

fspat. X: 1 < R\ {0} x £ » R harmonik stokastik siireg olmak iizere her £, 5 € I igin
(4.1.3.1) esitsizliginde A = 1/2 yazilirsa asag:daki esitsizlik elde edilir:

2ts X(t) +X(s,)
X (t +s ) = 2 ‘

degisken d6niisiimi yapilirsa

ur

uv
Buradat—m, S—-m

uv uv
X( 2uv ) <X(}1u+ (1 —A)v")+x(lv+(1—/1)u")
u+v' /" 2

elde edilir. Yukandaki son esitsiziik [0,1] arahginda A parametresine gore

integrallenirse

1
35 [ [ )a] wse

elde edilir. Buradan Lemma 4.1.3.1 ile (4.1.3.2) esitsizliginin sol tarafim elde edilir.

X, harmonik konveks stokastik siire¢ olmak iizere her t,s € [ ve A € [0,1] igin

ts
X (m,) < AX(s)+(Q—)X(t,)

dir. Buradan t = u, s = v degisken doniisiimii ile Lemma (4.1.3.1) kullamlarak
L uv uw  (YX(t)
f,, X(Au+ (1 -A)v")d’1 ’v—ufu R
elde edilir. Benzer sekilde

1 uv ur  (YX(t)
J;X(itv+(1—;{)u")d'1—v—uj e

u

oldugu goriiliir. Son iki egitlik taraf tarafa toplanirsa (4.1.3.2) esitsizliginin sol tarafi
elde edilir.

Son olarak, X:(0,00) x 1 - R stokastik siirecinde X(u,’) = 1 olsun. Bu durumda
her u,v € (0,0) ve 1 € [0,1] i¢in
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uv
1=X (m,) =)+ (1 -DX(u) =1
dir. Bu nedenle X stokastik siireci (0, o) iizerinde harmonik konvekstir. Buradan
2 & X t;' X 20 -X X
(uv')=1' uvj ( )dt=1, (uw,.)+X(w )=
u+v v—-u t? 2

u

dir.
4.1.4. p-Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda p-konveks stokastik siireg tanmimi ve bu siiregler i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi elde edilmistir.

Tamm 4.1.4.1. X: | X 22 - R bir stokastik siireg olsun. Eger her t,s € [, A € (0,1) ve
p € R/{0} igin
X([AtP + (1 - DsPIVP,) < AX(6) + (L -DX(s)  (41.41)

esitsizligi saglaniyorsa bu siirece p-konvekstir denir.

Lemma 4.1.4.1. X:I X Q — R integralienebilir bir p-konveks stokastik stire¢ olsun, Bu
taktirde her u,v € I ve A € (0,1) igin
v 1 v —-u v - 1/p
P f tPIX(t,)dt = f X( 4 vP + yu”] ,-) dy
u

vP —uP J, v—u v—u v—u

esitligi mevcuttur.

i P _(Vep-ix(t.- i ; p Y p g VY p 5i
Ispat. —— fut X(t-)dt integralinde 7 =>—vP +-—u degisken

degistirmesi yapilirsa

P "p_l 1 J"’ y-u_, v—ypllﬂ
vP—upJ;t X(t,)dt -v_qu I +v—uu] s | dy

elde edilir.

Teorem 4.1.4.1. X: I X 2 - R p-konveks bir stokastik siire¢ ve u < v olsun. Eger

heru,v € [ ve A € (0,1) icin X € L;[u, v} ise asagidaki esitsizlik mevcuttur:

uP + PP P v
g p-1 .
X([ 5 ] ')‘v?—ul’fut X(t,)dt




wa»;xwa.

(4.1.4.2)

ispat. Tanim 4.1.4.1’den A = :—::l-', t=u,s =vigin

X()’—uvp+v—yup]1/p,.)s(z )X( )+( )X(u,)

v—=Uu v—=1iu

dir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi y parametresine gore integrallenirse

1
v J” u » v - J, p [
<
J’X( P+ — u dy = X(v,") dy+X(u.

X(u,2)+X(v,)

<(v—-u) >

elde edilir. Buradan Lemma 4,1.4.1 ile

! Y=u o V=Y o7 N N
f ( vP + uPl - dy—vp_up.’;tp X(t,)dt

v—ul), "\lv-u v—u

< X(ul') + X(V,')
2
dir. Béylece (4.1.2.1) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Simdi

v 1 v —u V- i/p
& f tP-1xX (¢ )dt = J' (= + = Zop] " )y
vP—ub J, v—uj, v—u v—u

integralinde y = %(u + v) + t degisken doniisiimii yapilirsa

1
p_up 5
P t] - |at
—u

P —ub

2=
f X [2 (uP +vP) +

—-(v-u)

f 1Y (E)dE =

v—=u

1 1
1 E("“‘) vP —uP 17
= f [ (P +vP) + — t] ;o |dt
v—uj, -u

1. 1
1 sv-u} frq vP —uP 15

x 7.
v—Uu i)

J=

1
2 =(r-u) 1 ; 1 1/p
> fz X [E(u" +v)[° dt=X([§(u”+v")]

V—UJy

——

elde edilir. Béylece (4.1.2.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir.
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4.1.5. (p, h)-Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (p, h)-konveks stokastik siire¢ tamimi ve bu siiregler igin Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Tanmm 4.1.5.1. h: (0,1) € J — R reel degerli, sifirdan farkli ve negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Ayrica X: I X 2 = R bir stokastik siireg ve t,s € I olsun. Eger her
A € (0,1) ve p € R/{0} igin agagidaki esitsizlik saglanirsa bu siirece (p, h)-konvekstir
denir:

X ([uv +(1=N)sPP ) = h()X(t,) + h(1 — NX(5,) (4.1.5.1)

Aynica (p, h)-konveks stokastik siireg tamminda h = 1 alinirsa p-konveks stokastik
stire¢ elde edilir.

Teorem 4.1.5.1. X: I X 2 = R (p, h)-konveks bir stokastik siireg ve u < v olsun. Eger
heru,v € I ve A € (0,1) igin X € L,[u, v] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur:

1 i
([ st e
2h(3) e

< (X(u) + X(v,)) [; h(A)dA. (4.15.2)

ispat. Tamim 4.1.5.1°den 1 = ﬂ ,t=uves=vigin

X (Bt + 2=2w] ") < w2 ¥ + 1 (2 x0w)

dir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi y parametresine gore integrallenirse
v y—u v - 3
f X( vP 4 yu" p,-)dy
u v—1u v—u

<xcv)f dy+X(u,)f %) ay

= (v — w)(X(w) + X(v,9)) f h(A)dA
0

elde edilir. Buradan Lemma 4.1.4.1 ile

1
1 v -u v— = Vo op-ly(s.
f X [y vp + yup P . dy = _p_f tp X(t, )dt
v—ul, v—u v—u vP—uP J,




1
< (X)) +X(@)) f h(2)da
0

dir. Béylece (4.1.5.1) egitsizliginin sag tarafi elde edilir. $imdi
v 1 (7 —-u V- 1/p
2 I tPIX(t,)dt = f X ( y vP + s uf ) dy
” v—ul, v—u v—1u

PP —yb
integralinde y = %(u + v) + t degigken doniisiimii yapilirsa

-

1
2 1 z-w 1 vP—uP 1P
id f tPrX(t,)dt = f X [— (w? +vP)+ t| . |dt
vP —uyb u v—u -;-(v-u) 2 v—u |
1 1
1 zlv-u) 1 vP—uP 1p
- f X [-(uv+vv)+ el Yae
v—ulj, 2 v—u |

1 1
1 z(v-4) 1 vP —uP P
+ f X [— (u? + vP) — t] .~ |dt
v—uJy 2 v—u

Z=u) /p
= ——1—-1—]2 X ([% (uP + v")] ,-) dt
(v —wh(x) o

oy
= —11 X ([% (u? +vP) p,-)
2h(3)

elde edilir. Béylece (4.1.2.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

4.2. Bazi Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Esitsizlikleri-1I
Bu kisimda literatiirde mevcut olan konveks, log-konveks, preinveks konveks, s-
konveks, ¢-konveks ve h-konveks stokastik siireglerle ilgili yapilan ¢alismalar kisaca
sunulmustur.

4.2.1. Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Egsitsizligi

Bu kisimda konveks stokastik siire¢ tanimi ve bu siire¢ i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmistir.



Tamm 4.2.1.1. X:I X 2 - R bir stokastik siireg olsun. Bu takdirde A € [0,1] ve her
t,s € | icin agagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece konvekstir denir [21]:
X(At+ (1= A)s,) < AX( )+ (A -2)X(,0) (4.2.1.1)

. N 1 - - .
Eger esitsizlikte 1 = 3 alinirsa bu siirece Jensen-convex stokastik siire¢ denir.

Lemma 4.2.1.1. X:I1x —> R bir stokastik siire¢ ve A4,B:2 > R rastgele
degiskenler olsun. Eger E[4%] <o, E [B2] < o ve her [a,b) €1 ve a <b igin
X(t,)) =A()t+B(-) ise

b bz — az
f X (¢)dt = AQ)——+ BO)(b = 0) (4.2.1.2)
ia
esitligi elde edilir. Ayrica
X)X (b)) _
P—tlgg% o = X_ (to,),
i X (tl') —-X (tOJ') T
p=lim——1 = Xiltor)

olmak iizere her t,s €[ ve t < s igin
X’-(tt') < X"l-(tl') < X’_(S,') = X"{'(sl.)

esitsizligi mevceuttur [21].

Lemma 4.2.1.2. X:I X 2 - R bir konveks stokastik siire¢, A:2 = R bir rasgele
degisken ve to € I olsun. Bu takdirde t € / igin

X (t,) Z ACX(E = to) + X(to )
esitsizligi elde edilir [21].

Teorem 4.2.1.1. X:I X 2 = R konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her

u,v €1 ve u < v icin asagidaki esitsizlik mevcuttur [21]:

X (“ “2“ v ) < -{;—i—u L Cx@ode <X () ;’X &)




4.2.2. Log-Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda log-konveks stokastik siire¢ tammi ve bu siire igin Hermite-Hadamard

egitsizligi verilmistir.

Tanim 4.2.2.1. X:! x 22 = [0,) bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde her t,s € I
ve 1 € [0,1] igin asagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece log-konvekstir denir
[22]:

XAt + (1 = A)s,) < [XEDPX (500D,

Teorem 4.2.2.1. X: [ % 2 — (0, ) log-konveks bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde

heru,v € I ve u < v igin agagidaki esitsizlik mevcuttur:

1 (v L
02 sem [_-v — f ln[X(t.')]dt] s— f GX(t). X(u+ v —t))de

1 v
s-— L X(t,)dt < L(X (). X(v,))

Burada L(p, q) pozitif ree! sayilarin logaritmik ortalamasidir [22]:

L(p,q) = {lnp —ing’ :
r »P=1q

4.2.3. Preinveks Stokastik Siiregler i¢in Hermite-Hadamard Egitsizligi

Bu kisimda preinvex stokastik siireg tammi ve bu siireg igin Hermite-Hadamard
egitsizligi verilmistir.

Tamim 4.2.3.1. ] € R® ven: Ix] - Rsiirekli fonksiyon oisun. EgervVu,v € Ive A €
[0,1] icin v + An(w,v) € ise [ ya n1’ya gore inveks bir kiime denir. Her konveks
kiimenin n{u, v) = u — v fonksiyonuna gore invex oldugu agiktir. Fakat bunun tersi

genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur [23].

Her konveks fonksiyon n(u, v} = u — v fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur,
ancak bunun tersi genelde dogru degildir. 7 fonksiyonu iizerine agagidaki kosul Mohan

ve Neogy tarafindan konulmustur [24].



C Kosulu: I € R", 5 : IxI — R’ya gore inveks bir kiime olsun. ¥ v,u € [ ve 1 € [0,1]
igin
n(wu+ An(v,u)) = —An(v,u)
n(v.u+ n(v,w)) = (1 - Dn(v,u)
dir. C kosulundan her v,u € I ve 41,4, € [0,1] i¢in agagidaki esitlik elde edilir:
n(u+ L n(vw),u+ A n(v,u)) = A, —,)n(v,u). (42.3.1)

Tamim 4.2.3.2. Asadidaki esitsizligi saglayan X: I x 2 — R stokastik siirecine V v, u
€ [ve A €[0,1] igin n’ya gore preinvekstir denir:
Xu+An(v,uw),) < (1 -DXw,) + X(,). (4.2.3.2)

Eger A sayis1 (0,1) arasinda sabit bir say1 ise sfire¢ A-preinvex stokastik siireg ve 4 =
1/2 ise, siireg Jensen-preinvex stokastik siireg olarak adlandinlir. Eger n(v,u) = v —

u secersek, X(t,”) bir konveks stokastik siire¢ olur [24].

Tamm 4.2.3.3. X:/ x 2 - R kuadratik orta anlamda tiirevlenebilir stokastik slireg
olmak iizere her t, ty € [ igin

X(t) = X(tos) = X' (Lo In(t, to)
ise siirece invekstir denir. Ayrica t = t, igin

O = . 2
-]

>£]s = -0

- X'(tor)

e |X(t) — X (ko)
| t-¢t

dir. Burada n(t, t,) = —n{to, t) ve her t,toel® igin 7(t, ty) = 0 olmak iizere sag ve

sol tiirev islemier su sekilde tanimlamr [24]:

X tl' —X t . X t’. —_ X t .
Xi(tp) =P~ lim (&) (o) _ p_ lim (&) (u)'
st t—t, to+nft.?u)sc t—tg
X t.‘ -X t 2 X t,' _X t K
X'—(tﬂl')=P— ll['ﬂ_ ( ) (0 )=P— ]lm ( ) (0 ).
ity t—1iy tity t— to

L+n(to,t)stp
Lemma 4.2.3.1. X:/ x2 = R preinvex stokastik siireci asagidaki kosullardan

herhangi birini saglasin.

1. Siirecin t,’da tiirevi mevcuttur,
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2, X azalan ve t,’da soldan tiirevi varsa,
3. X, tp’da kuadratik orta anlamda tiirevlenebilirdir.
Bu takdirde A: 2 — R rasgele degisken olmak iizere her t € [ igin asagidaki esitsizlik

mevcuttur [24]:

X (&) = ACIn(t.to) + X(Eor).

Lemma 4.2.3.2. A(")B{-) birerrasgele degisken, X: I X £2 = R preinvex bir stokastik
stireg ve X(t,) = AC)n(t,u) + B() olsun. Eger E[A?], E[B?] < ve [u,u+
n(v,u)] c I ise

u+n(v.u)

2
[ xeoe =462 4 )

esitligi elde edilir [24].

Teorem 4.2.3.1. X:/ X2 > R preinveks stokastik siireci Lemma 4.2.3.1’in
kosullarindan herhangi birini saglasin. Bu takdirde her u, v € [ ve u < v igin asagidaki

esitsizlik mevcuttur [24]:

u+niv,u)

f X(t)dt <

X(Zu + n(v,u) ) - 1

X(w)+X(v,2)
2 T n(vw) '

2

4.2.4. s-Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda birinci anlamda ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siireg tanim: ve bu

siirecler i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi verilmigtir.

a) Birinci anlamda s-Konveks Stokastik Siireclerde Hermite-Hadamard

Tipli Esitsizlikler
Tanim 4.2.4.1. X:I x 2 = R bir stokastik siire¢ ve s € (0,1], a,f = 0igin a* +

B° = 1 olsun, Her u, v = 0 igin
X(au + pv,) <a’X(u)+p5X (v,)
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esitsizligi mevcut ise bu siirece birinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks

stokastik stire¢ simifi genellikle €} olarak bilinir [25]. Birinci anlamda s-konveks
stokastik siireclerde s = 1 i¢in konvekslik ve a = f =-§- icin Jensen-konvekslik

kolayca elde edilir [26].

Lemma 4.2.4.1. X: [ X 2 - R integrallenebilir bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde

her u,v € I veu < v igin asagidaki esitsizlik mevcuttur [25]:

1 1
f X(Au+ (1 -y )di= f X((1 - Du + Av, )dA.
0 0

Teorem 4.2.4.1. X: 1 X 2 = R birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu
taktirde her u,v € I ve u < v igin asagdaki esitsizlik mevcuttur [25]:

u+v ) I
x(55) = v_uf X(¢,)dt.

u

a) Ikinci anlamda s-Konveks icin Stokastik Siireglerde Hermite-Hadamard

Tipli Esitsizlikler

Tanim 4.2.4.2. X: I X 2 = R bir stokastik siireg, a,f 2 0icina+f=1ves€E
(0,1] olsun. Bu taktirde her u, v 2 0 igin

X(au-+pBv,) <a’X(u)+p°X (v,)
esitsizligi mevcut ise bu siirece ikinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks
stokastik stire¢ sintfi genellikle C2 olarak bilinir. ikinci anlamda s-konveks stokastik

siireglerde s-konveksligi s = 1 i¢in alirsak konvekslik kolayca elde edilir [20].

Lemma 4.2.4.2. X:I X {2 - R integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde

her u,v €1 veu < v igin agagidaki esitlik mevcuttur [20]:

1 1
f XQu+ (1 -y, )dA = f X((1 = Du+ Av,)dA.
0 0

Teorem 4.2.4.2. Efer X: I X £2 - R* stokastik siireci ikinci anlamda s-konveks ise,

her u,v € 1 veu < v icin asagidaki esitsizlik meveuttur [20]:



v . .
25_1}{(u+v'.)s 1 f X(e)dt < X(u,)+X(v.)'
2 v—u), s+1

4.2.5. p-Konveks Stokastik Siiregler i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda ¢@-konveks stokastik siire¢ tanimi ve ¢-konveks stokastik siiregler igin

Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tamm 4.2.5.1. X: I X 2 = R bir stokastik siire¢ olsun. Eger her u,v €/ ve 4 €
[0,1] igin

X(Ap) + (1 - Dev),) < AX(ew),) + (1 - DX (e®),)
esitsizligi saglamyorsa X'e @-konveks stokastik siire¢ denir [26].

Lemma 4.2.5.1. X:! X @ = R stokastik siireci olsun. Bu siire¢ (0,1) x £ aralifinin

her noktasi {izerinde integrallenebilir ise asagidaki esitlik mevcuttur:

1 1
f X(p(w) + (1 = Do), )dA = fo X(( - Do) + Ap(v) )da.
0

Teorem 4.2.5.1. ¢:[a, b] = [a, b] ortalama karelerin siirekli fonksiyonu olsun. Bu
taktirde X: T X 2 = R ¢-konveks stokastik siireci i¢in agagidaki esitsizlik mevcuttur
[27]):

o) + o(v) 1 o(b) 1
x( i ) ORI J:p(a) X(t:)dt < 5 [X(p(@)) + (p(b))]. (425.1)

4.2.6. h-Konveks Stokastik Siiregler i¢in Hermite-Hadamard Esitsiztigi

Bu kisimda h-konveks stokastik siire¢ tanimt ve bu siiregler igin Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmigtir.
Tamm 4.2.6.1. X:] X2 - R bir stokastik siire¢ ve h: (0,1) = R olsun. Eger her

t,sel, A€(0,1) ve h # 0 igin
X(At+(1-2s,) <hQDX(E)+h(1-2DX(s,) (4.2.6.1)
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sarti saglaniyorsa bu siirece hi-konvekstir denir [28].

Sonu¢ 4.2.6.1. X: | x 2 — R stokastik siireci i¢in Tamm 4.2.6.1°de
1) h(1) =7 igin

X(t,) N X (s)

X(At+(1-2s,) < 3 )

esitsizligi ile Godunova-Levin stokastik siireci,
2) h(1) =1igin
X(At+(1-21s,) < X(t,) +X(s,°)
esitsizligi ile P-stokastik siireci
3) (p, h)-konveks stokastik siirecinde p = 1 igin
X(At+(1-2)s,) <h(A) X)) +h(1-2X (s,)

esitsizligi ile h-konveks stokastik siireci elde edilir.

Teorem 4.2.6.1. X:! X - R negatif olmayan, integrallenebilir bir h-konveks
stokastik siire¢ ve h # 0 igin h: (0,1) — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde her u, v € [ ve u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [28]:

1 u+v 1 ¥ .
o (%)X( 2 '.)Sv—uLX(t'.)dts(X(u")-"x(v:'))];h(ﬂ.)d/'l.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda literatlirde mevcut olan konveks, log-konveks, preinveks, s-
konveks, h-konveks ve @-konveks stokastik siiregler tanitilmig ve bu siiregler igin elde
edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kisaca sunulmugtur. Bu ¢aligmanin 6zgiin
kismi olan arastirma bulgularinda ise m-konveks, r-konveks, harmonik konveks, p-
konveks ve (p, h)-konveks stokastik siiregler tanimlanmis ve bu siiregler igin Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Bu galigmada bulunun sonuglar, diizgiin dagilima sahip gesitli konveks stokastik
siireglerin beklenen degeri ile maximum ve minimum degerlerinin karsilastiriimasinda
gereklidir. Yani bu tezde ele alinah gesitli konveks stokastik siirecler igin elde edilen
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri, olasihksal olarak kisaca asagidaki gibi
yorumlamak miimkiindiir:
X(ET,") <g EX(T,") <4 EX(T",), Te€ECy

Burada E beklenen deger, T (T") [a,b] aralifinda ({a,b} kiimesi iizerinde) diizgiin
dagilim sahip bir rastgele degisken, Cg; [a,b] {izerinde tanimli biitiin reel konveks
stokastik stiregler kilmesi ve <, ise rastgele degigkenlerin konveks siralamasi olarak

tammlanir.
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