[RESUN

BAZI SONSUZ BOYUTLU UZAYLARDA LINEER
PROGRAMLAMA PROBLEMLERI

MATEMATIK
ANA BILiM DALI

Yiiksek Lisans Tezi

Volkan CAKMAK
20152110019
Haziran 2018




T.C.
GIRESUN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI SONSUZ BOYUTLU UZAYLARDA LINEER
PROGRAMLAMA PROBLEMLERI

YUKSEK LISANS TEZi
Volkan CAKMAK
Enstitii Anabilim Dal : Matematik anabilim dal
Tez Damismam . Prof. Dr. Feyzullah AHMETOGLU

Haziran 2018



T.C.
GIRESUN UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI SONSUZ BOYUTLU UZAYLARDA LINEER
PROGRAMLAMA PROBLEMLERI

YUKSEK LISANS TEZI

Volkan CAKMAK

Enstitii Anabilim Dah a Matematik

Bu tez 22/06/2018 tarihinde asafidaki jiiri tarafindan oybirlii ile kabul
edilmistir.

A

. Dog. Dr, Prof.Dr. Dr. Ogr.Uyesi
Imdat ISCAN Feyzullah AHMETOGLU Mehmet KORKMAZ
Jiiri Bagkani Uye Uye
Dog. Dr.
Bahadir KOZ

Enstitii Miidiiri



BEYAN

Tez igindeki tiim verilerin akademik kurallar ¢er¢evesinde tarafimdan elde edildigini,
gdrsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglann akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, bagkalarinin
eserlerinden yararlanmilmast durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu {iniversite veya bagka bir {iniversitede

herhangi bir tez calismasinda kullaniimadigim beyan ederim.

Volkan CAKMAK
32/06/2018



TESEKKUR

Tez ¢aligmalanm sirasinda tecriibeleri ve bilgisiyle bana yol gosterip ,bilimsel destek
saglayan. mental ve psikolojik olarak da her daim yardimin: gérdiiiim degerli hocam,

sayin Prof. Dr. Feyzullah AHMETOGLU *na ¢ok tesekkiir ederim.



iCINDEKILER

TESEKKUR ..ot e

ICINDEKILER «..ovtiiiiiiiieeie ittt et e er e
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI
SEKILLER LISTESI

--------------------------------------------
----------------------------------------------------------------------
........................................................................................

BOLUM 1. GIRIS oeeciniiii e
BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASL...cooviiiiiiiiieiie e eieeee e eenn
BOLUM 3. MATERYAL VEYONTEM .......coovuiiiiiiiiiiiei e
BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI .....cooviiiieii e,
BOLUM 3. TARTISMA VE SONUC

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

KAYNAKLAR
OZGECMIS

............................................................................

-------------------------------------------------------------------------------

1l
11
v

VI

1
2

20
23



SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

E. : Oklid uzayt
T : Hiperdiizlem
inf : Infimum
R : Reel sayilar kiimesi
R* : Pozitif reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
1, m : 1 *den m *ve kadar tamsayilar
xT : X matrisinin transpozesi
(x,y) : x ile y "nin i¢ ¢arpimi
€ : Epsilon
H :Hilbert uzay
LP[0,T) : [0,T] tizerinde reel degerli Lebesgue &lgiilebilir ve sonlu L?

normuna sahip fonksiyonlarin denklik siniflarinin ailesi

L{x.y) :Lagrange fonksiyonu

H1



SEKILLER LiSTESI

Sekil 1.1. Hiperdiizlem

Sekil 1.2. Destek hiperdiizlem ve tanjant hiperdiizlem
Sekil 1.3. Destek hiperdiizlem ve tanjant hiperdiizlem
Sekil 1.4, Konveks koni

Sekil 1.5. Normal koni

Sekil 1.6. Farkas Lemma

Sekil 1.7. Farkas Lemma

Sekil 1.8. Farkas Lemma

Sekil 1.9. Farkas Lemma

Sekil 1.10. Uygun ydn

Sekil 1.11. Uygun bdlge

& 0 W & oo W R

g O



BAZI SONSUZ BOYUTLU UZAYLARDA I.JiNEER
PROGRAMLAMA PROBLEMLERI

OZET

Bu tez galigmasi, sonsuz boyutlu uzaylarda lineer programlama problemlerinin
optimal ¢6ziimlerinin, dual problem yardimiyla bulunmasi {izerine olup baslangi¢
kisminda lineer programlama problemleri icin temel teoremler verilmistir.

Bu teoremlerin bazilarimin  sonsuz boyutlu uzaylara direkt olarak
uygulanamayacad gosterilmistir. Son kisimda ise bazi 6zel problemler igin bazi 6zel
sartlar aitinda gii¢lii duallik teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara uygulanabilir oldugu
Tyndall’in makalesi alintilanarak gdsterilmigtir.

Anahtar kelimeler: Lineer programlama. Sonsuz boyutlu uzaylar



LINEAR PROGRAMMING PROBLEMS IN SOME INFINITE
DIMENSIONAL SPACES

SUMMARY

This dissertation study is on finding optimal solutions to the linear programming
problems by means of dual problem in the infinite dimensional spaces, and at the
beginning, fundamental theorems for linear programming problems have been given.

It has been indicated that some of these theorems can not be applied to infinite
dimensional spaces directly. At the end of the study. strong duality theorem has been
demonstrated to be applied to infinite dimensional spaces for some special problems
under some special conditions by citing from Tyndall’s article.

Keywords: Linear programming, Infinite dimensional spaces
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1. GIRiS

Lineer Programlama, optimizasyon problemlerinin ¢dziimiinde kuilamlan bir
yontemdir. 1947° de, George Dantzig, Lineer Programlama problemlerinin
¢oziimiinde kullanilan etkin bir yol olan Simpleks Algoritma® y1 buldu ve bu bulusla
birlikte Lineer Programlama, siklikla ve hemen hemen her sektdrde kullaniimaya
baslandi. Ozellikle endiistri, isletme, bankacilik, egitim sektérlerinde ve askeriyede,
optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde Lineer Programlama, ¢ok defa kullaniimistir
ve kullanilmaya devam edilmektedir. Firmalarda karsilasilacak darbogazlarn
giderilmesinde, se¢enekli iiretim tekniklerinin kullanilmasinin getirilerini belirlemede,
kit kaynaklarin etkin kullaniminda ve bunlarin gélge fiyatlaninin belirlenmesinde
kullanilacak en uygun politikalarin belirlenmesinde ,en uygun karin ve en az maliyetin
belirlenmesinde kullanilan bir tekniktir. Fortune 500° e Giye firmalar arasinda yapilan
bir aragtirma sonucunda, bu firmalarin % 85’ inin Lineer Programlama y&ntemini
kullandiit Sgrenilmistir. Lineer Programlama o kadar dnemlidir ki, Yoneylem

Arastirmasi kitaplarinin ¢ok bilyiik bir kismini tek basina kaplar.

Lineer Programlama , degiskenlere ve kisitlara bagh kalarak, lineer amag
fonksiyonunu en uygun ( maksimum ya da minimum ) kilmaya ¢alisir. Temel olarak.
Lineer Programlama, kit kaynaklarin optimurn sekilde dagilimini igeren deterministik

bir matematiksel tekniktir.

Sonlu dlgiilll uzaylarda, simpleks gibi ¢esitli algoritmalar haricinde , duallik
teoreminin yardimiyla da esas ve dual problemlere ¢6ziim bulunabilmektedir .Bazen
bir problemin ¢&zitmii yerine diger problemin ¢éziimiiyle sonuca ulasmak daha kolay

olabilmektedir.

Bu bakimdan bu tezde, soniu boyutlu uzaylarda lineer programlama probleminin
Lagrange fonksiyonunun eyer noktasinin varligi gosterilmistir. Bildigimiz gibi sonsuz
boyutlu uzaylarda bu yeter sarttir fakat gerek sart degildir ve bunun igin ek sartlar
gerekir ve burda yeterlilik ispatlanmis fakat gereklilik ispatlanamamistir. Bu anlamda

tzel olarak Tyndall’in makalesi[ 1] derlenmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Tamm 2.1.(Oklid uzayn):
N tane Xy, Xz,.., Xq reel sayisinn, tim x7=(xy, X,,..., X, ) sirali sistemlerinin
olusturdugu kiimeye;
X+y =Xy +¥1,%2 T Y2 Xn +¥n),
ax = (0Xq, UX3,.... Xp) ,
(x.y)=Xki XV
kosullarini sagliyorsa n boyutlu Oklid uzayt denir.E,, ile gosterilir.(x€E,,yeE,, aeR)

XT=(X;. X3,..., Xp) €lemanina nokta(vektdr)., Xy, Xz,.... X, sayilarina da o noktanin

koordinatlari denir.

Oklid uzayindaki norm(vektér uzunlugu);

lell=Cx )%
asagidaki 6zellikleri saglar.
x>0
Ix||=0 < x=0
Noxll = lellIxIl
lIx +yll < lxU~+lyl
(x.¥) < Ixl vl {Cauchy- Bunyakovski)

lim |ix;, — x|/ =0 ( lim x,,= x) ise {X,,,} noktalar dizisi m—o iken x "e yakinsiyor
=0 M=
denir. Béylece x noktasina dizinin limit noktas: denir.

U.(x)={y: lly — xll € £} kiimesine x noktasinin g komsulufu denir.

Bir X < E, kiimesi tiim alt kiimelerini igeriyorsa bu kiimeye kapali kiime denir.



x € X noktasinin herhangi bir komsulugundaki tiim noktalar yine X kiimesine

aitse x noktasina X kiimesinin i¢ noktasi denir.

Bir x € X noktasinin herhangi bir komsulugunda hem X ‘e ait ;hem de X ‘e ait
olmayan noktalar varsa x ‘e sinir noktasi denir. Tiim sinir noktalarinin kitmesi ise X

kiimesinin siniridir.

Tamim 2.2, (Konveks kiime):

Bir X kiimesinde , her X .y € X ve her a € [0,1] i¢in, z= ax+(I-a)y € X ise X
kiimesine konveks kiime denir.

Bir X kiimesi lineer esitsizlikler veya esitliklerden olusan bir sistemnle

belirlenmigse bu kiime konveks ve kapalidir. Ornegin:

R1={x : Ax2b, x20, A= [a,—,-]mxn.b = [b"f]mn} kiimesi konveks ve
kapahdir.

Herhangi sayida konveks kiimenin kesisimi yine konveks kiimedir.

;=20 .(i=l,m)ve a;+az+-+an=rm,a=1 iken
=0 Xy F Xy + o F A X = XIE, X ise Z noktasing , Xq, Xzee... Xpp

noktalanmin konveks kombinasyonu denir.

Bir konveks X kiimesi . noktalarinin tiim konveks kombinasyonlarini igerir.

Tanim 2.3.(Hiperdiizlem):
E, de hiperdiizlem iie kastedilen .m={x : (c.x)=A, c#0} kiimesidir.Bir

hiperdiizlem E,, ‘i iki yari uzaya ayirir bu uzaylar {x : (¢,x)< A} ve {x: (c.x)= A } dir.

Tanimm 2.4.(Izdiisiim):
Bir v noktasinin, X kiimesi iizerine izdiigiimiiniin, bir p€X noktasi olmasi igin

lip— vl = ;’é’; [|x — v|l = d olmasi gerekir ve d, v noktasinin X kiimesine uzakhgidir.

Herhangi kapah X kiimesi ve herhangi v noktasi igin bir p€X noktasi vardir ki bu
nokta v'nin X iizerine izdiisimiidiir. Eger X kiimesi konveks ise bu p € X noktasi

yeganedir.



Teorem 2.1.
v ‘nin X kapali, konveks kiimesi iizerine izdiigiimiiniin bir p€X noktasi olmasi

icin gerek ve yeter sart (x-p, v-p) < 0 esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.2. (Ayrilma teoremi):

Herhangi bir konveks ve kapali X kiimesi ve X ‘e ait olmayan herhangi bir v
noktasi igin (¢ , v) = A olacak sekilde bir  hiperdiizlemi vardir ve titm xeX igin
(c.v)<Aolur

Bu teoremin geometrik anlami sudur; v noktasindan gegen bir © hiperdiizlemi

vardir dyle ki X kiimesi bu hiperdiizlemin belirledigi iki yari uzaydan birine aittir.

Sekil I.1.

Teorem 2.3. (Destek Hiperdiizlem Uzerine Teorem):

Konveks X kiimesinin herhangi bir x? sinir noktasinda,bir yardime: hiperdiizlem
vardir. Yani bir c# 0 ve bir A vardir yle ki mw={x : (c.x)= A } hiperdiizlemi igin
(c, xM= A olur ve tiim x € X icin (¢, x) < A “dir.

Eder x° noktasinda, bir tanjant hiperdiiziemi(teget hiperdiizlem) varsa, bu
hiperdiizlem, destek hiperdiizlemdir ve yeganedir. Fakat destek hiperdiizlem kavram
daha genis kapsamlidir, ¢iinkii bazen x° noktasinda tanjant hiperdiizlemi var

olamaz.(K&se noktalarda oldugu gibi. Bkz. sekil 1.2, 1.3).



Sekil.1.2. sekil 1.3.
Burada destek hiperdliizlem Burada x° *da tanjant hiperdiizlem yok.
ile tanjant hiperdiizlemi aynidir. Destek hiperdiizlem var. ¢, ve ¢

arasindaki herhangi bir vektér ,c olarak

ahinabilir.

Teorem 2.4.(Aywnict hiperdiiziem iizerine teorem):

Eger konveks bir X kiimesinin, bos olmayan X, i¢ noktalar kiimesi ile konveks
bir Y kiimesi kesismiyorsa (Xo N'Y =0), X ve Y kiimelerini ayiran bir & ayrici
hiperdiiziemi vardir. Yani. bir ¢ # 0 vektoril vardir sylekitimx € X vetimy €Y

icin(c,y)<(c,x) olur.

Tanim 2.5.(Ug (ekstremum) nokta):
X kiimesinde, x = ax'+ (I-a)x” , (a €(0,1)) olacak sekilde x’ ve x"
(x’ # x"") noktalar yoksa, x noktasina. X kiimesine ait bir u¢ nokta denir.

Ornegin bir konveks ¢ok yiizliiniin kigeleri ug noktadr,

Teorem 2.5.
Konveks, kapali ve simirlt bir X kiimesindeki herhangi x° noktasi, kiimenin sonlu

saytdaki ug noktalarimin konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir.

X0=3" ax . =20, i=T,N. X,a=1

LA



Tamm 2.6.(Koni):

Bir K kitmesine koni diyebilmemiz igin x € K iken tim A = 0 igin AX€K
olmasi gerekir.

Bir K konisine; a,f = 0 iken herhangix,y €K i¢in ax+ Sy €K ise

konveks koni denir.

ry
K;
Sekil 1.4, Sekil 1.5.
Sivah bblge konveks konidir. Turuncu K = K; U K, normat bir konidir. Konveks
konveks koni ise verilenx ve yigina ,f =2 0 koni deildir.

iken tdm ax + By noktalarindan olugur.

Konveks konilerde; iki vektoriin her birini pozitif katsayilarla ¢arptp toplarsak
olusan vektor , o iki vektoriin sinirlarini belirledigi koninin iginde yer alir.

K konisine ait herhangi bir x vektorii, K konisinin kenarlarinin negatif olmayan
lineer kombinasyonu seklinde gosterilebilir. Yani A; =0 ve i=1,k olmak
lizere x=Y5,A;x; olur

R" ‘in sonlu veya sonsuz bir vektérler kiimesinin kanonik kombinasyonu bir
konveks konidir.

Bir V vektor uzayi icin bos kiime, V uzayi ve V ‘nin herhangi bir lineer altuzay:
konveks konidir.

Negatif olmayan siirekli fonksiyonlarin kilmesi konveks konidir.

Konilerin su 6zelligine de dikkat edelim;

R kiimesinde tiim elemanlar kiyaslanabilirdir ¢iinkii herhangia,b € R igin
a<b,a>b ,a=b ifadelerinden biri dogrudur. Onun i¢in R, titm bilegenleri pozitif
olan R* konisiyle tam siralamadir. Fakat vektdrler ve matrisler i¢in bunu

sbyleyemeyiz. Ancak iki vektoriin birbiri ile mukayesesinde, ilk vektdriin tiim



bilesenleri, ikinci vektériin tiim bilesenlerinden sirasiyla biiyiikse R" de kismi
siralamayla . vektdr 2. vektdrden bliyliktlir diyebiliriz.

R2 , R%* ile kismen siralanmigtir, Omegin (2, 3) ve (1, 1) vektdrlerini ele
alirsak;

2,3)-(1,D=>1,DeR* = (2,3)>(,1) olur

Fakat (2,3) ve (1,4) igin bunu sdyleyemeyiz ¢iinkii (2, 3) - (1 ,4) € R?*. iki
elemanin farki segtigimiz koninin elemamysa, bu koni bize kismi siralama verir.
Yanix —y € K ise x = y dir. R%* konisi R? de kismi siralama veriyor. Yani bu
koninin elemanlarnim kullanarak R? nin bazi elemanlarini kiyaslayabiliriz. Burada
bir elemanin digerinden buiyiikliigii igin sembolik biiytikliik kullanilir.

Ana konumuzla alakali olarak H bir Hilbert uzayi olsun ve K € H da Hilbert

uzayinda konveks bir koni olsun. Her bir K konisi Hilbert uzayina siralama

verecektir.

Teorem 2.6.(Farkas Teorem):
Tiim x € {x : Bx < 0} ‘ler igin v = BTu olacak sekilde bir u = 0 ‘nun varligi ,

(v .x) < 0 esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sarttir.

ispat:
Yeterlilik: u= 0 ve v=BTu olsun. Oyleyse herhangi bir x € {x : Bx < 0} igin
(v.x)=(BTu.x)=(u.Bx) <0
olur.

Gereklilik: V x € {x : Bx < 0} i¢in (v, x) € 0 olsun. Bir Y konisi diisiinelim ve
Y={y : y = BTu,u = 0} olsun. Eger v € Y ise teorem saglanms olur.Varsayalim ki:
v € Y .Y kiimesi konveks ve kapali oldugundan Teorem 2.4."ten, bir ¢ # 0 vektdrii
vardirki:timy € Y igin (¢c.y) <(c,v)olur. Tim A = 0 i¢in Ay € Y olacagindan,
herd 2 0 igin A{c,y) <(c,v)olmahdir. (c, y) ‘nin herhangi bir pozitif A katinin,
(c . v) Ust sinirim gegememesi igin (c . y) ‘nin pozitif olmamasi gerekir. Boylece
{¢.y) £0 dir. Buradan:

(c.y)=(c.BTu)=(u,Bc) <0 di.



u = 0 oldugundan, Bc < 0 olmalhidir. y =0 € Y oldugunu géz 6niine alirsak (c , v)>0
olmalidir. ¢ = x alirsak; Bx <0 ve (v, x)} > 0 elde ederiz. Bu da varsayimimzla
celisir. Oyleyse v € Y “dir.
Sonug: (Farkas Lemma):
Herhangi bir B matrisi ve herhangi bir v vektéril igin ;
Ya Bx20, (v,x)<0 sisteminin,
Yada v=BTu , u>0 (Bx=0, (v, x) > 0) sisteminin bir ¢ziimii
vardir.
Farkas lemma sayesinde yukaridaki sistemlerden birindeki ¢oziim , diger

sistemin ¢oziilemezligini tasdikler.

Omegin S, ve S, seklinde iki sistemimiz olsun ;
S;:Bx=0,(v,x)=0 , S;:Bx<0,(v,x)=0

(v=BTu ,uz0)

Sekil.1.6 Sekil 1.7,

Yada
$1:Bxz20,(v,x)<0 S, :Bx>0,({(v,x}>0
v=BTu ,uz0)

Sekil.[.8. Sekil.1.9.



v ; by , by , by tarafindan olusturutan koninin igindeyse S, *nin ¢6ziimii vardir,
icinde degilse S; ‘in ¢6ziimii vardir.

Yani bir v vektsriiniin, K konisinin elemani olmas icin gerek ve yeter sart v “nin
X kiimesinin kisttlacimin normallerinin, negatif olmayan katsayih lineer
kombinasyonu seklinde yazilabilmesidir.

Ya v kisitlarin normallerinin olusturdugu konveks koninin i¢indedir ki o zaman
kisitlarin belirledigi bélgedeki vektdrlerle i¢ garpimi, bélgenin esitsizlik sartlariyla
aymidir ya da iginde degildir ki o zaman da uygun bélgedeki vektorlerin bir kismiyla

carpimi, bolgenin esitsizlik sartlariyla farkhdsr.

Tanim 2.7.(Konveks Fonksiyon):

Bir X konveks kiimesinin tizerindeki Q(x) fonksiyonunun, konveks olmasi igin
herhangi x , y € X ve tiim a € [0, 1] igin;

Aax + (1- a)y) < a@dx) +(1- a}Ay)
esitsizligi saglanmalidir.

Konveks bir kiime iizerinde z = (¢ , x) fonksiyonunu ele alirsak , vektdr uzay
olma dzelliklerinden (¢, ax + (I-a)y)=a (¢, x) + (I- @) {c . y) olacagindan z,
konveks bir fonksiyondur.

Herhangi bir A sayisiiginz = { x € X : (¢, x) £ A } kiimesi de konvekstir.

Bir konveks X kiimesinin iizerindeki, konveks x) fonksiyonu, kiimenin her bir

i¢ noktasinda siirekli ve herhangi bir s (]|s}| = 1) yoniinde tiirevlidir.

8Q(x) _ .. @(x+As)-Q(x)
as lll."&+ A

Tanim 2.8.(Uygun yin) :

Bir x € X noktasindaki s # 0 yéniine ; tim 8 € [0, 8] igin X + 85 € X olacak
sekilde bir § > 0 sayisi varsa uygun ydn denir.

X, bir i¢ nokta ise herhangi bir s vekt&ril, x “in bulundugu kiimede uygun yon
verir.

Eger z, konveks X kiimesi iizerinde konveks bir fonksiyonsa bir x"€ X lokal

minimum noktasi. z *yi X kiimesi {izerinde minimize etme probleminin optimalidir.



z={c, X} olmak iizere;

(3] ggl{l: (c,x) R;={x:Ax 2b,x 20}

Lineer programlama problemimiz olsun. i=1,m , j=1,n olmak iizere,
Ax = b kisitlarindan, x* noktasinda aktif olanlarinin indislerinin kiimesi;
I(x")={i; (Ax");=b; } 'dir.
x = 0 kisitlarindan, x* noktasinda aktif olanlarinin indislerinin kiimesi;

Jx)={j:x; =0}"dr.

Teorem 2.7.
R, kiimesine ait x noktasinda s* nin uygun bir yon olmasi igin gerek ve yeter sart;
(As); =0 viel(x)
;=0 Vj€E]x)

kosullarinin saglanmasidir.

Sekil 1.10.

Satirlari a; , i €1 ve e;,j €J olan matrisimiz G olsun.

.al-

- (-3

X* “mn optimal ¢6ziim oldugu goz dniine alindifinda, bu noktada amag
fonksiyonunu daha iyileyen bir uygun s yonil olmamahdir. Demek ki ;

(c,s) <0, Gs =0 olacak sekilde uygun bir s ydnii mevcut olmamalidir.

10



Sekil 1.10 da X noktas igin tarali bdlgede daha iyileyen bir s yonii bulabiliyorken ,

X" noktasinda béyle bir sansimiz olmayacaktir.

Teorem 2.8. :
x* optimal nokta ise;
(As); =20 Viel(x)
5520 Vji€e](x)
sistemini saglayan tiim s *ler igin,

(c,s)=0 olur.

dic.x")

dz
“5"3 x=x" =( dx '5)20

Sonug 1. B&ylece Farkas lemmasindan; bir u var ki ;

u=0 ve Glu=c¢ (Gs=0 ,(c,s)=0) olur.

u’yu

u=(y;:i€l;v;: j€N=20

olarak ifade edersek (*) sistemini asagidaki formda yazabiliriz.

C=ZY1ai+ZVjef (D

iel JEl

yi20, i€l ve v;20.j€] (2)

(*)

x* , optimal nokta ise (1) ve (2) ¢6ziimlidir. Bu halde, (1) ve (2) optimalligin

gerek sartlandir.

Bunun geometrik anlamu ; optimal noktada , ¢ vektorii aktif kisitlarin

gradyentlerinin olusturdugu koniye aittir.

Simdi (1) ve (2) kosullarimin, X , uygun noktasinda saglandiini varsayalim ve

X ,baska bir uygun ¢6ziim olsun.

(1) *i {® - x")ile carparsak;

c®-cx’ = et Vi (AR - ;X)) + L jey v (€% - %)

i



esitligini elde ederiz. a;x*=b ve e;x"=0 oldugundan

Yier Vi(@R-b) + Xje vje% 20

olmahidir. Ciinkii ; X uygun oldugundan a; 8 =2 b,vi€l ve X220,V €]
olacaktir ve (2) kosulunu da gz &niine alirsak ¢X - cx*= 0 olmalidir. Béylece ;
¢k = cx” olur. Oyleyse x* , optimaldir.

Bu nedenle, (1} ve (2) kosullarimin saglanmasi bir lineer programlama
probleminin optimal bir ¢6zlimiiniin oimas igin gerek ve yeter sarttir.

Baska bir bakis agisiyla ; Ry kiimesi E; uzayinda yar1 uzaylarin kesigimi olarak
diigiiniilebilir.( n=2 igin yandiizlemlerin):

(Ax); = by i=
;20 j=1n ,
(c, x) = A paralel hiperdiizlemler (n=2 igin paralel dogrular) ailesini diigiinelim.

-¢ vektoril amag fonksiyonunun azalmasi yéniinde hareket edecektir.

T (e, x)= (¢, Xg)

= (e x)= (e, X7)

v

Xy

Sekil 1.11, (R, kiimesinin simrh olma hali.)

Tamim 2.9 (Karush-Kuhn-Tucker):
Karush Kuhn Tucker sartlari ; x* ‘in primal problemin optimal ¢6ziimii olmasi

icin gerek ve yeter sartlardir.

Y= (Y1, V250000 Ym) VE V = (Vq, V2,.... vy, Y olsun. ( y ve v “ye Lagrange carpani

veya dual degisken denir.)



Simdi (P) problemimiz igin KKT kosullarini tanimlayalim.

) Ax*2b, x*20 (primalin uygunlugu)
2) c=Xinyiai+Xioivie , yi20 , vi20  (dualin uyguniugu)

3) xj(c— ATy ) =0

= (tamamlayan gayri sertlik sartlari)
yi(b—Ax");=0 ., Jj=

1,n
1,m
(P) problemine gore |; uygunlugu verir. 2 ve 3; ¢ “nin, aktif kisitlarin

normallerinin olugturdugu koniye ait oldugunu sdyler.

Burada ayrica tamamlayan gayri sertlik sartlarini irdelersek bu sartlar bize ;

(ATy"); <c; ise x;=0 yada (ATy");=c;ise x;> 0 olmas: gerektigini,
(Ax"); > by ise y;j=0 yada (Ax™);=Db; ise y;> 0olmas: gerektigini,

soyler.

Yani (P) *nin aktit kisitlariyla iligkili dual degisken, sifirdan biiyiik , aktif
olmayan kisitlariyla ilgili dual degisken, sifir olmalidir.(D) dual problemimiz ise (D)
‘nin aktif kisitlariyla iliskili primal degisken sifirdan biiyiik , aktif olmayan

kisitlariyla ilgili primal degisken sifir olmalidir.

Tanmim 2,10.(Lagrange fonksiyonu ve Eyer noktasi):

(P) problemimiz i¢in Lagrange fonksiyonu;
Li(x.y)=(c, x) -{y,Ax—b) “dir

Bir x*,y" ikilisine: x = 0,y 2 0 kiimesi izerinde Ly(x , y) fonksiyonunun

eyer noktasidir diyebilmemiz igin:

x"20.y"20,

Lix".9)< Lix",y)< Lix.y") (Yx20vevYy =0)

sisteminin saglanmasi gerekir.
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Teorem 2.9.
X, y" (x* 20,y =2 0) ikilisinin,x =20,y = 0 bdlgesinde

L(x, y) fonksiyonunun eyer noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart ;

ALy oL . oL _
1. o |;;; = >0 yani 3, >0 i=1,n
Lo P

2. (x,ax 0 yani xi—xi—O i=1,n
3. x*=20 yani x; 20 i=1,n
aL’ . aL’ p—

4, Ty-SO yani a—y} =0 j=1im
_ oLt . LA Jp—

5. (y-, 3y )=0 yani y; a; 0 j=1,m
6. vy =20 yani y; 20 Jj=1,m

kosullarinin saglanmasidir.

ispat:

Gereklilik: x*, y* ikilisi eyer noktas: olsun. Li(x",y") < Li(x.y") oldugundan tiim
X 2 0i¢in L(x™ ,¥y") < L{x; . ¥") ALX . oo X{_1u X[ s X{g1s-+00 Xp, ¥7) “dir. Yani x;,
x; 2 0 yan dogrusu iizerindeki tek degiskenli L(x; , y;) konveks fonksiyonunun bir
minimum noktasidir. 1. ve 3. sartlar minimum igin gerek kosullardir bilhassa x; = 0

icin tek degiskenli fonksiyonun lokal minimumu olmasi igindir.(Ciinkii ya x; . x; =

-

C e . . aL’
0 yari-ekseninin bir i¢ noktast iken g—l; = 0 olur ya da x;=0 iken Ix = 0 olur.)
i i

Benzer sekilde y deg@iskenine bagh L(x . y) fonksiyonunu baz alarak 4. ve 6.
sartlarin gegerliligini ispatlayabiliriz.
Yeterlilik: 1. ve 6. Sartlarin saglandifim diisiinelim. L(x . y) ‘nin x e gbre x = 0

i¢in konveks olusundan
aL’
Lix.y) 2 L,y ) +(x-x".==)

esitsizligini elde ederiz ki bu 1. ve 3. ile birlikte
Lx",y )< Lix.y")
esitsizligini verir.

Esitsizligin sol tarafi benzer sekilde ispatlanir.
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Baylece biz asagidaki teoreme geldik.

Teorem 2.10.

X" €Ry'in (P); )r(réan (c,x) , Ry={x:Ax 2b, x=20} probleminin
1

optimal noktas: olmasi igin gerek ve yeter sart ; x = 0, y = 0 bbélgesinde,
x", y" ikilisinin, L(x,y) Lagrange fonksiyonunun eyer noktasi olmasini saglayacak

y* = 0 ‘i var olmasidir.

ispat:
Yeterlilik: x°, y* ikilisi eyer noktasi ise x*, (P) ‘nin optimal noktasidir,
x*.y" ikilisi,x = 0, y = 0 bdlgesinde eyer noktas: ise
Lix* .)€ Ly(x*,y) < Li(x.y") olur. Yani;
(c, x)-(y, A" =b)<(c, x)-(y", Ax"=Db)< (c, ) -(y", Ax—Db) (1)
vx=20,y=20
(1) ‘deki esitsizliklerden soldakini ele alirsak
(c, x)-(y,Ax’=b)<(c, x)-(y",Ax"—h) vx=20,vy=0
(y,AX"—b)=(y",Ax" —Db) Yy=0 (2)
olur,

Simdi ¥y 2 0 igin (y , AX" — b) < 0 oldugunu varsayarsak, ¥ A > 0 icin
(Ay , Ax" = b) < 0 olurdu, fakat bu .(y , Ax" — b) skaler carpiminin, herhangi pozitif
bir A katinin alt simin1 olan (y* , Ax" — b) ¢carpiminin degerinin altina inememesi
imkansizdir, Bu nedenle Vy = 0 igin (y , Ax" — b) = 0 olmalidir.

Bu durumda y = 0 iken Ax* 2 b olduundan x°, uygun bélgede olacaktir.
Ayrica, (y , Ax" — b) = 0 olacagindan,(y" . Ax" — b) alt sinininin pozitif olabilecegini
dusiinemeyiz ¢iinkii 6zel olarak y=0 ihtimalini dustiniirsek (y , Ax™ — b)=0 olacaktir.

Boylece (2) esitsizliginden 0 = (y* , Ax" — b) olur. Fakat y" 20, AxX"—b =20
oldugundan bu esitsizlik ancak

(v ,Ax"—=b)=0
durumunda saglanir.
Bunun sonucu olarak (1) esitsizliginin sag tarafindan
(c, x)<{(c, x)-(y".Ax=D) vxz=20,vy=20

gelir,



y* 20 ve Ax—Db = 0 oldugundan (y*, Ax — b) = 0 olur. Béylece ¥ x = 0 igin
(c, x)<{(c, x)

olur. Yani x* , (P) ‘nin optimalidir. Bu sekilde yeterliligi ispatladik .

Gereklilik: x*, optimal nokta ise X*, y* eyer noktasidir.

Gereklilik igin Teorem 2.8 *in sonug kismina bakmamz yeterli olacaktir,
X" , optimal nokta ise ;0 noktada c = GTu *yu saglayan u=(y;:i €l ; vi: jEN=0
vardir. Yani;

c= Z yia; + z vy €
fEl(x") JEJ(x*)

olur. ¢ ‘nin bu gosterilisiyle KKT esdegerdir. KKT sartlan saglaniyorsa eyer noktasi
vardir ¢iinkii KKT sartlan ile eyer noktass olma sartlar denktir.

Demek ki, 6yle bir y* var ki ; x*. y” ikilisi L(x , ¥) “in eyer noktasidir. =

Tanmm 2.11. (Dual Problem):
(c,x)ve(b,y)amag fonksiyonlan . R, ve Q, uygun bdlgeler olmak tizere;

(P) min(c,x) R,={x:Ax>=b,x=0}
XER,

problemimizi:  ((c,x) = ¢Tx)->min
Ax =2 b
x=0
seklinde yazip,
kisitlarimizy, esitsizliklerin yéniinii etkilememek i¢in negatif olmayan katsayilarla
(y = 0 ,v = 0) carpip ,taraf tarafa toplarsak:
yTAx = yTb

+ vix=>0

yTAx+vTx 2 yTb
(yTA+vDx =2 yTb
olur.
ct= (yTA+vT)

alirsak, v=0 oldugundan,



Yani;
c=ATy
olmahdir. Ayrica ¢"x > y"b olacaktir .Bu durumda yTb ifadesi (P) ‘nin amag
fonksiyonu igin bir alt sinir belirleyecektir. O halde biz
ATy < ¢
y=0
kisitlar altinda yTb = (b, y)  maksimize etmeliyiz.
Bdylece;
(P) primal problemimizin duali (D);
(D) max (b.y) @ ={y:ATy <c,y=20} ‘dir
Sonug 2.Yukaridan da aniagilacag gibi her uygun x ve her uygun y igin ¢Tx > yTb
dir.

Teorem 2.11.(Zayif Duallik):
Her uygun x € R, vey € Q; igin (c, x) = (b, y) *dir.

ispat: x=20.y=20,
(c.x)Z ATy, \)=(y,A) 2 (y,b)=(b,y) =

Sonug 3. Gosterelim ki (P) problemi de (D) probleminin dualidir.
(D) problemini (-} ile ¢arparsak.
{—b,y)—min
~-ATy > —c
y=0
olur. Bu problemin duali:
(—c,x)—-max
—-Ax < -b
x20

olur. Bu problemi tekrar (-)ile ¢arparsak



(¢,x)—min
Ax =2 b
x=0
problemini elde ederiz ki bu (P) problemimizin ta kendisidir. Yani karsilikli

dualdirler.

Teorem 2.12,
(P) ve (D) problemierinin ya ikisinin de optimum x* ve y* ¢oziimleri vardir ki o

zaman (¢ . X") = (b, ¥°) olur ya da higbirinin ¢6ziimii yoktur.

ispat:
(D) problemi igin Lagrange fonksiyonunu diisiinelim. Bunun igin bu problemi
(P) problemi seklinde yazmaliyiz. Agiktir ki (D) problemi
min (-b.y) Qs ={y:=ATy 2~c,y=20}
problemiyle aynidir.Bu durumda Lagrange fonksiyonu;
La(y,x)=—(b, y) — (x,c—ATy)
Dikkat edilirse gériiliir ki
Ly(x.y)=—La(y,x) ‘dir.
Eger x°,y" ikilisi; Ly(x.¥) nin eyer noktasi ise
Dy*.x" ; Ly(y,x) ineyernoktasidir.
2)(P) nin optimal noktas: vardir ve x* dir .
Bu durumda (D)*nin de y* ¢ziimii vardir ve y* da (D) nin optimalidir. Bu nedenle
ya X' ve y* kendi problemlerinin optimal noktasidir ya da eyer noktas: yokken her

iki problem de ¢oziimsiizdiir. Dahasi1 esas problemin optimal ¢6ziimii varsa dualin de

vardir ve bu noktalarda amag fonksiyonlarinin aldi@t degerler esittir.
Li(x%y") = ~La(y",x7)
(¢, X) = (y . Ax"=b) =—((=b,y") - (x", c—ATy")
(c.x7)=(b,y")

Dikkate aimahiyiz ki problemlerden biri sinirsiz ise digeri uygun degildir.
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Teorem 2.13.

(c,x)=(b,y")= x";(P) nin, y" da (D) nin optimal noktasidir.
Ispat.

Zayif duallik teoreminden

(c,x)=(b,y)=(c,x) ve (b,y)=(c,x)=(b,y") olur.

Teorem 2.14.(Giiclii Duallik):

x* ER, vey" € Q, ve kendi problemlerinin optimal noktasidir & (c,x")= (b, y")

Bunun ispati bahsettigimiz teoremlerle agifa ¢itkmugtr.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bélimde (P) problemimizi Hilbert uzayinda diisitnecegiz. Bunun igin

dncelikle sunlan hatirlayalim;

Tamm 3.1. (Hilbert uzaylari):
Bir i¢ ¢arpim uzayy, i¢ ¢arpimin indirgedigi normdan indirgenen metrie gore tam
ise bu uzaya bir Hilbert uzays ad: verilir. H bir kompleks vektor uzayi olsun. H iizerinde

tammbl igcarpim (.,.): H X H — C bir fonksiyondur, dyle ki ;

(ax+by,z)=a(x,z)+ by, z)

(x,y)=(y . x)

Ixl1?=(x,x) =0 , [|x||?> =0 ancak ve ancak x=0
kosullarni saglar.

((z,ax + by) = a(z,x)} + b(z,y))

Hatirlatmalar ;

R" uzayinda i¢ ¢carpim (x,¥) =Xyt Xo¥a+.. .+ Xy ¥Vn
L’[a,b] Uzayinda i¢ carpim (x,y) = f: x(Dy(Ddt
£%uzaywnda ig ¢arpim X, V=X &m

Bir (X. d) metrik uzayinda . bir (x,;) dizisini géz Gniine alalim. Eger here >0
sayisina karsilik . ¥ m. n >N igin d(x,. X, )} < € olacak sekilde bir N=N(z) sayisi
bulunabiliyorsa . (x,) dizisine bir cauchy dizisi denir. Herhangi bir dizinin
elemanlari, bir siire sonra birbirlerine yakinlasiyorsa, yani aradaki uzaklik sifirdan
biiyiik herhangi bir sayidan daha az ise bu dizi cauchy dizisidir. Metrik uzaylardaki
her yakinsak dizi cauchy dizisidir ve her cauchy dizisi o uzayin tamlamasinda

yakinsaktir. Yani cauchy dizisi aslinda yakinsak bir dizidir fakat uzayin eksikliginden



6tiirdl limit noktasi kaybolmustur X’ de ki her cauchy dizisi yakinsak ise(yani yine

X" de bulunan bir limit noktasina sahip ise) X uzayi tamdir denir.

Tanim 3.2.( Eslenik (Adjoint)):

vVxEHve YyeEHigin(Ax,y)=(x, A'y)olacak sekilde birtek A*:H —H

(A: H — H) operatérii vardir. Bu A operatoriine A “nin eslenigi denir.
A =(A)T ve [l =IA]l “dir.

Eger A’ =A ise H "nin A sinirh operatériine self-adjoint veya hermisyen denir.
self-adjoint operatdrler kismi siralama verirler yani eger A-B = 0 ise A = B “dir. A
self-adjoint ve (Ax . x) =0 (V¥ x € H) ise A ‘ya nonnegatif (A = 0) denir.

H Hilbert uzayinin eslenigi olan H* ,Hilbert uzayinda tanimlanan lineer
fonksiyoneller uzay: demektir. Hilbert uzayindaki lineer fonksiyoneller yine Hilbert
uzayinin elemani oldugundan Hilbert uzayinin eslenigi yine kendisidir.

K < H bir koni olsun. Oyle bir K* vardirki ; K*={y: (y ,x) = 0, x € K} ‘aK
‘nin eslenigi denir. Hilbert uzayinin eslenigi kendist oldugundan (gakisik) K* = K
“dir. Oyleyse K" yerine K ‘kullanacagiz.

Hatirlatalim ki, H uzayinda konveks koniler kismi siralama vericler. Yanix 2 y

‘dir ancak ve ancak x - y € K ise.

Simdi beH,ceH, xeH, yeH,
(..} HX H— R bir i¢ carpim ve A: H — H lineer bir operatér olsun.
Problemimiz;

(P) min (¢,x) , Ry={x:Ax =2b,x=0}
XER,

Buradaki Ax = b ve x = 0 igin Hilbert uzayinda x = 0 olup oimadigini
bilmiyoruz. Koni tanimindan diyebiliriz ki;

Vy=20 icin (y,Ax—=b)=20 ise Ax—b=0 olur. Yani;

VYyeK icin (y,Ax—Db) = 0 ise eslenik 6zelliginden Ax — b € K" olur ve
K* =K oldugu i¢gin Ax—beK “dir.

Buradaki Ax > b ifadesi Ax —b € K ;x> 0 ifadesi x € K anlamina gelir.



Teorem 3.1.
Hilbert uzaylarninda L(x , y) = (¢, x) - (y, Ax—=Db) problemimizin Lagrange
fonksiyonu olmak iizere x*,y" ikilisi L{x, y) ‘nin eyer noktas: ise x*, (P)

probleminin optimalidir.

ispat:

Simdi x*,y" ikilisinin problemimiz igin yazacagimiz Lagrange fonksiyonunun
eyer noktast olsun. Oyleyse ;

L, Lx.y)<Lx.y) x20,y=20 (xeK,y€eK)
olmalidir. Yani ;

(c. x) -y, A’ =b)y<(c, x')-(y",Ax"=b)< (c, x) - (y", Ax— D)
olur. Esitsizligin solunu ele aiirsak (y , Ax" —b) = (v* , Ax" — b) olur. Burada
(v, Ax" — b)<0 olsa herhangi bir A>0 katinin yani (Ay , Ax" —b) "in (y* , Ax" — b}
alt stnirtnin altina inememe durumu olamazdi o sebeple Vy € K (y = 0) igin
(y . Ax* = b) = 0 olmalidir ve bu da Ax™ — b ‘nin K * ya ait oldugunu gdsterir.

Ozel olarak y=0 durumunu géz &niine alirsak 0 = (y*, Ax" — b) olurdu.

(y", Ax" — b) = 0 olmasi gerektiginden (y*, Ax™ — b) = 0 olmahdir (y* € K).
Esitsizligin sag tarafint ele alirsak ; artik (c, x™) < (c, x) -(y", Ax — b) olur.
(y* , Ax — b) =2 0 olacagindan (c, x*) < (c, x) “dir.

Yani x°,y" eyer noktasi ise x* (P) probleminin optimalidir.

Fakat Hilbert uzayinda, sonsuz boyutlu uzaylarin yapisindan kaynakl olarak bu
teoremin kargiti dogru olmayacaktir. Yani x°, (P) probleminin optimali iken bir y*=0
“in varligi(eyer noktasimin varhif1) garantilenemez.Buradan goriilliyor ki esas(primal)
problemin ¢&zlimii varken dual problemin de ¢dziimii vardir denemez .

Hilbert uzaylarinda regiilerlik , slater, vs... gibi sartlar da saglandiginda az
dnceki teoremimiz tersten de saglanacaktir.

4.Bdliimde 8rnek olarak aldigimiz Tyndall ‘in makalesinde.belirli hipotezler
altinda dual problem ile esas problem arasinda nasil bir iligki kurulabildigi

tartisiimigtic ve giiclii duallik teoreminin gegerliligi analiz edilmistir.



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bdliimde Tyndall “in “stirekli lineer programlama problemlerinin bir sinifi
i¢in duallik teoremi * adli makalesini inceleyecegiz.

Tyndall ; R, Belmann *in Dinamik Programlama kitabinda ,”bottleneck™ adini
verdigi siirekli lineer programlama problemlerinin bir sinifini irdeledigini , bu
irdelemede tiretim bdliistiirmenin gesitli dinamik lineer modellerini ortaya koyup
analiz ettigini ve dahasi her bir esas(primal) programin dualiyle iliskilendirildigini
soyliiyor ve bdyle esas ve dual ikililerinin optimallik ve denklik sartiarini sagladigim
gosteriyor.

Tyndall makalesinde :uygun hipotezler altinda siirekli lineer programlama
problemlerinin bir sinifi igin gegerli olacak duallik(gii¢lii duallik) teoreminin bir
benzerini ispathyor. Ardindan gesitli iligkili sonuglar: belirleyerek bu duallik

teoremini firetimin leontief modeline uygulanabildigini gdsteriyor..

Duallik teoremi:
z:[0, T] =E" olmak tizere,
t& [0, T]igin z(t) = ({(t), Cz(V), ..., {n(1)) Olsun.
Varsayacagiz ki /=1, N igin {; , sirh ve Slgiilebilir bir fonksiyondur (reel dogrunun
Lebesgue dl¢iimiine gore) . Béyle z fonksiyonlarina sinirh ve 6lgiilebilirdir diyelim.

avec ; [0, T] araligim sirasiyla EY ve EM ‘e esleyen siirek!i birer fonksiyon
ve B ve C ; m x ntipinde reel matrisler olsun.
Not: d =(84,68,, ....0x)E EY ,e=(ey,€q ..., ex)E EY ve A, mx n tipinde matris
olmak tizere vektdr matris carpimimi A.d ve e.A seklinde gosterelim. d. d'€E" “in i¢
carpimi, d . d' =%, § &' *dir. son olarak d < d' ancak ve ancak /=1, N igin

5 < &' ise.
Simdi ;
z(1)=0,
Bz()< c(t) + [ Cz(s)ds  (0t<T)

olacak sekildeki tiim simirl ve dlgiilebilir z : [0, T] =E¥ fonksiyonlarimin kiimesini

Z olarak tanimlayalim.



w(t) 20,
w(HB2 a(t) + [ w(s)Cds (0<t<T)
olacak sekildeki tiim sinirh ve &lgiilebilir w : [0, T] =E™ fonksiyonlarinin kiimesini

W olarak tamimlayalim. Simdi tartigilmak iizere siirekli lineer programlama

problemini belirlersek ;

Esas (Primal) problem:

[ Z(®.a0) dt = max{ ] z(t).a(0) dt }

olacak sekilde Z € Z ‘ ler bulalim.

Dual problem:
[T w(b).c(t) dt = ming [ w(t).c(t) dt }

olacak sekilde w € W * ler bulalim.

Bdyle Z ve W fonksiyonlarina eger varlarsa optimal ¢6ziim diyecegiz.

Eger C’ yi sifir matrisi ve a ve ¢’yi sabit olarak kabul edersek bu siirekli lineer
programlama problemlerinin optimal ¢6ziimlerini ; meydana gelen standart
maksimum problemini ve onun dualini ¢6zerek elde edebilirdik. Bu nedenledir ki
siirekli lineer programlama probleminin bu simifin1, sonlu lineer programlama
probleminin bir sinifinin bir genislemesi olarak gériip, lineer programlamanin temel
teoremlerini bu daha genis simfa genisletmeye ¢aligmaliyiz.

Aslinda bu makalenin ana sonucu olarak elde edilen ekonomik olarak anlamh
siirekli lineer programlama probleminin bir simifina uygun bir dualiik teoreminin

benzeridir.

Teorem 4.1:
Hipotez:. (I:{x€E¥:Bx<0vex=0}={0}

(I1): B, C ve ¢(t) , (0=t<T) i¢in nonnegatif bilesenlere sahiptir.
Cikanim: Z € Z ve W € W optimal ¢6zlimleri mevcutiur, Dahasi uygun z ve w

¢oziimleri optimaldir ancak ve ancak

[T 2(t).a00) dt =[] w(t). c(t) dt.



ileride yani teorem 5 ve 6 da goriilecektir ki hipotezlerin higbiri tek baslarina
yeterli olmayacakutir.

Dikkate alinmalidir ki, primal ve dual problemleri uygun yapan kosul , sonlu
lineer programlamanin duallik teoremi igin bir yeter sart, bu siirekli lineer
programiama problemleri i¢in bir duallik teoremine uyum saglamak icin daha fazla

yeterli degildir. Bu teorem 4 te gosteriliyor.

Dualligin baz: dzellikleri :
Bu bé&liimde lineer programlamanin bazi teoremleri siirekli lineer
programlamaya genisletiliyor.
Herhangi bir z : [0, T] =E" sinirh ve dlgiilebilir fonksiyon igin
£(z) : [0, T} =EM fonksiyonunu t€[0, T] ‘de
2(z)(t) = Bz(t) - fot Cz(s)ds Azil)
seklinde tamimlayalim. Agiktir ki £(z) de sinirh ve Slgiilebilir bir fonksiyondur.
Benzer sekilde herhangi bir w : [0, T] »E™ sinirhi ve 6lgiilebilir fonksiyon igin .
(sinuels ve Blgiilebilir) £°(w) : [0, T] =EY fonksiyonunu te[0 , T] ‘de
£ (WD) = w(b)B - [ w(s)Cds = A'wi1)

seklinde tammlayalim.

Lemma 1.

f:i’(z)(t) w(t)dt= f: £°(w)(t) z(t)dt olmasi bakimindan £ . € ‘nin eslenigidir.
(w,Az) =(A'w.z)

ispat:

integralleri agarsak ;

fo @i(®). ;¢ (9)ds) de=[7(G(0). [ w (dsyde j=Tom i-T,m

olmalidir. kismi integrasyon kullanirsak;
u(t) = fnt j(s)ds ve v(t)= f: w;(s)ds alirsak u'(t) = {;(t) ve v'(t) = —w,;(t) olur.
[T (@i(®). £ ¢ (5)ds) dt = [T u(t) v'()d = - u(w(®) [T + [ v(t) (Dt

= foT(é’,'(t)- f: w; (s)ds) dt olur.



Lemma 2. (zayif duallik)
EgerzeZvew€ W ise f: z(t).a(t) dt < f{;r w(t). c(t) dt

ispat:
Problemimize gére £(z)(t) < c(t) ve £7(w)(t) = a(t) , 0<t<T ‘dir. z(t)=0,
w(t)=0 oldugundan 2(z)(t) w(t) < wit)c(t) ve £ (w)(t) z(t) = z(t)a(t) “dir.

Sonug lemma 1 *den gelir. Bu lemmanin bize séyledigi ; degiskenler mevcutken

Sup{ [ 2(ya(t) dt : z € Z } < inf {J] w(t).c(t) dt: w € W} “dir.

Teorem 4.2.(optimallik sarti):
Eger [ Z(t)a(0) dt = [] W(t).c(t) dt olacak sekilde ZE€Z ve W€ W varsaZ

ve W kendi problemleri igin optimal ¢6ziimlerdir.

ispat:
Lemma 2 ‘yi kullanirsak tiim z € Z *ler i¢in
fy z®a dt < [T ®(0).c) dt = [ 7(t).a() dt “dir.
Tiim w € W ‘ler igin de

[T w.c®) dt = fj z.a0) dt= [ F(t).c(t) dt olur. o
Bz(t) € EM 'nin i. bilesenini (Bz(t)), seklinde gdsterelim.

Teorem 4.3.(denklik sartlan):

z € Z ve w € W olsun.

() =1, M igin (Bz(t)); <vi(t) + (J, Cz(s)ds); ise w(t) =0 ‘d.

(i) j=1,N igin (W(t)B); > o;(t) + (f: w(s)Cds), ise {;(t) =0 dur.

f; z(t).a(t) dt =f;w(t).c(t) dt olur ancak ve ancak (i) ve (ii) hemen hemen her
te[0,TT i¢in saglaniyorsa.

(w.cY=(a.z) & (w,Az-c)=0=(A'w-a, 2



ispat:
Varsayalim ki (i) ve (ii) [0,T)] de hemen hemen her yerde saglaniyor. i.

esitsizligi w;(t) ile j. esitsizligi {;(t) ile garpip toplarsak;

M M M .
0 ((Bz(t)); = ) w;®Oy()+ ) wi(t) (| Czs)ds),
2 2n 0 o)

i=1

N N N T
PRACICICHIEDRACHCRRACI{ RUCLDY
i=1 i=1 t=1 t

elde ederiz . integralleme ve lemma 1 *i kullanarak f: z(t).a(t) dt =f: w(t). c(t) dt
esitligi gelir. Tersine ,eger (i) ve (ii) kosullar1 [0,T] *nin bir alt kiimesindeki t igin
saglanmiyorsa yukaridaki esitsizlikler pozitif 8lgiimiin bir kiimesindeki t igin direk
esitsizlik olmalidir. Sonug olarak f[;r z(t).a(t) dt <f(;r w(t). c(t) dt elde ederiz. Bu

ispatl tamamlar.

Duallik teoreminin genisletilinesi iizerine;

Buraya kadar gériiimiistiir ki optimallik ve denklik sartlar .siirekli lineer
programlama problemlerinin bu simifina zorluk ¢tkmadan genisletilebilmistir. Fakat
diger taraftan duallik teoremi . hipotezleri modifiye etmeden genisletilememistir.

Bu béliimde teorem 4 .5 .6 hipotezlerin ve teorem | in icerigini hakls

¢ikaracaktir.

Teorem 4.4:
Kendi problemleri igin uygun olan z ve w fonksiyonlarimin varhigi , optimize
eden ¢béziimiin varhgini garantilemek igin yeterli degildir.

Ispat: i. drmekde

Teorem 4.5:
Hipotez (II) olmadan hipotez (I) , optimize eden ¢dziimiin varlifitni garantilemek
icin yeterli degildir.

ispati 1. 6rnekde



Teorem 4.6:

Hipotez (1) olmadan hipotez (II) , optimize eden ¢6ztimiin varligin garantilemek
icin yeterli degildir.

[spati 2. &rnekde

Ornek 1:
Y1 ve Yz pozitif sayilar olsun ve varsayalim ki T > %
2
OSvl—Lfé(s)ds , 0<t<T (1.n
(D)<, , O0<t<T (1.2)

kisitlart altinda fL;r Z()dt ‘yi maksimum yapan nonnegatif { fonksiyonunu

bulunuz.

Problemin ¢6ziimii agiktir. {(t) = x_‘} olsa bagtaki varsayimimizdan IT-‘- <y, ‘dir.

Ayrica fot {(s)ds = EYT—‘ <vy; (0<t<T) olur. Buradan { fonksiyonunun uygun

oldugunu anlanz. (1.1) kisits agisindan bakarsak { ; maksimum y, degerini
iiretecektir.

Bu problemin duali ise ;

w02 1- [ wy(s)ds , O<IST (1.3)

Kisiti altinda f:(ylml(t) + yaw,(t)) dt ‘yi minimum yapan nonnegatif w, ve w,
fonksiyonlarini bulmakur. Simdi eger w, ve w, uygun fonksiyonlari bir minimum y,
degerine erigebiliyorlarsa {(t) = Y?’ iken denklik sartlarini saglamakhidir. (1.2) kisiti,

[0,T] araligi boyunca direk esitsizlik ise w,= 0 olmali ve {(t) > 0 oldugundan w, ,

(1.3) kisitim hemen hemen her yerde esitlik olarak saglamalidir. Bu nedenle w, ‘i:
[0,T] araligindaki hemen hemen her yerde f: w4 (s) ds = | olacak sekilde
aramaliyiz. Fakat higbir &l¢iilebilir fonksiyon bu 6zellige sahip degildir.

df:'w(s) ds _d(1)
dt dt

=-w(t)=0




w(t) =colsa ¢(T-t) =1 olurdu
=c=w(t)= % olur.

Buradan primal problemin ¢dziimii olmasina ragmen dual problemin ¢éziimii
olmayacagi anlamini ¢tkartmak zorunda kalinz. Fakat hernasilsa bu dual problem

uygundur, Aslinda
lim [ @™ (®c(Ddt=v;
olacak sekilde bir w™ € W dizisi vardir.
n >% icin w™(t) ‘yi;
0 efer 0<t<T--

wi(t) = . .
n eger 'I‘—-r; =t<sT

1
0 efer 0<t=T——
wi(t) = -
1-(T-t)n eger T—; <t<T

seklinde tammlayalim. Simdi goriiriiz ki her bir @™ uygundur ve dahasi

[ nel® +y,ei®) di=y, +E 5y, (1)
olur.

Bu problemde primal problem de dual problem de uygundur. Boylece teorem 4.4

ispatlanmustir. Pesinden B matrisi ((1)) oldugundan Hipotez (I) saglanmis ,

C= (_01) oldugundan Hipotez (II) saglanmarmigtir. Bu teorem 4.5 ‘i ispatlar.

Ornek 2:

y bir pozitif say1 olsun .
L) <y +[5(s)ds L0St<T @.1)
kisiti aftinda f: ¢;(t)dt ‘yi maksimum yapan nonnegatif {; ve {, fonksiyonlarim
bulunuz.

0=1<Tigin  {F(t) =n ve {J'(t) =y + nt olmasina izin verirsek

Jy GuBydt=yT + ==



buluruz. Bu da demektir ki maksimum yoktur.

Burada hipotez (11) saglanmisken hipotez (I) saglanmamstir. Bu teorem 6 *y1

ispatlar.

Ana lemma:
Simdi bizi duallik teoreminin ispatina gotlirecek bazi lemmalarin ispatlarina
yoneliyoruz. Stirekli problemin ¢oziimiine , sonlu ayrik yaklagimlann bir dizisi

aracilifiyla yanasiyoruz.

n=12,... i¢in At? =E ve tk=5nI (k=0,n) olsun,

p— 1 ptf
k=0mn—1icin  a™ty)= ;5 ft;‘{‘“ a(t)dt olsun,

a™(th) = a"(th_,) olsun,

—_— n
k=1,nigin c"(t}) = % t';"_lc(t)dt olsun,

c(tg) = c"(t}) olsun.

Simdi P" ;
Bz"(tg) = c™(ty) .
Bz"(ty) < c™(tf) + A" TEZ5CZ (L)) &

[}
2]

kisitlar altinda

k=0Z" (tp)a™(ty) i
maksimum yapan z"(t3) , ..., z"(t%) € E¥ nonnegatif vektérleri bulma problemi
olsun.
Bu sonlu lineer programlama probleminin duali ise ;
wi(ty) B=a'(ty),
witth) B<a(th) + At Y0, . Wit C  k=1,n-1

Kisitlar altinda

Zk=o W"(tR)c™ (t7)

minimum yapan w™(t}), ..., w™(t?) € EM nonnegatif vektSrlerini arastirir.
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Bu diskret (kesikli) dual problemi siirekli dual problemle kiyaslamak
bilgilendirici olacaktir. Kiyaslamada goriiriiz ki , stirekli esas problemin diskret
versiyonuyla iliskili dual problem , siirekli primal problemle iliskili dual problemin
diskret versiyonuyla aynidir.

Eger z"(t3), ..., z"(t}) ; P" problemi i¢in uygunlarsa

z'(tg), th<st =<t}
Y=< zZ"(tH), th, St <t} k=12,...
Z(h_), st <th

seklinde bir ilgili basamak fonksiyonu 2%(t) : [0,T ] » E¥ ‘i tammlayalim.

Benzer sekilde ;

Eger w™(t3) ., ..., w™(t}) ; P" probleminin duali igin uygunlarsa

wh(th, <t st]
W) =< wh(th), th_, <t <t} k=2....n-1
wih(th), thoy St <t]

seklinde bir ilgili basamak fonksiyonu W"™(t) : [0,T] = EM ‘i tanimlayalim.

Not edelim ki bdyle ilgili basamak fonksiyonlar: genelde siirekli problemler igin
dogru degildir.

Ana lemmay ispatlamak igin siirekli problem ve duali igin uygun fonksiyonlar
kiimeleri olan Z ve W “nin tammindaki tiim t € [0, T] igin saglanan esitsizlikler
gerekliligini gegici olarak gevsetmemiz gerekmektedir.

p=1.0 igin LP[0,T] : [0, T] iizerinde reel degerli Lebesgue &l¢iilebilir ve
sonlu L? normuna sahip fonksiyonlarin denklik siniflarinin ailesi olsun.

Bir z:{0,T]— EV eslemesi igin egerj =1, N i¢in {; € LP[0,T] ise z € L,

diyebilecegiz.

Zy'yi 2, ={zE€ L} :Bz(t) S c() + J'Ot Cz(s)ds ve h.h.h.t€[0,T] igin z(t) = 0 }

seklinde tanimlayalim ve
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Z; ={2€ Ly : [, Bz(t)dt < [7 e(t)dt + [7(f; Ca(s)ds) dt, 0< t; < t, <Tigin
h.h.h. yerde z(t) = 0} olsun.

W, ve W, ‘benzer tammlari W ile iligkilendirilebilir.

iddia ediyoruz ki Z, = Z;
z(t) = Bz(t) - J'Dt Cz(s)ds fonksiyonu L}, ‘i L}; “in icine eslediginden her bir bilesene
ayri1 ayr1 bakan biri gorebilir ki 6zel durum N =AM =1 igin Z, = Z; esitligini
ispatlamak yeterlidir.

Simdi agik¢a Z, < Z; ‘dir. Diger icerme iyi bilinen reel fonksiyonlar teorisinden
gelir. SByle ki ; eger f € L! ve F(x) = f(;( f(t)dt) ise F' hemen hemen her yerde vardir
ve h.h.h. yerde F'(x) =f(x) ‘tir.

0ty < t; <T‘de t; ‘i sabitledigimizi disiinelim . dyleyse

= [ Ba(tdt < - [P e(9dt + [ Ca()ds) dt olur.

fakat; t, — tf iken esitsizligin sol tarafi Bz(t,) ‘e, sag tarafi c(t;) + fnt‘ Cz(s)ds ‘ye
yaklasir.( her t€{0.T] igin)

boylece Z; c Z; olur.

Banach uzaylar: teorisinden bir sonuca ihtiyag duyacafiz. Ayrilabilir(seperable)
Banach uzayi L*[0, T] ‘nin duali L*[0, T] seklinde gésterilebilir. Bir ayrilabilir
Banach uzayinin duali tarafindan yararlanilan nemili bir 6zellik ; giiglii topolojide
sinirlandinlmig kiimeler igin zayif* dizisel kompakthktir.

Amaglanimiz dogrultusunda yeniden ifade edersek , bu suna déniisiir;

Aq € L%[0,T] olsun ve n=1.2,... igin ||A, |l < p oldugunu farzedin .ardindan

A€ L7[0,T] ve A,, = A (zayif ") olacak sekilde bir {n,} alt dizisi vardir ki bu her f
€ L[0,T] igin f, Ag,f — [ Af i verir.

Bunu yeniden ifade edersek.



Lemma 3.
An € L®[0,T] olsun ve farzedelim ki n = 1,2,... igin ||A,lle < p olsun . Oyleyse
AEL®[0,T] ve f:lz A (Ddt - ftt: A(Ddt (0= t, < t, <T) olacak gekilde bir

{ny} alt dizisi vardr.

ispat :
X, [ty,tz] igin karakteristik fonksiyon olsun. [0, T ] sonlu &l¢iime sahip

oldugundan X € L1[0, T) olur ve yukarida tekrarlanan sonuglardan ¢ikarim gelir.
Simdi ana iemmay: ispatlayabiliriz.

Lemma 4.

n=1.2,... i¢in P" ;siirekli primal problemle iliskili diskret problem olsun .Varsayalim
ki tiim n *ler igin P™ *i ve dualini ¢dzen {z"(t]), ... . 2" (1)} ve {wr(t3) . ...,
w(t)} vektorleri mevcut. Dahasi farzedin ki tiim o ¢6ziim kiimeleri; sirasiyla EY
ve E® “in simirh alt kiimelerinin iginde. Oyleyse ,Z € Z, ve W € W, sinirh

fonksiyoniar: varsa.

T T
f 2(0).a(Ddt = f & (1), c(t)dt
0 1]
olur.
ispat:

(zt() , ..., 2" (t2)} ‘le iliskili 2* basamak fonksiyonu igin
MO ={{ M,.... MO} (0<t<T)
yazalim . Hipotezier sayesinde p > 0 vardir 8yle ki j/=1.....N:n=12.... ve 0< t T

igin |<‘,’}‘(t)|m < p ‘dir. bdylece j=1,...N; n=1.2,... ve ||('}'(t)||m < p igin
{j € L7[0,T] olur. zayif* limiti bulmak igin kdsegen yonteminden(diagonal
process) faydalanacagiz. Lemma 3 ‘ten kK —oo iken 0< t; < t, <Tigin {,€ L*[0,T]

ve bir alt dizi {n,} vardir yle ki ;
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ta t
f P (pdt - f &(Bdt
t, ty

olur. Pesinden , bir {>€ L®[0, T] elde etmek igin lemma 3 ‘i { ;"(k)} ‘ya

uygulayalim . dyle ki {C;"(k)} ‘nin bir alt dizisi {; ‘ye yakinsar(zayif*).
j=1,....Nigin ij L=[0,T] ‘ yi veyinej=1,...Nigin 0 t; £t, £T de k=0

iken

ts s
J’ M wde - f ¢i(Dde (4.1)
t, £,

Olacak sekilde bir ortak { n,(k)} alidizisini elde etmek igin basarih dizileri almay:

tekrar edelim.
te[0,T] j=l....Vve k= 12.... igin 0= {**) < p oldugundan u=(1.1.....1)
oldugu yerde hemen hemen her t € [0, T] i¢in 0< Z(t)< pu esitsizligi (4.1) den
direk gelir. Ly dan esdeger bir temsilci alarak
0=Z(t)<pu , 0=t <T (4.2)
oldugunu varsayabiliriz.

Z € Z, ‘yi ispatlamak igin

c"(tF) egert; <t < th,,

- k= On ey ML 1 [
c*(th) efert =t} "

o) = [
sayesinde {c™(t}), ..., c*(t})} ‘leiliskili¢™ : [0,T] — E™ basamak fonksiyonu
tamimlamak kullamishdir.

Simdi iddia ediyoruz ki : 0< t <T de tiim t ve tiim n igin x,(t) € EM vardir dyle

ki. t € [0, T] igin t de diizgiin olarak lim x,,(t) = 0 oldugu yerde ;
n
B2M(t) < (1) + [, C2(s)ds +x, () ‘dir.  (4.3)
Simdi verilen herhangi bir 7 ve t € [0, T) i¢in 0< k <n-1 olacak sekilde yegane
bir & vardir Syle ki t; <t <t} “dir. Tanimdan 2"(t) = 2" (t}) ve e*(t) = c"(t})

“dir. Yine tammdan , k=0 olmas halinde ¥, z"(t}) = 0 olacagin kabul edecegimiz

yerde,
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J, C2™(s)ds = A" TEZ3 C2(t2) +(t- tF)Cz(t}) “dir
Aciktir ki bu prosediir , herhangi bir 1 ve t}} < t < tj;,,olacak sekilde & ‘yi
temin eden t € [0, Digin , (t- t{)Cz"(t7) (buna x,(t) diyelim) terimini essiz bir
sekilde tammlar. Dikkate alahim ki (E¥ iizerinde herhangi bir lineer norm igin); tiim
nvet€[0,T)igin,
lIx2 (Ol < At*|IC2" (L)l “dir.
Artik hipotezier sayesinde p > 0 vardir 8yle ki tim nve k, 0k < nicin
0< z"(t})< pu olur. Bundan dolay: p’> 0 vardir 8yle ki tiim 1 ve £ .0k < nigin
ICz"(tP)]] < p' olur. Béylece tiim »# ve t € [0, T) igin |Ix, (]| < %p' olur,
dolayisiyla ,t € [0, T] i¢in t de diizgiin olarak lirl;n X, (t) = 0 olur. (4.3) esitsizligi
z™(tD) ‘in P™ igin uygun olmasindan dolay: gelir. Ozellikle
B2™(1) - [ C2"(s)ds < E™(t) + X, (%) olsun diye
Bz (t}) < c"(t]) +At* TEZA C2(t})  ‘dir. (4.4)
Bu varsayimi ispatlar.
Simdi 0< t; € t; T olmak tizere (4.3) *ii t; den t; ye integrallersek n=1,2,...
icin
[ BaM () de < [Fen(ede + 2y car(s)ds)dt+ [ x, (Bdt (4.5)
‘yi elde ederiz. Fakat (4.1} den 0< ty < t; <T igin k—oo iken

t'l -~ t" —
ftl' Bz (1) dt - ft; BZ(t)dt ve

J2(fy c2ma®(s)ds)dt  [*(J; CE(s)ds)dt olur.
Simdi eger 0< t, < t; <Tigin k—oo iken

f:: em@r)dt - fttlz c(t)dt ise bu (4.5) ten gelir ve bu Z € Zj sonucunu
verir buradan da Z € Z, olur.

Bunu €"(t) in n—oo iken t € [0, T] igin c(t) ye diizgiin yakinsadi@in: gostererek
ispatladik. Artik ¢ kapali [0, T] aralifinda siireklidir ayrica ¢ orada diizgiin siireklidir.
Sonug olarak verilen herhangi € > 0 igin bir ny tamsayist vardir ki :ne zaman 0 €t
t< T, |t —t]l < 2At" ve n > ng olsa [[c(t’) — c(b) |l < e olur.

Verilen 1 vet € [0, T] i¢in t} <t olacak sekilde k en biiyiik degere sahip olsun.

Ardindan tanimlardan & = | i¢in ne zaman # >ng olsa
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16" = cCll = He™(®) — el < g fiF lle(s) — c(Dllds <e

olur. Ciinkil ne zaman n > ng olsa k£ = 0 igin kolayca gériilebilir ki {|€"(t) — c(t)||<e

‘dur. Ispat tamamlanmustir.

Aradigimiz W € W, yi elde etmek igin , k= oo iken j=1,....Nigin {?2(") =

(zayif*) oldugu yerde {#"2(¥)} dizisine bakariz.(bkz{4.1)) . Onceden yaptigimiza
benzer sekilde kdsegen yénteminden bir W € Ly; fonksiyonu ve {n,(k)} ‘min bir
altdizisi (n3 (k) diyelim) vardir dyle ki i=1,....M i¢in k=0 iken w!-"3(k) - ;
(zayif™) olur.

Oncekine benzer bir argliman sayesinde W € W, elde ederiz ve bu
v=(1.1,...1) €EM oldugu yerde bazi pozitif p ‘ler igin

0<WH<pv . 0<t<T (4.6)

oldugu varsayilabilir.

Lemmanin ispatim tamamlamak igin f[;r'i (). a(t)dt = fJW (t).c(t)dt ‘nin
ispatt kalmistir,

Simdi lineer programlamanin duallik teoremini kullaniyoruz ve n = 1.2,... i¢in

P™ ve dualini ¢6zen z"(t3) ve w'(ty) vektdrleri hipotezinden
D=0z (t).a™(t]) = Liowm(tD).c"(t]) . r=l2..  (47)
esitligini elde ederiz.

Not edelim ki v=0.....1-1 igin eger t) < t < t,, ise 27(t) = z"(t}) “dir.

boylece tammlardan .

n-1
PEACHENC
v=0
e the1 ol the1 T
= Zz"(t:}). a(t)dt = Zf 2"(t)a(t)dt=f M (Da(t)dt
v=0 t"" v=0 tg 0
olur.

Benzer sekilde v=0,....nigin efer th_, < t < tf ise @"(t) = w™(t}) *dir.

bundan dolays
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1
At Z WD), ch(th)
v=1

L th LI T
= Zw"(t’,}). c(t)dt = Z f wh(ce(t)dt = f wh(t)e(e)dt
vr=1 y=1 -1 0

ey
olur.

Boylece (4.7) den ,#=1,2,... igin

T
f an(H)a(t)dt + AZH(ER). a (1)
0

T
- f @O CO)de + AW (D). ¢ (D) (4.8)
0

olur.
Aciktir ki, 27(t}h), a"(t%), w™(t]) ve c™(t3) vektdrleri tim » *ler i¢in sinirh
olmaya devam etmislerdir bundan dolayi da,
lirEn At"z"(e).a(th) = Iirl;n AW (t3).c™(t3) =0 ‘dir.

Simdi bir ortak {n3(k)} altdizisinin var olmasi durumunu kullanacagiz yle ki

i=l....Mvej=I,...Nigin k =0 iken (?3”"} - ('} ve wi"3(k) - & (zayif *) olur.
Boylece k —co iken
a € L}, oldugundan f; g (Da(t)dt — f;i(t)a(t)dt ve

¢ € L}, oldugundan f{;r @& (De(t)dt - f:\Tv(t)c(t)dt olur.

Fakat bu fOTi(t)a(t)dt ve foT w(t)c(t)dt limit degerleri esit olmahdir. Bu durum
(4.8) ‘den ve At™ igeren terimlerin sifira meyilli olmasindan gelir.

Bu ana lemmanin ispatini tamamlar.

Not edelim ki sadece hemen hemen her yerde sagladiklarindan Z ve W orijinal

problemin ¢dziimii olmayabilirler.

Lemma 5. (yama yintemi (patch-up process)) :
t € [0, T) igin 0< z(t)< pu ile verilmis z € Z, igin bir Z € Z vardir 6yle ki

hemen hemen her yerde Z = z *dir. (benzer bir sonug dual problem igin gecerlidir.)



ispat:

S={t€[0,T]:Bz(t) < c(t) + fnt Cz(s)ds } olsun. Sonrasinda hipotezlerden, eger
5, [0, T] de S ‘nin timleyenini belirtiyor ise S ‘nin lebesgue dlgiimii sifirdir. Boylece
S, [0, T] de yogundur.

Secim aksiyomu sayesinde, t € S i¢in Z(t) = z(t) olacak sekilde bazi sinirly,
Slgiilebilir ve nonnegatif Z fonksiyonu segmek istiyoruz dyle ki ;

BZ() <c()+ [ Ca(s)ds , 0<t<T (4.9)
olsun. {4.9) yerine

BZ()<c()+ f,Cz(s)ds , 0St<T (4.10)
*ye sahip olmamiz yeterlidir ¢iinkii t € S i¢in Z hemen hemen her yerde z ‘ye esit
olur.

Oyle bir fonksiyonun varligini gostermek igin her t € S igin bazi x€E¥ ‘lerin
varhgini Bx < c(t) + fot Cz(s)ds ve 0<x < pu olacak sekilde gbstermek yeterlidir.
Bu dogrultuda ty€ S olsun. k =1,2.... i¢in [0,T] de S ‘nin yogun olmasindan k — oo
iken t;, — ty olacak sekilde t;, € S vardir. Simdi hipotezler sayesinde k =1,2,... igin
0< z(t;) < pu olur ve ayrica kompaktliktan, x€E" ve bir {k;} altdizisi vardir dyle ki
z(tg,) - x ‘dir. Fakat her bir [ igin Bz{ty,) < c(ty,) + fot"‘ Cz(s)ds olur. Bundan

dolay! limit durumunda Bx < c(tg) + j'ut" Cz(s)ds *dir. Bu ¢ *nin ve integralin

stirekliligini kullanir. Dahasi / =1.2,... i¢in 0= z(ty,) < pu “dir bdylece de 0< x < pu
olur.

Bu nedenle , se¢im aksiyomu sayesinde arzulanan &zelliklere sahip bazi Z “ler

vardir deriz.

Tyndall makalesinin bundan sonraki kisimlarinda ispatlanmis bir lemma 4 ‘e
sahip olmakla teorem |’in hipotez (I} ve (1I) “sinin , teoremi, lemma 4 “tin
uygulanabilir oldugu bir noktaya indirgemek igin yeterli olacaklarim géstermenin
yollarimi aramigtir. Bu nedenle lemma 6 ve lemma 7 ile hipotez (I) ‘in primal

problemlerin simirhhigim garantiledigini gdstermigtir.



Lemma 6.
Varsayalim ki
{z€EN:z>0ve Az <0} ={0}.
Oyleyse z = 0 olacak sekiide p > 0 vardir ve Az < x ise z € EN ve x € E™ iken
llzll < plix|| “dir.

Lemma 7.
Farzedelim ki
{z€ EN :2>0ve Bz <0} ={0}.
n=1,2.... igin, {z"(t}) , ..., 2" (M)}, P" igin uygun olsun, Oyleyse R> 0 vardir dyle

kitimnve kicin0 <k <n Jlz"(tH)]l < Rolur.

Ardindan Tyndall hipotez (II) yi kullanan dual problemin simicliligini lemma 8

ve lemma 9 la irdelemistir.

Lemma 8.

Farzedelim ki B ,C ve c(t) nonnegatif bilesenlere sahip(0<t< T). Bu durumda
p > 0 vardir 8yle ki efer P™ in duali bir ¢6ziime sahipse p den biiyiik olmayan
bilesenlere sahip ¢dziim vektdrlerine sahiptir.

Buradan da goriiliiyor ki eger B > 0 ise {x € EV : x > 0 ve Bx <0} ={0} dtr

ancak ve ancak B nin her bir siitunu pozitif girdilere sahipse.

Lemma 9.
Lemma 8 in hipotezieri saglanirsa ve B nin her bir siitunu pozitif girdilere

sahipse , W(t}), ..., W"(t}) ‘ler P" in duali i¢in uygundurlar.(n =1,2,...)

Tiim bu teoremlerin ve lemmalarin elde edilmesiyle Tyndall teorem | in artik
ispatlanabilir duruma geldigini belirtmis, lemma 10 *da teorem | in hipotezleri
alundan = 1.2,... igin P" in ve dualinin optimize eden z"(t}}) ve w™(t};)
¢Oziimlerinin var olacagini ispatlamistir(k = 0...., n).

Ardindan Tyndall iliskili sonuglar baghg altinda primal problem P" igin olan

{2} fonksiyonlan Gizerinde hipotez (1) in diizgiin bir sinir vermek igin yeterli

39



oldugunu ve hipotez (II) nin P™ in duali igin {W"} fonksiyonlar kiimesinin diizgiin
sinirlthin garantiledigini séylemis ve bu hipotez (1) ‘in Z ile ve hipotez (II) ‘nin W

ile iligkili oldugunun teorem 7 ve 8 ile daha gorilniir oldugunu ispattamigtir.

Teorem 4.7 :

Hipotez (I) altinda ,eger Z bos degiilse z€Z igin f; z(t)a(t)dt yi maksimum
yapan bir Z € Z vardur.

Teorem 4.8 :

Hipotez (II) alunda ,efer W bog degilse wEW igin f: w(t)c(t)dt yi minimum

yapan bir W € W vardir.

Makalesinin son kisminda Tyndall bir dinamik leontief modeline ekonomik bir

uygulama yapmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde elde edilen sonug ; Lineer programlama problemlerine, dual problem
yardimiyla optimal ¢6ziim bulma yetenegimiz, sonsuz boyutlu uzaylarda yeterli
olmamaktadir. Fakat yine de bazi 6zel durumlar igin 6zel sartlar altinda dualligin de

yardimiyla ¢6ziim elde edilebilmektedir.
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