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TESEKKUR

Bu ¢alismanin her safhasinda bana yol gésteren ve yardimlarint esirgemeyerek bana
karsilaghgim her zorlugun iistesinden gelmemde yardimci olan g¢ok degerli tez
damisman hocam sayin Dr. Ogr. Uyesi Oguz OGUR’ a en igten saygi ve
tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalanim sirasinda bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim Giresun Universitesi
Matematik Bélimii’niin ¢ok degerli hocalarima sonsuz saygi ve sevgilerimi sunarim,
Ayrica daima yamimda olan dualarini, desteklerini benden esirgemeyen aileme ve

arkadaslarima tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI
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: Tamim olarak esittir

: Gerek kosul

: Yeter kosul

: Her

: Vardir, mevcuttur
: Superposition operator
: Reel sayilar kiimesi
: Dogal sayilar kiimesi

: NxN

: Boyutu birden bilyiik reel vektdr uzayi

: Cift indisli diziler uzay:

: X degerli ¢ift diziler uzay
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2-NORMLU CIFT DiZi UZAYLARINDA SUPERPOSITION
OPERATORLERIN BAZI OZELLIKLERI

OZET

Tezin ilk béliimiinde superposition operatrlerin tarihi hakkinda kisa bilgiler

verildi.
ikinci boliimde, galismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verildi.
Tezin dordiincii bdliimiinde, 2—-normlu ¢ift dizi uzaylan iizerinde taniml
superposition operatdrlerin karakterizasyonu verildi. Ayrica, elde edilen bulgular 2—

normlu Maddox ¢ift dizi uzaylarina genellestirildi.

Anahtar kelimeler: Superposition operatdr, Cift dizi uzaylari, Maddox dizi uzaylar

v



SOME PROPERTIES OF SUPERPOSITION OPERATORS
DEFINED ON 2 - NORMED DOUBLE SEQUENCE SPACES

SUMMARY

In the first chapter of the thesis, the information of the history of

superposition operators were given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems, which are used in
the work, were given.
In the fourth chapter, the superposition operator P, defined on 2 — normed

double sequence space were charecterized. Also, the results obtained were

generolized to the 2 — normed Maddox double sequence spaces.

Keywords: Superposition operators, Double sequence space, Maddox sequence

space



BOLUM 1. GIiRiS

Kompleks degerli biitiin dizilerin uzay: w ile gosterilsin. Ayrica, w uzayinin
X ve Y alt uzaylan verilsin. f:NxR — R olmak lizere X uzayindan w uzayina

tanimh,

P (x)= ( S (m.x, ))MN

fonksiyonuna bir superposition operatdr veya Nemytskij operatérii adi verilir. Eger
her xe X igin Pf(x)eY oluyorsa, P, operatbriine X uzayndan Y uzayma bir

superposition operator denir.

Bu lineer olmayan operatorleri lineer operatdrlerden ayiran en 8nemli soru
sudur; f fonksiyonunun diizgiinligl (analitikligi) gibi bazi ozelliklerine P,
superposition operatorii sahip olmak zorunda midir? Bu sorunun cevabi olumsuzdur.

Ornegin, Py L, — L, olmak iizere f fonksiyonunun analitikligi P, operatdriiniin
analitikligini gerektirmez. Bu durum, P, superposition operatoriiniin hangi

ozellikleri hangi kosullarda sagladigi problemlerini ortaya gikarir.

Eski terminolojide “bileske fonksiyon” veya daha yaygin olarak “bir
fonksiyonun fonksiyonu™ olarakta adlandirilan bu operatériin siirekli fonksiyonlarin
superposition operatoriiniin  siirekliligi ve diferansiyellenebilir fonksiyonlarin
superposition operatoriiniin tiirevi gibi analiz, diferansiyel ve integral esitlikleri,

olasilik teorisi gibi birgok alanda kullanilmigtir,

Son zamanlarda, 6zellikle dizi uzaylarinda tanimhi superposition operatrlerin

karakterizasyonu iizerine ¢aligmalar yapilmistir.

Chew ve Lee (Chew ve Lee,1985) “Orthogonally Additive Functionals on

Sequence Spaces” adli ¢alismalarinda {, dizi uzayindan {; dizi uzayina tanimlanan



superposition operatdriin karakterizasyonunu verdiler. Dedagich ve Zabreiko

(Dedagich ve Zabreiko,1987) “Operator Superpositions in The Spaces Ip” adli

calismalarinda ¢, dizi uzayindan £, dizi uzayma tammh superposition operatériin

bir karekterizasyonunu verdiler. Petranuarant ve Kemprasit (Petranuarant ve

Kemprasit, 1997) * Superposition Operators On { and ¢, into { (1< p,g <o)’

adli calismalarinda (Chew ve Lee, 1985) calismasini genellemislerdi. Sagir ve
Giingdr (Sagir ve Giingdr,2015) “Continurty of Superposition Operators on the
Double Seguence Spaces L,” adli ¢aligmalarinda L, ¢ift dizi uzaylan iizerinde

tammlanan superposition operatoriiniin karakterizasyonunu verdiler. Ayrica, P,
superposition operatdriiniin siirekliligi igin gerek ve yeter kosul verildi.
Bu tezde, 2 - normlu ¢ift dizi uzaylar: iizerinde tamimli superposition

operatdrlerinin bazi karakterizasyonlari verildi. Ayrica, 2 — normlu Maddox ¢ift dizi

uzaylari iizerinde tanimh P, operatériiniin  benzer Gzellikleri gosterildi.

(88 ]



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Bostan farkh bir V' kiimesi ve K kompleks veya reel say1 cismi olsun.

Vx,yeV ve VieKigin+(x,y)=x+y ve -(4,y)=Ay seklinde tammh

+: WV -V
cKxV oV

2.1

fonksiyonlar: agagidaki kogullari sagliyorsa, ¥V kiimesine (2.1) de tamimlanan

"+" ve "-" iglemlerine gére K iizerinde bir vektér uzayr denir.

V1) Vx,yeV iginx + y=y + x,

V2) Vx,y,zeV iginx+(y+z)=(x+ y)+z,

V3) Vx,y,zeV icin x+0, = x olacak sekilde bir tane 0_ eV vardur,
V4) Vx eV iginx+(—x)=0, olacak sekilde bir tane —x € " vardur,
V5) ¥xeViginl-x=x,

V6) Vx,yeV ve her a e X igin a(x+y)=ax+ay,

V7) VxeV veher @, f e K igin (a+ f)x=ax+ px,

V8) Vxe¥ veher a,f € K igin a(fx)=(af)x

(Maddox,1970).



Tamim 2.1.2. ¥, K cismi iizerinde bir vektor uzay ve ¥,V kiimesinin bostan farkl
bir alt kiimesi olsun. Eger x,yet ve Va,feK i¢in ax+ fy ise Y kiimesine V

uzayinin bir alt vekt6r uzay: denir (Maddox,1970).
Tanmm 2.1.3. V' bir kompleks vektdr uzay olsun. Asagidaki kosullan saglayan

||-||:V—>R fonksiyonu V' iizerinde norm adin: alir ve (V

|) ikilisine de normlu

>y

uzay denir;

) Jx|=0e=x=0,
2) VxeV ve aeC igin |lax|=|a]|].
3) Vx,yeV igin [x+y| <|x|+|¥] .

(Maddox,1970).

Tamm 2.1.4. Boyutu birden biiylik X vektsr uzayr verilsin. X x X iizerinde

|. ,‘l

tanimh ve asagidaki kosullar saglayan reel degerli

fonksiyonuna X vektsr

uzay iizerinde bir 2 — norm denir;

NI)

=0< x vey vektdrlerinin lineer bagimh olmasidir,

N3) Vx,ye X veher ¢ €RR igin ||ax,y|| = |a||]x,y

Je

|,y

N2) Vx,ye X icin

X,V V. X

B

N4) Vx,y,z € X igin |x+z, ] <[}, y||+]|z, y

(Gahler, 1964).

Ornek 2.1.5. X =R* olmak iizere, R iizerinde , x=(x,%).y=(.)eR’ iin
| ]:R*xR* > R, |

x, y||=|x, Y. —x,y,| fonksiyonu tanimlansin. Kolayca goriilecegi

gibi bu fonksiyon R? iizerinde bir 2 — normdur.



Tamm 2.1.6. N x N kiimesinden C kompleks uzayina tamml her x fonksiyonuna
gift dizi denir ve kisaca (x,,) ile gosterilir. Biitin kompleks terimli gift dizilerin

(2)

uzay! w ile gosterilir. Buna gére,

W = {x=(x,,);mneNx, e (C}

me

yazilir ve bu kiime ¥x,yew' ve aeC igin ax=a(x,,) vex+y=(x,, +y..)

islemleri altinda bir vektdr uzayidir(Apostol,1974).

mn

Tanim 2.1.7. x,,, bir ¢ift dizi olsun. Verilen keyfi bir £ >0 sayisiigin her m,n>k,

oldugunda

x.ﬂ‘"l —al < g

olacak sekilde k. dogal sayisi varsa x,, ¢ift dizisi aeC sayisina Pringsheim

anlaminda yakinsaktir denir. Pringsheim yakinsak ¢ift dizilerin uzayi c? ile

gosterilir( Apostol,1974).

Bu ¢alismada biitiin yakinsakliklar Pringsheim anlaminda yakinsaklik olarak

alinacaktir.

Tamm 2.1.8. x=(x,,) kompleks terimli bir ift dizi olmak iizere

sup <o

mnizl

xﬂ‘ T

ifadesi saglaniyorsa x=(x,,) dizisine simirh gift dizi denir.

Sinirh gift dizilerin uzayr (*= ile gosterilir. Buna gére

> = {x =(x,,)ew? :suplx,, | < oo}

m.nzl

seklindedir (Moricz ve Rhoades, 1988).

Uyari: Tek indisli dizilerin aksine yakinsak ¢ift indisli diziler sinirli olmak zorunda

degildir. Gergekten her n,m e N igin



m , n=1
x, =4 1 N olmak iizere x =(x,,
— , diger
n+n

) dizisi yakinsak olmasina

ragmen sinirh degildir.

i} 1

Tanm 2.19. §,, = x, kismi toplamlar dizisinin Pringsheim anlaminda

1=l j=1

yakinsak olmas: halinde Zx,m, kompleks terimli serisi yakinsaktir denir

nrr=l

(Apostol,1974).

Tanim 2.1.10. Rk‘=kz-]ixm" +iixm" +iixm,, toplamina iixmn serisinin

m=] n=s m=k n=] mek p=x m=l p=|

kalan kismi denir (Basar ve Sever, 2009).

k=l m L | W W
R, = X, +Z me" +Z me" ifadesinde, 4&=s5s=N  olmasi
m=l sy m=k =l mek nes

-]

durumunda kisaca Z x,,, gosterimi kullanilacaktir. Yakinsak bir ¢ift seride

]
nmx{m.n}ZN

kalan kismin limiti sifirdir(Basar ve Sever, 2009).

Tamm 2.1.11. ¥ biitiin cift dizilerin uzayr ve M,Ncw(z) olsun. Ayrica,
Vi,jeNigin £(i,j,0)=0 ifadesini saglayan f:N*xR—R fonksiyonu verilsin,

M uzayindan w"? uzayina,

B(a)=(/(isa,));

£ =1
seklinde tamimlanan P, doSnisiimiine M uzay: f{izerinde tammli superposition

operatdr denir. Eger Vas= (a,J ) eM icin P, (a) € N ise P, fonksiyonuna M

uzayindan N uzaywina bir superposition operatdr denir ve P, : M — N ile gosterilir

(Giingér, 2015).

Tamm 2.1.12. X bir 2 — normlu uzay olmak iizere,



s ={xew§. :Vye X igin ,.Eu s | <oo},

C:’S’ = {x = ‘H’i— .Vy eX l(}il‘l Sup"xnm’y

|<o:>},

Cé‘;’={xeuﬁ :Vye X igin, Ilm

mn’y" - }

Cy (p)= {xew :Vy e X igin, l|m ||xm",y||""" = ]

=l

[:2) (p) ) {x - “ﬁ. :Vy = X iqin i xnm‘! y| o < C:O}

C!_:n

seklinde tamimlidir. Yukarida tanimlanan kiimeler birer vektor uzayidir. (%7 o (o

ve Cy) vektdr uzaylart sirasiyla (Z s ¥ ),, ve sup

mon=l

x| ile birer normlu

uzaydi. Aynca  Cj'(p) ve (,(p) vektor uzaylar sirasiyla,

M= max{l sup p,,,,,} olmak iizere, sup 53

m.neM

mn=l

—! ve [Z "Ynm’y

|P"" ] ile birer

paranormlu uzaydir(Tug, Dogan, Kurudirek, 2012).



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Tek indisli dizi uzaylar i¢in tamimlanan superposition operatSeler (Giinggr, 2015)

caligmasinda cift indisli dizi uzaylarina asagidaki gibi genellestirilmistir.

2 biitiin gift dizilerin uzayr ve M,Ncw®  olsun. Ayrica,

W
Vi,jeNiginf(i,j,0)=0 ifadesini saglayan f:N*xR —R fonksiyonu verilsin.
M uzayindan w* uzayina,

L]

Pf(a)=(f(i=j=au))

1=l

seklinde tamimlanan P, doniigimiine M uzay: iizerinde tammli superposition
operatdr denir. Eger Va:(ay)EM igin Pf(a)eNiseI} fonksiyonuna M
uzayindan N uzaymna bir superposition operatdr denir ve P.: M — N ile gosterilir
(Giingér, 2015).

Bu ¢alismada yukarndaki tanmim esas alinarak (Sagir ve Giing6r, 2015) ve
(Ogur, 2017) calismalarindaki teknikler kullanilarak 2 — normlu ¢ift dizi uzaylan

tizerinde tamimh superposition operatérlerin bazi zellikleri incelenmistir.



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde f:N’xX —»X fonksiyonunun X vektdr uzayimin sinirh alt kiimeleri

tizerinde sinirh oldugu kabul edilecektir.

Tamim 4.1. w}, X —degerli gift diziler uzayi ve M,N < wi olsun.

Her m,neN igin f(m,n,0)=00lacak sekilde f:N’x.X — X fonksiyonu verilsin.
Bu takdirde

P, (x) — ( I (m, mXx,, )):‘”=|

seklinde tanimlanan déniigime M uzayindan w? uzayina superposition operatsr

denir. Eger Vx e M igin P, (x)e N isc P, doniisiimiine M uzayindan N uzayina
superposition operattr denir.

Teorem 4.2. P, :f:;; — ({3 olmas igin gerek ve yeter kosul her >0 ve her bir

m,ineN icin ||t,y|| < a oldugunda biitiin y & X igin;

| (m. mt), ¥ sle.n,

olacak sekilde (c,

It

3 o« e s 0w
) e (*! dizisinin var olmas:dir.

X}

Ispat: “=" P, : (5 - ({3 olsun. Keyfi bir & >0 ve her m,neN icin;
Ay (a)={reX:VyeXicin |, y|<a}
ve

B (m,n,a)= sup{”f(m, r:,t),y" e dy(a).Vye X}

tanimlansin. Béylece, Vy € X i¢in [f, | <& oldugunda,



||f(.'n,n,t),y_|53\. (m,n,e) olur. Eger her @ >0 sayist igin (B, (m,ma))e*

oldugu gosterilirse, ispat tamamlamr. En az bir o >0 sayist igin

(B_\ (m,n,a,))e!.’“ olsun. Buradan i B, (m,n,a))=c0 yazilr. Béylece, her

=l

rv'>roigin,

rZ' ‘zl B.\' (",’”’al) >1

m=r+l n=v+l

yazilir. Buradan,

Z Z B, (m,n,a,)>l olacak sekilde 1,'>r, ve v'>v, dogal sayilar

m=p +1 =y +|

vardir. Simdi 1, ve v, dogal sayilar asagidaki gibi tanimlansin;

m=r 4] ekl

i
= min {r'eN:v'e Nr'>n,v'>v,ve > > B (mna)> l}
ve

r v
V= mm{v'eN:r'eN,r'>q,v'>vm ve > O B, (m,:r,a,)>l}.

men 41 n=y+)

Bunun yaninda Z Z B(m,n,&)>1 olacak sekilde r,'>7 ve v,'>v, vardir.

g+l a4l

Boylece,

F v
= mln{r'eN:v'eN,mv'>r,,v'>vi ve D D B, (m,n,a,)>l}

m=n#l =y +]

Ve

m=h -+ n=y

v, = min{v‘eN:r'eN,r’>q,v'>v, ve > > B, (m,n,a,)>l}
1

seklinde tammlansin. Timevarim ySntemi ile benzer sekilde devam edilirse,



r ¥
r= rnin{r'eN:v'eN,r'>r,_,,v'>v,_, ve > Y B_‘.(m,n,a,)>l}

m=r_+l o=+l

ve

r v
v, = min{v'EN:r’eN,r'>r,_l,v'>v,_l ve Z Z B_n.(m,n,al)>1}

si=g_y+1 =+

elde edilir. Bu halde Z Z B, (m,n,a)>1 kosulunu saglayan en kiigiik say:

m=r o=+l

ikilisi » ve v, olmak iizere pozitif tam sayillarin 15, =0<r <n, <..<r <.. ve

v, =0<y, <y, <...<v, <... dizileri elde edilir.

Buradan her ieN igin Z Z B, (m,na))-¢& (r,-r)(v,~v,,)>1 olacak

m=r_ 4=y, 4
sekilde bir £ >0 pozitif reel sayisi vardir. Ayrica f fonksiyonu sinirh oldugundan
ratlsmsrn ve v _ +1Sn<y, kosulunu saglayan her m,nelN igin
0< B, (m,na)<w olur. Yine , B, (mn,a) kimesinin tammindan her yeX

icin,

> B (m,n,a)-¢

!

| £ (m,n,x,,,), ¥

olacak sekilde x,, € A(e,) vardir. Béylece, her y € X igin,

i ||f(m, mx,).y

m n=|

=

bulunur. Bu ise ( S(mnx, )) 3 C?g') oldugunu gésterir. Bunun yaninda,

2.1 =
(3 Oldugunda

2w

Vye X igin )

X Y| €@ oldugundan x, €l olur. P,y —(
P ((x,.))e € olmalyds. Fakat (f(m,n,x,))eC} celiskisi olusur. Bu ise

(3\.(111,:1,&)):"_'&62" oldugunu gésterir. Vm,neN ic¢in ¢, =B, (m,na)

tanimlanirsa ispat tamamlamir.

11



Tersine, her a>0, her mneN ve VyeX igin ||t,y]|$a oldugunda

|| f m,n,

olacak sekilde c=(c,,)e "' var olsun. Keyfi bir

Iml

x=(x m")eC(,) verilsin. Buradan, Ef;)’ uzaytnin tammi kullanilirsa her y € X igin

[%.ms 3| < M olacak sekilde A >0 vardir. Hipotez geregi |f(m,n,x,,

HIN

olacak sekilde (c,, )€ (*' vardir. Béylece

Z "f(m’ , xmn) y"_ Z |cmn|

=l =1

<o
. 2,0 o Yryeof
olur. Bu ise ( f (m,n, xm,,)) € (3, oldugunu gosterir.

Ornek 43. X =R olsunveVx,yeR’ igin |x,y|=|xy, x| verilsin. Yine

1=(1,1,)eR? olmak iizere f:N’xR’—>R* f(mnt)= (4"""‘"’} seklinde

T s+ . .
tanimlansin ve  VzeR’ igin |r,z|<a olacak sekilde &>0 var olsun. Buradan

8i VzeR® igin saglandigindan z*=(0,1)eR’ noktas: iginde

saglanir. Boylece |

t,z'" =|r|<a bulunur. Buradan

||f m n I),-l

4m+n

'22—0-21’

=|’|”32|

4HI+J’I'

4m+n

olur. Eger ¢, = Zmin

seklinde tanimlanirsa ¢ =(c,,)e(*" olur. Teorem 4.2.

gerefince P, 1 (5 = () olur.



Teorem 44. P, C(‘,) - L’E,) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir m,ne N igin

||t,y|| < a oldugunda biitiin y e X igin;

"f(m,n,l),y

| < |cm|

olacak sekilde bir o >0 reel sayisinin ve (c

mnn

)e ! dizisinin var olmasidr.

- L’(,) olsun. Keyfi bir @ > 0 sayis1 ve her myneN igin;

<a)

ispat: e P C(',)

A (a)={re X:VyeXicin

ve
B, (m,n,a)=sup {"f(m, n,!),y" re A (a),Vye X}

tamimlansin. Buradan, her y € X igin i ,

"f(m,n,t),y"SB_\.(m,ur,a) olur. Eger bir o >0 pozitif reel sayisi igin

(B, (m,n,a,)): ., €' oldupu gosterilirse, ispat tamamlanir. Aksine her o >0

pozitif reel sayisi igin (B_\.(m,n,a))w g

- oldugu varsayilirsa buradan her

i,jeN igin Z B, (m,n,l_+l_)=oo yazilir. Boylece her bir i, j e N ve her ' > r,
g

=)

v' > v igin,
l
Z Z B, [m n,— J>]
m=r+l n=vel J

yazilir. Buradan z z [m n,- )>l olacak sekilde 7'>r ve v >y,

m=r,+l n=v,;+1

sayilari vardir. Yine, r, ve v, dogal sayilar,

= min {r'eN:v'eI\I,r'>1v-t,,v'>v,:I ve > B_\.(m,n,2)>l}

ar=t,+1 n=vy+1

Ve

13



r L
v=minsv'eN:r'eN,r'>r,v'>y, ve Z Z B_\.(m,n,2)>l

mer 41 nE+H

T 11 ,
bigiminde tanimlansin. Bunun yaninda, Z > B‘\.(m,n,5+§J>l olacak sekilde

m=n =y ]
t -
1,'>1 ve v, >v, vardir. Benzer sekilde,
. AN 1 1
n=min r'eN:v'eNr'>n,v'>v ve Z Z B | mn—+=1|>1
. men 4L aEv 4l ’ 2 2

ve

) A 1 1
v,= minqv'eN:r'eN,r'>n,v'>v ve Z Z B‘\.[:n,n,;-i-;JM
m=r 4+ vy +) - =
yazihr. Timevarnim kullanilarak,
rt v ] I
— M U - L] ] )
r=minyr'eN:v'eNr'>r v'>v  ve Z Z Byjmn,—+—|>1
meg )+l n=y, 1+ 1 J
ve

. = 1 1
v=minqv'eN:r'eN,r'>r v'>v  ve Z Z B_\.[m,n,;+}J>l

mr=p_Hln=v )+

elde edilir. Bu durumda, her i, j e N igin,

Z Z (m n, +l_)>l olacak  sekilde dogal sayilarin
J

m=p_+ln=y,  +l
rh=0<n<n<..<n<.. ve y,=0<y <y, <..<v, <. kogullarim saglayan iki

(1) ve (v,) dizileri vardir. Ayrica,

Z Z B, [m "=+ l_)—su.(r; =)y, =v,.)>1 (4.4.1)

m=p_+ln= ll,+l .]

14



kosulunu saglayacak sekilde bir g, >0 pozitif reel sayiss vardir. i vej dogal sayilari

sabitlensin. Yine, f  fonksiyonu simrh oldugundan r_ +1<m<r ve

- . . I 1

v,,+1<n<v, sartlanm saglayan her m,neN igin B_\.(m,n,-j+—_ <o yazihr,
rJ

Buradan da B, (m,m,a) ifadesinin tammi kullamlarak 1 +1<m<r  ve

v, +1<n<v sartlarini saglayan her m,neN ve her y € Xigin,

|| S (mn,x,,), y" > B, [m, r.-,% +%) &, 4.4.2)

olacak sekilde x,, €A, (I —L) dizisi vardir. Béylece, (4.4.1) ve (4.4.2) ifadeleri
rJ

ile

¥y

’ZI illf(m,n,x z ZIB\[m "=+ fj tl Z g,
mengslnsr, - mzr_ +in= Yt meEr ey g+l

S B\[m "=+ %}-u(n-m)("r";-u)

mEr_ o+l ey, )+
>1

bulunur. Béylece, her y € X igin

SV mn,, ,yu-zz[ $ 3 Vimns) y||]

m=1 p=l =] =1\ m=p, ,alrr-u“

oldugundan, (f(m,n,x,)) et elde edilin. Aynca r,+l1<m<r ve

iy

v,+1snsv iken x,, €4, (l l] oldugundan, lxm,,,y||sl‘+l' olur. Bu ise
i tJ

(*..)€Ch oldugunu gosterir. Fakat bu P, :C5l — (%) olmasi ile gelisir. Bu
durumda (B_‘.(m,n,al)): € ¢*' olacak sekilde bir @, >0 reel sayisi vardir. Her

mnelN icin ¢ =B, {(mn,a) secimi yapilirsa istenen elde edilir.
‘P mn LY 1 ‘; y

15



Tersine, her bir m,neN igin

I,y[S a oldugunda biitiin y € X igin;

" S (m,n, t), y“ < |c”m|

olacak sekilde bir @ >0 reel sayisi ve (c,,)e(* dizisi var olsun. Eger

x=(xm)t-:C(22';’ ise VyeX igin lim |x,.3|=0 olur. Buradan dzellikle bu o

pozitif reel sayisina karsilik her m,n>i ve yeX igin |

X, Y| Sa olacak sekilde

bir ieN vardir. Hipotez geregince, her m,nzi ve VyeX igin

|f(m.n,x,,). ¥|<lc,,| olacak sekilde bir (c,,)e*' vardir. Boylece,

i [l S (m.nt), yl < i |

=y manst

<o
elde edilir. Bu ise P, :C(y} — ({5} oldugunu gGsterir.

Ornek 45. X =R’ olsunveVx,yeR® igin

|x, ¥ =|x3, —x,3,| verilsin. Yine
1=(t,,1,)eR? olmak tizere f:N*xR’—>R?, f(m,n,!):(m_—]),OJ seklinde

tamimlansin ve vz eR’ igin |

t,z|

<1 olsun. Buradan [,z]|<1 esitsizligi VzeR?

igin saglandigindan z* =(0,1)eR* noktas iginde saglanir. Béylece |

62| =l <1

bulunur, Buradan

||f(m,n,t),z|

(e =1) -0-2.‘

2m+n =2

(l’l'2 +

)|32|
e

2k
2m+n

16



l\J

‘zzl

m+n

olur. Eger ¢, =

mn

seklinde tammlanirsa ¢ =(c,, )€ ¢*' olur. Teorem 4.4.

]

geregince P, C(,, ->f‘,) olur.

Teorem 4.6. P, :ffé’]’ —)L’f'z‘) olmasi igin gerek ve yeter kosul her m,neN ve

Vy e X igin |[r,y]| < B kosulunu saglayan her ¢ € X igin;

||f m mt),

A slen|+ale oA’
olacak sekilde & >0, > Oreel sayilarinin ve (c,, )€ ¢*' dizisinin var olmasidir.

ispat: “<=” VmneN ve ||r,y||$ﬁ kosulunu saglayan her 1 € X ve Vy e X igin,

ARG

(¢, )€™ dizisi var olsun. Bu durumda bir x= (x ,,,,,)EEE) dizisi verilsin. sz)

,,,,,|+a||r, y||P olacak sekilde a >0, gA>O0reel sayilan ve

tanim: geregince Vy e X igin i ]|x,,,,,,y|‘"

m.n=I1

< oldugundan,

T'iﬂ[iil $e A+ S S bl + 2l ,,,,,,yH”)=0

ms=l n=v m=r p=] M= HEY
olur. Buradan ) |x,,.»|" <€ <B" esitsizligini saglayan yeterince biiyiik bir
max {m 2N
N eN vardir. Bu durumda max{m,n} 2 N saglandiginda Vm,neN ve VyeX

igin ||x,,.¥|< A8 olur. Hipotez geregi, max{m,n}2N oldugunda Vm,neN ve

VyeX igin |/ (mnx,

r
a|x,,.y bulunur.  Buradan

-t
D= zuf(m mx,,), yl
mn=l

i l£ (m,n,x XYt D u f(m,nx,), y"

m.n=1 max ", n

|Cm"|+a Z " mn’y

ma.x{m njzN max{m njzN

< Z || S(m,nx,, [‘"
m =l

17



-]

<D+ Z c,.|ta i

m =l i =]

ixrr.'rl’yjllp
<w
elde edilir. Buise P, : (3} — ((}) oldugunu gosterir

“=" P, superposition operatorii ;] uzayindan (7) uzaymna tanimli olsun. Yine

her & >0, >0 reel sayilan igin A, (m, n,a,ﬂ) kiimesi ve B, (m,n,a, ﬁ) ifadesi

asagidaki sekilde tamimlansin;

Ay (mn,a,B)= {t eX:VyeX,[, [’ <min {ﬁ,a" "f(m, n,t),y"}}
ve

B, (m.na,p)= sup{"f(m,n,t),y

e Ay (m, n, o, ﬁ)} .

Yukandaki tammlar geregince, Vye X igin

tLy|$B ve ted (mna,p) ise
||f(m,n,r),y" <B(mna,B) ve VyeX igin |

||f(’", nat)syl

1,)|<B ve t¢ A (m,n,a, B) ise

<a|

t,y]"  oldugu gorillir. Bu durumda VyeX igin [r,y]|</8

oldugunda ||f(m, n,t),y“ <B . (mna, p)+a

I, 3" olur. Eger

(B\. (m,n,a,ﬁ))e €' olacak sekilde >0, >0 reel sayilari bulunursa ispat

tamamlanir. Aksine her @ ve f# pozitif reel sayilar igin Z B, (m,n,a, ﬂ):w

m.n=1

olsun. Bu durumda her i dogal sayisi igin Z B, (111,11,2’,2")=oo olur. Buradan

m e

her ie N veher +',v'>r igin,

i 2 B, (m, n, 2‘,2") >1

merdl per+l



r .

yazihr. Bu durumda Z z B, (m,n 2,27 )>l olacak sekilde r'>r, ve v'>v,

m=r.+1 =+l

dogal sayilar mevcuttur. 1, ve v, sirasiyla,
r v
n=minir'eN:VeNr>nv>vve D D B, (m,n,Z )2 )>I
m=r +] p=r 4l
ve

[ i
=min{vVeN:r'eN,r>n,v>yve D Y B_\.(m,nr,2',2")>l

me=r 4l =y 4]

olsun. Bununla beraber, Z Z (m n2*,2 2)>l ifadesini  saglayan

mt=h+1 nev 41

f !
r, >1 vev, >v vardir. O halde,

n=min{r'eN:vVeNr>nv >y ve Z Z (m,n,22,2'2)>l

m=a+1 n=v+l

ve

r ¥
=minsveN:reN,»>rv>v ve B.(m,n2%27%)>1
1 1 o

e+l n=y 4l

olur. Tlimevarim ydntemi kullanilarak,

r v
=i ! oo 4 ! '
r=min{reNVeNr>r vV>v_  ve E E B_\.(m,n,Z 2 )>1

m=1 +Hlasv, (+1

ve

L
. ' ) ' ’ t oy
v,=miniveN:reNr'>r v>v ve > > B_\.(m,n,Z 27)>1

mug_ g+l =y g+l

19



elde edilir. Bu durumda Z Z B, (m, n2,2 )>l esitsizligini saglayan en

meEg g+ =+

kiigiik iki say1 r ve v olmak iizere 1 =0<r<r<..<r<.. ve

v, =0<y <v, <...<v, <... dizileri vardir. O halde,

n=l v, =1

Z Z BI\.(m,n,Q’,Z")Sl (4.6.1)

me=n +l =y +)

oldugu aciktir. Her i dogal sayisi igin,

Zr‘: |Zf B_\.(m,n,2’,2")—£,(r,.—r,_l)(v,—v,_,)>l (4.6.2)

mmn o=y +l

ifadesini saglayacak sekilde £ >0 vardir. i dogal sayisini sabitleyelim. f

fonksiyonu simirlt oldugundan, 7_ +1<m<r ve v_+1<n<v esitsizliklerini
saglayan Vm,neN igin OSBI\.(m,n,z‘,Z")<oo olur. B, (m n,?.‘,._") ifadesinin
tammindan r_ +1<sm<r, ve v_+1Sn<v, esitsizliklerini saglayan VYm,neN
icin,

| £ (m.mx,0, ), > By (mm, 2,27 ) =5, (4.6.3)

ifadesini saglayacak sekilde x,, €4, (m,n,2’,2") dizisi vardir. Bu durumda

VyeX igin, (4.6.2) ve (4.6.3) ifadeleri kullanilarak,

Z Z ||f m,m,t), y||> z z B, (m 11,2,-") Z Z £,
mer_ 41 n=v +1 m=r_ +l =y +] mer +ln= 41
- i

> Z Z B, (m .-1,2’,._") &(r—r)(v,-v.)

LETAES e |

>1

oldugu goriiltir. Bu ifadeden i( 2 ‘Z' " f (m,n,t), y"}:m yani
=1

m= g+l n=y  +1

20



(f (m.n.x,, )):.n-l g( bulunur. Ayrca x, €4, (m, n, 2’,2") oldugundan

ro+lsmsr ve v_ +1<n<v, esitsizliklerini saglayan Vm,neN igin,

F<27 ve |x,..y <2” |i f(m,n,x,,), (4.6.4)

xnur7y|

ifadeleri yazilir. Béylece (4.6.1) ve (4.6.4) ifadelerinden,

0r
xmar’y'| +

o

(£ 5 pat) 38 8

=1\ men ey 4 mmp ] v+

< i(z mi Z]: B, (;;1,,1,2’,2-r)}+i2-;

Bulunur. Buradan (x,,)e () oldugu gorilliir ki bu P, : (i =  olmasiyla
celisir. Yani (B_‘. (anrr,n,c:t,,(i))tsCz'l olacak sekilde a ve B pozitif reel sayilar
vardir. Ispatin tamamlanmasi ig¢in her m,neN igin ¢, =B, (m,n,af,ﬂ) secimi

yeterlidir.

Teorem 4.7. P, :(, (p)—>{(  olmast igin gerek ve yeter kosul her m,neN ve

ll, y||s B kosulunu saglayan her teX igin, M =max {l, sup pm"}

m, el

Vye X igin

olmak lizere,

J =
+ale, yf o

cﬂlﬂ

|| S (m,n,1), y“ <

21



kosulunu saglayacak sekilde bir @ >0, 8> Oreel sayilarinin ve ( Com ) € €* dizisinin

var olmasidir.

Ispat: “<=" Vm,neN ve

+a||!,y[|’;_7 olacak sekilde & >0, #>0 sayilan ve (¢

e

|/ (2, 1),

Je

- cmn

dizisi var olsun ve x=(x,, )e C(,) p) dizisi verilsin, ﬂ.",}(p) tanimi geregince

Vye X igin i

. p=]

X Y™ <0 oldugundan,

p=tim (&3 + 35l + 3 5o~ ) -0
m=] p=y m=r sl erd ot

olur. Buradan Z

smax o, 2N

%o V| < €< B esitsizligini saglayan yeterince biiyiik bir

NeN vardir, Bu durumda max{m,n} 2 N saglandiginda Vm,neN ve VyeX

igin ||x,,., ¥ < B olur. Hipotez geregince, max {m,n} 2N saglandiginda Vm,neN

ve VyeX icin |f(mnx,,) ) <le..|+e .7c,,,,,,y||!j_LT bulunur. Buradan |,

D= Z "f(m nx,

mhH=

Z"f(m nx,,), )H-Z"f m n,xm"),yl-i- ||f(m nx,.

mar=l m.n= m.n M, n EN

o L) Pam
=D V{CTIME' P R "R S Y
m =] mn.x{m N max{m.n}zN
<D+ Z c,, X y|| M
m.n=1
< 00

elde edilir. Bu ise P, : C (p)—)f oldugu goriiliir.

22



“=>” P, superposition operatdrii E:l)(p) uzayindan Cf'z') uzaymna tanimli olsun.

Yine her @ >0, >0 reel sayilan i¢in A, (m,n,a, ) kimesi ve B, (m,n,a, B)

i

ifadesi asagidaki sekilde tanimlansin;

- 1
Ay (m,n,a,B)= {I eX:VyeX, ||t,y|l[r:\'f' <min {ﬁ‘" a uf(m,n,l),y

ve
B, (m,na,p) =sup{:[|f(m,n,t),y|| ite Ay (m,n, a,ﬂ)} .

Yukaridaki tamimlar geregince, VyeX igin |

||f(m,n,t),y

t.y|SB ve ted (mna,p) ise

| < By (m,n,a,) ve VyeX igin |

1y < B ve te A (mna,pB) ise

“f(m,n,r),yll<a||r,y|%f olduu goriiliir. Bu durumda VyeX icin |, )]

<p

oldugunda " S (m,n.1), y| < B, (mn,a,B)+all, y||PT"f-_ olur, Eger

(B, (m,n,a,ﬁ))efl' olacak sekildle a>0, B#>0 saylan bulunursa ispat

tamamlanir. Aksine her @ ve £ pozitif reel sayilan igin Z B, (m,n,a,ﬁ):oo

mar=]

olsun. Bu durumda her i dogal sayisi igin Z B, (m,n,2‘,2") =ow olur. Buradan

m n=]

her ie N veher +,v' >r igin,

r 1
Z Z B, (m,n, 2’,2") >1

mert] p=rtl

i ]
yazilir. Bu durumda Z Z B_\.(.'n,.'a,Z',Z")>l olacak sekilde »'>r, ve v,' >V,

mar 4l mev,+]

dogal sayilari mevcuttur. r, ve v, sirasiyla,

m=r,+1 n=v+l

r' v
r =min{r'eN:v’e N,r'>r,v>v,ve > > B, (111,:1,2‘,2")>]}

23



Ve

r [
=min{veN:reN,r'>r, v >y, ve Z Z (m,r.-,Z,.. )>l

mur 4] n=y#l

olsun. Bununla beraber, 2 m n,2 ,22)>l ifadesini  saglayan

m=n +I n=vy+l

]
r, >1 ve v, >v, vardir. O halde,

n=minsreN:vVeN,r>nv >y ve Z Z By (m,n,2%,27)>1

mmp 4] ey 4l
ve
o
=minqv' eN:reN,r>nv'>v ve Z Z (m n,2%.2 )>I
= +] =+l
olur. Tiimevarim kullamlarak,
[ v
. o et ] ’ =
r=mingreN:VeNr>r V>v, ve > > B(mn2,2 ’)>1
mar, 4] n=y o+
ve

' ' - [ ' -
v=minsveN:reNr'>rn v>v  ve Z Z (m,n,..,Z’)>l

m=r_ 4+ ey o+

elde edilir. Bu durumda Z Z (m n2 2 )>] ifadesini saglayan en Kkiigiik

LB TS |
iki say1r . ve v, olmak lzere r=0<p<n<..<r<. ve

v, =0<v <v, <..<v, <... dizileri vardir. O halde,

v,-1

By (mn 2,27 <1 4.7.1)
S 3o ')

mer sy, 4l

oldugu aciktir. Her i dogal sayisi igin,
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7 Y

> B, (m, n, 2',2") —&(r-1)(v,-v_)>1 (4.7.2)

m=r,_ +l n=y i +1

ifadesini saglayacak sekilde £ >0 vardir. i dogal sayisini sabitleyelim. f
fonksiyonu simrh oldugundan, s, +i<m<s ve v_ +1Sn<v esitsizliklerini
saglayan Vm,neN igin 0< B, (m,n,2’,2")<co olur. B, (m,n,2',2") ifadesinin
tammindan r_ +1<m<ys, ve v_ +1<n<v, esitsizliklerini saglayan Vim,neN ve

Vye X igin,

|7 (m,n,x,,.),

- (m, n2.2" ) -£, (4.7.3)

ifadesini saglayacak sekilde x,, € A, (m,n, 2‘,2") dizisi vardir. Bu durumda (4.7.2)

ve (4.7.3) ifadelerinden,

Z Z (m,n,t), y|> Z Z (m,n,_,_) Z Z g,

m=r_ +ln=y,  +| man o n=v +l mar g+l e+l

> i .Z (m,n," 7') 6‘,(",-",-;)(","".-|)

m=r g+ onsr  +

>1

oldugu gériilir. Buradan i( rz i ||f(m,n,t),y‘|)=oo oldugu yani
=1

mer 4y, 41

nn

(f (mn,x, m,,)) bulunur. Ayrica x,, €4, (m,n,2‘,2") oldugundan

ra+lsmsr, ve v +12nsv, esitsizliklerini saglayan Vm,neN igin,

||x,m, y||‘n"" <27 ve

X . y""""' <2 " f (m, nx. ), y|| 4.7.4)

ifadeleri yazilir. Béylece (4.7.1) ve (4.7.4) ifadelerinden,

|P-r

)5 £, 8 bt bl

nrr|5y| Ixr\ ’y
=1

53 b

=1\ m=n 4l sy 4]
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frl v—

HUCTSSR 5%

LMS

\ m=g + =y |rl

-1 =
522 Z ‘Z (m,M,Z‘,Z")}+i:2'r

=1y ot sy 4l 1=1

bulunur. Yani (%)€lp(p) oldugu gorillir. Fakat bu P, : (i (P) = €55
olmasiyla geligir. Yani (B_\.(m,n,a, ﬁ))efz" olacak sekilde @ ve B pozitif reel

sayilan vardir. ispatin tamamlanmas: i¢in her m,neN i¢in c,, = B, (m,n,a,pB)

secimi yeterlidir.
Teorem 4.8. P, :C;;/(p)—> €5y olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir m,ne N

icin |[t,y||$a oldugunda biitiin y € X igin;

” if (m, n,!

| rmr |

olacak sekilde bir a >0 reel sayisinin ve ( )e ¢*! dizisinin var olmasidir.

"n’"

Ispat: “=" P, :C’\ (p) = (72, olsun. Keyfi bir & >0 sayist ve her m,neN icin;
r=0) ()

Pl 1l P

A < min {a‘" ,aM }}

ted (a),Vye X}

A, (a)={t e X:VyeXicin
ve

B, (m,n,a)=sup {]l F{m,n,

tanimlansin. Buradan, her y € X igin |, | <& oldugunda,
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||f(m,n,t),y||$3‘.(m,n,a) olur. Eger bir a >0 pozitif reel saysi igin

(B, (m,n,e, )):.m e (*' oldupu gdsterilirse, ispat tamamlanir. Aksine her a >0

pozitif reel sayisi igin (B, (m,n,a)) &

oldugu varsayilirsa buradan her

i,jeN igin Z B_\.(m,n,lﬁl.J:oo yazilir, Béylece herbir i, jeN ve her r'>r,
bJ

m n=l

v' > v igin,
Z z B_\.[m,n,l_+l.)>l
m=r4] sp=is] ! _]

yazilir. Buradan Z Z B_\.(m,n,-:--f-%)>l olacak sekilde r'>r, ve v >v,

m=ig+1 =y 4l

sayilart vardir. Yine, r, ve v, dogal sayilan,
rt [
n=minr'eN:v'eNr'>nv>vyve D Y B (mn2)>1
gl =l

ve

s v
= mln{v'eN:r'eN,r'>rb,v'>vo ve » Y B_\.(m,ﬂ,2)>l}

=k syl

e R 1.1 ,
bigiminde tamimlansin. Bunun yaninda, Z 2 B, (m,n,5+5J>l olacak sekilde

m=t+1 n=v |

r .
r,'>r ve v, >v, vardir. Benzer sekilde,

~ . ' . ' ' r * I ]
1= min {r eN:wv'eNr'>nv'>v ve Z Z B_\.(frr,n,2+zj>]}

m=n+1 =g sl

veE

— . ' o0 ' 1 < < ! !
v,= mm{v eN:ireN,r'>nv'>yve > O B.v["“”i'*’i)”}

m=r 4] ey 1]

yazihir. Tiimevarim kullanilarak,



m=r g+ n=vy g +H

J'_I‘!'ilﬁ{l eNwv'eNr'>n ,v'>v  ve Z Z B, (mn ]) l}
J

ve

v,= mm{v eN:r'eN,r'>r v'>v,  ve Z Z B, [m,n,_ 1)>1}
J

meg e 4

elde edilir. Bu durumda, her i, j e N igin,

£ 5 afontl)

mag +Hosv, +
olacak sekilde dogal sayilarin r, =0<r, <r, <...<r <.. ve

Vo =0<v <y, <..<v <.. kosullarimi saglayan iki (r;) ve (v,) dizileri vardir.

Ayrica,

Z Z B, (m n,—+ ;) &, (r,~ J;_,)(va—vJ_,)>I (4.8.1)

mrar g tinsr, )+l

kosulunu saglayacak sekilde bir &, >0 pozitif reel sayisi vardir. ivej dogal sayilan

sabitlensin. Yine, f  fonksiyonu smirh oldugundan, r_ +1<m<r  ve
< , N ici 11

v, +l1sn<v sartlanimi saglayan her m,neN icin B, m,n,-I;+} <o yazilir.

Buradan da B, (m.n,a) ifadesinin tanimi kullamlarak 7 +1<m<r  ve

v, +1Sn<v sartlarini saglayan her m,neN ve her y e Xigin,

" f(mn,x,,),

|> B, (m n, l+ l_]—.s‘” (4.8.2)
i '

olacak sekilde x e A4, [I —!-J dizisi vardir. Bdylece, (4.8.1) ve (4.8.2) ifadeleri
g

ile



5 3 Pimns)of> ZZ&Unﬁ]ii%

man g +laev 4l mr_wl vy 4] et 4l nevy y+]

3 o st cnab o

magyelnav, ) +1

>1

bulunur. Béylece, her y € X igin

;"Z,"f (m,n,x,,) }’II = ;;{mgﬂ MZ || f(mn.x,} y"}

oldugundan, ( S (m,n, xm”)) (5, elde edilir. Aynca ro+lsmsy, ve

| FPoon

v ,+1sn<v, iken x, €4, (l lJ oldugundan, ||x,,,, ]
tJ

|+l olur. Bu ise
J

(x..)€C3) (p) oldugunu gosterir. Fakat bu P, :Cly (P)— () olmast ile celigir.
Bu durumda (B.\. (m,r.-,a,)): o € *' olacak sekilde bir &, >0 reel sayisi vardir.

Her m,neN igin c,, =B, (m,n,qa,) segimi yapilirsa istenen elde edilir.

<=" Her bir m,neN igin

“ f(m,n,t),

= Icmn I

olacak sekilde bir a>0 reel sayisi ve (c,,)e(* dizisi var olsun. Eger

x=(x,,)eCh (p) ise VyeX igin Jim || X,.,s Y| =0 olur. Buradan &zellikle bu

a pozitif reel sayisina karsihk her max{m, n} =i ve yeX igin

lr’ mrn
xnm b y -

olacak gekilde bir /e N vardir. Hipotez geregince, her max {m,n}2i ve VyeX

icin || f(mn,x,,),

(¢, )€ *" vardir. Boylece,

=17 mn

oo

% I (mms,)sfs 3l

max {m )= =i

<o

29



elde edilir. Bu ise 7, :C(y) (p) — €33, oldugunu gésterir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 2 — normlu ¢ift dizi uzaylarinin superposition operatérlerinin bazs
ozellikleri verildi. Ayrica bu ozellikler 2 — normlu Maddox ¢ift dizi uzaylan iginde

incelendi.

Yukarida belirtilen bu uzaylar iizerindeki superposition operatérlerin
siireklilik, simirhilik ve yerel simirlihk ozellikleri incelenebilir. Aynica elde edilen
teoremler Orlicz fonksiyonu yardimiyla elde edilen daha genel 2 — normlu gift dizi

uzaylan iginde arastirilabilir.
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