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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

R : Reel Sayilar Kiimesi
v : Her
L[a,b] : [a, b) Arah@inda integrallenebilen

Fonksiyonlarin Kiimesi
f : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
f" : f Fonksiyonunun ikinci Mertebeden Tiirevi

f1 : f Fonksiyonunun Tersi



SIMETRIK p-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIiN BAZI
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

OZET

Bu tezde, 6zellikle p konveks fonksiyonlar igin yeni esitsizlikler ve genellestirmeler
yaptlmigtir. Birinci béliimde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin
tarihgesi, konvekslik teorisi hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir. ikinci
boliimde tezin kuramsal temelleri igin gerekli temel kavramlar, tanimlar, teorem
verilmig aynca konveks fonksiyon siniflarimin birbiriyle olan iliskisi literatiir
calismasiyla da desteklenerek aktarilmigtir. Ugiincti béliimde tez cahismasinda
kullanilan klasik esitsizlikleri iceren teoremler, ispatlari ve bu ¢alismaya kuramsal
temel teskil eden baz: esitsizlikler verilmistir. Dordiincii béliimde ise simetrik
konveks fonksiyonlar simfinin daha genel bir hali olan simetrik p-konveks
fonksiyonlarin garpimlaryla ilgili yeni esitsizliklere yer verilmistir. Elde edilen
esitsizliklerin literatiirle uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Hermite-Hadamard Esitsizligi, integral
Esitsizlikleri, p-Konveks Fonksiyonlar, Simetrik Konvekslik, Harmonik Konvekslik



SOME INTEGRAL INEQUALITIES FOR SYMMETRIC p-
CONVEX FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, new inequalities and generalizations have been made especially for p
convex functions. In the first part, the inequality theory, the history of convex
functions, the theory of convexity are given. In the second part, the basic concepts,
definitions, theorems and proofs for the theoretical foundations of the thesis are
given and the relation of the convex function classes with each other is supported by
the literature. In the third part, theorems which contain the classical inequalities used
in the thesis study, the proofs and some inequalities which constitute the theoretical
basis are given. In the fourth chapter, new inequalities related to products of
functions which is a more general form of the class of symmetric convex functions
are obtained. The inequalities obtained have been shown to be compatible with the
literature,

Key Words: Convexity, Hermite-Hadamard Inequality, Integral Inequalities, p-

Convex Functions, Symmetrized Convexity, Harmonic Convexity.



BOLUM 1. GIRIS

Matematikte esitsizliklerin &nemi biiyliktiir. Kisaca s8ylemek gerekirse iki
degerin birbirlerine gore durumlarini ifade eden iligkidir. Esitsizlik "#" isaretini ilk
bulan kisinin kim oldugu bilinmiyor; fakat ilk olarak 18. yiizyilda Leonhard Euler
tarafindan kullanildig: diigiiniiliiyor.

Biiyiiktiir (>) ve kiigiiktiir (<) isaretleri ise 1631 yilinda, ingiliz matematikgi
Thomas Harriot’'un "Artis Analyticae Praxis ad Aequationes Algebraicas
Resolvendas" bashkl: kitabinda ilk olarak kullanilmistir.

18. ve 19. yy da K.F. Gauss, A.L. Cauchy ve P.L. Chebyshev gibi bilinen
matematikgilerin esitsizlik konusunda g¢aligmalari mevcut olsa da 1934’te Hardy,
Littlewood ve Polya[1] tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitap, bu alanda verilen
ilk yapittir. Bu g¢aligmay: takiben E.F. Beckenbach ve R. Belmann[2] tarafindan
yazilan adas eser olarak “Inequalities” izler. Bu iki eser g¢ofu matematikginin
dikkatini ¢ekmis ve ilerleyen dénemlerde de bu anlamda fazlasiyla c¢alismalar
vapilmistir. Bunlardan bir kissu  “‘Differential Inequalities™[3], “Analitic
Inequalities” [4], “Inequalities Involving Functions and Their Derivates”[5],
“Classical and New Inequalities in Analysis”[6] dir.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler?" sorusunu 1978 yilinda Richard Bellman
su sekilde cevaplamistir: “Egsitsizlik ¢calismak igin bazi nedenler vardir. Pratik agidan
bakildiginda, birgok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle simrlandirmak
karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Esitsizliklerde bu sekilde ortaya ¢ikmistir. Teorik
agidan bakildifinda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir.
Son olarak estetik agidan bakildifinda genel olarak resim, miizik ve matematigin
bazi pargalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin géze hitap etmesi
de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.”

Son yillarda esitsizlik konulu ¢aligmalarin matematigin bircok farkl)

alanlardaki uygulamalarina katkilari biiyiiktiir. Bunlardan bazilari; Hadamard,



Ostrowski, Griiss, Cebysev, Yamuk ve Jensen seklinde siralanabilir. Esitsizliklerde
onemli bir yeri olan kavramlardan birisi de konveks fonksiyonlar kavramidir.
Kavram olarak konvekslik esitsizliklerle tanimlandigindan konveks fonksiyonlar
teorisinde esitsizlikler Gnemli bir yer tutmaktadir.

Konvekslik; kokeni w’nin degerini tahmin etmesi dolayisiyla, Arsimed’e
dayanan basit ve dogal bir kavramdir. Bununla birlikte matematikte yer almasi 19.
ylizyil sonu 20. yiizy1] bagini bulmaktadir. “Konvekslik” kavram ilk olarak Hermite
tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun yayinlanmasi ile ortaya ¢ikmustir.
Arsimed, konveks bir seklin ¢evre uzunlugunun onu gevreleyen diger bir konveks
seklin cevre uzunlugundan daha kiiciik oldugunu fark etmistir. Konvekslik,
hayatimizin birgok evresinde karsimiza g¢ikmaktadir. Bunun en basit dregi ayakta
dik durug pozisyonumuzdur. Ayaklarimizin kapladig1 konveks alanin iginde, agirlik
merkezimizin dik izdligiimil boyunca dengemizi korumaktayiz.

Konveks fonksiyonlarin sistematik baglangici, Johan Ludwig William
Valdemar Jensen’e (1859-1925) dayanmaktadir. Jensen’den oncede ¢alismalar
olmustur, bunlar arasinda Ch. Hermite, Hadamard, O. Hélder ve O. Stolz vardir.
ilerleyen yillarda Fejer (1880-1959) Hermite’in (1881-Mathesis) sonuglarinin
genellestirilmis  halini  sunmustur. 20. yiizyil boyunca geometrik fonksiyonel
analizde, matematiksel ekonomide, konveks analizde ve lineer olmayan
optimizasyonda Gnemli aragtirmalar yapilmistir. Bu calismalar neticesinde elde
edilen konvekslik simiflari igin Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin incelenmesi
oldukga &nemlidir. Bu dogrultuda pek ¢ok sayida aragtirmalar yapilmigtir. Bunlar
arasinda, Godunova-Levin tipli fonksiyonlar[6], r-konveks fonksiyonlar[7] , p-
fonksiyonlar[8), Zhang K.S., Wan S., p-konveks fonksiyonlar[9], iscan, I.,
Harmonik konveks fonksiyonlar[10] sayilabilir. Son yillarda Hermite-Hadamard tipi
esitsizliklere ve integral esitsizliklerine ilgi artmistir. S.S. Dragomir, B.G. Pachpatte,
G. Zabandan gibi aragtirmacilarin bu alanda yapilmis ¢aligmalari meveuttur. B.G.
Pachpatte[28] makalesinde elemanter islemler kullanarak konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikler vermistir. M. Tung¢ [29] makalesinde, Pachpatte’nin sonuglarina benzer
esitsiziikler vermistir. S.S. Dragomir [30] makalesinde, konveks fonksiyonlar i¢in
var olan bir esitsizligin operattr konveks fonksiyonlar igin de saglandigi gdstermistir.

G. Zabandan [31] makalesinde, Dragomir’in konveks fonksiyonlar icin kullandig



esitsizligin bir genellemesini yapmistir. Bu tezde yukarida belirtilen arastirmacilarin
esitsizliklerinden daha genel esitsizlikler elde edilmistir.

Konveks fonksiyonlar teorisi, matematigin hemen hemen tiim dallarinda
onemlidir. Ayrica endiistri, ticaret, tip ve sanat gibi dallann niimerik

uygulamalarinda ve sans oyunlarinin dengesinin saglanmasinda da kullanilmaktadir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde tez icin gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve
esitsizliklere yer verilmistir.
Tanmm 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+LxXL-L
tFXL-L

islemleri tammiansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye F cismi iizerinde bir lineer
uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,
GlL.Vx,y €liginx +y €L dir.
G vx,yzeliginx+{(y+z)=(x+y) +zdir.
G3.¥x € Liginx + 8 = 6 + x olacak sekilde 8 € L vardir.
G4. ¥ x € Ligin x + (=x) = (—x) + x = @ olacak sekilde bir —x € L vardur.
G5.Vx,y €EL iginx+y=y+xdir

B)x,y € Lvea,fl € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
Ll.a.x€L
L2Zax+y)=ax+ay
L3{(a+pB)x=ax+py
L4.1.x = x (Burada 1 F’nin birim elemanidir)
F =R ise L’ye reel lineer uzay, F = C ise L’ye kompleks lineer uzay adi verilir
[11].
Tamm 2.1.2. (Lineer Operator): F bir cisim ve V ve W, F cismi iizerinde iki lineer
uzay olsun. ©, v € V ve ¢ € F olmak {izere T: V — W dniisiimii

@ Tu+v)=Twu)+TW®)

(b) T(cu) = cT(u)



sartlanim saghyorsa T'ye V iizerinde lineer déniisiim denir. V=Wise T:V - V
lineer doniisiimiine bir lineer operatér denir [11].

Tamim 2.1.3. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak
izere;

B={zel:z=tx+(1-¢t)y ,0t<1}C€A.

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z=ax+ (1 —-a)y
esitliindeki x ve y katsayilan i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintisi her zaman dogrudur.
Bu sebeple konveks kiime tanimindaki a, (1 — &) yerine @ + § = 1 sartini saglayan
ve negatif olmayan a,f reel sayilarimi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalan x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks

kiime, bos olmayan ve iki noktasini birlestiren dodru pargasini ihtiva eden kiimedir

[12].
J &
I\ = ) | F
q

Sekil 2.1. Konveks kiimeler Sekil 2.2. Konveks olmayan kiimeler

Tanm 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): IS R bir aralik ve f:/ € R — Rbir

Jonksiyon olsun. f fonksiyonu konveks fonksiyondur ancak ve ancak ¥V x,y € [ ve
@ € [0,1] igin

f(ox+ (1-0)y) = 6f(x)+ (1 -8Xf (). (2.1)
Yukaridaki formiile es deger olarak her x,y,z € I igin
x f(x) 1
y fO 1120
z f(z2) 1

determinantim verebiliriz.
Eger esitsizlik (2.1) esitsizligi x # y ve 8 € (0,1) igin kesin ise bu durumda f
fonksiyonuna kesin konvekstir denir [13].
Eger 8 € [0,1] kapali araligindaki u¢ noktalar: disarida birakirsak, o zaman
konveks fonksiyon sartindaki “<” yerine “<” gelir, yani;
fOx+(1-0)y) <6f(x)+(1-8)f ()
olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyon diyebilmek igin bazi gereklilikler asagida siralanmustir.



1. f'nin I aralif iizerinde konveks olabilmesi igin gerek ve yeter kosul segilen

herhangi bir ¢ € I noktas: igin ‘—r%:‘:@’ni

n [/ araliginda artan bir fonksiyon
olmasidir.

2. f:(a,b) > R fonksiyonunun konveks olabilmesi igin gerek ve yeter kosul her

¢, x € (a,b) igin,

x

Fe £ = [ g0

[

olacak sekilde g: (a,b) — R artan fonksiyon olmasidir.
3. [ diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f’nin konveks olmas: igin
gerek ve yeter kosul f* fonksiyonunun artan olmasidir.
4. f",(a,b) arahginda mevcut olsun. Bu durumda f’nin konveks olmasi igin gerek
ve yeter kosul f''(x) = 0 olmasidir.
5. f:(a,b) — R fonksiyonunun konveks olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her x; €
(a, b) igin f fonksiyonun en az bir yardimci dogruya sahip olmasidir. Yani

f(x) 2 flx) +Ax—x) Vxe(ab)
esitsizligini saglamasidir. Burada A, xp’a baghdir ve eger f' varsa o zaman 1 =
f'(x0) yada f'_(x0) # f', (x0) ise A & [ f'_(x0). f*,, (x0)] dir.
6. f:(a,b) = R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul P,Q ve R
noktalan f fonksiyonunun grafigi izerinde herhangi {i¢ nokta olmak {izere,

egimPQ < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir [13].
Tanim 2.1.5. (Harmonik Konvekslik): ! € R\{0} reel sayilarda bir aralik olmak
lizere f:/ — R fonksiyonu herx,y € I vet € [0,1] i¢in

Xy
frrmsy) SO+ -0 22)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger
esitsizlikte “<” yerine “>” kullanilirsa, bu durumda f’ye harmonik konkav denir
[14].

Ozellik 2.1.1. | < R\{0} gercek (reel) bir aralik ve f:7 — R bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde



i} Eger I € (0, o), fkonveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f fonksiyonu
harmonik konvekstir.

ii) Eger I € (0, 0), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde /
fonksiyonu konvekstir.

iii) Eger | € (— 0,0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu
taktirde f fonksiyonu konvekstir.

iv) Eger ] € (—,0) , /' konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonu harmonik konvekstir.

Teorem 2.1.1. (Hermite-Hadamard Integral Egsitsizligi): f : / = R konveks bir

Jonksiyon olsun. Her a,b el ve a < b igin,

b
b b
f(a+ )Sbiajf(x)dxsji);_f_(_) (2.3)

2

esitsizliine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Eger bu esitsizlikte f fonksiyonu
konkav ise esitsizlik tersine doner [15, 16].

Ispat: f fonksiyonu konveks oldugundan [a,b] araliginda siirekli ve simirhdir.
Bundan dolay1 f, [a,b]’de integrallenebilir. Sag taraftaki esitsizligin ispati igin
konveksligin geometrik yorumunu kullanarak x = ta + (1 — t)b,t € [0,1] alalim.

Bu durumda

b 1
ﬁff(x)dx = fo(ta + (1 - t)b)dt

1 1

< f(a) | tdt+ f(b) | (1—0t)dt
Jcs 100

_ f@+f)

2
olup, esitsizligin sag tarafi elde edilir. Simdi sol tarafim ispatlayalim. Bunun igin

b
1
m[f(x)dx

integralini



a+b

= f f(x)dx-— f Fx)dx + f F0)dx

a+b
=z

(b-a

bi¢iminde yazalim. Elde edilen birinci integralde x = a + —— : o Ve ikinci integralde

x=b-— Lbz_i) degisken degistirmeleri yapilirsa, buradan;

a+b
2

f f(x)dx:b;aff(a+t(b2_a))dt

Ve

=b;aff(b_t(b2—a))dt

0

yazilabilir. Elde edilen integral toplaminda f’in konveksligini kullanirsak;

—f f<x>dx-zf e R O

» [ g+ a=r(EY

0

elde edilir ve béylece ispat tamamlanmis olur,

Teorem 2.1.2. (Harmonik konveks Fonksiyonlarda H-H Esitsizligi): a,b €[
oyle ki a<b olmak tizere f:/ € R\{0} = R bir harmonik konveks fonksiyon
olsun. Eger f € L[a, b] ise bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanr.

2ab b f(x) f(a) + f(b)
f(a + b) = b a x? s 2 '

(2.4)

Harmonik konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizligi sunulmustur.

Ispat: f:1 — R harmonik konveks oldugundan dolay1 V x,y € I igin ve t =% igin

harmonik konveklsigin f (tx—(xly—t)y) <tf(y)+ (1 —-t)f(x) seklindeki taniminin

yardimiyla



2aby _f) + f(x)
f(a+b)s 2

olarak alirsak

" 0 _ ab _ ab
olur. Eger bu esitsizlikte x = T 4 TR

ab ab

; ( 2ab ) i (_tb e t)a") +f (_m Ta- :))
a+b/ "~ 2

yazabiliriz. Daha sonra esitsizligin t degiskenine gore [0,1] aralifinda integralini

alirsak

1
f(azibb [ff tb+(1—t)a d”off ta+(1—t)) ‘

elde ederiz. Koseli parantezin igindeki her bir integral ba: f:%dx ifadesine esit
oldugundan, esitsizligin sol tarafi ispatlanir.

Esitsizligin sag tarafi i¢in x = a,y = b alip, t degiskenine gore her iki tarafin
[0,1] aralig) iizerinde integralini alalim.

Simdi f: (0, ) — R fonksiyonu f(x) = 1 biciminde tanimlansin. Béylelikle
herx,y € (0,0) ve t € [0,1] i¢in

CA(— ). COf) =
1= f(rimgy) = OV + A -0fe =1

olur. f fonksiyonu (0, ) araliginda harmonik konveks oldugundan,

JECRCN PR SR

saglanir. BSylece ispat tamamlanir.
Egerf, [a, b] tizerinde harmonik konveks ise o halde herhangi birx, y € [4, b] ve a, B
=0igin a + f =1 ile birlikte asagidaki elde edilir:

f (ax?ﬁy) 2 [f (ax + ﬁy) Y ((a + b)xy(ibzz(ax + ﬁy))]

[ abx aby
1 xy (a+b)x—ab (a+b)y—ab
"2 f (ax + By) +f abx P aby
I (a +b)x—ab"” (a+b)y—ab
1r aby abx
<3|efO) +BfG) +af (( T By = =5) *Bf ((a Ty ab)]
= af(y) + Bf(x).



Bu da bize f in [a,5] arali iizerinde harmonik konveks oldugunu gosterir.
Kargt rnek; x € (0, 0) icin f(x) = —Inx foksiyonunu ele alalim. Asagidaki sekilde
almamiz durumunda f fonksiyonu harmonik konveks olmayacaktir [25]:

t=l, x=e vey=2eigin

2
FE+O) _

1 2xy
> —l—iln(2)<f(m)—ln3—!n4—1

F@ =3[0 +f (=g

1 1 (a+b)x —ab
=3[ Q) ()

/1 1 a+b—abx 1l/a+b— abx
F(x) -—f(;)—i[ln(x)+ln abx ]_5( abx )
, 1 ab
F(x)__§a+b—abx
, 1 ab 2
F (x)_f(a+b—abx) >0

olur. F konveks ise f fonksiyonu da harmonik konveksdir.

Teorem 2.1.3. (Fejér esitsizligi): f : [a,b] o R konveks fonksiyon olsun. Bu
taktirde w: [a, b] = R negatif olmayan, integrallenebilir ve az;b’ye gore simetrik

olmak iizere

w(x)dx (2.5)

£ [wear < [ reawex < =

Hermite-Hadamard esitsizliginin  agirhkhh genellemesi olan Fejér esitsizligi
verilir[17].

Teorem 2.1.4. (Harmonik Konveks Fonksiyonlarda Hermite-Hadamard-Fejér):
a,b €1 ve a < b olmak iizere f:1 € R\{0} = R bir harmonik konveks fonksiyon
olsun. Eger f € L[a, b] ve w:[a, b] & R\{0} = R negatif olmayan, integrallenebilir

2ab . o it e
ve ﬁ’ye gore harmonik simetrik ise asagidaki esitsizlik saglanir.

2ab \ P w(x) b Fx)w(x) fa)+ f(b) Pw(x)
= )J; - dxs.fa S dx < L dx (26)

a+b

Chan F. ve Wu S. tarafindan harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard-Fejér esitsizligi sunulmugtur [18].
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Tanmim 2.1.6. (p-konvekslik): /, p-konveks kiime olsun. Eger herx,y €I ve
a € [0,1] igin _
f(lax? + (1 - a)y?]*?) < af (x) + (1 — a)f () (2.7
ise f11 — R fonksiyonuna p-konveks fonksiyon ya da PC(I) sinifina aittir denir [19].
Teorem 2.1.5. f:1 € (0,0) -» R p-konveks fonksiyon, p € R\{0}, a < b olacak
sekilde a, b € [ olsun. Eger f € L[a, b] ise
f({al’+bp]1/p)5b p_(f® _f@+fO)

2 P—gaPj, x=p — — 2

esitsizligi gecerlidir.

ispat: Gergekten, f:(0,0) >R , f(x) =1 fonksiyonunu gdz &niine alahm.
Béylece her x,y € (0,) ve t € [0,1] igin

1=f([ta? + 1 - OPP]"P) = tf () + (1 = t)f(x) = 1.

dir. Béylece £, (0, o) da p-konvekstir. Buradan

(") -

P (Pf(x)

b? —a? J, xl‘de= !
ve
f(a) + f(b)
- e = 1
2
elde edilir.

Tanim 2.1.7. Eger P(s.py nin p-simetrik doniisiimii [a, b] iizerinde p-konveks
(p—konkav) ise f:[a,b] € (0,00) - R fonksiyonunun [a,b] {zerinde p-konveks
(p—konkav) simetrik oldugu séylenir.
Ornek 2.1.1. a,b ERile 0 <a<b ve a = 2 olsun. Bu durumda f:la.b] = R,
f)=@P—a?)*! p > 0, (ya da f()=(a?-x")*", p < 0)
Jonksiyonu [a, b] iizerinde p-konvekstir, Gergekten, herhangi bir u,v € [a,b]vet €
[0,1] igin g(¢) = ¢* 1 ¢ = 0 fonksiyonunun konveksligi ile asagidaki elde edilir.
F([tu? + (1 = OvPIYP) = (tuP + (1 - £)vP — aP)a-1
= (t[u? —aP] + (1 - t)[vP — aP])*?
< t(uP —aP)* 1 + (1 - t)(v? — aP)e?

=tf(w)+ (1 -8)f )
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Boylelikle, P,y ayrica [a,b] iizerinde p-konveks olur. Dolayisiyla f simetrik
p—konveks bir fonksiyondur.
Ornek 2.1.2. @ > 2 olsun. Bu durumda f:[a,b] € (0,00) > R, f(x)=
(bP — xP)*~1 p>0,(yada f(x) = (xP — bP)2" 1, p < 0) fonksiyonu [a, b] iizerinde
p-konvekstir. Dolayisiyla, f simetrik p—konveks bir fonksiyondur.
Ornek 2.1.3. « = 2 olsun. Bu durumda f:[a, b] € (0,) = R,
f(x)=(xP —aP)* 1+ (P —x?)*1,p >0,
fx)=(a” —xP)*14+(xP-bP)* 1, p<0
J, simetrik p—konveks bir fonksiyondur.
P c [a,b], 1 iizerinde tanimlanan p-konveks fonksiyon simifi ve SP < [a,b] de
[a, b] iizerindeki simetrik p-konveks fonksiyon sinifi ise bu durumda

PC[a, b]zSPC[a,b]
Ayrica, eger [c,d] € [a,b] ve f € SP < [a,b] ise, 0 zaman bu genel olarak f €
SP c [c,d] anlamina gelmez.
Onerme 2.1.1. f: [a, b] € (0,%) - R bir fonksiyon olsun ve g(x) = x1/Px, x >
0, p#0 olsun. f ; [a,b] araliginda simetrik p—konvekstir ancak ve ancak fog,
g~ Y([a, b]) = [aP, bP] (veya[bP, aP] arah@inda simetrik konvekstir.
Ispat: f, [a,b] fizerinde simetrik p-konveks fonksiyon olsun. Eger x,y€
g~* ([a,b]) olarak alirsak, bu durumda u,v € fa,b] ile x=uP ve y=g(v)

seklinde olur,

(fog)(tx + (1 - )y) (2.8)
= 5 [(fog)(bx + (1 ~ ) + (fog)(@? + b7 — tx — (1 - t})]

= 5 [(Fog) (8 + (1 = %) + (fog)(a? +bP ~ [P + (1 - w7

= P ([ew? + (1 = yvP]/7)
f fonksiyonu [a, b] aralig: iizerinde simetrik p-konveks fonksiyonu oldugundan

asagidaki elde edilir:
P(f;p)([tup +(1- t)vp]llp) = tPU,p)(u) +(1- t)P(f:p)(‘U) (2.9)

= 57 + (@ + 57~ wP1)] 4 (1= 02 [F) + F(I(@ + b7 — vP11/P)]

= £ [(fog)(x) + (fog) (@ + b7 = 1)] + (1 — )3 [(Fog) () + (a® + bP — v7)]
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= t(fog)(x) + (1 - t)(fog)(»)
(2.8) ve (2.9) ile fog, [aP,bP] (veya [bP,aP]) aralifinda simetrik konvekstir.
Tersine fog, [aP,bP] (veya [bP,aP]) araliginda simetrik konveks ise, o zaman
benzer sekilde [a. b] araliginda f’in simetrik p-konveks oldugu kolayca goriiliir.
Tanim 2.1.8. (GA-Konveks): f:] € R, = (0,9) = R bir fonksiyon olsun. Eger
Va, b €l vevt e [0,1] iin

f(@*b'™f) < tf(a) + (1 - 6)f (b)
esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna | iizerinde Geometrik-Aritmetik konveks
(GA-Konveks) fonksiyon denir.
GA-konveks fonksiyonlan igin Hermite-Hadamard esitsizliginin  agirhikh
genellestirilmesi asagidaki gibidir [20].
Teorem 2.1.6. f:1 < (0,00) - R bir GA-konveks fonksiyon ve a,b € I elemanlari
a < b olacak gekilde olsun. g: [a,b] = [0,) siirekli ve Vab ye gore geometrik
olarak simetrik bir fonksiyon ise;

b b b
1) [ 900 < [0, SO 90,

a a x 2 x

dir.

GA-konveks fonksiyonlar igin kesirli integraller yardimiyla elde edilen
Hermite-Hadamard egitsizlikleri asagidaki gibi verilebilir [21].
Teorem2.1.7. ( GA-Konveks fonksiyonlar i¢in H-H esitsizligi): f:/ c (0,0) -
R bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu GA-konveks fonksiyon ise @ < b olmak
lizere Va, b € I i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

1 Pf(x)  _ f(a) + f(b)
f(\/msl!nb—lna_[ul X de < 2

ispat: f(w}abl= f(\/afal‘tb‘bl“) ve f fonksiyonu GA-konveks fonksiyon

olmast ile

f (\/atabebl-?) S (a‘bl‘f)zf(al—: bt

elde edilir. Bu esitsizliginin her iki tarafininin (0,1) aralifinda ¢ degiskenine gére

integralini ahirsak

1 1 1
b < — tbl-t d 1—tbt d
f(Va <2U0f(a e + [ fa )t]
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olur. Bu durumda

1 . _ €1 1
1'1=J;f(a bt t)dt—fb ;@f(x)dx

x = atbi=t = b (%)’

a\t, a
dx_b(f)') lnEdt , x1=b, x;=a
dx=31—ciadx
lnE

1 P f(x)
ll_lnb—lnaL x

bulunur ve benzer sekilde Iy = I, olur. O halde

1 1
f(@si(ll“z):znb—znaf

a

b
fx)

X

olacagindan f fonksiyonu GA konveks oldugundan vt € [0,1] igin
fla'b'™") < tf(a) + (1 - t)f (b)

olur. Bu esitsizligin (0,1) arahgmnda integralini alirsak agagidaki elde edilir:

1 1
f fla'b' t)dt < f [tf(a) + (A = )f(b)]dt
0 0

1 ?f(x) f(a) + f(b)
lnb—lnaL x X<

Teorem 2.1.8, f:1 € R, — R olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur [26].

i. f(x) fonksiyonu [ aralifinda geometrik aritmetik konvekstir ancak ve ancak
f(e*) fonksiyonu [n0 = —oco kabul edildiginde [nl = {Inx|x €I} arahgnda
konvekstir.

ii. Eger f fonksiyonu [ arahbginda azalan ve geometrik aritmetik konveks ise f
fonksiyonu [ araliinda konvekstir.

iii. Eger f fonksiyonu [/ da artan ve konveks ise f fonksiyonu ! arahginda
geometrik aritmetik konvekstir.

ispat: i. f(x) fonksiyonu I araliginda geometrik aritmetik konveks ise
fefmr -0y = f(xty1=t) < tf(x) + (1 - O)f )
=tf(e™) + (1 - )f (")

14



dir. Bu yiizden f(e*) fonksiyonu [ aralifinda konvekstir. Diger tarafian, tersine

olarak f(e*) fonksiyonu I arahginda konveks oldugunda
f(xtyl't) =f(etlnx+(1—t)1ny)
Stf(e™)+ (1= 0f (™) = tf(x) + (1 - OF )

olur ki bu f(x) fonksiyonun / da geometrik aritmetik konveks oldugunu gosterir.
ii. Eger f fonksiyonu / da azalan ve geometrik aritmetik konveks ise

flex+ (1= < fGEEYT) < tf (D + A - OFB)
dir. Bunun anlam: f fonksiyonu ! da konvekstir.
jii. Eger f fonksiyonu ! da artan ve konveks ise

fEEYT) S flex+ A -0y) S tfD) + A= OFB)
dir. Buna gére f fonksiyonu ! da geometrik aritmetik konvekstir.

Tanim 2.1.9. (p-simetrik): p € R\{0} olsun. Eger asagidaki esitlik her x € [a, b]

aP +bP

i¢in saglamyorsa w: [a, b] - R fonksiyonuna [ ]; ye gore p-simetriktir denir.

1
w(x) = ([aP +bP— xﬂ]E) (2.9)

Tamm 2.1.10. (Simetrik Konvekslik): Eger f fonksiyonunun simetrik déniisiimii
[a, b] tizerinde konveks (konkav) ise f:{a.b] = R fonksiyonunun [a, b] arahifinda
simetrik konveks (konkav) oldugunu s6yleyebiliriz.
Simdi, eger Con[a, b] ve SCon[a, b] ile sirasiyla [a, b] iizerinde tanimlanan konveks
fonksiyonlarin sinifi ve simetrik konveks fonksiyonlarin sifi gosterilirse, yukarnidaki
agtklamalardan su soylenebilir [22,27]:

Con[a, b} € SCon|[a, b). (2.10)
Aynica, eger [c,d] < [a,b] ve f € SCon[a, b] ise; o zaman bu genel olarak f €
SCon|c, d] belirtmez.
Asagida belirtilen sonuca ulagihir [22]:
Teorem 2.1.9. f: [a,b] - R fonksiyonunun simetrik konveks oldugunu ve [a, b]
arahginda integrallenebilecegini varsayalim. Bu durumda asagidaki Hermite-

Hadamard esitsizlikleri elde edilir:

b b b
f(a-; )sbiafa F(B)dt s@-—;ﬂ (2.11)

Aym zamanda [22] de asagidaki esitsizlikler elde edilmistir.




Teorem 2.1.10. f:[a,b] » R fonksiyonunun [a,b] arahginda simetrik konveks

oldugunu varsayalim. Bu durumda herhangi bir x € [a, b] icin

b
£33 < fx )<M 2.12)

esitsizligi gecerlidir.
Sonug¢ 2.1.1. f: [a,b] = R fonksiyonu simetrik konveks ve [a,b] arah@inda

integrallenebilir ve w : [a, b] - [0,0) [a, b] arahginda integrallenebilir ise, o halde

b b b
f(a;rb) L w(t)dt < fa w(t)f(t)dtsw L w(t)dt  (2.13)

dir. Ustelik eger w, [a,b] arahg iizerinde hemen her yerde simetrik ise, yani
w(t) = w(a + b —t) esitligi her ¢ € [a, b] i¢in saglamiyorsa, o halde

&erf—@ f bw(t)dt (2.14)

f (a ;_r b) J:J w(t)dt < f: w(t)f(Ddt <

Tanim 2.1.11. (Simetrik harmonik konvekslik): / : [a,b] < R/{0} — C

Sonksiyonu igin [a,b] araliginda f  fonksiyonunun f simetrik harmonik

doniigtimiinii degerlendiriyoruz.

“ 1 abt

@ =3[0 + 1 (e=a)| £ € et (2.15)
S ‘in [a b] arab@indaki f anti-simetrik harmonik doniisimii asagidaki gibi
tanimlanir.

0 =1170 - ()] e @19

Herhangi bir f fonksiyonu icin f + f = f olacag agiktir.

Teorem 2.1.11. f:[a,b] € R\{0} - R fonksiyonunun [a,b] arahginda simetrik
harmonik konveks oldugunu varsayalim. O halde, herhangi birx € [a.b] igin
agagidaki elde edilir [23].

2ab o 1
f(a+b) < Jax) =-2—[f(x) +f((a+b)x ab)
Tamm 2.1.12. (Simetrik p-konvekslik): f:[a,b] € (0,0) - R fonksiyonu igin

| PLCEOR

JF’in Pisnyap) veya basitge Psmyaralign iizerinde simetrik dniisiiminii[a, b]

aralig1 kapal: oldugunda ve asagidaki gibi tanimlandiginda degerlendiriyoruz [24].

1 =
Piripy(x) =3 [f ) +f ([ap +bP — xP]v)] X € [a,b] (2.18)
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f’in [a,b] aralif1 {izerindeki anti p-simetrik déniisiimit AP ap] Ya da basitge
P (fip)la.b]

AP (1) seklinde gosterilir ve agagidaki gibi tammlanir:

1 1
AP py(x) = 3 [f x)-f ([aﬂD + bP — x”]P)] ,x € [a,b] (2.19)
Herhangi bir f fonksiyonu icin Pirpy # APspy = f elde edilecegi aciktir.
Ayrica;
1 o
Pay(x) = E[f(x) +fla+b-x)]=7f(x)
ve
1 b -
Pi-n(x) = E[f(x) +f ((a_’_:)ﬁ)] = fu(x)
dir.

Teorem 2.1.12.f: [a, b] € (0;,%) — R fonksiyonunun [a, b] aralig: iizerinde simetrik
konveks oldugunu varsayahm. O halde, herhangi bir x,y € [a,b] igin x # y ile

asagidaki Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edilir.

Z[f(””)+f(a+b-x?')]

a+b=x

w0 [, 104

S;[f(x)+f(y)+f(a+b—x)+f(a+b-y)] (2.20)
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Bu b&liimde tez ¢alismasinin ana sonuglarini bulmamiza yardimer olan ve

destekleyen literatiirdeki bazi ¢caligmalara yer verilmistir.

3.1. Simetrik Konvekslikle ilgili Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 f: [a, b] - R 'nin [a, b] arahginda simetriklestirilmis konveks oldugu

varsayildiginda Hermite-Hadamard esitsizlikleri asagidaki sekilde ifade edilir:

b 1 b b

ispat: f:[a,b] > R, [a,b] araliginda simetrik konveks oldugundan f fonksiyonu

igin yazilan Hermite-Hadamard esitsizligi

1 (P, f F(b
- )Sb—aJ; F(o)dt sw (3.2)

!

seklindedir. Ancak
7z (at+b a+b f@+F) _ fla)+f(b)
f(‘H' ) = f( ): =

2 2 !

2 2

-(a+b

veE

b . i1 b b
f ft)dt = 5 f [FO+fla+b-1t)dt = f f(t)dt.

dir. Dolayisiyla (3.2.) esitsizliginden (3.1.) elde edilir.
Asagidaki sonuglar saglanir:
Teorem 3.1.2. f:[a,b] » R 'nin [a, b]arah@inda simetrik konveks oldugu

varsayildiginda herhangi bir x € [a, b] i¢in asagidaki sinirlar elde edilir:

» f(a) ;f(b)

Ispat: £, [a,b] arahginda konveks oldugundan herhangi bir x € [a, b] icin

b
F(352) s 3 F @ + flat b =]

. (3.3)
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FO+Ffla+b-x) .ra+b
2 (%)
yve

f(x)+f(;+b‘“x)= %[f(x)+f(a+b-x)]

GaRiGE

esitligiyle birlikte (3.3.) deki ilk esitsizlik elde edilir. Ayrica, herhangi bir x € [a, b]

oldugundan

icin var olan f disbiikeydir;

. xX—a . b—-x

f) s g=f(B) + v—"f(a)
_x=af@+f() b-x f(a)+f()

" b-a 2 b—a 2

_ F@@ + F(B)
S
ki bu (3.3.) esitsizliginin ikinci kismini ispatlar.

Uyar1 3.1.1. f:[a,b] = R [a, b] arah@inda simetrik konveks ise, simirlar:

inf F)= () = £ (552)

x€[a.b] 2
ve
F ; 7 b
sup f(x) = f(a) = f(b) =M§t&
x€[a,b)
olur.

Sonu¢ 3.1.1. f:[a,b] > R 'nin [a,blaraliginda simetriklestirilmis konveks
oldugunda ve w: w:[a,b] - [0,c0),[a, b] iizerinde integrallenebilirse o zaman

esitsizlik:

f(2 '; b ) f "Wt < % f "W [F(0) + Fla+ b — O]dt

a

b
< i(ﬁ)-;f—(b) f w(t)dt. (3.4)

olur. Ayrica, w, [a, b] iizerinde hemen hemen her yerde simetriklestirilmis konveks

ise yani hemen hemen her t € [a, b] i¢in w(t) = w(a + b — t) ise esitsizlik
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f(a) + f(b)
2

f (a er b) L bw(t)dt < L bw(t)f(t)dt < fa bw(t)dt (3.5)

seklinde olur.
ispat: x =t igin yazilmis olan (3.3.) tarafindan takip edilen (3.4.) egitsizligi,
w(t) = 0 ile carplarak ve [a, b] aralifinda { iizerinden integrali alinarak hesaplanir.

Degisken degistirdigimizde
b b
f w(t)f(a + b — £)dt = f wia+b — Df(Ddt.
a a

bulunur. w hemen her yerde [a, b] araliginda simetrik oldugundan;

b b
f w(a+b—t)f(t)dt = f w(t)f(t)dt.

olur. Bundan dolay:

1 b
Ef w([f(&) + fla+ b - t)]dt

b b
- %[ f w(t) F(£)dt + f w(t)f(a+b— t)dt]

b b b
- ";‘U w(e)f (e)de + f w(r)f(t)dr]= j w()f(t)dt

olur ve (3.4.) ile birlikte (3.5.) elde edilir.
Uyan 3.1.2. (3.5.) de belirtilen esitsizlik f konveks fonksiyonlari ve w simetrik
agirliklan 1906 yilinda L. Fejér tarafindan elde edildi. Bu esitsizligin [a, b]
arahifinda f simetriklestirilmis konveks fonksiyonlarin daha biiyiik simifi igin gegerli
oldugu gdsterilmistir.
Asagidaki sonuglar aynca gostermektedir ki:
Teorem 3.1.3. f:[a,b] » R fonksiyonunun [a,b] arahginda simetriklestirilmis
konveks oldugu varsayildiginda herhangi bir x,v € [a,b] ve x # y i¢in Hermite-
Hadamard esitsizlikleri asagidaki sekilde ifade edilir:

a+b-
%[f(x;y)+f(a+b—- x;y)] < z(yl_x) U;yf(t)dt+ L+b_:f(t)dt]

U@+ flatb-+fN+fla+b=-y]  (36)

Ispat: f[a,,,] fonksiyonu [a,b] arahginda konveks oldugundan, ‘f"[a'b]fonksiyonu da

herhangi bir [x,y] (veya [y,x]) ve x,¥ € [a, b] alt-arahiginda konvekstir. Konveks
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fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile herhangi bir x,y € [a, b] ve

x # y i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

z + 1 Y fa, (x)+fa, ()
fan ((52) = 55 | flam @ < 222l 5

Ayrica,
fim (72) = 2l (52 1 (a0 - 52

vy 1 ¢y
| Fam@de = 3 [ 7@ + fa+ b - a

- %fyf(t)dt+%fyf(a+b—t)dt

a+b-x
- % f Y fedt + [ F(O)dt

2 +b-y

Ve

fann @ * Jan O _ 2160y 4 f(a+b—x) + £+ Fla+ b —)]

esitlikleriyle (3.7.) de belirtilen esitsizliklerle birlikte elde edilmek istenen (3.6.) daki

sonuca varilir.

Uyan 3.1.3. (3.6.) da x = a ve y = b olarak alindifinda (3.1.) elde edilir. Verilen
herhangi bir x € [a, b] i¢in y = a + b — x ahndiginda (3.6.) daki ifadeden asagidaki
esitsizlik elde edilir:

2

burada x#f—?— ve f:[a,b] = R'nin [a,b] aralifinda simetrik konveks olmas:
sartiyla gegerlidir. Bu esitsizligin x’e gore integrali alindiginda, f:[a,b] —» R'nin
[a, b] aralifinda simetrik konveks olmasi sartiyla (3.1.)'in ilk kisminin sadelesmis

hali elde edilir:

Fonksiyon konveks oldugunda asagidaki esitsizlikler de gegerlidir:

Uyari 3.1.4. Eger f: [a,b] = R, [a, b] araliinda simetrik konveks ise, herhangi bir
x,y € [a,b] vex # y oldugunda (3.6) yardimiyla asagidaki esitsizlik elde edilir.
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hY a+b-x
< 5| Foa+ [ o o

<2 [f() + fla+b—x) + F3) + fa+b—)]

(3.10) ifadesinin [a,b] arah@ iizerinde (x,y) degiskenlerine gore integrali

alindiginda ve (b — a)? ile bélindigiinde konveks fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard esitsizliklerinin ilk kismi elde edilir:
a+b
(%)
1 b rb x+y b b x+y
S—Z(b—a)z[Lfaf( 5 )dxdy+LLf(a+b— > )dxdy] (3.11)
1 b b 1
<s—a7), )
2(b—a)?), ), y—

b
< -b-i—a J' F(o)dt.

b a+b—x
x[ i f(t)dt+f f(t)dt] dxdy

a+b-y

Teorem 3.14. Hem f hem de g:[a,b] » R simetrik konveks oldugunu ve

[a, b] arahginda integrallenebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda;

L f g+ £(232) 9 (22) (3.12)

= (2202 aL g(tyde + g(#)g—i—af:f(t)dt.

f(a) + f(b) g(a) + g(b)
2 2

Ef(“;’b)ﬁfg(t)dtﬂ(a);g(b) 1 ff(t)dt

b b b b
f(a);f( )bl fg(t)dt+g( at )biaf FOdt (3.14)

b
ﬁf fOF®)dt + (3.13)

f(a)+f(b)g(a+b)‘

1 b,
>— f Foygae + 22 y

VE
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b b b ’
g(a);g( N L [+ FE) [ aera (3.15)

1 .
2 f F@©)g(de +

g(a) ;— g(b)f (a er b)

elde edilir.
Ispat: Her ikisinin simetrik konveks oldugu varsayilsin, o halde herhangi bir t €

[a, b] igin (2.12)’ den

(f'(t) ~f (E;—b)) (g(t) -9 (azﬂ)) 20

olur. Bu da herhangi bir t € [a,b] igin asagidakine esittir:
- b b b by .
Fosw+f(57)e(50) 2 (()sw +s () Fo @16

(3.16) "da integral ortalamasi alinarak ﬁ f: in agsagidaki elde edilir.

s omou s 1E5)a(5)

- J; gty + g (“Zﬂ)rla f Foyae.

a

a+by 1
>
2f()
Asafdaki esitlik yukanida yerine yazilirsa (3.12) esitsizligi elde edilir.

b . 1 b b
b—i—af f(tdt = E[Fi_af f(t)de +ﬁ[ fla+b- t)dt]

1 b
=%"a L f(t)dt
Aym yontemle, (2.12) esitsizliginden herhangi bir ¢t € [a, b] igin

« b
(f(a) ;f(b) _ f(t)) (g(a) -;g( ) g(t)) -0

yazilabilir, bSylece (3.13) esitsizligi elde edilir. Tekrar (2.12) ile herhangi bir

t € [a,b] igin
fla)+f(b) . a+b
(—"Z——f(t))(g(t)—g(——z ))20

dir, buradan da herhangi bir t € [a, b] igin

b by . 7
f@) i ® 50+ g (237)Fw = goFe +

f(a);f(b)g(a;b)
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. . s - 1 b . I
ifadesi elde edilir. Bu esitsizlikte a J,  integral ortalamasi alinarak istenilen

(3.14) sonucu elde edilir. (3.14) de f ile g yer degistirilirse (3.15) elde edilir.
Uyan 3.1.5.

b b
[ Fogwae=1 [ F@+fa+b-0lla® +gatb-plar  (317)

1 b
= ZU [F(B)g(t) + fla+ b~ t)g(t)

+f(Dgla+b—1t) + fla+b—t)gla+ b — t)]dt

b b
=}U g6+ [ fla+b-0g @
b b
+[ f@+b-0g@dc+ [ f(t)g(t)dt]
1 b b
=5[ | rogterde+ [ ra+b- r)g(t)dt]

b
= f f(g(tat

§ = a + b — t degiskenini degistirerek t € [a, b] asagidaki elde edilir

b b
f fla+b-2t)g(t)dt = J- f(s)gla + b - s)ds,

ve
b b
f fla+b-t)gla+b-t)dt= j f(s)g(s)ds (3.18)
(3.12)~(3.15)’den
1 b_
(Hnix (95 0,b), x5, £ 0,00} 25— [ (D9} (3.19)

2 max{Hmid(f- g; a, b)n Htra(,fa g; a, b)}

elde edilir. Burada;

Hie(f. g1y = (D2 TD1 | g0+ g (30) 1 J e
_f(a):f(b)g(a;rb) (3.20)
il gi0.) = 1 (S2) 2 [ g0ae +0 (52) 52 [ roa
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(Y03

ve
by 1 * b b
ot g:0,0) =L IO gy LOTIO L[y,
WIOLIOPOEYIO o)

fonksiyonlardan biri [a, b] aralif1 iizerinde simetrik oldugunda asagidaki 6zel durum
ortaya cikar:
Sonug 3.1.2. f:[a,b] = R ‘nin konveks(konkav) ve simetrik oldugunu varsayalim
yani herhangi bir t € [a,b] icin f(a+ b —¢t) = F(t).

Eger g:[a,b] = R simetrik konveks (simetrik konkav) ve [a, b] araliginda

integrallenebilir ise,

b
min(He(f,9:0,b) Hix(9. 10,00} 25— [ F@aat

2 max{Hmia(f, g a, b}, Hera(f, g5 0, B)} (3.23)
dir. Bu esitsizlik, agirhgin simetrik olmasi durumunda birgok ilging agirhkh
esitsizligi saglamak i¢in kullanilabilir.

Uyann  3.1.6. Ayrica, (3.12)-(3.15) esitsizlikleri asagidaki formda da

yazilabilmektedir:

1 b 1 b 1 (b,
a ). fOdy— [ gwar—r— [ Fogwar

< [ﬁ f eyt - f (= b)] [ﬁ f "g®dt - g (“T“’)] (3.24)

1 b 1 b 1 b,
mfa f(t)dtmL g(t)dt—mLf(t)g(t)dt

+f(b B__1
S[f(a)zf()_ Hg(a);rg()_b_afag(t)dtl (3.25)

b
— [ foa

1 b 1 b 1 b_
5= |, roaes [ gt -1 | Fog@ar

b 1 b 1 b b
5 _[f(a)-zkf( )_b —aJ; f(t)dt] [b_—EL g(t)dt_g(%)l (3.26)

ve
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1 b 1 b 1 b_
-b:a-_[., f(t)dtmfa g(t)dt —mj; f()g(t)de

a;b)] [g(a) + g(b) _biaf"

b
_ [ﬁ [ rae - g(t)dr] (327)

Fonksiyonlarin pozitif olmasi durumunda, asagidaki gibi daha basit esitsizlikler
saglanir:
Teorem 3.1.5. f,g:[a,b] - [0,0) fonksiyonlarimin simetrik konveks ve [a, 5]

araliginda integrallenebilir olduklarini varsayalim. O halde;
a+b a+b a+by 1 b
<
f(z )g(z )-f(z )b—aLQUMt (3.28)

b
sb—i—a f fOg()dt

f(a)+f(b) 1 f S(0)dt

<f@%ﬁﬂﬂ9&0+g®)
- 2 2

ve

f(a;b)g(a;—b)Sg(a;—b)ﬁf:ﬂﬂdt (3.29)

1 b,
S f(B)g(t)dt

a

2@+ 9t
= 5 f f(e)dt

<ﬂ@+ﬂmm@+ﬂw
- 2 2

elde edilir.
Ispat: Eger £, g: [a, b] = (0, ) simetrik konveks ise, (2.12) ile ¥t € [a, b] igin;

0<f( s )<f(t)<ﬁw (3.30)

ve

0<g( a+b )<g(t)< (a)-zfg(b)

dir. Eger (3.30), g(t) ile carpilirsa herhangi bir ¢ € [a, b] igin

(3.31)
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b
05 f(232) 50 s Fmge s L2 4y

olur. Eger bu esitsizligln integral ortalamasinit ahrsak, o halde;
1 b
0s F(*5= f e < 57— [ FOgwa
a

by 1 b
Sf(a);rf( )b~a[ F(O)dt

yani
by 1 (b
0sf()— f g0t < - f FOFt (332)
f(a)+f(b) f st
b 1 b b
)<t w0320
sonra
b b b 1 b
() e () = £ () 5= | s (333)
v
b
f(a);rf(b)b N [ stoue @O0,

olur. (3.32)-(3.34) kullanarak (3.19) elde edilir. (3.19) esitsizligi icin, (3.21)’in

kullanimina paralel bir yol ve benzer bir prosediir izlenmistir.

3.2. Baz1 Ornekler

f®) = |t -Eﬂ , fila,b] » R simetrik konveks fonksiyonunu géz oniine

alahm. Bu durumda f(a) = f(b) = 9—;- . f a%b) =0 ve ;i—af:f(t)dt = "TT“

dir. Dolayisiyla I(t) = ¢, t € [a, b] igin asagidakini elde ederiz.

a+b b—a ra+b
1~ gia.b) 2[ g()de - =g(57)

Hrm'x (

a+b|, ‘b)=g(a)+g(b)

Hie (3.]1 - -

(b—a)



a+b a+bvb—a
(PR ENCL L

ve
+b 1 ? b
Htm(i az ,g,ab) 2] g(t)dt—w(b-a)
(3.13)’den hareketle
1 (b b b b
min{ij; g(t)dt — 4ag(a;’ ),g(“)+9( ) b )} (3.35)

+b
¢ —aTlg(t)dt

b
>I
a

hb-~al? b
Zmax{g(a; )_IL—E'EL g(t)dt—M(b— )}

olur. g: [a, b] - R nin simetrik digbiikey olmasi ve [a, b] iizerinde integrallenebilir
olmasi kosulu ile asagidakine ulasilir. Eger h, [a, b]iizerinde simetrik konveks ise, o

zaman literatiirde Bullen esitsizligi olarak bilinen denklem elde edilir:

1 1[ ra+by  h(a)+hb)
B_—afah(t)dtsi[h(z)+ - ]

Eger g: [a, b] - R fonksiyonu [a, b] {izerinde konveks, o halde

1r? b~ +b + g(b
EL g(eydt 4a9(az )Sg(a)ag( )(b_a)
dir. Buradan
1r® bh- b b
min[if o)t — 4ag(a-; ).Q(a)+.9( )(b— )}

a

1 1 (* 1 ra+b

E(b_a)[b—aL g -39 (= )]
yazilabilir. Ayrica

a+bh\b—a 1 g(a) + g(b)
9( 2 ) ) Ef g(Odt ———7=——(-a)

esitsizligi asagidakini verir

- b -
max{g(a+b a 1 g(a)+g(b)(b_ )} (a-;-b)b4

Dolayisiyla, eger g: [a, b] = R [a, b] lizerinde konveks ise, o halde



7005 [ awu-30(*7)

b b—a ra+b
) o

2
b—al,
olur. g:[a,b] = R [a,b] iizerinde konveks olmasi durumunda, bu esitsizlik

asagidakine esdegerdir:

—(b-a)

1 b
b—a,L -

2
f(t)= (t - ?) ile tanimlanan simetrik konveks f:{a, b] —» R fonksiyonunu

mnﬂ— G%ﬁﬂ

a+b
=

b—a (a+b
s I\2

|g(t)dt - ) =20 (3.37)

ele alalim.
(b —a)? a+b
f@=fw)=—7—, f(5-)=0
ve
_a + b (b —a)?
L dt =2
Dolayisiyla

Hinix ((l_a:b)ztg;a,b) =%(b—a) [%L”g(t)dt—%(b_a)g(a;b)]

b\? b—a)?
Hmix(gr(l_a; ) ia:b) ( a) [g(a) + g(b)]

a+ b2 (b—a)® ja+hb
H’""“((l_ Z )'9'“'b) 12 9( 2 )

Ve

b\? 1 b b-
(s ),g;a.b)=zcb—a)[f st - 3“)[g(a)+g(b)]]

dir. (3.23)’den g:[a,b] > R fonksiyonunun simetrik konveks olmasi ve [a,b]

iizerinde integrallenebilir olmasi kosulu ile

a+b) (b—a)

1 1 (b 1
-Z-(b—a)min{ij; g(t)dt—g(b—a)g( > [g(a)+g(b)]}

29



b 2
> ! (t—izb) g(Odt (3.38)
1 b- b
- a)max{ —a(37). f (t)dt——Lq(a)+g(b)]}

yazilabilir. f(t) = (b — £)(t — a) ile tanimlanan simetrik konkav fonksiyonunu

f:la, b] = R ele alalim. O halde

f(a+b)=(b—a)2

f@ = f) =0, . .

ve

1 b (b — a)?
b—_—aL(b—t)(t—a)dt= .

Dolayisiyla

(b—a)zg(a+b)

Haix((b = D(1 ~ a).g;a,b) = — 2

b
e 9. (b = D(L = a);a,b) = 2 (b — a) [ [ s —zo- o + g(b)]]

b
Hia((b = D0 = 0). g;a,b) = 3 (b~ ) U arae - 36—y (557
Ve

(b— a)?

Hrm((b ~D(—-a),g; a,b) =
dir. (3.23) ile agagidakini elde ederiz.

[g(a) + g(b)]

b—- b
b= amin {22 (2 U st - £ (6~ a)lg@ + 9] |
b
zﬁ fa (b - O)(t ~ a)g(t)dt (3.39)
1 J b b—
zz(b—a)xmax[fa g(t)dt—%(b—a)ga; , 3“ }

g:[a, b] - R simetrik konkav ve [a, b] iizerinde integrallenebilir olmasi kosulu ile

at+b

Simdi, pozitif, konveks ve simetrik fonksiyon f(t) = exp [k It -

]k>OeIe

alalim. O halde, (2.17) ile herhangi bir integrallenebilir simetrik konveks fonksiyonu
g:[a,b] € R - [0, ) igin



a+b 1 (b 1 a+b
<_ I — .
g( > ) < - aL g(t)de Py exp [k |t 5 H g(t)dt (3.40)

%exp [k( ﬁ_’;bg(t)dt

< Lol (t5 300

elde edilir.
3.3. Simetrik Harmonik Konvekslikle ilgili Esitsizlikler

Teorem 3.3.1. f:[a,b] € R\{0} - R 'nin simetrik harmonik konveks oldugunu
ve[a.b] aralifi iizerinde integrallenebilir oldugunu varsayalim. fy(x) simetrik
harmonik konveks olarak gﬁsterilsin

2ab f(x) f(a) + f(b)
f (a n b) = b 2] 2 @ 2

(3.41)

Ispat:  f:[a,b] € R\{0} = R simetrik harmonik konveks oldugundan, Hermite-
Hadamard tipi Iscan Esitsizligini yazarak f igin asagidaki elde edilir:

5 (Zab)< b fu (x) fn(ﬂ)'i'fu(b)
Hla+b/ " b-a x2 2

(3.42)

Bununla birlikte,

« (2aby ¢ 2ab fu(@) + fu(b) _ fa) +f(b)
"(a+b)_f(a+b)' 2 - 2

ve

—dx

x2

be,f:) dx = [bf(x)
a
dir. Bu durumda (3.42) ile istenilen esitsizlikleri elde edilir,
Teorem 3.3.2. f:[a,b] € R\{0} = R‘nin [a,b] iizerinde simetrik harmonik
konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda, herhangi bir x € [a. b] icin asagidaki
elde edilir.

b
F(22) < fuy 1220 (3.43)

a+b 2
Ispat: f fonksiyonu [a,b] iizerinde harmonik konveks oldugundan, herhangi bir

x € [a, b] igin asagidaki elde edilir,
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(222 0+ (=)

H\a +b 2
Ayrica
. = abx abx
) + fy (m) f(x) +f((a + b)x — ab)
2 yA
ve

fu (azj-bb) =f (az-c:-bb)

esitlikleri gz oniine alinirsa (3.43) deki ilk esitsizlik elde edilir. Ayrica, f;; nin
harmonik konveks olmast ile herhangi bir x € [q, b] asagidaki elde edilir:

b{a—x) . a(x-=>5) .
fa@) = e 0 + L @

_bla-x)f(a) + f(b) + a(x = b) f(a) + f(b)
" x(a-b) 2 x(a—b) 2
_f@+f(b)
5 .
Bu ise bize (3.43) deki ikinci esitsizligi verir.
Aciklama 3.3.1. Eger f:[a,b] € R\{0} - R fonksiyonu [a,b] iizerinde simetrik
konveks ise, o halde agagidaki elde edilir:

inf i) = Fulg) =/ (255)

ye

= fla) + f(b)
SUP fu(x) = fu(a) = Fu(b) ==
x€[a,b]
Teorem 3.3.3. f: [a, b] < R\{0} = R fonksiyonunun [a, b] arali1 iizerinde simetrik
harmonik konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda x # y ile birlikte herhangi bir

x,y € [a, b] igin asagidaki elde edilir:

2 [f (xzf-yy) il (ny(a + i‘)ﬂfﬁb (x + y))]

xyxirﬂﬂ Jmmrrﬂﬂl

a+b)y-—ab

Uuo+f&;¢3%?75)+f@)+f&;;;%?——ﬂ (3.44)

32



Ispat: f; , [a, b] tizerinde harmonik konveks oldugundan o halde f ayni zamanda
x,y € [a,b] oldugu yerde herhangi bir [x,y] (veya [y,x]), alt araligi iizerinde
harmonik konvekstir. Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in yazilan Hermite-

Hadamard tipi [gcan esitsizlikleri ile x # y olan herhangi bir x,y € [a, b] icin

2xy Y fu () FaO) + fa )
fu (x + y) y—x t2 ee 2 E5D)
seklindedir. Gerekli tanimlar kullanilirsa
- 2xy 2xy 2abxy
f (x + y) 2 [f (x + y) f (ny(a +b) - ab(x + y))]
. abt
[0, 100, fazhia)|,
t2 2], | t? t2
abt
1vry . 1S (m)t-—ab)
= EJ; Tdt +§f 12 dt
YD (a+b)x-ab f(t)
2 ~z ——=dt +2f b —=dt
(a+b)y~ab
ve
fu) +fu) 1 aby
2 4f()+f((a+b)x ab)+f(y)+f((a+b)y—ab)]

olur ki bu bize (3.45) kullamilmas: ile istenilen sonucu verir.

Agiklama 3.3.2. Eger (3 44)’de x = avey = b alirsak, o halde (3.43) elde edilir.

Egerx € [a,b], y = alirsak, bu durumda (3.44)’den asagidaki elde edilir:

(a+b)x ab

2aby 1 b Goreas f(b)
a a .
f( ) X f(a+b)x ab de

_— e
a+b/ ™ 22ab—-{a+b)x t2

[f ) +f (ﬁ)}

X+ %, oldugunda ve f: [a, b] € R\{0} — R fonksiyonunun [a, b] aralifi tizerinde

simetrik harmonik konveks olmasi kosulu ile. Bu egitsizligin x iizerinden integrali

alimirsa  (3.43)’iin ilk kisminin asagidaki gelistirilmis hali elde edilir

2ab 1 J abx mf(t)
f(a+b)52(b—a) a[Zab—(a+b)x_L dt]d =

—fy(x)dx
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f:[a,b] € R\{0} - R fonksiyonunun [a,b] aralif: ilizerinde simetrik harmonik
konveks olmasi kosulu ile Fonksiyon harmonik konveks oldugunda, asagidaki

esitsizlikleri de elde edilir.
Agiklama 3.3.3. f:[a,b] € R\{0} — R fonskiyonu harmonik konveks ise, o halde
herhangi bir x, y € [a, b], x# y icin (3.44) den asagidaki esitsizlikleri elde edilir:

f (az-c:-bb) 2 [f (xz-JIc-yy) f (ny(a + it)ufq:b(x + y))]

f"f(t) mf(t)d
Z(y x) 2

aby t2
(a+b)y-ab

abx

4[f(")+f(m)+f0')+f(ta%-)]-

3.4. Biri Harmonik ve Digeri Simetrik Harmonik Konveks Fonksiyonlar icin

Esitsizlikler

Bu bdliimde, klasik anlamda harmonik konveks (konkav) olan bir fonksiyonu
ve diger fonksiyonunun [a,b] aralifinda simetrik harmonik konveks (konkav)
oldugu durumlari analiz ediyoruz.

Teorem 3.4.1. g:[a,b] < R\{0} = R harmonik konveks (konkav) ve f:[a,b]
R\{0} = R harmonik konveks (konkav) ve [a, b] aralifinda integrallenebilir

oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki elde edilir.

f(a)+f(b) ab Q(t) g(a)+.9(b) ab ff(t)
2

_f(a)+f(b)g(a)+9(b)< ab ff(t)g(t)
“b—a

5 2 o] t, (3.46)

ve

P fu(®)g(t) 2ab \ ab (Pf(t)
b-a), dtsf((a+b))b— J' 7 4

2ab \ ab ("g(t) 2ab \ g(a) + g(b)
+f ((a + b)) b- aL t2 E ((a + b)) 2 (3:47)

Ispat: g ‘nin harmonik konveks ve f*‘nin [a, b] iizerinde simetrik harmonik konveks

oldugunu varsayalim, bu durumda herhangi bir A € [0,1] i¢in



b
(1~ Dg(@) + 295 2 8 (3577 =757) (348)

ve

f(a) + f(b) -( ab )>f(2ab)

2 2\ Gara—os 2 \aas Ea2)

= ab 1 ab ab
fu (Aa +(1- A)b) - E[f (Aa +(1- A)b) 7 ((1 —Da + Ab)] 4 € [0,1]
dir. (3.49) ile asagidaki elde edilir:

05 [~ Dg(a) +Ag(b) - o [f(a)+f(b) (e )]

Aa + (1 A)b Aa+ (1 -A)b
b b b
- [(1 = Mg (@) Hg(b)]f( )erf( ) fla) erf( )g (,m . (al -A)b)
y b
-1 - Dg(@ + 29V (375 t=55)
- ab ab
+fu (Aa +(1- A)b) g (Aa +(1- A)b) (3.50)

Bu da asagidakine esdegerdir:

f(ﬂ)+f(b)+f-( ab ) ( ab )

[ - Dg(a) + Ag(b)] —— Aa+ (1 -0b/I\la+ (1 Db
2f(a)+f(b) ( ab

b
2 \m+a-= /l)b) + (1= Dg(a) + ag(B))fx (Aa n (a1 - A)b)

A ya gore [0,1] aralif) iizerinden integral alinirsa

b 1
M fo [(1 - Dg(a) + Ag(b))dA

f fu (Aa + €1b /l)b) (Aa + f1b - A)b) di

f(a) + f(b) ab
= J;g zuc¢+(1—,1).b)d'1

1 . ab
+[ 10 -Do@ + a0 (pra—s)# 65D
elde edilir. Ayrica
! b
[ 10 - gt + 2901 = L2 L0

ng(mgf__“m) a1 =20 ba_”af 90,
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ve

f f (Aa T (a1b A)b) (i{a ¥ ?1b- A)b) an = b “al, foz(t)

esitlikleri kullanilirsa ve

1
|| 1@~ Dg@ + a9 ( a

ab )
Aa+ (1 —A)b

=900 [ 0= (i) 3+ 90 [ M ()@ G52

esitliginde f simetrik oldugundan

f1(1 A)“( ab )dl—[l(l ,1)"( ab )d/l
o &P ra=an) = ), O VT e
s = 1— 4,1 € [0,1] degiskenini degistirerek, asagidaki elde edilir:

1 3 1
J; (=D (#f_m) ai = f S/ (tﬁ?fhu—sb) ds
Boylece (3.52) ile

1 - ab
fo [(1 - g@) + 2980 + o (35— 55)

= g(2) J: sfi ((—1%) ds + g(b) J: A ((1__‘“’.__) dA

Aa+ Ab
- ab
= [g(a) + g(b)] fo Afu (m) dA (3.53)
bulunur. Ayrica,
L ab ab ab
fu Afw ((1 “Da ¥ ) f [ ( A-Da+ o1 kA e = A)b)] i
1 ab 10
= -z'b e t—zdt (3.54)
f(a) + f(b) g(a) + g(b) N fu(t)g(t)
2 2 b —a t2

2f(a)-!-f(b) ab "g(t)dt+g(a)+g(b) ab f(t)
2 b—al, t2 pA b—a t2

(3.48) ve (3.49) ile

(3.55)

b
0<|(1-Dgla)+g(b)-g (mﬁ“_ﬂ)]



[hﬁzr§—ﬁﬂ‘f6é%5ﬂ

=/ (e r) Grrti=m) (- D@ + 190 ()

_ b
+((1 - Dg(a) + Ag (D) fy (Aa-i-(aTA)b)

- ( ab ) ( ab )
In\Gava-»s)9\Tara=—ns
elde edilir. Bu ise & € [0,1] i¢in asagidakine esdegerdir:

[(1=Dgla) +2g(B)]f (Z(a_—?-b)) Ju (;la ¥ €1b— A)b)g (Aa n (a1b - A)b)
= (Z(a i b)) (Aa n (a1b— A)b) +1(1 = Dgla) + 2g(0))/x (Icﬁ)

Buradan A € [0,1] i¢in integral alirsak,

2ab \ g(a) + g(b) fy(t)g(t)
f((a+b)) 2 +b—a £
2ab \ ab [Pf(t) 2ab \ ab (Pg(®)
Sf((a+b))b—afa 2 dt+f((a+b))b—afa pz dt (3:56)

elde edilir ve (3.47) ispatlanmis olur.
3.5. Simetrik p-konvekslikle ilgili Esitsizlikler

Onerme 3.5.1. f:[a,b] € (0,00) = R bir fonksiyon olsun ve g(x) = xPx, x >
0, p # Oolsun. f fonksiyonu [a, b] araliginda simetrik p-konvekstir ancak ve ancak
fog, g7 ([a, b]) = [aP, bP] (veya[bP, aP] arahginda simetrik konvekstir.

Ispat: f, [a,b] iizerinde simetrik p-konveks fonksiyon olsun. x,y € g~([a, b])

olarak abrsak, x = uP ve y = vP olacak sekilde u,v € [a, b] elemanlan mevcut

olup,
(fog)(tx + (1 - £)y)
= 5(fog)(tx + (1~ 7) + (fog)(a? +b7 — tx - (1— £)y)] (357)

%[(fog)(tup + (1 = t)vP) + (fog)(a? + b? — [tuP + (1 — )vP])] (3.58)

= P ([6w? + (1 - E)vP]/P)
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yazilabilir. f fonksiyonu [a,b] aralifi iizerinde simetrik p-konveks fonksiyonu

oldugundan asagidaki elde edilir:

P(f;p)([tup + (1~ t)vp]lf?’) =< tP(f;p)(u) +(1- t)PU:p)(U)

= t%[f(u) + f([(aP + b7 — uPP/P)] + (1 - t)-;-[f(v) + f([(a? + b7 — vP)P)]

1
= £[(fog)() + (fog)(@® + b* — O] + (1 - )5 [(og) ) + (@ + b7 = vP)}

= t(fog)(x) + (1 - )(fog)(») (3.59)
(3.58) ve (3.59) ile fog, [a”,bP] (veya [bP,aP]) aralifinda simetrik konvekstir.
Tersine fog, [a?, b”] (or [bP,aP]) araliginda simetrik konveks ise, o zaman benzer
sekilde [a, b] araliginda f’in simetrik p-konveks oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.5.1.f:[a,b] € (0,0) » R fonksiyonu [a,b] araliginda simetrik -
konveks ise o halde Hermite—Hadamard egitsizliklerin oldugunu séyleyebiliriz [24].

/
f([a”+b"]1 ")< p "f(x)dx<f(a)+f(b)

2 T bhP—qP j, x7PTT T 2

(3.60)

Ispat: f:[a,b] € (0,00) » R fonksiyonu [a,b] araliginda simetrik p-konveks
oldugundan o halde P n,)(x) fonksiyonu igin Hermite-Hadamard esitsizligini

yazarak asagidaki elde edilir:

P p,1/p b
pmp)([ﬂ] )< P ] Pun®) | _ Puin(@) + Py (b)

2 S —ar ] x1-P = 2 (3.61)

Asagidaki sekilde agik¢a goriiliir ki

, [a" + b"]”” iy [a" + b"]”p Pirpy(@) + Prpy(b)  f(a) + f(b)
i) 2 = 2 : 2 B 2

ve

p f P Piripy() . P (Pf(x) .

bP — ap x1-p T bP—aP ) x1P

a
dir. Bu durumda(3.61) ile asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Uyar1 3.5.1. Teorem 3.5.1°de,

Eger p =1 segilirse (3.62) esitsizlikleri Teorem (2.1.1)’teki (2.3) esitsizliklerine
indirgenir.,

Eger p = —1 segilirse (3.62) esitsizlikleri Teorem (2.1.2)'teki (2.4) esitsizliklerine

indirgenir.



Uyan 3.5.2. Teorem 2.1.1°e yardimci olarak, Teorem 3.5.17in ispat1 agagidaki gibi
verilebilir [24]:

f:[a,b] = (0,0) » R fonksiyonu [a,b] arahiginda simetrik p-konveks ise fog;
[aP,bP] (veya [bP,aP]) arahginda g(x) = xP,x > 0,p # 0 simetrik konvekstir.
Boylece,

b 1 (® b
(st w0

esitsizligi elde edilir. Buradan

P+ bP 1 bP M+ b?
Uog)(a ;- )pr apfp Orag)(x)dxs(fcnczr)(a )2 (fog)(b")
yani;
aP + bP1/? p P f(x) f(a) + f(b)
f([ 2 ] )pr—ap ST
elde edilir.

Teorem 3.5.2. Eger f:[a,b] € (0,0) - R fonksiyonu [a,b] arahfinda simetrik
p—konveks ise bu durumda herhangi bir x € [a, b] asagidaki elde edilir

P 4 ppqt/e b
f([a er ] )SPU;p)(x)sw-(—) (3.62)

ispat: Py [a,b] iizerinde ise p-konveks oldugundan bu durumda herhangi bir

x € [a, b] i¢in asagidaki elde edilir.

(22" =ron(222]")

1
< Pirpy(x) + P(rip) (2[‘1” + b7 — x?]'r)

= Pirpy(x)
Bu da bize (3.62)’teki ilk esitsizligi verir. Ayrica, herhangi bir x € [a.b] igin
toy € [a. b] olursa
x = [toa? + (1 — to)b”]l/l’
olur. Pz ) ne ait p-konvekslik ile agagidaki elde edilir:

fa) + f(b)

PU;p)(x) < toPmp)(a) +(1- fg)P(f;p)(b) = Pg;p)(a) = >

Bu da bize (3.62) deki ikinci esitsizligi verir.
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Uyan 3.5.3. Teorem 3.5.2°de;

Eger p = 1 segersek, bu durumda (3.62) esitsizlikleri Teorem 2.1.10°da belirtildigi
tizere (2.12) esitsizliklerine indirgenir.

Eger p = —1 segersek, bu durumda (3.62) esitsizlikleri Teorem 2.1.11"de belirtildigi
lizere (2.17) esitsizliklerine indirgenir.

Uyan 3.54. Eger f:[a,b] € (0,0) —» R fonksiyonu [a,b] araliginda simetrik
p—konveks ise, o halde

P 4 ppyi/P
it Pm) = £ (5] )

x€[a,b]
vE
fla) + f(b)
sup Pcr. =
xe[a??b] (f'p)( ) 2
elde edilir.

Sonu¢ 3.5.1. Eger f:[a,b] € (0,) = R fonksiyonu [a,b] araliinda simetrik

p—konveks ve w: [a, b] —=[0,e0), [a,b] araliginda integrallenebilir ise, o halde

f([av + bnlllp)fa w(x) Lb w(x)P(,;,,)(x)dx f(@) +f(b)f (x)

2 xl‘P x1-p

~dx (3.63)

1/p
dir. Dahasi eger w fonksiyonu [a, b] arahiginda [ﬂP+bP]

e gore tiim x € [a, b] igin

w(x) = w([a?P + b? — xp]I/P)

ise o halde

f([ap + brT/p) f w(x) _ w(x)f(x) f@+ f(b) J. w(x)

dx <
2 1-p x1-
p a .

x (3.64)

dir.
Ispat. (3.63) esitsizligi, (3.62) ‘nin w(x)/x1~? = 0ile ¢arpilip ve [a, b] arabgindaki
x Uzerinden integrali alinmasiyla bulunur. Degiskeni degistirerek asagidaki elde

edilir:

fb w()f ([a? + b7 - x7]'/p) , fb w([a? + bP - xP) 7o) £ (x)
x =

xl—p xl—p

dx

a a

p+bp]1/p

w fonksiyonu [a ‘e gore simetrik oldugundan, o halde

fbw([ap+bp—x"] /v)f(x) _ f WO |

1- T yl-p
a xi-P xi-p
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dir. Béylece

T oxlr x1-p

[ P, [ [ 4, [ (@ +50—xr'le)

J’ w(x)f(x) ™

a x1 2

olur. Dolayisiyla (3.63) ile (3.64) elde edilir.

Uyarn 3.5.5. (3.64) esitsizligi, Hermite-Hadamard esitsizliginin p—konveks
fonksiyonlar i¢in agirlikli genellemesi olarak bilinir. (bu aymi zamanda Teorem 3’te
gosterilmistir). Béylece gosterildi ki, [a, b] araliginda daha biiyiik simetriklestirilmis
p — konveks fonksiyon sinifi igin esitsizlik gegerlidir.

Uyan 3.56. a,b,a€R 0 < a < b ve a22 olsun. f:[a,b] o R, f(x)=
(xP — aP)*1, p>0, [a, b] aralifinda simetrik p-konvekstir.

i.) Eger (2.6)’da belirtilen esitsizlikte [a,b] arasindaki simetrik p-konveks

Jfonksiyonunu ele alirsak

1 Pw(x) 7(a) i .
za-lf,, 2 X S o — gryat Uap + (W0g)(bP) +Jap — (wog)(a?)]

1 fPw(x)
< _
=< ZL Fp dx
olur.

Teorem 3.5.3. f:[a,b] < (0,0) = R fonksiyonun p € R\{0} ile [a, b] araliginda

simetrik p—konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda, x #y olan herhangi bir

x,¥ € [a, b] ile asafidaki Hermite—Hadamard esitsizlikleri elde edilir:

%[f ([xl’ ;ypllfﬂ) +f ([ap e xP .;yp]llp)] .

Y £(t) laP+bP—xP] / gio
Z(yP—xP)[f dt+ —dt

t1-p [aP+bP—yP] /P e

<3z [f(x) + ) + f ([a? + b7 — xP) 7o) + £ ([aP + b7 — y?] o)
Ispat: Pir.pyan [@ b] zerinde p-konveks oldugundan, o halde P(s,p)(as ayni
zamanda x,y € [a, b] oldugunda herhangi bir [x, y] (veya [y, x]) alt arahiginda da p-

konvekstir. Konveks fonksiyonlarin i¢in olan Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile

asagidaki elde edilir
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P xP + yPy /P <P Y Pirip)fam) (E) 4
(fip)lab] 2 TyP—xP ), ti-p ¢

< Pemian®) + Pypyian &)
= 2

f,x # y olan herhangi bir x,y € [a, b] i¢in Py, tamimu ile

s ) (521 oo 221

f y—PU”?;{f;,"](t) dt = = f S 1F@ + £ (a2 + b7 — 91r) | at

(3.66)

1 (Y f(b) 1 yf([ap+bp—t”]1/1’)
-2/ —d”zf

| 7 pe dt

YF(®) laP+6r-x?) ()
- f R dt+> f[ 18

1
x 7P ap+pp—yp]/p L17P

ve

P iani () + Peep)an ()
2

1
= 21F@ +£0) + £ ([a? + b7 - x2)/7)] + £ ([a? + b7 — y?1'r)
elde edilir. Boylece, (3.66) ile istenilen (3.65) sonucuna ulasinz,

Uyanr 3.5.7. (3.65) deki x = a ve y = b alirsak, bu durumda (3.60) elde edilir. Eger

verilmis bir [a, b] iginy = [a? + bP — x”]llp, bu durumda (3.65)’den elde edilir:

f [ap + bp]I/lJ - p lf[ap+bp_xp] /pf(t)
2 "aP+bP—2xP2x tlp

——dt

<2 [F + £ (1o + b7 = 0))] (367)

1/p
+* [ap:bp] , oldugunda f: [a, b] € (0,0) - R fonksiyonunun [a,b] araliginda
simetrik p—konveks olmasi kosulu ile (3.67) teki esitsizlikleri — 1-p ile ¢arptigimizda

x Uzerinden elde edilen esitsizlik ile asagida belirtilen (3.60)’in ilk kisminin

gelistirilmisi elde edilir.

i [ap + bp]llp B p? Ib 1 (aP+bP-xP) /p&dt »
2 T (bP —aP) ), |x17P(aP + bP - 2xP) J, =8




p? Fi¢s)

T (bP —aP) ), x1-P

dt

f:[a,b] € (0,0) = R fonksiyonunun [a, b] araliginda simetrik p-konveks olmasi
kosulu ile fonksiyon p-konveks oldugunda, aynm zamanda asagidaki esitsizlikleri elde
edilir:

Uyan 3.5.8. Eger f:[a,b] < (0,) - R p—konveks ise, o halde (3.65) yolu ile
asagida belirtilen esitsizlikleri elde edilir:

(155717 ) =l (52 o (- 252

Y £(E) (a?+bP=P)7p £y
Z(yp — xP) f

dt+ —dt
ti-p {ap+bp-yp]1r“p v

<3[F + 700 + £ (1ar + b7 = x21) 4 £ (1P + b - y21'0)] (368

x # y olan herhangi bir x,y € [a, b] i¢in (3.68) esitsizliklerini ile carparsak

(x )"p
2

ve (3.68)’i (x,y)’e entegre edip [a,b]? iizerinden integralini alir ve ﬂw_r-]a:!_)z ‘e

bolersek, bu durumda, p-konveks fonksiyonlar igin ilk Hermite-Hadamard

esitsizligini su sekilde inceleriz

(2
P’ f: L"f (F—%] )

~ 2(bP ~aP)? (xy)i-p

dxdy

xP 4 yPH/?
2

+f dxdy

(xy)r-?

b YR | (et e
‘%bﬂ—ap)zf f = [f rip d”f[am,p-m A

p (°1 :
_bf’—al’fa i
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Uyan 3.5.9. Teorem 3.5.3’te

i.) eier p = 1 secersek, o zaman (3.65) esitsizlikleri teorem (2.1.12)°deki (2.20)
esitsizliklerine indirgenir.

il.) eger p = 1 segersek, o zaman (3.65) esitsizlikleri esitsizlikleri teorem (3.3.3)’deki

(3.44) esitsizliklerine indirgenir.



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde 3. Bolimdeki teorem 3.1.4 ve teorem 3.1.5 teki sonuglarin bir
genellemesi simetrik p konveks fonksiyonlar igin elde edilmistir. Elde edilen
sonuglar simetrik p konveks fonksiyonlar igin yeni olup,

p = 1 alindiginda; Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.5 teki sonuglar elde edilmektedir.

p =—1 alindiginda; simetrik harmonik konveks fonksiyonlar smifi igin yeni
esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.1. f,g:[a,b] = [0,0) - R iki simetrik p-konveks ve integrallenebilir

olsun. Bu taktirde

P (P Pypy(x). Pg py(x)
br — qp x1-p

dx + f(Mp)g(M,) (4.1)

a

b b
p g(x)dx p f(x)dx

p 2 Py (). Peg py(X) f(a) + f(b) g(a) + g(b)
bP —a? J; = xl‘?’(g P dx 2 2 (4-2)
>f(a)+f(b) p f"g(x)dx_l_g(a) +g(b) p b f(x)dx
- 2 bP —aP }, x1-P 2 bP —aP J x1-P
fl@+fb) p b g(x)dx p b f(x)dx
2 bP — gP fa x1-p + g(M,,) bP—ar j, x1-P G
bp P b
> f - L (f.p)(iz_;g.p)(x) gy + L@ -;f( )g(Mp)
ve
g@)+g) p (°fx)dx P [Pg(x)dx
2 bP —ar ], ~x1-P + f(Mp) b? - aPL x1-p (44)
bp P b
> —P — L (f.p)(g_gq,p)(x) x4 9@ -;g( )f(M,,)
elde edilir.
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Ispat: £, g:[a,b] c [0, ) = R iki simetrik p-konveks ve integrallenebilir olsun. Bu
durumda (3.8) ve (3.62) den

[Py = FIMP] [Py () — g(M)] = 0

aP+pPi/P
] olarak alinirsa;

Py (XIP (g (%) +f(Mp)9(Mp) 2 P(f:p)(x)Q(Mp) + P(g:p)(x)-(Mp)

elde edilir. Bu esitsizlik — l-p ile carpihp x’e gore [a, b] iizerinde integral alinirsa ve

olur. Burada; Mp=

esitsizlik tekrar aF’ ile ¢arpilirsa;
14 Py ()P (g;p) (%)
e fa SO g+ £(M,).9(M,)
p (fp)( x) f Pam(®) |
>
= g(MP) bP — apJ; x1- dx +f(Mp) bp aa x1l-p dx

olur. Ayni zamanda P,y nin tanimindan;

P ("Pum®
b —ar ), x1-P

1l p bf (x) p bf(la? + bP — x”]%)
T2 bP-an

=3 |oear |, s = dx] (4.5)

1
yazabiliriz. Ikinci integralde u = [aP + bP — xP]* degisken degisimi yapilirsa;
u? =aP + b? — xP = puPldu = —pxP~ldx

du dx
ul-p - _-xl-p

x=aiginu, =b

x=biginu2=a

®f(la® + bP — x"]p) fw ) f(u)
a xl—}) 1-P
olup
P [Pym® P [f®)
bP — aP fa x-P dx = bP — a? xl‘P (46)
dir. Benzer sekilde
b b
p P, p g(x)
br — aPL x1-p iy b? —aP |, x1-P s (4.7)
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elde edilir. (4.6) ve (4.7) ile bulunanlar (4.5) de yerine yazilirsa;

P ["Peimy(®)-Pp(x)
e |, 2 + (M) 0 ()

Pf(x)
2 g(M,) bP _Fi a | ;icp dx + f(Mp) e

dx
—_ ap

p f”g(x)

a x1°P
elde edilir ki bu bize 4.1 esitsizligi elde edilir. f, g simetrik p konveks oldugundan ve
(3.8)’ten Vx € [a, b] igin

b b
(f(a) ;f( ) _ P(f,p)(x)) (MZ - P(g.p)(JC)) =0

olup (4.1) in ispatindaki benzer yol takip edilerek (4.2.)’de aym sekilde elde edilir.
Son olarak (3.8) ten Vx € [a, b] igin

b
dir. Bu da Vx € [a, b] igin
b
f(a)z.;f()p(g'p)(x) -+ g(Mp)P(f,p)(x)

b
2 Py (). Pg py(x) +£m—:f('_)9(’wp)

ifadesine es degierdir. f ile g fonksiyonlarimin yerlerini degistirirsek; (4.3) ve (4.4)
elde edilir.

Uyan 4.1. Yukaridaki teoremde p = | alinirsa; simetrik konveks fonksiyonlar igin
Teorem 3.1.4’te verilen sonuglar elde edilir,

Sonu¢ 4.1. “Yukandaki teoremde p= -1 ahimirsa; simetrik harmonik konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuglar elde edilir;

ab [P fu(x)gu(®) 2ab 2ab
b—aja x2 dx+f(a+b)g(a+b) (+8)
2ab . ab [P g(x)dx 2ab _ ab (P f(x)dx
2f(a+b)b—afa x? 9 +b b—aJ; e
ab_ (° fu(x)Fu(x) f(a) + f(b) g(a) + g(b)
P aL ™ dx + > > (4.9)
S f@) +f(b) ab J‘”g(x)dx N g(a) +g(b) ab fbfn(x)dx
- 2 b-al, x* 2 b-a x?

a
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fl@+f) ab (Pg(x)dx 2aby\ ab [P f(x)dx
2 b-—al, x? +‘g(a+b)b—aa x?2 (4.10)
ve
g(a)+g(b) ab [P f(x)dx 2aby\ ab [Pg(x)dx
2 b—aL P (a+b)b—aL x? (4.11)
ab (%P py(X)Pgp (%) g(a) + g(b) ¢ 2ab
zb—aL x? dx + 2 (a+b)
elde edilir.

Teorem 4.2. f,g:[a.b] » [0,0) fonksiyonlarimin simetrik p- konveks ve

integrallenebilir oldugunu varsayalim, O halde

g(x)d
FMp)a (M) < F (M) g | Zm

<P ["Pep(x) g(x)dx
Y YT a x1-p

S@+F®)  p (glx)dx
- 2 bP —ab j  x1°P

@ +7fb)gla) +g(b)
- 2 2

s (4.12)

ve

& d
F)a(M5) < o(4y) 52— | St (413)

<D f 2P oy (x)g(x)dx
— hP — P x1-p

1 <g(a)+g(b) p fb F(x)dx
T 2 bpP-gPla x'-P

@ +F®) g(@) + 9(b)
- 2 2

a

elde edilir.
ispat: Eger £, g: [a, b] - (0, o) simetrik p-konveks ise, (3.8) ile Vx € [a, b] icin;

f(a) + f(b)
2

0< f(Mp) € Ppy(x) < (4.14)

ve

9(a) + g(b)
2

dir. Eger (4.14.)'li P(g)(x) ile carpar isek, o halde herhangi bir x € [a, b] i¢in

0 < g(Mp) < Pgpy(x) < (4.15)
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b
0% )Pl) Py () T T b

olur. Eger bu esitsizlik = ile carpilip x’e gire [a, b] iizerinde integral ahnirsa ve

x1

esitsizlik tekrar ap ile ¢arpilirsa;
bpn(x)dx bPee (X)) P py(X)dx
(g.p} P .p) ((:52)]

J@+fB) p J’ ?Pgpy(X)dx

2 b? —ab ),  x17P
bulunur. Yani (4.7) kullanilirsa

b b
g(x)dx p Prpy(x). Py py(x)dx
0< (M) bp —aP x1-p = br — anL x1-p

Sf@+fB) p ("glx)dx

2 b? —ap J  x17P °

(4.16)

olur. (3.60) ile

p (Pglxd (a) + g(b)
Q(Mp) < P f xl—px < gua - g ’

sonra ilk esitsizlik f(Mp) ile garpilirsa;

b
f g(x)dx (4.17)

x1=p

F(Mp)a(My) < F(My) s

bulunur ve ikinci esitsizlik —f(a):m’)

f@+f®)_ p  [Pgtdx _fla)+f(b)g(a)+g(b)
2 bP —ar j, x7P T 2 2
elde edilir. (4.16.)-(4.18.) kullanarak (4.12) elde edilir. (4.13) esitsizligi igin, (4.15)’in

kullanimina paralel bir yol izlenmistir.

ile carpilirsa;

(4.18)

Uyan 4.2. Yukaridaki teoremde p = 1 alinirsa; simetrik konveks fonksiyonlar igin
Teorem 3.1.5’te verilen sonuglar elde edilir.
Sonu¢ 4.2. Yukandaki teoremde p = —1 alimrsa; simetrik harmonik konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuglar elde edilir;

2ab 2ab 2ab g(x)dx ab % f,(x)g(x)dx
f(a+b)g(a+b)< a+b f _b—af x2 (4.19)
< fl@)+f(b) ab [P g(x)dx
- 2 b—alj, x?
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f@+fb)gla) +g(b)
B 75 2

ye

f( 2ab ) ( 2ab ) < g( 2ab )bab J’bfu(x)dx - ab J;bfu(x)xgz(x)dx

a+b/9\a+b a+b/b—al, x* T b-an (4.20)

_9(@) +g(b) ab fbfﬁ(x)dx

2 b—al), x?
<f(at)+f(t's)g(a)+g(1'3)
< 5 5 !
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda; simetrik konveks, simetrik harmonik konveks ve simetrik p-
konveks ile ilgili literatirde olan galigmalar incelenmis olup, simetrik konveks
fonksiyonlarin ¢arpimlanyla ilgili integral esitsizliklerinin bir genellemesi olan
sonuglar burada simetrik p-konveks fonksiyonlar igin verilmistir. Kullanilan ispat
yontemi simetrik konveks fonksiyonlarla ilgili daha dnceki ¢alismalara benzer olarak
yapilmistir. Bulgular kisminda elde edilen sonuglar yeni olup 6zel durumlarda
simetrik konveks fonksiyonlarla ilgili sonuglara inmektedir. Ayrica yine &zel
durumlarda simetrik harmonik konveks fonksiyonlar igin yeni sonuglar elde
edilmektedir.

Bu tez ¢aliymasindan yola gikarak aymi zamanda simetrik p-konveks ve p-konveks

fonksiyonlarin carpimlariyla ilgili yeni sonuglar da elde edilebilir.
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