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RESUME

Ce mémoire traite la construction de I’espace par les trois classes des
propositions qui systématisent I’ordre des démonstrations, a partir des Notions
Communes chez les Eléments livre 1 d’Euclide. Le motif qui nous conduit a écrire un
tel mémoire est le fait que ’on découvre une possibilité d’examiner les propositions
données dans I’ceuvre d’Euclide, en ne pas s’adressant hors du texte. On voit qu’il est
possible d’étudier les trois classes des propositions posées par Euclide au début du
livre I, qui ont un rdle central pour la construction de I’espace et pour
I’aboutissement des démonstrations, en changeant leur ordre installé. Dans le texte
ces trois classes des propositions ; a savoir les Définitions, les Demandes, et les
Notions Communes, sont ordonnées dans I’ordre qu’on les mentionne. Nous les
traitons en déplagant les propositions qui se trouvent sous le titre de Notions
Communes au début de notre recherche ; car on pense qu’elles sont logiquement
antérieures aux autres propositions. Ensuite, on examine les Définitions et les

Demandes en partant des conclusions qu’on tire des Notions Communes.

Afin de saisir le contexte des Eléments, cette recherche commence par
I’examen des Seconds analytiques ou Aristote traite les fondements des sciences
démonstratives. A la suite de cette investigation, on considere les propositions
divisées en trois classes qui systématisent I’ordre des connaissances fournites par les
démonstrations, a partir des Notions Communes. Cette recherche consiste en quatre
parties, sauf I’introduction et la conclusion. Pourtant, il est obligatoire d’expliquer les
raisons qui nous amenent a diriger une telle recherche, avant la revue de ces quatre

parties.

D’abord, les Eléments consistent en treize livres ou les livres suivants
s’appuient sur des conclusions des livres précédents. Tous les livres, sauf VIII, IX,
XII, et XIII, commencent par une section nommeée « Définitions » qui énonce les
propositions décrivant les propriétés des ¢léments et ces propositions sont employées

en démonstrations des livres concernés. Puis, les livres qui ne commencent pas par
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les Définitions emploient celles de précédents pour de démontrer ses propositions,
s’il est exigé. Notons que les « Demandes (ou Postulats) » qui contiennent les
propositions propres de la Géométrie, et les « Notions Communes (ou Axiomes) »
qui contiennent les propositions au sujet d’un domaine plus large commun a toutes
les sciences, sont seulement données au début du livre I qui est au centre de notre
recherche. Il faut, donc, remarquer que toutes les démonstrations dépendent des trois

classes des propositions.

Par ailleurs, non seculement les livres suivent les conclusions de leurs
précédents mais aussi les démonstrations dans chaque livre suivent leurs précédents.
En examinant I’ceuvre d’Euclide, on peut remarquer que les propositions démontrées
au début du livre, sont employées afin de démontrer des propositions suivantes. De
plus, cette structure des Eléments nous conduit a penser sur le chemin qu’Euclide suit
afin de démontrer des propositions et sur des éléments qu’il emploie lorsqu’il
démontre une proposition et enfin sur son systétme ou sa méthode. On vient
d’indiquer que les démonstrations dépendent des démonstrations précédentes et des
propositions, qui systématisent ’ordre des démonstrations, contenues sous les titres
de « Définitions », de « Demandes », de « Notions Communes ». A cet égard, on
peut dire qu’il existe un enchainement entre des démonstrations. De plus, il en est
ainsi pour les autres livres des Eléments dans leurs totalités ; c’est-a-dire chaque
démonstration suit soit des démonstrations précédentes soit des trois classes des

propositions systématisant.

Dans ce contexte par la premiere classe des propositions systématisant,
Euclide pose premierement les définitions des éléments qui énoncent leurs essences
et les sept premieres définitions du livre I nous permettent a construire I’espace ou
ces ¢léments se trouvent. Par rapport a cela, les définitions données au début du livre
I des Eléments sont celles qui ont des roles dans la construction de 1’espace et celle
des autres ¢léments. Ensuite, par la deuxieme classe ; a savoir les Demandes, il
donne les regles des déterminations des ¢éléments constructifs de I’espace et de
quelques figures. En particulier, les deux premicres propositions des Demandes
donnent les régles pour la détermination de la droite et pour les opérations qui sont
valables sur elle. Les autres propositions de cette classe sont postulées pour des
¢léments dont la détermination et les définitions dépendent des ¢léments constructifs
de I’espace ; c’est-a-dire le point, la ligne et la surface. En dernier lieu, Euclide pose

la troisieme classe des propositions, nommées les Notions Communes, qui
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concernent a la fois, les éléments de la géométrie et les éléments de I’arithmétique.
Des propositions qui se trouvent sous ce titre, posent les regles (ou les propriétés) des
relations que tous les ¢léments suivent par rapport a leurs especes. Ces relations sont

I’¢égalité, d’étre plus ou moins grande.

On atteint, voila, a un systtme qu’Euclide forme dans le domaine
géométrique. 11 fonde son systéme sur ces trois classes des ¢léments données au
début du livre L. Il pose, d’abord, les définitions des €léments primitifs jouant un role
central pour la construction de I’espace (le point, la ligne, la surface) et de celles qui
dépendent de ces ¢léments primitifs (I’angle, la figure, les droites parall¢les), et puis,
il donne les régles de détermination pour eux, et enfin, il donne les relations
concernant le domaine géométrique. 11 aboutit aux conclusions dans les preuves des
propositions a partir de ces trois classes des propositions systématisant. En fait, on
les appelle en tant que trois classes des propositions systématisant en référant a leur

role dans le systéme et la méthode d’Euclide.

D’autre part, on peut observer qu’il emploie le terme « 6€ifout », qui est une
forme du verbe « deikvopt» connotant « montrer » a la troisiéme personne du
singulier. Ce verbe constitue également la racine du terme « dnddei&ig » signifiant
« la démonstration » qui est employ¢ a la fin des démonstrations. De méme, tandis
qu’on examine les démonstrations on remarque que les propositions systématisant
sont utilisées pour I’aboutissement aux conclusions, et par suite ils ont un role central
pour les démonstrations, car leur vérité et leur validit¢é dépendent de ces
propositions. Enfin, en continuant a étudier les Eléments, on constate que les
démonstrations qui se trouvent au début du texte sont employées dans les

démonstrations qui s’ensuivent. En cela, il existe un enchainement entre les

démonstrations.

Dans ce cadre, il parait convenable de chercher les réponses des questions
posées au sujet de la méthode et du chemin des Eléments, dans les Seconds
analytiques ou Aristote examine les fondements et les conditions des sciences
démonstratives. Il examine, en premier lieu, la relation entre les connaissances regues
au moyen du raisonnement et des connaissances préexistantes. Puis, il traite le lien
entre la science et la démonstration. Apres avoir révélée cette relation il expose les
prémisses (ou comme il les identifie : les principes) de la démonstration en traitant

leurs conditions. Et plus, il les divise en thése et axiome et alors, il donne les
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définitions de ces deux. Puis, il divise la thése en la définition et I’hypothese et il les
définit. De plus, il s’efforce de définir la nature des prémisses en partant du caractére
nécessaire et universel de la démonstration. Puis, il explique les termes « attribué¢ a
tous », « par soi » et « universellement » comme un préliminaire de la recherche des
conditions de la nécessité. Des qu’il montre la nature nécessaire et universelle des
principes, il montre qu’il n’est pas possible de démontrer les principes d’une science
démonstrative au moyen d’elle. Enfin, il considere des principes différents et il
donne les trois classes des principes : les axiomes, les postulats, les définitions. C’est
pour cela qu’on peut dire qu’Euclide suit le chemin posé par Aristote pour les
sciences démonstratives, car les ¢léments employés par Euclide afin de démontrer les
propositions sont ceux qui sont examinés dans les Seconds analytiques. De plus, il

les emploie de méme maniére dont Aristote les pose dans les Seconds analytiques.

Enfin il faut noter que non seulement la découverte des roles des trois classes
des propositions qui systématisent I’ccuvre d’Euclide, mais aussi la compréhension
des significations de ces propositions sont essentielles. Parce que leurs significations
portent une grande importance pour la présentation des connaissances dans les
Eléments. Remarquons que lorsqu’on étudie les propositions systématisant dans
I’ordre posé par Euclide, on est confront¢ aux problémes concernant la
compréhension du texte étant donné la présence des définitions dans lesquelles des
termes indéfinis sont employés. Dans ce cadre on a deux options pour I’examen du
texte : ou bien on fait recours aux philosophes qui donnent les définitions pour ces
termes indéfinis, ou bien on considere le systeme posé par Euclide en tant que fermé
et on essaie de trouver les descriptions des ¢léments sans faire attention a ’ordre des
propositions données par 1’auteur. On consideére que le systéme d’Euclide peut étre
¢tudié comme un systeme fermé. C’est pourquoi, on essaye de comprendre le texte
par les propositions données dans lui et on pense qu’il est possible de changer 1’ordre
des propositions pos¢ par Euclide. A cet égard, comme les termes indéfinis sont
utilisés dans les Définitions, et comme il y a les descriptions de ces termes qui se
trouvent dans les Notions Communes, on change I’ordre donné des propositions se
trouvant sous ces titres pour une compréhension plus rigoureuse. Pour cela, on
déplace I’examen des propositions sous le titre de Notions Communes au début de
notre recherche. De plus, a partir des implications des Notions Communes, on

traitera seulement les sept premieres Définitions et les deux premiéres Demandes



afin d’exposer leur role dans la construction de I’espace'. Au demeurant, on doit
traiter la construction de 1’espace, car les Définitions et les Demandes contiennent les
propositions qui décrivent les éléments primitifs ou les autres éléments se trouvent et
qui donnent les regles de détermination de ces €léments. A cet égard, on peut
assumer cet examen comme une recherche préliminaire pour la construction de

I’espace en partant de notre méthode.

Premiére partie: Les principes nécessaires et universels des sciences

démonstratives

Dans cette partie, on a traité les parties des Seconds analytiques concernant la
démonstration et ses principes, afin d’identifie la méthode des Eléments. Dans ce
cadre, on a examiné la définition et les conditions de la science chez Seconds
Analytiques. On a vu que la science est la connaissance nécessaire et vraie des
choses, et la démonstration, qui est un genre du syllogisme, nous la fournit. En outre,
la démonstration est un enchainement (ou une suite) des propositions ou elles sont
liées les uns aux autres par la nécessité, et les premicres (i.e. principes) de ces
propositions sont indémontrables et immédiates, alors que la derniere proposition
résulte nécessairement des précédents. Ensuite il faut remarquer que comme les
démonstrations nous constituent la science et comme ’objet de la science est marqué
par la nécessité, la connaissance scientifique devrait étre un enchainement des

démonstrations ou les suivantes sont nécessairement liées aux précédents.

Au demeurant, les principes de la démonstration se divisent en trois: les
définitions, les postulats, les axiomes. Les définitions sont les propositions décrivant
les ¢léments du domaine de la science. Les axiomes sont des propositions déclarant
les vérités sans lesquels on ne peut pas apprendre. De plus, ils sont nécessaires par
sol. Les postulats sont les propositions qui énoncent que les ¢léments primitifs de
cette science existent. Ils ne sont pas nécessaires par soi. Notons, tandis que les
postulats semblent démontrables, ils sont assumés et employés sans démonstration.
Ces trois classes des propositions sont les principes de démonstration a partir
desquelles elle s’enchaine. De méme, ces propositions systématisent I’enchainement

des propositions.

11 faut indiquer qu’on entend les régles de détermination des éléments primitifs et les relations entre
eux par la construction de I’espace.



Finalement, on a montré qu’Euclide suit le chemin établit par Aristote.
Lorsqu’on traite les Eléments, on note que les démonstrations aboutissent aux
conclusions en partant des trois classes des propositions données au début du premier
livre. Euclide emploie les inférences des trois classes des propositions dans toutes les

démonstrations, malgré le fait qu’il ne les démontre pas.
Deuxi¢me partie : L’examen des contenus des notions communes

Dans cette partie, on a premi€rement exposé une discussion historique sur
I’authenticité de Notions Communes. On a traité les arguments de Paul Tannery sur
l'interpolation de ce titre et les contre arguments posés par Thomas L. Heath. On a
montré que les Notions Communes doivent étre dans le texte original des Eléments,
car en I’absence de cette section non seulement on doit comprendre les significations
des autres classes des propositions en référant au hors du texte, mais aussi les

démonstrations deviennent invalides.

Ensuite, on a discuté les connotations des Notions Communes. IIs sont les
propositions qui posent les relations et les opérations primitives du domaine dont
Euclide s’occupe. Dans ce cadre on a analysé les relations connotées par les
propositions : I’égalité, ’addition, le retranchement, la substitution, et I’inégalité. On
a montré que la relation d’égalité, qui est posée par la premiere notion commune,
possede les propriétés de la relation d’équivalence. Cette relation posséde la

réflexivité, la symétrie et la transitivite.

Par la suite, on a traité¢ ’opération d’ajouter et de retrancher qui sont posées
par la deuxieme et la troisiéme notions communes. On a montré que ces opérations
fonctionnent sur les éléments qui appartiennent au méme genre. Ensuite on a
considéré la connotation du fait de « s’ajuster », qui est posée par la septieme notion
commune, pour les éléments de la géométrie et de I’arithmétique. On a mentionné
que la notion commune qui €nonce que 1’ajustement des €gales est accepté en tant
que proposition permettant la superposition. Par suite, il est considéré comme un
axiome de congruence. En revanche, on a donné les raisons a partir desquelles il faut
admettre que cette proposition n’est pas seulement posée dans un contexte
géométrique : si I’on prend cette notion commune en tant qu’axiome de congruence,
les démonstrations ou la substitution des €gales se trouve deviennent invalides ; car il
n’y a aucune expression, sauf cette notion commune, dans le texte qui permet la

substitution des égales.
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Dans la suite, on a discuté la relation d’inégalité et les termes « partie » et
« tout » dans I’examen de la huitieme notion commune. On a montré que la relation
d’inégalité posséde la propriété d’antisymétrie et celle de transitivité. Enfin nous

avons expos¢ les relations entre le tout et la partie.

Troisiéme partie : L’examen des définitions a partir des implications des

notions communes

Dans cette partie, on a traité¢ les sept premi¢res définitions du livre 1 des
Eléments par les conclusions tirées au sujet de la partie et du tout. On a traité le point
en tant qu’élément « dont il n y a aucune partie » et on a montré en partant de la
premicre définition que la premiére différence spécifique entre les genres est le fait
de posséder des parties. Ensuite, on a vu que les parties du tout doivent appartenir au
méme genre que le tout, et que le point n’est pas le tout qui possede les parties ni
peut-il étre partie d’un tout. En outre, on a exposé par rapport a la deuxieme et la
cinquieme définition, que la ligne et la surface appartiennent au genre des choses
possédant des parties, et qu’elles sont divisées par le fait d’avoir largeur. En cela, le
fait d’avoir largeur est la deuxieme différence spécifique qui divise les genres. De
plus, on a révélé les conditions de limitation pour ces especes, dans I’examen de la
troisieme et de la sixiéme définition. Le point est la limite de la ligne, et la ligne est
celle de la surface. Enfin, dans I’analyse de la quatrieme et septieme définition, nous
avons marqué les propriétés de la ligne droite et celle de la surface plane, a partir de

la relation d’égalité et la relation de la partie-tout.

Quatriéme partie : La construction de I’espace par rapport aux trois
p Y p PP

classes de propositions systématisant

Dans cette partie, on a traité les propositions se trouvant sous le titre de
Demandes et la construction d’espace, en partant des inférences qu’on a obtenu de
Notion Communes et de Définitions. En premier lieu, on a considéré la structure de
la premi¢re demande et les mots clés en tant qu’ils s’emploient en grec ancien. En
deuxiéme lieu, on a discuté des relations posées par elle. Puis, en référant aux
implications des définitions, on a examiné 1’ordre des éléments postulés. Alors, on a
considéré la séparation des points les uns des autres par rapport a la condition de la
limitation. Et puis, on a mentionné des certains attributs essentiels des points en
partant de ladite relation entre le point et la ligne. Ensuite, on a exposé une relation

nommée « d’étre entre » pour des points en référant a la relation partie-tout. Enfin,
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on a étudi¢ des implications de la premiére demande sur la construction d’espace en
soulignant des conclusions des définitions de la ligne droite et la surface plane.
Ensuite, on a considéré la deuxieme demande, en partant des significations des mots
employés en grec ancien. Puis, on a discuté le terme « prolonger» par les

conclusions obtenues des Notions Communes.
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ABSTRACT

This thesis deals with the construction of space by the three classes of
propositions which systematize the order of demonstrations, starting from the
Common Notions in Book I of Euclid's Elements. The reason that leads us to make
such a research is the fact that we discover an opportunity to examine the
propositions given in Euclid's work, by not addressing ourselves outside the text. We
see that it is possible to study the three classes of propositions being posited by
Euclid at the beginning of Book I, which have a central role for the construction of
space and for the outcomes of demonstrations, by changing their present order. In the
text these three classes of propositions; namely Definitions, Postulates, and Common
Notions, are installed in the order we mention them. We treat them by moving the
Notions Communes at the beginning of our research. Then we examine the
Definitions and Postulates based on the conclusions we draw from the Common

Notions.

In order to grasp the context of the Elements, we begin this research by
examining the Posterior Analytics where Aristotle deals with the foundations of the
demonstrative sciences. As a result of this investigation, we consider the propositions
posed in the three classes which systematize the order of the knowledge provided by
the demonstrations, starting from the Common Notions. Our research consists of four
parts except the introduction and the conclusion. However, it is obligatory to explain
the reasons that conduct us to lead such a research, before the review of these four

parts.

First, the Elements consists of thirteen books where the following books
assume conclusions of the previous ones. All books, except VIII, IX, XII, and XIII,
begin with the sections named "Definitions" which are the propositions describing
the properties of the elements and which are used in demonstrations in these books.
Then, the books which do not start with the Definitions use those of precedents to

demonstrate its propositions, if it is required. Let us note that the "Postulates" which
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contain the proper propositions of Geometry, and the "Common Notions (or
Axioms)" which contain the propositions of a wider domain, are only given at the
beginning of the Book I which will be at the center of our research. It must also be

noted that all the demonstrations depend on the three classes of propositions.

Moreover, not only do the books follow the conclusions of the preceding
ones, but also the conclusions of the demonstrations follow those of the preceding
ones. In examining Euclid's work, we can notice that the propositions shown at the
beginning of the book can be used to demonstrate the following propositions.
Moreover, this structure of Elements leads us to think about the path Euclid follows
in order to demonstrate propositions, and about elements that he uses when he
demonstrates a proposition, and finally, about his system or method. We have just
indicated that the demonstrations depend on the already demonstrated propositions
and the propositions contained under the titles of "Definitions", "Postulates", and
“Common Notions. In this respect, we can say that there is a sequence of the
demonstrations. Moreover, this is same for the other books of Elements in their
totalities; that is to say, they employ in demonstrations, either the demonstrations of
the books which precede them or demonstrations of their preceding propositions or

the three classes of propositions.

In this context, by the first class he posits firstly the definitions of the
elements, which state their essences and which allow us to construct the space where
these elements are found. In this regard, definitions given at the beginning of Book I
of Elements are those that have roles in the construction of space and that of other
elements. Then, by the second class of these systematizing propositions; namely the
Postulates, Euclid gives the rules of determinations of the constructive elements of
the space and some figures. Indeed, the first two propositions of the Postulates give
the rules for the determination of the straight line and for the operations which are
possible on it. Other propositions of this class are of for elements whose
determination and definitions depend on the constructive elements of space; these
are, the point, the line and the surface. In the last place, Euclid posits the third class
of propositions, called the Common Notions, which concern at the same time both
the elements of geometry and those of arithmetic. Propositions under this heading,
lay down the rules (or properties) of relationships that all elements follow in relation

to their species. These relations are equality, to be lesser or greater.
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We reach, here, the system that Euclid forms in the geometrical domain. He
bases his system on these three classes of propositions given at the beginning of the
Book I. He poses, first, definitions of primitive elements playing a central role for the
construction of space (the point, the line, the surface) and those of depend on them
(the angle, the figure, the parallel lines), and then, he gives rules of determination for
them, and finally, he gives the relations concerning the geometrical domain. He leads
to conclusions in the proofs of propositions from these three classes of systematizing
propositions. In fact, we call them as three classes of systematizing propositions by

referring to their role in his system and method.

On the other hand, we can observe that he uses the term "d&i€at", which is a
mode of the verb "deixvoul" signifying "to show". And this verbe is the root of the
term "dmdde&ic" which signifies "the demonstration". The verb is used frequently in
the end of numerous demonstrations. In the same way, while we examine the
demonstrations we notice that the systematizing propositions are used for the
outcomes of the conclusions, and they have a central role for the demonstrations,
because the validity of them depend on these propositions. Finally, continuing to
study Elements, we find that the demonstrations at the beginning of the text are used

in the ensuing demonstrations. In this, there is a sequence of the demonstrations.

In this context, it seems appropriate to look for the answers in the Second
Analytics where Aristotle examines the foundations and conditions of the
demonstrative sciences. First, he examines the relationship between pre-existing
knowledge and the knowledge received through reasoning. Then, he deals with the
link between science and demonstration. After revealing this relation he exposes the
premises (or as he identifies them, the principles) of the demonstration by treating
their conditions. And more, he divides them into thesis and axiom and then, he gives
the definitions of those two. Then, he divides the thesis into the definition and the
hypothesis and defines them. Moreover, he strives to the nature of the premises
starting from the necessary and universal character of demonstration. Then, he
explains the terms "attributed to all", "by itself", and "universally" as a preliminary of
the search for the conditions of necessity. As soon as he shows the necessary and
universal nature of the principles, he shows that it is not possible to demonstrate the
principles of a demonstrative science by means of it. Finally, he considers different
principles and gives the three classes of principles: axioms, postulates, definitions.

For this reason, we can say that Euclid follows the path laid down by Aristotle for
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demonstrative sciences, because the elements used by Euclid to demonstrate the
propositions are those examined in the Posterior Analytics. Moreover, he uses them

in the same way that Aristotle poses in the Posterior Analytics.

Finally, it should be noted that not only the discovery of the roles of the three
classes of propositions systematizing Euclid's work, but also the understanding of the
implications of these propositions are essential, because their implications are of
great importance for the presentation of knowledge in Elements. Note that when we
study the systematizing propositions in the order posed by Euclid, we face problems
in the understanding of the text. Because there are definitions in which indefinite
terms are used. In this context we have two options for examining the text: either we
postulate to the philosophers who give the definitions for these indefinite terms, in
his works, or we consider the system posed by Euclid as closed and we try to find the
descriptions of the elements by not paying attention to the order of the propositions
given by the author. We are of the opinion that Euclid's system can be studied as a
closed system. This is why we try to understand the text by the propositions given in
it and we think that it is possible to change the order of the propositions posited by
Euclid. In this respect, as the undefined terms are used in the Definitions, and as
there are descriptions of these terms found in the Common Notions, we change the
given order of these titles by Euclid for a detailed understanding. For this, we start
from the propositions given by Euclid under the title of the Common Notions.
Moreover, from the implications of the propositions given under the title of Common
Notions, we will only deal with the first seven Definitions in order to expose their
role in the construction of space. In this respect, we can assume this research as a

preliminary for the construction of space.
First part

In this part, we have treated the parts of the Posterior Analytics concerned
with the proof and its principles, in order to identify the method of Elements. In this
framework, we examined the definition and conditions of science as found in
Posterior Analytics. We have seen that science is the necessary and true knowledge
of things, and demonstration, which is a kind of syllogism, furnishes it to us.
Moreover, the proof is a sequence (or a continuation) of the propositions where they
are linked to each other by necessity, firsts of which (i.e. principles) are

indemonstrable and immediate, the last of which necessarily results from the
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preceding ones. Then it should be noted that as the demonstrations construct science
and the object of the science is marked by necessity, scientific knowledge should be
a sequence of demonstrations where the succeeding ones are necessarily related to

the previous ones.

Moreover, the principles of the demonstration are divided into three: the
definitions, the postulates, the axioms. Definitions are propositions describing
elements of the domain of science. Axioms are propositions declaring the truths
without which nothing can be learned. Plus, they are necessary by themselves. The
postulates are the propositions stating that the primitive elements of the science exist.
They are not necessary by themselves. Note, while the postulates seem demonstrable,
they are assumed and used without demonstration. These three classes of
propositions, being the principles, are the first, indemonstrable and immediate
elements of a demonstration from which it is linked, as they systematize this

sequence of propositions.

Finally, we have shown that Euclid follows the path established by Aristotle.
When dealing with Elements, we differentiate that the demonstrations lead to the
conclusions starting from the three classes of the propositions given at the beginning
of the first book. Euclid uses the implications of the three classes of propositions in

all demonstrations, however, he does not demonstrate them.
Second part

In this part, we first presented a historical discussion on the authenticity of
Common Notions. We have discussed Paul Tannery's arguments on the interpolation
of this title and the counter arguments put forward by Thomas L. Heath. We have
shown that the Common Notions must be in the original text of Elements, because in

the absence of this section the demonstrations become invalid.

Then we discussed the implications of Common Notions. They are the
propositions which give the relations and the primitive operations of the domain that
Euclid deals with. In this framework we have analyzed the relations that the
propositions imply: equality, addition, substraction, substitution, and inequality. We
have shown that the relation of equality, which is posited by the first common notion,
possesses the properties of the relation of equivalence. This relation possesses

reflexivity, symmetry and transitivity.
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After having analyzed the relation of equality, we have treated the operation
of adding and subtracting which are posed by the second and the third common
notions. We have shown that these operations work on the elements that belong to
the same genre. Then we considered the signification of "fit in", which is posited by
the seventh common notion, for the elements of geometry and arithmetic. We have
mentioned that the common notion which states the adjustment of equals is accepted
as a proposition permitting superposition, therefore it is considered as a congruence
axiom. On the other hand, we gave the reasons from which it must be admitted that
this proposition is not only posited in a geometrical context: if we take this common
notion as congruence axiom, the demonstrations where the substitution of equal is
found to become invalid; for there is no expression, except this common notion, in

the text which allowed the substitution of equals.

In the following, we have discussed the relation of inequality and the terms
"part" and "whole" in the discussion of the eighth common notion. We have shown
that the inequality relation has the properties of anti-symmetry and transitivity.

Finally we exposed the relations between the whole and the part.
Third part

In this part, we have treated the first seven definitions of Book I of Elements
by the conclusions we drew about the part and the whole. We treated the point as an
element without parts and we have shown from the first definition that the first
difference between genuses is having parts. Then we have seen that the parts of the
whole must belong to the same kind as the whole and that the point is not the whole
that has the parts nor can it be a part of a whole. Besides, we have expounded, in the
second and the fifth definitions, that the line and the surface belong to the genus of
things having parts, and that they are separated by having width. In this, having
width is the second difference for dividing the genus. In addition, we have revealed
the boundary conditions for these species in consideration of the third and sixth
definitions. The point is the limit of the line and the line is that of the surface.
Finally, in the analysis of the fourth and seventh definition, we have marked the
properties of the straight line and that of the plane surface, from the relation of

equality and the relation of the part-whole.
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Fourth part

In this part, we have dealt with the propositions found under the title of
Postulats and the construction of space, starting from the conclusions obtained from
Common Notions and Definitions. In the first place, we considered the structure of
the first postulate and the key words which are used in ancient Greek. In the second
place, the relations given by it were discussed. Then, referring to the implications of
the definitions, the order of the postulated elements was examined. Then, we
considered the separation of the points from each other with respect to the condition
of limitation. And then, we have mentioned some essential attributes of the points
starting from the relation between the point and the line. Then, we exposed a relation
named "to be between" for points by referring to the part-all relation. Finally,
implications of the first postulate on construction of space have been investigated by
highlighting the conclusions of the definitions of the straight line and the plane
surface. Then, we considered the second postulate, starting from the meanings of the
words used in ancient Greek. Then, we analyzed the terme "produce" with the

conclusions obtained from the Common Notions.
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OZET

Bu tezde, Oklid’in Elemanlar’mm birinci kitabindaki Ortak Mefhumlardan
yola ¢ikarak ispatlarin sirasini sistemlestiren ii¢ onerme sinifi araciliiyla uzayin
kurulumu ele alinir. Bizi bu c¢alismaya Oklid’in metni disinda hicbir yere
bagvurmadan, Elemanlar’da verilen dnermelerin incelenebilmesi ihtimali siirtikledi.
Bu {i¢ 6nerme smifiyla, metindeki yerlesim diizenlerini degistirerek calismanin
miimkiin oldugunu gordiik. Metinde bu {i¢c 6nerme sinifi, yani Tanimlar, Postulatlar
ve Ortak Methumlar, adlarmi zikrettigimiz sirayla verilmistir. Fakat biz, kendi
calismamizda bunlar1 degerlendirirken Ortak Mefthumlar baslhiginda yer alan
onermelerin incelemesini one alarak basliyoruz, ardindan Tanimlar1 ve Postulatlari,

Ortak Methumlardan ¢ikardigimiz sonuglardan hareketle inceliyoruz.

Arastirmamiza, Aristoteles’in ispata dayanan bilimlerin temelini ele aldig:
Ikinci  Analitikler’in  incelemesiyle basliyoruz. Bunu yapmaktaki amacimiz,
Elemanlart bir baglama oturtmaktan bagka bir sey degildir. Sorgulamamizin
devaminda, ispat yolu ile elde edilen bilgilerin sirasini sistemlestiren bu {ic dnerme
sinifinda ortaya konan onermeleri ele aliyoruz. Arastirmamiz, giris ve sonu¢ harig
dort boliimden olusuuyor. Ancak, bu dort bolimden 6nce boyle bir arastirmaya bizi

iten sebepleri agiklamamiz yerindedir.

Elemanlar on g kitaptan olusur. VII, IX, XII ve XII. kitaplar ki bunlar
disindaki tiim kitaplar “Tanimlar” bashgiyla baslar, kendilerinden 6nceki kitaplarin
sonuglarint kabul ederek ispatlar1 sonug¢landirir. Tanimlar kismi ile baslamayan
kitaplar, eger gerekli ise, kendilerinden 6ncekilerin tanimlarmi kullanir. Geometriye
has Onermeleri iceren “Postulatlar” ve daha genis bir alanda gecerliligi olan “Ortak
Mefhumlar” (Aksiyomlar) sadece arastirmamizin merkezinde yer alacak olan birinci
kitabin basinda verilmislerdir. Ayrica vurgulanmalidir ki biitiin ispatlar bu ii¢ 6nerme

sinifina dayanir.
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Dahasi, her kitap sadece kendinden Oncekilerin sonuglarmni takip etmekle
kalmaz, ayn1 zamanda bu sayede her kitapta yer alan dnermeler de kendilerinden
onceki dnermelerin ispatlarinin sonuglarini takip eder. Oklid’in eseri incelenirken, en
basta ispatlanan Onermelerin, takip eden Onermelerin ispatlarinda kullanildig: fark
edilebilir. Elemanlar’m bu yapis da bizi, ispatlar i¢in Oklid’in, ispatlarda kullandig:
unsurlari, kurdugu sistemi ya da kullandig1 yontemi diisiinmeye iter. Ispatlarin, daha
once ispatlanmis Onermelere ve “Tanimlar”, “Postulatlar” ve “Ortak Mefhumlar”
baslig1 altina diisen onermelere bagimli oldugunu daha once belirttik. Bu baglamda
diyebiliriz ki ispatlar arasinda bir zincir vardir. Ayrica bu, biitilinliikleri i¢inde

Elemanlar n diger kitaplar1 i¢cinde boyledir.

Bu baglamda, ilk smiftaki 6nermeler ile 6ncelikle elemanlarin 6ziinii veren ve
bunlarin bulundugu uzayr kurmamiza izin veren tamimlar1 verilir. Bu agidan
Elemanlar 1n basinda verilen tanimlar, uzayin ve diger elemanlarin kurulumunda rol
oynar. Bu sistemlestirici onermelerin “Postulatlar” olarak adlandirilan ikinci simifi
aracihigiyla Oklid, uzayin ve bazi sekillerin kurucu dgelerinin belirlenim kurallarini
verir. Aslinda, postulatlarin ilk iki dnermesi, dogrunun belirlenimi ve dogru {izerinde
gecerli islemler i¢in kurallar1 verir. Bu smiftan diger 6nermeler, belirlenimleri ve
tanimlar1 uzaymn kurucu unsurlarmni, yani nokta, ¢izgi ve ylizeye bagimli unsurlari
hedef alir. Son olarak, Oklid hem geometrinin hem de aritmetigin unsurlariyla alakali
olan Ortak Mefhumlar adindaki onerme smifim1 verir. Bu bashk altinda bulunan
onermeler, biitiin unsurlarin cinslerine gore takip ettigi iliskilerin kurallarmi (ya da

ozelliklerini) verir. Bu bagintilar esitlik, biiyiikliik ya da kii¢tikliktiir.

Nihayet Oklid’in geometri alaninda kurdugu sisteme ulasmis bulunuyoruz.
Oklid, sistemini Elemanlar’m birinci kitabinin basinda verilen ii¢ dnerme sinifi
iizerinde insa eder. Oncelikle uzayin insasinda merkezi bir 5neme sahip elemanlarin
(nokta, cizgi ve ylizey) ve bu elemanlara dayanan (ac1, sekil, paralel dogrular gibi)
elemanlarin tanimlarini verir. Ardindan tanimlanan elemanlarin belirlenim kurallarini
verdikten sonra inceledigi alami ilgilendiren temel bagntilar1 verir. Onermelerin
ispatlarin1 sistemlestiren {ic onerme sinifina dayanarak yapar bunu. Agikgasi bu ii¢
onerme smifinin Oklid’in sisteminde ve yonteminde oynadigi rolden dolay1 bunlar

sistemlestiren onermeler olarak adlandiriyoruz.

Ote yandan, Oklid’in ispatlarin sonlarinda “gdstermek” anlamma gelen ve

“detkvopn” fiilinin ¢ekimli hali olan “d€i€on” ifadesini kullandigini gorebiliriz. Bu fiil
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ayn1 zamanda “ispat” teriminin eski Yunancasmin kendisinden tiiretildigi koktiir.
Ayn1 sekilde metin incelenirken, sistemlestiren dnermelerin, ispatlarda kullanildig:
ve dolayistyla bahse konu onermelerin ispatlarda merkezi bir rolii haiz olduklar1 fark
edilebilir. Clinkii ispatlarin gecerliligi bu 6nermelere dayanir. Dahasi, metnin basinda
yapilan ispatlarin, takip eden 6nermelerin de ispatlarinda kullanildig1 goriilebilir. Bu

bakimdan, ispatlar kendi aralarinda bir zincir olusturur.

Bu baglamda, aradigimiz cevaplar1 bulmak icin Aristoteles’in ispata dayanan
bilimlerin temellerini ve kosullarini inceledigi fkinci Analitikler’e bakmak uygun
olabilir. Aristoteles bu kitapta, ispat aracilifiyla elde edilen bilgilerle dnceden elde
olan bilgiler arasindaki iligskiyi inceler. Bahse konu iliskiyi inceledikten sonra bilimle
ispat arasmdaki baglantiya odaklanir. Ardindan ispatin oOnciillerinin (ya da
ilkelerinin) saglamasi gereken kosullarm tahlilini yapar. Mevzubahis ilkeleri tez ve
aksiyom olmak {izere ikiye ayirir ve bunlarin tanimlarinm verir. Buna miiteakip, tezin
de tanim ve hipotez seklinde ikiye ayrildigmnin belirterek bunlar1 tanimlar. Bununla
birlikte, ispatm zorunlu ve evrensel dogasindan yola ¢ikarak ilkelerin 6zelliklerini
analiz eder. Bu baglamda, ilkelerin zorunlu ve evrensel dogalarini agiklamaya bir
giris olarak, “hepsi bakimindan”, “kendi basma” ve “tlimel” terimlerini agiklar.
Ilkelerin zorunlu ve evrensel dogalarmni ortaya koyduktan sonra bu ilkelerin ispata
dayanan bilimler tarafindan ispat edilemeyeceklerini gosterir. Son olarak farkl ilke
tiirlerini gozden gecirerek ti¢ ilke smifini verir: aksiyomlar, postulatlar, tanimlar. Bu
nedenle Oklid’in Aristoteles’in ispata dayanan bilimlerin takip ettigini ifade ettigi
yolu izledigini sdyleyebiliriz. Ciinkii Oklid yaptig1 ispatlarda sadece Ikinci
Analitikler’de verilen onermeleri kullanmakla kalmaz bunlar1 Aristoteles’in belirttigi

tarzda kullanir.

Dahasi, yalnizca sistemlestiren ii¢ dnerme simifinmn Oklid’in calismasinda
oynadig1r roliin kesfi degil, bunlarin isaret ettikleri anlamlarin da incelenmesi
gerekmektedir. Cilinkii bu Onermelerin anlamlar1 Elemanlar’da, bilgilerin sunumu
icin bilyilk 6nem arz etmektedir. Bununla birlikte, bu ii¢ 6nerme sinifi Oklid’in
metinde verdigi siralamayla incelendiginde, metnin anlasilmasinda problemler ortaya
cikar, c¢linkii Tanimlar bashig1 altindaki Onermelerde tanimlanmamis terimler
kullanilir. Bu baglamda metni incelerken 6niimiizde iki se¢enek vardir: ya metinde
tanimlanmamis terimler i¢in bunlar1 tanimlayan filozoflarin tanimlarma miiracaat
etmek ya da Oklid’in ortaya koydugu sistem kapali kabul edip tanimi verilmeyen

elemanlarin tarifleri metnin siralanis1 géz oniinde bulundurmaksizin arastrmak. Bu
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baglamda biz ikinci yolu segerek Oklid’in kurdugu sistemin kapali bir sistem
oldugunu diisiinliyoruz. Bu yiizden metni, orada verilen 6nermeler araciliiyla
anlamaya c¢alisiyoruz ve ii¢ 6nerme sinifinin siralamasmin degistirilebilecegini 6ne
siirliyoruz. Bu bakimdan, metnin kurulusu agisindan birinci sirada verilen 6nerme
sinifinda kullanilan tanimlanmamis terimlerin tariflerini {i¢iincli sirada verilen
onerme smifinda buldufumuz i¢in, metni incelerken Oklid’in yapti§1 siralamay1
degistiriyoruz. Ortak Methumlar bashgr altindaki Onermelerin incelemesini
arastirmamizin basina tasiyoruz. Dahasi, Ortak Methumlar bashg1 altindaki
onermelerden yaptigimiz ¢ikarimlarla ilk yedi tanimin uzayin kurulusundaki rollerini
inceliyoruz. Bu baglamda, bu calisma uzaym kurulusu i¢in bir 6n hazirlik olarak

kabul edilebilir.
Birinci boliim:

Bu boéliimde, Elemanlarin genel yapisini ve yontemini daha anlasilir kilmak
icin, Ikinci Analitikler'in ispat ve onun ilkelerinin incelendigi bdliimlerine
odaklanacagiz. Bu cergevede, soz konusu metinde bilimin tanimi ve saglamasi
gereken kosullar1 inceliyoruz. Bilimin, seyler hakkindaki dogru ve zorunlu
bilgilerden olustugunu ve bir tiir tasim olan ispatin da bize bilimsel bilgi sagladigini
goriiyoruz. Dahasi, ispatin birbirlerine zorunlulukla baglanan 6nermelerden
miitesekkil bir zincir oldugunu goriiyoruz. Bu zincirde ilk Onermelerin
ispatlanamadigini1 ve dolaysiz olduklarini ve bunlar1 takip eden 6nermelerin de ilk
onermelerin zorunlu sonuglar1 oldugunu goriiyoruz. Sonug olarak, ispatin bilimi inga
ettigini ve bilimin nesnesinin zorunluluk iizerinden taninmasina istinaden bilimsel

bilginin birbirlerini zorunlulukla takip eden ispat zinciri oldugunu gordiik.

Bununla birlikte, ispatin ilkeleri Jkinci Analitikler’de iige ayrilir: tanimlar,
postulatlar, aksiyomlar. Tanimlar, bilimin kapsadig1 alandaki unsurlar1 tanimlayan
onermelerdir. Aksiyomlar, onlar olmadan hicbir seyin 6grenilemeyecegi dogrulari
ifade eden onermelerdir. Ayrica kendi baslarina zorunlu bilgilerdir. Postulatlarsa
bilimin temel unsurlarinin varligini bildiren 6nermelerdir. Bunlar kendi baslarma
zorunlu bilgiler degildir. Postulatlar, kanitlanabilir gibi goériinmelerine ragmen,
bilimlerde ispatlanmaksizin kullanilirlar. Bu ii¢ 6nerme sinifi ilke olmalari itibariyle
ispatin ilk, ispatlanamaz ve dolaysiz unsurlaridir ve ispat bunlara dayanarak yapilir.

Ayrica bu 6nermeler diger dnerme zincirlerini de sistemlestirir.
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Nihayet, Oklid’in bilim igin Aristoteles tarafindan gosterilen yolu takip ettigi
one siirtilebilir. Elemanlar tizerine ¢alisma yiiriitiirken, ispatlarin ilk kitabin basinda
verilen {i¢ 6nerme smifina istinaden yapildigmi ayirt edebiliriz. Oklid, biitiin
ispatlarda bu lic Oonerme smifinin isaret ettiklerini bunlar ispatlarint vermeden

kullanir.
ikinci boliim:

Bu boliimde oncelikle Ortak Mefthumlar basligmin metnin orijinalinde olup
olmadigini tartistyoruz. Paul Tannery’nin bu basligin metne sonradan eklenmesiyle
ilgili iddialarin1 ve Thomas L. Heath’in bunlara karsi argiimanlarmi inceliyoruz.
Ardindan Ortak Methumlar basligindaki 6nermelerin metnin orijinalinde yer almasi
gerektigini bahse konu bolimiin asil metinde olmamasi durumunda ortaya ¢ikacak

sorunlar lizerinden gosterdik.

Ardindan Ortak Methumlar baslig1 altindaki Onermeleri analiz ettik.
Mevzubahis 6nermeler, Oklid’in inceledigi alandaki elemanlar arasindaki temel
iligkileri ve bu elemanlar tlizerinde gecerli islemleri tarif eder. Bu c¢ercevede
onermelerde ad1 gegen bagintilari inceliyoruz: esitlik, ekleme, ¢ikarma ve esitsizlik.
Ad1 esitlik olarak gecen iliskinin matematikteki esitlik bagintisinin 6zelliklerini

tasidigin1 gosterdik. Bu baginti, yansima, simetri ve geciskenlik 6zelliklerini haizdir.

Esitlik iliskisini analiz ettikten sonra, ikinci ve iiglincii ortak mefhumlarin
ortaya koydugu ekleme ve ¢ikarma islemlerini ele aldik. Bu igslemlerin ayni1 cinse ait
olan unsurlar tizerinde calistigini gosterdik. Ardindan, yedinci ortak mefthum
tarafindan ortaya konan ve esitler arasinda oldugu soylenen “eslesim” iligkisini
inceledik. Bu ortak mefthumun esitlerin birbirlerine uymasina isaret etmesine
istinaden ortiismeye mahal veren bir dnerme olarak kabul edildigini ve dolayisiyla da
ortiisme aksiyomu olarak ele alindigmi belirttik. Ote yandan, bu énermenin sadece
geometrik bir baglamda verilmemis olmas1 gerektigini gosterdik: Sayet bu ortak
methum Ortiigme aksiyomu olarak tutulursa yerine koyma metodunun kullanildig:
bircok ispat gecgersiz hale gelir. Cilinkii metinde, bu Onerme haricinde esitlerin

birbirlerinin yerine koyulmasina izin verecek hi¢gbir 6nerme bulunmamaktadir.

Ardindan sekizinci ortak methum tarafindan ortaya koydugu esitsizlik
iligkisini ve tanimlar i¢in biiylik bir 6nem arz eden “parga” ve “biitiin” terimlerini

inceliyoruz. Esitsizlik iligskisinin anti-simetri ve gegiskenlik o6zelliklerini haiz
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oldugunu gosteriyoruz. Son olarak da biitiin ve parca arasindaki iliskileri ele

altyoruz.
Uciincii boliim:

Bu boliimde Elemanlar in birinci kitabinda verilen ilk yedi 6nermeyi parca ve
biitlin iliskilerine istinaden inceliyoruz. Noktanin parcasiz bir eleman oldugunu ve
birinci tanima istinaden cinsler arasindaki ilk farkin pargali olma {izerinden
verildigini gosteriyoruz. Ardindan biitiiniin parcalarmnin biitiinle ayni cinse ait olmasi
gerektigini ve noktanin da ne pargalardan miitesekkil bir biitiin ne de bir biitiiniin
herhangi bir parcasi olabilecegini gosteriyoruz. Bununla birlikte, ikinci ve yedinci
tanimlarda tarifleri verilen ¢izgi ve yiizeyin parcayr sahip olanlar cinsine ait
olduklarmi1 ve bunlarin ene sahip olmak {izerinden ayrildiklarini tartisiyoruz. Bu
bakimdan, ene sahip olmak cinsler arasindaki ikinci ayrim olarak karsimiza c¢ikar.
Bunlara ek olarak, tigiincii ve altinci tamimlarda tiirler i¢in sinir kosullarini
inceliyoruz. Noktanin, ¢izgiyi, ¢izginin de yiizeyi smnirladigmi gosteriyoruz. Son
olarak da dordiincii ve yedinci tanimlarda dogru ¢izgi ve diizlem yiizeyin

ozelliklerini esitlik ve parca-biitiin iliskilerine istinaden inceliyoruz.
Dordiincii boliim:

Bu boliimde, onceki boliimlerde inceledigimiz Onermelerin sonuglarmdan
yola ¢ikarak Postulatlar basligi altinda yer alan Onermeleri ve uzaym ingasini
inceliyoruz. Oncelikle birinci postulat: ve postulatta kullanilan énemli terimlerin
Eski Yunanca anlamlarmi ele aliyoruz. Ardindan postulatta verilen iliskileri
tartigtyoruz. Inceledigimiz tanimlardan yaptigimiz ¢ikarimlara istinaden verilen
elemanlarin swrasin1 goézden geciriyoruz. Sonra, sinir kosullarindan hareketle
noktalarin birbirlerinden nasil ayrilacagini irdeliyoruz. Noktayla ¢izgi arasinda
oldugu sOylenen bagntiya istinaden noktanin temel Ozelliklerini tartigiyoruz.
Ardindan parga biitiin iliskisinden yola ¢ikarak ‘“arasinda” bagintisini inceliyoruz.
Nihayet, dogru ¢izgi ve diizlem yiizey tanimlarindan elde ettigimiz sonuglardan
hareketle birinci postulatin uzayin insasinda oynadigi rolii irdeliyoruz. Ardindan
birinci postulat1 ve postulatta kullanilan 6nemli terimlerin Eski Yunanca anlamlarini
ele aliyoruz. Sonra “uzatma” teriminin neye isaret edebilecegini Ortak Methumlar
basliginda yer alan 6nermelerin incelemelerinden elde ettigimiz sonuglara istinaden

gbzden gegiriyoruz.



1. INTRODUCTION

Les Eléments d’Euclide est I'un de textes scientifiques qui jouent un role
central, a la fois pour le champ de la science et ce de la philosophie. Cette grande
importance provient, d’une part, du fait qu’il est I'un des livres premiers qui a
compilé et systématisé¢ la géométrie d’une maniere rigoureuse et complete ; d’autre
part, la méthode du texte devient pendant les siecles une source d’inspiration non
seulement pour des scientifiques mais aussi pour des philosophes. On peut tirer
I’exemple, pour cette derniere, du cas d’Isaac Newton de la sphere de la science et ce
de Baruch Spinoza (Ethica) dans la philosophie. Les deux emploient la méthode, que
nous traiterons ci-dessous, utilisée par Euclide dans les Eléments. Newton, en
Principes mathématiques de la philosophie naturelle, donne premicrement les
définitions des objets qui concernent le champ de la mécanique et apres avoir donné
les définitions il pose les axiomes (ou les lois) de mécanique et alors il part de ces
principes afin de démontrer les propositions. De méme, dans Ethica, poursuive
Spinoza le méme chemin. Voire, on peut probablement tracer cette méthode
jusqu’aux systémes axiomatiques car ils donnent d’abord les éléments et relations
indéfinis et posent des axiomes, puis ils démontrent les propositions et les relations

secondaires en partant de ces principes.

Ensuite, en ce qui concerne la composition et la méthode du texte, les
Eléments consiste en treize livres ou les livres suivants supposent des conclusions
ceux de précédents. Maurice Caveing, en I'introduction d’Euclide d’Alexandrie, les
Eléments”, indique que les quatre premiers livres des Eléments traitent la Géométrie
plan. Le cinquieme et le sixieme examinent la théorie des propositions entre les
grandeurs et de l'application de cette théorie a la Géométrie plan. Les livres de
septieme a neuvieme considerent la théorie des nombres. Le dixieéme envisage
I'incommensurabilité des lignes droites. L'onzieme étudie les propriétés des solides

¢lémentaires. Le douzieme porte sur des résultats concernant la mesure du cercle, de

? Bernard Vitrac, Euclide d’Alexandrie, les éléments Vol. I, Paris : Presses Universitaires de France,
1990, p. 18-19.



la pyramide, du cone et de la sphere. Et le derniere livre est sur la construction des
cinq polyedres réguliers dans la sphere. Ainsi, le livre X qui « présuppose les acquis
de la Géométrie plane, de la théorie des proportions, et des Livres arithmétiques »°

peut étre tiré comme un exemple de ’enchainement des livres.

En outre, tous les livres, sauf VIII, IX, XII, et XIII, commencent par les
sections nommées « Définitions » qui sont les énoncées décrivant les propriétés des
¢léments et qui sont employées en démonstrations des livres concernés. Puis, les
livres qui ne commencent pas par les Définitions emploient celles de précédents pour
de démontrer ses propositions, s’il est exigé. Notons que les « Demandes (ou
Postulats) » qui contiennent les propositions propres de la géométrie, et les « Notions
Communes (ou Axiomes) » qui contiennent les propositions au sujet d’un domaine
plus large, sont seulement données au début du livre I qui sera au centre de notre
recherche. Il faut, de méme, remarquer que toutes les démonstrations des

propositions dépendent de ladite trois classes des énoncées.

Par ailleurs, non seulement les livres suivent les conclusions des précédents,
mais aussi les conclusions des démonstrations, au moyen desquelles les propositions
de chaque livre sont démontrées, suivent celles des précédents. En examinant
I’ceuvre d’Euclide, on peut remarquer que les propositions démontrées au début du
livre, peuvent étre employées afin de démontrer des propositions suivantes. Par
exemple, dans le livre I des Eléments, Euclide emploi la premicre proposition pour la
démonstration de la seconde, et la seconde pour celle de la troisieme et ainsi de suite,
sauf le quatrieme. Il, donc, emploie la premicre proposition pour la démonstration du
reste des propositions du livre I, sauf la démonstration de la proposition 4 qui est de

méme utilisée dans les démonstrations suivantes.

De plus, cette structure des Eléments nous conduit a penser sur le chemin
qu’Euclide suit afin de démontrer des propositions, et sur des ¢léments qu’il emploie
lorsqu’il démontre une proposition, et enfin, sur son systtme ou sa méthode.
D’abord, nous venons d’indiquer que les démonstrations des propositions dépendent
des propositions démontrées et des ¢€noncés contenus sous les titres de
« Définitions », de « Demandes », de « Notion Communes ». Par exemple, dans la
démonstration de deuxiéme proposition du livre I, Euclide emploi les Demandes 1, 2,

et 3 et Notion Commune 1 et Définition 15 du livre I et la démonstration de la

* Ibid. p. 19.



premiére proposition®. Puis, en autre exemple sera la démonstration de troisiéme
proposition’. Euclide, en cette démonstration emploie la Définition 15 du livre I, la
Demande 3, la Notion Commune 1, et la démonstration de la premicre proposition. A
cet ¢égard on peut, donc, penser qu’il existe un enchainement entre des
démonstrations. De plus, il en est ainsi pour les autres livres des Eléments dans leurs
totalités ; c’est-a-dire ils emploient soit les démonstrations des propositions des livres

ou de ses propositions précédentes soit des trois classes des énoncés.

Il faut, encore, ajouter un point concernant la contenue des propositions, li¢
au systeme qu’Euclide construit. Comme on vient de dire plus haut, les Eléments,
traite la géométrie et a I’arithmétique. En ce qui concerne la géométrie, Euclide
démontre des attributs essentiels des ¢léments appartenant au domaine de la
géomeétrie et des relations se trouvant entre eux. Pour le faire, comme déja indiqué il

emploie les trois classes des propositions qui systématisent leur organisation®.

Dans ce contexte, par la premicre classe il donne premi¢rement les définitions
des ¢éléments, qui €énoncent leurs essences et qui nous permettent a construire
I’espace’ ou ces éléments se trouvent. Au ce sujet, des définitions données au début
de livre I des Eléments sont celles qui ont des roles dans la construction de 1’espace
et celle des autres ¢éléments. Il existe 23 définitions qui peuvent étre divisées en

quatre groupes’. Le premier groupe, qui contient les sept premiéres définitions,

* Ibid. p. 197-198.

> Ibid. p. 199-200.

% Nous utilisions le terme « systématisant » dans notre recherche afin de marquer les trois classes des
propositions qui systématise 1’ordre des propositions.

" 11 faut noter que nous employons le terme « construction » pour signaler « I’ordre » des éléments.
Euclide pose les Définitions en commengant du « point », et les éléments qui sont précédemment
définis, déterminent les éléments qui sont subséquemment définis. Cette relation ayant lieu entre les
¢léments indique un ordre d’antériorité-postériorité ou les antéricures déterminent les postérieures.
Nous entendons, par « la construction » cette relation de détermination. Nous la traiterons dans notre
recherche.

¥ En effet, Euclide ne divise pas ses définitions en quatre groupes, il seulement les pose dans un ordre.
Toutefois, quand on examine étroitement ces définitions on peut constater qu’il y a une division entre
les définitions des éléments. Les sept premiéres définitions posent indépendamment les éléments
primitifs d’espace. Ni le point ni la ligne ni la surface ne sont définis en référant aux autres éléments.
Par contre, la définition de 1’angle et des espéces de 1’angle sont posées a partir des éléments du
premier groupe. L’angle est posé en tant que 1’intersection de deux lignes dans une méme surface
plane. De méme, la figure et les espéces de la figure, qui sont indépendamment définies de la
définition de I’angle, sont définies a partir de la ligne droite et de la surface plane. Les figures sont les
¢léments qui sont contenues par les droites dans une surface plane. En cela, malgré les figures sont
indépendants de I’angle, elles sont dépendants au premier groupe des éléments. Enfin, le quatriéme
groupe des définitions, a savoir la définition des lignes droites paralléles, est indépendamment posée
des définitions de I’angle et de la figure. Pourtant, puisque cette définition est posée a partir des deux
lignes droites dans une méme surface plane qui n’ont aucune intersection, cette définition dépend en le
premier groupe des éléments. Par suite, nous pouvons constater qu’il y a les quatre groupes des



énonce des éléments primitifs’ de I’espace ; & savoir le point, la ligne et la surface.
Le deuxiéme contient les définitions, de huitiéme a douzieme, décrivant ’angle étant
définit par deux lignes dans méme surface plan, et les espéces de I’angle. Le
troisieme, qui contient les définitions de treizieme a vingt-deuxiéme, est les
définitions posant la figure, qui est une espece dans le domaine de la géométrie, et les
especes de la figure. La figure est définit comme la chose contenue par des
fronticres. Puis des figures planes, qui sont des especes de la figure, contenues par
d’une ligne ou par des lignes. Bien que le quatriéme groupe ne soit consisté qu’une
définition ; a savoir vingt-treiziéme, comme elle ne peut pas €tre posée sous les titres

précédents, nous pouvons la considérer sous un nouveau groupe.

Ensuite, par la deuxieme classe de ces propositions systématisant ; a savoir
les Demandes, Euclide donne les reégles des déterminations des €léments constructifs
de l’espace et quelques figures. En effet, les deux premieres propositions des
Demandes donnent les régles pour la construction de la droite et pour les opérations
qui sont valables sur elle. Les autres propositions de cette classe sont dites pour des
¢léments dont la construction et les définitions dépendent des €léments constructifs

de I’espace ; c’est-a-dire le point, la ligne et la surface.

Au dernier lieu, Euclide donne la troisieme classe des propositions, nommeées
les Notions Communes, qui concernent a la fois, les ¢léments de la géométrie et ceux
de I’arithmétique. Les propositions qui se trouvent sous ce titre, donne les régles (ou
les propriétés) des relations que toutes les éléments suivent. Ces relations sont
I’égalité, d’étre plus ou moins grande. De plus, remarquons que les propositions de
ce titre sont étroitement liées aux définitions. Parce que dans les définitions, les
termes indéfinis sont utilisés. Puis, on peut donner les définitions de ces termes a

. . . . . 1
partir des implications des ces propositions'".

Nous atteignons, voila, au systéme qu’Euclide forme dans le domaine
géométrique. 11 fonde son systéme sur ces trois classes des ¢léments données au

début du livre 1. Il pose, d’abord, des définitions des éléments primitifs jouant un role

¢léments dont le premier est indépendant des autres groupes. Malgré du fait que les groupes suivants
sont indépendant les uns des autres, ils sont dépendants au premier groupe. Voir : ibid. p. 151-166.

? Remarquons que les éléments nous appelons primitifs sont non seulement les éléments qui ont un
role pour la construction de I’espace mais aussi les €léments irréductibles dans les définitions des
autres éléments.

19 Par exemple, le point est défini comme 1’élément sans-partie, cependant, le fait d’étre sans-partie
n’est pas défini dans le texte. D’autre c6té on trouve les relations et les propriétés que la partie
posséde dans les Notions Communes.



central pour la construction de I’espace (le point, la ligne, la surface) et celles d’en
dépendent (I’angle, la figure, les droites paralleles), et puis, il donne des regles de
détermination pour eux, et enfin, il donne les relations concernant le domaine
géométrique. Il aboutit aux conclusions dans les preuves des propositions a partir de
ces trois classes des propositions systématisant. En fait, nous les appelons en tant que

systématisantes en se référant a leur role dans son systéme et dans sa méthode.

Finalement, dans ce contexte des questions se présentent, tandis que le
systeme construit et la méthode employée par Euclide, ne sont pas confus. On peut
observer qu’il emploie le terme « 0€i&at », qui est un mode du verbe « deikvour »
connotant « montrer » et étant la racine du terme « dmddel&ic» qui signifie « la
démonstration », a la fin des démonstrations. Dans ce cadre, on se demande : Que
signifie une démonstration ? De méme, tandis qu’on examine les démonstrations on
remarque que les propositions systématisant sont utilisées pour 1’aboutissement aux
conclusions, et par suite ils ont un role central pour les démonstrations, car la validité
d’elles dépendent en ces propositions. Dans ces conditions, on s’interroge
pareillement la relation entre les propositions systématisant et les démonstrations :
Quelle est la relation entre eux. Enfin, en continuant a étudier les FEléments, on
constate que les démonstrations qui se trouvent au début du texte sont employées
dans les démonstrations qui s’ensuivent. En cela, il existe un enchainement entre les
démonstrations. Par suite, on se demande encore : Comment est-il possible un tel

enchainement pour les démonstrations ?

Il parait convenable de chercher les réponses dans les Seconds analytiques ou
Aristote examine les sciences démonstratives. Les Eléments est d’abord composé de
treize livres dans lesquels les théorémes et les problemes de la géométrie sont
démontrées par une maniere rigoureuse et systématisé. En plus, Euclide emploi les
trois classes des propositions systématisant mentionnées au-dessus, afin de découler
les démonstrations. Il aboutit aux conclusions en partant de ces propositions ou des
conclusions déja démontrées. En fait, la méthode employée par Euclide correspond a

la méthode donnée pour la démonstration dans les Seconds analytiques.

Aristote examine dans les Seconds analytiques, en premier lieu, la relation
entre les connaissances regues au moyen du raisonnement et les connaissances
préexistantes. Puis, il traite le lien entre la science et la démonstration. Apres avoir

révelé cette relation il expose les prémisses (ou comme il les identifie les principes)



de la démonstration en traitant leurs conditions. Et plus, il les divise en these et en
axiome et alors, il donne les définitions de ceux deux. Puis, il divise la thése en la
définition et I’hypothese et il les définit. De plus, il s’efforce a la nature des
prémisses en partant du caractére nécessaire et universel de démonstration''. Puis, il
explique les termes « attribué¢ a tous », « par soi », et « universellement » comme un
préliminaire de la recherche des conditions de la nécessité. Dés qu’il montre la nature
nécessaire et universelle des principes, il montre qu’il n’est pas possible de
démontrer les principes d’une science démonstrative au moyen de celle-ci. Enfin, il
considere des principes différents et donne les trois classes des principes: les

axiomes, les postulats, les définitions.

Néanmoins, il faut traiter une question qui se pose tandis qu’on parcourt les
Seconds analytiques : Que puisse-t-on comprendre par ces trois classes des
propositions ?  En effet, Aristote nous donne des conditions que la science
démonstrative doit satisfaire. Il expose les relations entre la démonstration et ses
principes. Ainsi, leur rdle est tres clair pour la démonstration : La nécessité de la
conclusion leur dépend. Leur nature nécessaire (ou quasi-nécessaire'?) et universel
rend la conclusion a la fois nécessaire et universel. Toutefois, la nécessité et
I’universalit¢ de la démonstration viennent non seulement de 1’arrangement de ses
principes, mais encore de leur vérité ainsi que la nécessité et I'universalité de leurs
natures propres. De plus, cette nécessité des principes ne vient pas seulement de leur
priorité. Leurs contenus, aussi, sont la raison de ladite situation. Par exemple, les
définitions sont des propositions nécessaires car ils expriment des essences des
choses appartenues au domaine de la science. C’est pourquoi, ce qu’ils expriment au
sujet des ¢léments de leur domaine, devient important pour ceux qui veulent étudier

dans ce domaine. Il en est ainsi pour les autres classes des principes.

' 11 est obligatoire de remarquer qu’Euclide ne référe pas explicitement a la nécessite et a
I’universalité dans les Eléments. Néanmoins, on trouve chez Aristote que la connaissance obtenue par
le moyen de la démonstration est nécessaire et universelle. Pour cela, si dans les Eléments, les
connaissances sont obtenues a partir des démonstrations, les conclusions de démonstrations devraient
étre nécessaires et universelles. C’est pourquoi, il faut traiter comment les démonstrations d’Euclide
satisfont la condition de nécessité. En effet, nous pensons que les démonstrations, qu’Euclide conclue,
satisfont premiérement la condition de nécessité par les trois lois de la logique ; ¢’est-a-dire, I’identité,
le tiers exclu, et la non-contradiction. Malgré le fait qu’il ne donne explicitement les trois lois de la
logique, il les emploie dans les démonstrations. Indiquons qu’ Aristote dit dans les Seconds
analytiques qu’il y a les scientifiques qui emploient quelques axiomes, mais ils ne les mentionnent pas
dans les axiomes qu’ils posent.

12 On dit « quasi-nécessaire » car dans les Seconds analytiques Aristote marque que les Demandes, qui
sont 1I’un des trois classes des propositions systématisant, ne sont pas nécessaires par soi, comme les
axiomes. Pourtant, les scientifiques posent les Demandes et les utilisent sans démonstration.



D’autre c6té, on peut exprimer qu’Euclide emploie la méthode examinée en
Seconds analytiques car les ¢léments employés par Euclide afin de démontrer les
propositions sont ceux qui sont examinés dans les Seconds analytiques. Par exemple,
Aristote emploi les mots grec anciens « 6po¢ » et « opiopog » pour la Définition et
Euclide utilise le premier. En plus, ils emploient le mot « aitnuata » pour les
Demandes (ou Postulats). Ils donnent un nom qui est presque identique pour les

. 1
Notions Communes'>.

De plus, Euclide les emploie dans la maniére posée par Aristote. Dans les
Secondes Analytiques, pose-t-il des principes en tant que les causes des conclusions
démontrées. Ils sont les raisons a partir desquelles la conclusion est nécessaire. Dans
les Eléments, les démonstrations sont conclues continuellement en faisant référence
aux trois classes des propositions. Ils sont les causes des conclusions aboutit par
Euclide. On peut connaitre la raison de la conclusion en partant des propositions
systématisant. Dans ce cadre, la méthode posée en Secondes Analytiques peut nous

conduire a apprendre la méthode et le systéme des Eléments.

Indiquons, en dernier lieu, que malgré du fait qu’Euclide use une méthode
distinctive et fonde un systéme rigoureux, presque tous les commentateurs du texte
sont en accord entre eux sur la multiplicité d’usage de cette méthode dans les études
scientifiques de cette époque-1a. Dans The Thirteen Books Of Euclid’s Elements',
Heath mentionne un certain nombre des philosophes s’efforcant a la collection des
¢léments d’une maniere rigoureuse en référencant au sommaire de Proclus au sujet
de I’histoire de la géométrie. Par exemple, Léon qui a découvrit diorismi, a mis
ensemble une collection ou des plus de propositions sont prouvées, ainsi qu’ils sont

plus utilisable que ses précédents'.

Au demeurant, au début du 4°™ chapitre de Iintroduction d’Euclide
d’Alexandrie, les éléements, Maurice Caveing avance que « la forme euclidienne,
c’est la forme démonstrative qui expose les raisons pour lesquelles les résultats de la

science son nécessairement vrais ... se distingue d’autres formes d’exposition ...

1> Nous disons « presque » car il existe des différends a ce sujet. Nous le verrons dans le premier
chapitre. Pourtant, il faut indiquer qu’Euclide emploi le mot grec ancien « kowai £vvouot » pour les
Notion Communes tandis qu’ Aristote emploi « Kowvdg », quand il explique les Axiomes.

'* Thomas Little Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements, Volume I, Cambridge,
Cambridge University Press, 1908.

'3 Ibid. p. 116. Voir : « dote 1oV Aéovta ko Td otorygia cuvOeivar Té te TAROet Kol T ypeie TdV
dekvopévav Emperéotepov. » dans, Proclus, Procli Diadochi in Primum Euclidis Elementoru Librum,
éd. Friedlein, Leipzig, 1873, p. 66, 20.



dans lesquelles ces raisons ne sont pas données, mais résultats commentés de divers
point de vue ». En revanche, sur I'unicité¢ du livre il ajoute : « Mais une question
historique se présente la premiere : y-a-t-il eu avant Euclide des traités scientifiques
revétant cette forme ? Or c’est le cas effectivement dans deux traités d’Autolycos de
Pitane, La sphere en mouvement et Levers et couchers héliaques, alors que la critique
le considére comme 1’ainé d’Euclide d’une vingtaine d’années. Ce fait incline a
penser que la forme trouvée dans le Corpus euclidienne était canonique pour les
sciences mathématiques »'°. Sur ce sujet, nous sommes en accord avec des
commentateurs qui nous précedent : Nous pensons qu’il était un canon pendant des

siecles ou les Eléments est apparu.

En outre, nous connaissons qu’Aristote expose les régles des sciences
démonstratives dans les Seconds analytiques. 11 s’occupe des fondements et des
principes des sciences démonstratives. A partir de ses études sur les sciences
démonstratives, des commentateurs'’ admettent les ceuvres d’Aristote comme une
référence dans leurs traitées. En effet, il est probablement légitime de postuler a un
philosophe qui fait des études sur des fondements et des régles d’une science que
I’on s’attache, particulicrement si les fondements de celle-ci ne sont pas mentionnés

par ’auteur.

Enfin, il faut noter que non seulement la découverte des roles des trois classes
des propositions systématisant ’ceuvre d’Euclide, mais aussi la compréhension des
significations de ces propositions sont essentielles. Parce que leurs connotations
portent une grande importance pour la présentation des connaissances dans les
Eléments. Remarquons que lorsqu’on étudie les propositions systématisant dans
I’ordre posé par Euclide, on face aux problemes pour la compréhension du texte.
Comme on a déja indiqué, il existe les définitions dans lesquelles les termes indéfinis

sont employé€s. Dans ce cadre on a deux options pour I’examen du texte : ou bien on

' Vitrac, ibid. p. 114-115. Autolycos de Pitane, La Sphére en mouvement. Levers et couchers
héliaques, éd., trad. par Aujac G., avec la collaboration de Brunet J.P. et Nadal R., Paris, Les Belles-
Lettres, 1979. Germaine Aujac écrit « Ce n’est donc pas simple hasard si la premiére traite
scientifique conserve (c. 330 av. J.-C.) s’intitule précisément La Sphére en mouvement. Son auteur,
Autolycos de Pitane, de peu antérieurs a Euclide, y fait des démonstrations de type strictement
géométrique » dans Autolycos, La Sphére, instrument au service de la découverte du monde, trad.
par Germaine Aujac, Caen, Paradigme, 1993, p. 10. Aujac en référant a Proclus, indique qu’ Autolycos
est I’un des géomeétres qui ont compilé les éléments de la géométrie avant Euclide dans ibid. p. 139.
Proclus, ibid. p. 65. Voir aussi : J. Mogenet, Autolycos de Pitane, histoire du texte, suivi de
I’édition critique, Louvain, 1950. Voir aussi : Autolycos, De Sphaera quae movetur liber de
ortibus et occasibus libri duo, éd. Fridericus Hultsch, Leipzig, Tobner, 1885.

' Parmi ces commentateurs nous pouvons mentionner Heath et Vitrac.



postule aux philosophes qui donnent les définitions pour ces termes indéfinis, dans
ses ceuvres, ou bien on considére le systéme posé par Euclide en tant que fermé et on
essaie a trouver les descriptions des ¢léments en ne pas faisant attention a I’ordre des
propositions données par I’auteur. Nous prétendons que le systéme d’Euclide peut
étre étudi¢ comme un systeme fermé. C’est pourquoi, nous essayerons a comprendre
le texte par les propositions données dans lui et nous pensons qu’il est possible de
changer I’ordre des propositions posé par Euclide. A cet égard, comme les termes
indéfinis sont utilisés dans les Définitions, et comme il y a les descriptions de ces
termes se trouvent dans les Notions Communes, nous changeons I’ordre donné de ces
titres par Euclide pour une compréhension détaillé. Pour cela, nous déplacons les
propositions qui se trouvent sous le titre de Notions Communes au début de notre
recherche. De plus, a partir des implications des propositions données sous le titre de
Notions Communes, nous traiterons seulement les sept premieres Définitions afin
d’exposer leur role dans la construction de I’espace. A cet égard, nous pouvons
assumer cette recherche comme une étude préliminaire pour la construction de

I’espace en partant de notre méthode.

Pour commencer, il faut encore expliquer quelques points décrivant notre
approche. Avant tout, notons que dans 1’analyse historique du texte, ces trois classes
de propositions sont comprises dans I’ordre donné par Euclide : En premier lieu, sont
examinées les Définitions étant des déclarations exprimant les essences des ¢léments
ou les relations qui ont lieu entre ceux-ci. En second lieu, sont examinées les
Demandes qui sont les propositions posant les régles de la détermination des
¢léments ou les relations entre d’eux. Et en dernier lieu, la troisiéme classe des
propositions, les Notions Communes ne sont généralement considérées comme des
propositions employées que dans les démonstrations. Dans notre étude, nous
envisagerons comment les relations entre les Définitions et les Demandes seraient

établies si le titre de Notions Communes €était examiné en premier.

Nous allons maintenant expliquer les raisons qui nous ont amenés a conduire
une telle étude. Tout d’abord, les descriptions de certains termes, comme « étre
¢gale », « étre plus ou moins grande », « la partie », mentionnées sous les titres des
Définitions et des Demandes ne sont pas données en texte. Lorsqu’on essai a saisir
des significations de ces termes on les trouve sous le titre de Notions Communes
sous lequel il existe des déclarations sur les relations « étre égale », « étre plus ou

moins grandes ». Par exemple, la premiere définition décrit le point comme « ce dont
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il n’y a aucune partie »'*. Pour de saisir la signification de la définition il faut
comprendre les termes « partie » et « €tre sans partie ». Sinon, rien ne sera compris
par la définition. Cependant, la seule expression a propos de « partie » se trouve sous
le titre de Notions Communes donnée a la troisieme place dans les Eléments. Un
autre exemple en est la quatriéme et la septiéme définition, ou deux ¢éléments
d’importance critique pour la géométrie euclidienne sont décrits ; c’est-a-dire la ligne
droite et la surface plane. La quatrieme définition donne la relation « de maniere
égale (£€ Toov) »'° dite pour des points d’une ligne mais cette relation n'est définie
nulle part dans le texte, a l'exception de Notions Communes. Par conséquent, afin de
comprendre la relation « de maniere égale » qui est dépendamment donné a la

relation « égale (icog) », on doit d’abord examiner les Notions Communes ou il

existe des propositions décrivant cette relation-la.

De surcroit, la premiere et la deuxieme demandes sont étroitement liées a la
quatriéme définition, car la premiére Demande exprime que la ligne droite passe « de
tout point a tout point ». Dans la seconde Demande, un prolongement continu d’une
ligne droite limitée est mentionné. Par conséquent, ce qu’on comprend de la relation
« égale » est directement li€¢ aux quatriéme et septieme définitions et, par suite, aux

premier et deuxieme demandes.

Ensuite, dans d’autres livres, de nombreuses définitions sont basées sur
« I’égalité » ou « d’étre plus ou moins grandes ». Par exemple, la troisieéme, la
quatrieme et la cinquieéme définitions dans le septiéme livre ou commence la théorie

des nombres, sont données par les relations « d’étre plus ou moins grandes ».

Ce qui est important pour nous, bien que les Notions Communes soient
données a la derniere place des trois classes des propositions systématisant dans les
Eléments, afin de comprendre les implications des deux autres classes, il est
nécessaire de comprendre les significations des Notions Communes. En saisissant les
sens des propositions données sous le titre de Notions Communes, les significations
de deux autres classes et de nombreuses propositions, seront presque éclairées en
termes de cohérence. Dans cette étude, nous nous efforcerons d'avancer sur cette

voie. Méme s'il n'est pas possible de lire le texte avec ses termes définis, au moins les

'® Ibid. p.150.
" Ibid. p.154.
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limites qu’on rencontre ici peuvent également donner des idées importantes sur la

mesure dans laquelle ce projet peut étre réalisé.

Dans ce contexte, dans un premier chapitre on traitera les Secondes
analytiques, ou des conditions des sciences démonstratives données, comme un
préliminaire de notre sujet. En premier lieu on examinera la construction de la
relation entre la science et la démonstration. On discute 1’objet de la science, posée
par Aristote comme « la chose qui ne peut pas étre autre qu’il n’est », et la nature de
la science. Puis, on considerera la démonstration, en tant que productrice de la
connaissance scientifique, et la nature de ses prémisses premieres dont on parte pour
d’aboutir la démonstration. Ensuite, on traitera les définitions des especes des
principes (ou des prémisses premicres) : ’axiome, la définition, le postulat (comme
une espece de I’hypothese). A la suite d’examen des principes on considere le
caractere nécessaire de la démonstration et des conditions de cette nécessité. De
surcroit, en partant d’incommunicabilité des genres des sciences, on examinera
I’impossibilité de démontrer les principes par le moyen de la science démonstrative
qui les emploie pour d’atteindre les conclusions. Enfin, on traitera les principes de la

démonstration divisée en trois : les axiomes, les postulats et les définitions.

Dans le second chapitre, comme on a indiqué, on traitera les significations
des propositions données sous le titre de Notions Communes en employant les
termes définis par Euclide. On examinera les relations comme « étre égale », « étre
plus grande que », et « étre moins grande que ». A partir des implications de ces
relations on étudiera les termes « partie » et « tout », et leurs relations qui occupent
une place centrale pour des définitions, et donc, pour des demandes. Dans ce
contexte, notons que nous nous adresserons aux propositions démontrées ou aux
définitions données par Aristote pour la compréhension des termes, s’il est exigé™.
Ensuite, on donnera les similarités entre les propositions et les relations de la

mathématique contemporaine.

Dans le troisieme chapitre, on examinera les Définitions en partant des
conclusions tirées du second chapitre. En effet dans cette recherche nous nous

efforcerons aux énoncées de premiere groupe des définitions ; a savoir les définitions

2% Notons que nous nous sommes adressés a Aristote, pour ’analyse de la structure du texte. Nous
avons indiqué que les termes comme « la démonstration », « la nécessité », « 1’universalité » ne sont
pas décris par Euclide. Pourtant, ils ont une grande importance pour la structure du systéme. En
revanche, nous examinerons les connotations des propositions par les propositions données dans le
texte.
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du point, de la ligne et ses especes, et de la surface et ses espéces. Comme ils ont un
role dans la construction de I’espace et comme ils sont les primitifs des autres
¢léments, ils auront un lieu central pour notre étude, ainsi que pour la totalité des
Eléments. 11 est nécessaire de mentionner, en outre, qu’on essayera a donner les
définitions ou les descriptions des termes indéfinis, mais employées fréquemment,
comme « sur », « limiter », « de manicre €gale » etc. Il est important de noter pour
conclure que nous nous concentrerons sur le premier groupe des définitions, car ils

concernent la construction de ’espace.

Dans le quatrieme chapitre, on examinera les Demandes en essayant a faire
une synthese des conclusions de ce chapitre avec ceux des précédents. On traitera la
premiere et la deuxieme demande, car ils sont liés a la construction de I’espace,
comme on y montrera. En outre, on considérera la construction d’espace par les
implications des deux premicres classes des propositions systématisant. On
recherchera les connotations des termes pos€s comme « mener », prolonger » en
partant de certains démonstrations des propositions ou ils sont employés afin

d’aboutir aux conclusions.

Avant de commencer, il faut encore indiquer quelques autres points qu’on
emploiera dans notre recherche. Premi¢rement, dans cette recherche on assumera
qu’Euclide suive les trois lois de la logique ; a savoir identité, tiers-exclu et non-
contradiction, afin de conclure les démonstrations et donner les définitions. En outre,
on utilisera, le texte original des Eléments”’ (et on essayera a suivre les propositions
données par Euclide en grec ancien), et la traduction et le commentaire du texte fait

par Bernard Vitrac.

! Euclid, Euclidis Elementa, trad. par J. L. Heiberg, Leipzig, B. G. Teubner, 1883.
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2. LES PRINCIPES NECESSAIRES ET UNIVERSELLES
DES SCIENCES DEMONSTRATIVES

« Tout enseignement donné ou recu par la voie du raisonnement® », dit
Aristote au début des Seconds analytiques, ou il scrute les fondements des sciences
démonstratives, « vient d’une connaissance préexistante »>. Il prétend que les
sciences mathématiques et les autres arts obtiennent la connaissance de cette
maniere, ainsi que les raisonnements dialectiques se faisant soit par syllogisme ou
par induction. Le syllogisme produit la connaissance « en prenant les prémisses
comme comprise par I’adversaire » et I’induction I’acquiere « en prouvant 'universel

par le fait que le particuliére est évident »**.

En outre, il existe deux manieres que la pré-connaissance est nécessaire : « ce
qu’on doit présupposer, c’est que la chose est », et « c’est que signifie le terme

r 9 25 r s
employé qu’il faut comprendre »“”. En effet, on songe que cette nécessité porte sur
les choses qu’on connait, car pour qu’on puisse connaitre une chose, d’une parte elle
doit exister ou on doit supposer qu’il existe, étant donné qu’autrement on connaitra
une chose qui n’existe pas, ce qui est absurde. D’autre part, on doit entendre la
signifiacation de la définition de la chose, puisque sinon on ne pourra pas déterminer

si les conclusions obtenues sont a propos de la chose qu’on consideére.

22 Sravontuct : dianoetica

2 Aristote, Seconds Analytiques, trad. Jules Tricot, Paris, Libraire Philosophique J. VRIN, 2012, p.
13. Voir : « ITdoa didackaria kai mdoa pabnoig dtavontikn &k Tpodmapyodong yivetal

yvocemg. » 71a.

* Ibid. p. 14. Voir : « dpoimg 8¢ kai mepi Todg Adyoug of e S1d cLAAOYIoudY Kai of 81 Enaywyfig:
GUPOTEPOL YOP J10 TPOYIVOGKOUEVOV TOLOUVTAL TNV d1dackaAiov, ol uev Aapupdvovies dg mapa.
EvvigvTov, ol 88 Seucvivieg 1O kafolhov 1t Tod Sfjhov eivar 10 kad® Ekactov » 71a 5-9.

3 Ibid. Voir : « dyydg &' dvaykoiov mpoyvodokey: Té pev yap, &1t Eotl, mpodmolaufavety dvoykaiov,
o 84, Tl 10 Aeyouevoy €ott, Evvidvar Sel, T 8' dueo, olov 8t udv dmav fi eficat fj dmogijcot 6An04c,
Ot €ott, 10 O¢ Tpiyvov, 6Tt Todl onpaivel, TV 6¢ povada Guem, Kot Tl onuaivet koi 6Tt 6TV o0 Yop
opoimg tobtov Ekactov dTAoy fuiv. » 71a 11.
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2.1. L’objet des sciences démonstratives et les prémisses de la

démonstration

A la suite de I’investigation des manieres dont on possede les connaissances
préexistantes, il regarde la relation entre la science et la démonstration. Puis, pour de
s’occuper cette relation, il donne les conditions de la possession de la science d’une
maniere absolue. «...Quand nous croyons que nous connaissons la cause par
laquelle la chose est, que nous savons que cette cause est celle de la chose », dit-il,
« ... il n’est pas possible que la chose soit autre qu’elle n’est »*°. Et puis, il remarque
que tel est la nature de la science. On peut, alors, dire que la nature de la science,
c’est la connaissance de la cause, ou le pourquoi, par laquelle on peut, au sujet de la
chose, avancer qu’il est impossible d’étre autre qu’elle n’est”’. De plus, cette chose et

des conclusions de ce genre sont I’objet de la science.

Par ailleurs, il indique que le savoir (pour la totalité¢ des Seconds analytiques)
« c’est connaitre par le moyen de la démonstration »**. De plus, il remarque que la
démonstration est le syllogisme scientifique dont la possession nous construit la
science. On peut, par suite, asserter que le syllogisme scientifique nous fournit la
cause, ou le pourquoi, d’impossibilité d’étre autre que ce que la chose n’est. En
outre, il annonce que si la connaissance scientifique consiste en ladite condition, la
démonstration doit partir des prémisses (des connaissances préexistantes) « qui
soient vraies, premicres, immédiates, plus connues que la conclusion, antérieures a
elle, et dont elles sont les causes. C’est a ces conditions, en effet, que les principes de
ce qui est démontré seront aussi appropriés a la conclusion »*’. Notons que 1’auteur
accepte qu’un syllogisme puisse exister sans ces conditions, mais il ne sera pas une
démonstration car il ne produira pas science. On a, donc, les connaissances

préexistantes d’'une démonstration pour Aristote.

28 Ibid. p.19. Voir : « $tav v T aitiov oidpeda yvdokew dt' fijv 10 mpaypd ot &1t ékeivou aitia
€oti, kal pn €voéyxeobat todT dAlwg Exewv. » 71b 11-13.

27 Soulignons que dans une note de bas de page de la traduction de Les secondes analytiques, Tricot
explique que par cette expression il est possible de poser des trois conditions de la connaissance
scientifique : « il faut d’abord connaitre la cause de la chose », « établir une relation entre la cause et
effet », que la conclusion soit « nécessaire et ne pouvoir étre autrement ». Voir la 3°™ note dans
Aristote, ibid.

2 Ibid. p.20. Voir : « papév 8¢ kai 81’ amodeifeme eidévar. » 71b 17.

2 Ibid. Voir : « avérykn kai TV Grodetetikiv motuny & aAn0dv T ivat Koi TpdTov Koi dpécov
KOl YVOPILOTEPOV Kl TPOTEP®V KOl aiTiov ToD GUUTEPACHIATOS 0VT® Yop EGOVTOL Kol ol apyoi
oikelot Tob dekvopévou. »71b 20-23.
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Les raisons de ces conditions sont comme suivante : comme il n’est pas
possible de connaitre ceux qui ne sont pas vrais, ils doivent étre vraies. Et elles
doivent étre indémontrables puisqu’ils sont premiers, car autrement comme il est
possible de les démontrer, ils ne seront pas premiers pour la démonstration™. I est
nécessaire de ponctuer qu’Aristote emploie le terme « indémontrable » pour le terme
« immédiat ». On pense que cet usage concerne la définition du « savoir ». Comme
le savoir est la connaissance obtenue par le moyen de la démonstration, la
connaissance premicre et immédiate devrait étre indémontrable par le moyen de cette
science®'. De plus, il prononce que comme on posséde la science quand on posséde
la cause de la chose, les prémisses doivent étre la cause de la conclusion de la
démonstration. Puis, comme ils sont les causes, ils devraient €tre antérieurs a la
conclusion. Et enfin, il exprime que comme la connaissance de la chose, consiste en
la possession de la démonstration dont la raison est constituée par les prémisses ; il
est, par conséquent, « nécessaire, non seulement de connaitre avant la conclusion les
prémisses premieres, soit toutes, soit du moins certains d’entre elles, mais encore de

A . . 2
les connaitre mieux que la conclusion »*~.

Au surplus, par la suite d’examen des conditions de prémisses premicres, il
continue a traiter ce que d’étre premicre signifie pour les prémisses. Il formule que
les prémisses premicres doivent étre les principes car le principe et les prémisses
premieres sont identiques. Alors, il ajoute que « un principe de démonstration est une
proposition immédiate. Est immédiate une proposition a laquelle aucune autre n’est

antérieure »>.

%11 est obligatoire de signaler que cette expression employée par Aristote n’est pas suffisante, car il
dit que les prémisses doivent étre indémontrables parce qu’ils sont les premiers et les premiers sont
indémontrables. En effet, il donne la raison d’impossibilité de démontrer les prémisses premicres a
partir de I’incommunicabilité des genres des sciences.

U1 faut, indiquer que 1’'immédiateté et I’impossibilité de donner une démonstration pour des
prémisses ont une grande importance en Seconds Analytiques, car si les prémisses étaient
démontrables il y aurait une régression infinie pour toutes les démonstrations. Dans secondes
analytiques il indique : « Notre doctrine, a nous, est que toute science n’est pas démonstrative, mais
que celle des propositions immédiates est, au contraire, indépendante de la démonstration. (Que ce
soit 1a une nécessite, ¢’est évident. S’il faut, en effet, connaitre les prémisses antérieures d’ou la
démonstration est tirée, et si la régression doit s’arréter au moment ou 1’on atteint les vérités
immédiates, ces vérités sont nécessairement indémontrables.) Telle est donc notre doctrine ; et nous
disons, en outre, qu’en dehors de la connaissance scientifique, il existe encore un principe de science
qui nous rend capable de connaitre les définitions ». Ibid., p. 28. Puis, il démontre le caractére
indémontrable de prémisses dans les chapitres suivants.

32 Ibid. p. 24. Voir : « &vérykn i Hovov Tpoyvdoke o mpdta, fj mévra § £via, aihd kai pddkov: »
72 27-28.

33 Ibid. p. 22. Voir : « apyn &' éotiv dmodeifewg mpdtacic dpecoc, duecoc 8& fg i oty GAAN
Tpotépa. » 72a 7-8.



16

Aristote donne une suite des définitions afin d’expliquer la division des
principes en deux especes : la these et axiome. Il décrit la proposition, qui est I’'une
des parties d’une énonciation, en tant qu’attribution d’un prédicat a un sujet. Puis,
une proposition démonstrative toujours prend la partie qui est déterminée® comme
vrai>>. 11 définit alors 1’énonciation comme 1’une des parties d’une contradiction qui
est une opposition ne pas admettant par soi aucune intermédiaire. La partie de la
contradiction est appelée affirmation si elle unit un prédicat a un sujet, et si elle nie
un prédicat d’un sujet, on I’appelle la négation. En effet, on peut en premier lieu
distinguer que la définition de la proposition est posée a partir de celle de la
contradiction qui a la fois affirme et nie 1’attribution d’un prédicat a un sujet. A cet
égard, une contradiction n’admit par soi aucune intermédiaire; a savoir elle est
indémontrable, car il viole la loi de non-contradiction®. Tandis que I’énonciation est
I’ensemble de I’affirmation et de la négation, et la proposition est I’un des deux. Puis,
elle est démonstrative si elle prend une partie déterminée comme vrai®’. Par suite
nous pouvons dire que le principe est une proposition qui attribue un seul prédicat a

un seul sujet, et qui est déterminée comme vrai.

Dans ce contexte, I’axiome est pos€ en tant que proposition dont «la
possession est indispensable a qui veut apprendre n’importe quoi»’'. La thése est
une proposition qui « n’est pas indispensable a qui veut apprendre quelque chose »°°
IL, ensuite, divise la thése en deux especes : hypothese et définition. La thése prend
« I'une quelconque des parties de I’énonciation, » quand on dit, « qu’une chose est
ou qu’une chose n’est pas, ¢’est hypothése ; sinon, ¢’est une définition » *°. On peut

dire que les hypotheses sont les propositions qui €énoncent 1’existence ou la non-

** Notons qu’il n’explique pas la régle pour de déterminer une énonciation comme vrai ou fausse.
33 Ibid. p. 23. Voir : « ‘Hyeig 8¢ papev obte ndoay EMOTAUNY GTodetcTikiv elvat, GAAY THY TdV
apéowv avomddektov (kai Todh' dtL dvaykoiov, (powspov eLyap avykn pev Emictacbon o Tpotepa
Kol €€ oV 1 anddel&lg, iotatat 8¢ mote Ta dueca, ot owwroéismw avaykn swou) TODTA T' 0LV OVT®
Léyopev, Kai 00 Lovov EmGTAIMY GAAL Kai dpymVv ETGTALNG Elval TV Qapey, ) ToVG povg
yvopilouev. » 72b 18-25.
*® Nous disons « indémontrable » car on ne peut pas démontrer une contradiction.
37 En effet, il est difficile de décider si la proposition signifie une partie déterminée d’une énonciation
ou non pas. En revanche, il est évident que la proposition démonstrative est déterminée en tant que
vrai.
¥ Ibid. p. 23. Pour « sa possession est indispensable & qui veut apprendre n’importe quoi », voir :
« Apécov d' apytic cviloytoTikig BEotv pev Aéym fiv pun Eott 6€i€at, und' avaykn Exsv Tov
pu@ncéusvév Tr fjv &' avaykn Exewv Tov 0TI0dV pabnoodpevov, aiopa-» 72a 14-17.

%% Ibid.
“ Ibid. p.13. Voir : « Gscsmg 8' 1) ugv dmotepovodv TdV popimv Tig AvTipdosms Aappdvovca, olov
Ay 1O eivai TL R 1O 1) slvad 1, Yodestc, 1 &' dvev TovTov dptopde. » 72a 18-21.
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existence’' des choses et les définitions ne déclarent ni I’existence ni la non-
existence des choses. « Les définitions », il indique, « requierent seulement d’€tre
comprises »**. Quant aux postulats (ou demandes), il dit qu’ils ne sont pas
nécessaires par leur méme mais on doit les accepter sans démonstration. Cette

propriété les sépare directement des axiomes.

On a donc, les especes des principes de la démonstration. LL’axiome est posé
dans un premier lieu comme la proposition indispensable pour toutes les sciences, la
thése est posée comme la proposition qui est propre au domaine d’une science
quelconque. On dit que DPaxiome précéde la thése car sans de 1’axiome
I’appréhension est impossible, tandis que I’on besoin la thése par rapport a la science
qu’on étudie. Ensuite, la définition étant une espéce de la these se difféere de
I’hypothese, en ne pas connotant ni I’existence ni la non-existence d’une chose. Elle
pose seulement ce que la chose est, par contre I’hypotheése pose que la chose est. La
Demande semble a ’hypothése par rapport a sa forme, tandis qu’il est employ¢ sans

démonstration.
2.2. La nature nécessaire des principes de la démonstration

L’auteur des Seconds analytiques, de surcroit, apreés avoir exposée la
nécessité des connaissances préexistantes pour la démonstration, traite le caractere
nécessaire de la démonstration, i.e. la nécessité de la démonstration. « Puisqu’il est
impossible que soit autre qu’il n’est objet de la science prise au sens absolue », dit-
il, « ce qui est connu par la science démonstrative sera nécessaire ; mais la science
démonstrative est celle que nous avons par le fait méme que nous sommes en
possession de la démonstration : par conséquent, la démonstration est un syllogisme

R . JO , . 4
constitue a partlr de premisses necessaires » 3.

111 est nécessaire a déceler que la proposition est posée comme une énoncé qui attribue un prédicat a
un sujet. Dans le cas de I’hypothése, comme il attribue un prédicat a un sujet, il attribut 1’existence a
une chose, ce qui est extraordinaire. En effet, dans le texte original Aristote dire pour I’hypothése

« olov A&ym TO stved TL T} O P etvod 1L » ol « 10 sivai » est le mode infinitif du verbe « sipi » qui
signifie « étre », « exister ». A cet effet il dit implicitement que « I’existence » est prédicable, ainsi
que « la non-existence » ou « le non étre » qui est, encore, plus extraordinaire que la premiére.
L’attribution du prédicat « non-existence » n’est pas claire. Si un sujet est attribué par « non-
existence », il est non-existent. Toutefois, il faut expliquer la raison qui permit une telle attribution sur
une chose qui n’existe par ou qui n’est pas. Nous pensons, il est probable que les expressions que nous
traitons connotent un autre sens que nous ne pouvons pas distinguer.

“2 Ibid. p. 25. Voir : « Todg 8' 8povg povov EvviecBat Sei- » 76b 36-37.

* Ibid. p. 33. Voir : « 'Encl 8' 80vatov Mg &xetv od Eoty mothpn AmAdg, avaykaiov dv ein 1o
EMOTNTOV TO KOTO TNV ATOSEIKTIKNY EMGTAUNY: ATOdEIKTIKT &' E5TIV fiv Exopev T® Exewv amodei&y. €€
avaykaiov dpo GLAAOYIGHOG 0TIV 1) anddel&lg » 73a 21-24.
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Ensuite, afin d’exposer les conditions de la nécessité de la démonstration, il
définit les termes «attribué a tout le sujet», « par soi» et « universellement »
comme un commencement. Une attribution est affirmée de la totalité du sujet si elle
«n’est ni attribué a quelque cas de ce sujet a I’exclusion de quelque autre, ni attribué

A . A : 44
a un certain moment a ’exclusion de tel autre » .

Les attributs par soi ou bien « appartiennent a I’essence du sujet » ou bien «
sont contenus dans des sujets qui sont eux-mémes compris dans la définition
exprimant la nature de ces attributs »*°. Les attributs se divisent en deux : les attributs
qui appartiennent 1'un des deux manieres sont les attributs par soi et qui
n’appartiennent d’aucune des deux manieres sont les accidents. De plus, il indique
que «ce qui n’est pas dit de quelque autre chose » est de méme par soi*’. A cet
¢gard, « les attributs qui ne sont pas affirmés d’un sujet » sont par soi et « ceux qui
sont affirmés » sont accidents®’. Ensuite, « une chose qui appartient par elle-méme a
une chose est dite par soi, et une chose qui n’appartient pas par elle-méme a une
chose, accident »**. Puis, il avance que les attributs par soi sont « a la foi par soi et
nécessairement »*, car il est impossible pour eux de ne pas appartenir a leurs sujets.
« Par conséquent », dit-il, « s’il est nécessaire ou d’affirmer ou de nier un prédicat
d’un sujet, les attributs par soi doivent aussi nécessairement appartenir a leurs
sujets »°°. Tl décrit, enfin, attribut universel comme un attribut appartenant a tout
sujet par soi. Dans ces conditions, I’attribut universel appartient a son sujet par

nécessité.

* Ibid. Voir : « Kot mavtog pev odv todto Adym 8 &v { i) & Tvdg pév Tvog 88 i, inde moté pév

7ot O un, » 73a 28-29.

* Ibid. p. 34-35. Voir : « Ka®' o0td 8' 6o0 Omapyet ¢ v 1d T €otv » 73a34-35, « kai o01¢ TV

VIOPYOVI®V 00Tl aTa €V T® AOY® EVLmapyovat T® Ti 0Tt dnAodvtl, » 73a37-38. Pour tout le

passage ou la premiére expression se trouve, voir : « Kaf' avté §' doa vmdpyet te £v 1@ i £6Ttv, olov

TPYOVE VPO Kol YPopT] otryun (Yop ovoio adt®dv €K To0TOV £0Ti, Kol &V T AOY® Td Aéyovtl Ti

€0TV EVumdpyel), Kol 6601G TV VIAPYOVTMV 0DTOIG 0T &V TA AGY® EVOTAPYOVCL TQ Ti 6TL

MAoDVTL, olov T V0D VIAPYEL YPOLUT Koi TO TEPIPEPEC, Kol TO TEPITTOV Kol dpTiov aptdud, Kol To

Tp®dTOV Kol cOHVOETOV, Kol IGOTAEPOV KOl ETEPOUNKES: KOl TTAGT TOVTOLS EVOTTAPYOLGY &V T® AGY® TG

i €0t Aéyovtt EvBa pev ypopun Evla &' apOpog » 73a 34-73b3.

* Ibid. p. 36. « &1L 6 pi) kad' vrokeEVOL AéyeTal EALov TvoG, » 73b 5-6.

7 Ibid. Voir : « to pév &1 iy k0" droketpévon kad' adtd Adym, Té 8¢ kad' drokeévon copPepnrodta

» 73b 8-10.

* Ibid. Voir : « £118' 8Ahov Tpomov 1O pév 8t adtd dIapyov £kGoTe Kb avTd, O 8¢ i 8t adTd

%D}LB‘SBT]KC')Q » 73?10-11. o o N . ‘
Ibid. p. 37. Voir : « ot aotd 1€ €ott kol €€ avdaykng » 73b 18. Pour la totalité du passage, voir : « ta

Gpo Aeyopeva €ml TOV ATADG EMoTNT®V Kab' adTa 0VTME MG EVOTAPYELY TOIG KOTNYOPOLUEVOLG T

gvumapyecBot o' avtd € éott Kol €& avaykne. » 73b16-18.

3% Ibid. p. 38. Voir : « Got' &l avaykn eavor §j dmopdvo, avérykn kai o kad' vt dmépyew. » 73b 23-

24,



19

Par ailleurs, comme ou bien les attributs essentiels sont les éléments de
I’essence de sujets dont ils appartiennent ou bien ils contiennent leurs sujets comme
les ¢léments de leurs natures propres, les attributs essentiels appartiennent
nécessairement a leurs sujets. Par suite, les prémisses dont la science démonstrative
part doivent étre de ce genre, car « tout attribut, ou bien appartient de cette facon a
son sujet, ou bien accidentel ; mais les accidents ne sont pas nécessaires »°'. Pour
ces raisons, il indique qu’il faut accepter que la conclusion de la démonstration soit
nécessaire et une conclusion démontrée ne peut étre autre qu’elle n’est, par suite,
«que le syllogisme doit partir de prémisses nécessaires »”>. En effet, il dit que
lorsqu’on part des prémisses nécessaires, on aboutit a démonstration car la nécessité
de celles-1a est déja le caractere de démonstration. D’un autre coté, pour Aristote il
est possible de tirer les conclusions nécessaires celles des non-nécessaires, mais dans
ces circonstances la cause, le pourquoi, de la démonstration peut ne pas étre, et par
suite, on ne la connaitra pas en termes de la science démonstrative. En conséquence,
comme la science démonstrative doit étre la connaissance des conclusions
nécessaires, elle doit étre obtenue par un moyen (la cause, le pourquoi) nécessaire,
sinon « on ne connaitra ni pourquoi la conclusion est nécessaire, ni méme qu’elle

n’est »>-.

Avant tout, on a besoin d’expliquer la nature nécessaire de la connaissance
scientifique. En effet, Aristote pose la connaissance scientifique en tant que la
connaissance d’impossibilité d’étre autre qu’une chose n’est. S’il était possible que la
chose soit autre qu’elle n’est, on ne pourrait pas parle d’une nécessité, car la chose ne
serait pas nécessairement dans le cas connu par n’importe quel moyen. On pense que

la nécessité de la connaissance vient de cette impossibilité.

En outre, puisque la connaissance d’une chose est nécessaire, et la
démonstration nous fournit la cause de cette connaissance ; c’est-a-dire, la cause de
cette nécessité, la démonstration doit partir des principes nécessaires. Parce que,
sinon comme la cause n’est pas nécessaire ; a savoir elle est possible, la connaissance
obtenue au moyen de cette cause possible, devient possible ; car on ne peut pas

nécessairement dire que la conclusion est nécessairement en tant que telle. C’est pour

31 Ibid. p. 46. Voir : « &mav yap fi obtoc dndpyet §j katd cvpPePnioc, o & copPepnrdta odk
avaykaio » 74b 11-12.

32 Ibid. p. 47. Voir : « & avaykaiov dpa S&i eivat 1OV cLALOYIGUOY » 74b 15.

33 Ibid. p. 51. Voir : « fj 00k £émotioeton obte d10Tt odte ST1 Avérykm €xeivo etvar, » 75a 14-15.
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cela les principes doivent étre nécessaires pour qu’ils soient les causes de la

démonstration.

On a vu que les principes de la démonstration sont les propositions attribuant
un seul prédicat a un seul objet, qui sont déterminées comme vrai. S’ils sont, de
méme, nécessaires alors cette attribution doit étre nécessaire. Dans ce cadre, attribué
a tout le sujet ou affirmé de totalité du sujet signifient les prédications qui sont vrai
dans tous les cas. Les attributs par soi sont nécessairement prédiqués aux leurs
sujets ; a savoir ils ne sont prédiqués qu’aux leurs sujets. Telle est la différence de
attribué a tout le sujet et par soi : tandis que ce qui est attribué a la totalité¢ de sujet
n’est pas nécessairement appartient a son sujet, attribut par soi |’appartient
nécessairement. L’attribut par soi ne peut pas €tre dite pour un sujet qui se differe du
sujet propre de lattribut par soi, tandis que ’attribué a tout le sujet peut €tre dite
pour les plusieurs sujets. Enfin, les attributs universels sont nécessairement prédiqués

a la totalité de leurs sujets. En cela, la connaissance scientifique s’occupe aux

attributs universels.
2.3. L’impossibilité de démontrer les principes de la démonstration

De plus, il exprime, dans ce contexte, qu’il n’est pas possible de passer d’un
genre de science a un autre lorsqu’on démontre n’importe quoi. Comme les objets
sur lesquels la science opere sont des différents genres, les attributs essentiels des
objets des différentes sciences doivent se différer. En outre, comme les
démonstrations scientifiques portent sur « le genre au sujet duquel » elles ont lieu,
« le genre doit nécessairement étre le méme, soit d’une facon absolue, soit tout au
moins d’une certaine facon, si la démonstration doit se transporter d’une science a
une autre » >*. C’est la raison pour laquelle il est impossible de transférer les
démonstrations entres les sciences qui s’occupent des champs entierement différents.
Remarquons-nous, d’ailleurs, qu’Aristote accepte seulement un passage entre les
sciences s’1l existe une relation de I’infériorité-supériorité entre elles. Un tel passage

peut seulement avoir lieu de la science supérieure a I’'une inférieure.

En outre, au sujet des principes propres ou indémontrables des choses, il
indique qu’ils ne sont pas les sujets a démonstration, « car les principes dont ils

seraient déduits seraient les principes de toutes choses, et la science de laquelle ils

3 Ibid. p. 55. Voir : « 1] 8' apOpmtuc) amoddetéic del Exet 10 yévog mepi 8 1) amodeitic, kod ai kot
opoime. Aot {V AmADG Avaykn TO adTd £tvol Yévoc 7| T, £l péAAet 1} amoderéic petaPaivery » 75b 7-9.
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reléveraient, la science de toutes choses par excellence »°°. Il ajoute qu’on connait
mieux lorsque sa connaissance est dérivée des causes plus élevées car sa
connaissance est tirée de causes « qui ne sont pas elles-mémes causées »°°, d’ou cette
connaissance sera une « science a un degré plus élevé, ou méme au plus haut
degré »°’. Par contre, comme les démonstrations ne se transportent pas d’une science
inférieure a une supérieure, il n’est pas possible de démontrer les principes d’une
science par démonstrations employées par cette science. Donc, les principes propres
d’une science démonstrative doivent étre indémontrables au moyen de la

démonstration.

2.4. Les trois classes des principes nécessaires et indémontrables des

sciences démonstratives

Apres avoir exposé les natures nécessaires et indémontrables des principes,
Aristote considere les principes différents. D’abord, il pose la définition du principe,
c’est ’élément dont I’existence est indémontrable. C’est pourquoi I’existence des
principes doivent étre posées, « mais s’il s’agit du reste, il faut la démontrer »*°. Puis,
il divise les principes en deux : les principes propres et les principes communs. Les
principes propres de chaque domaine sont les définitions et les postulats ; et les
communs sont les axiomes. Les propositions qui sont nécessairement par soi et
« qu’on doit nécessairement croire »”°, ce sont les axiomes. Les propositions qui ne
sont pas nécessairement par soi, mais qu’on pose et emploie sans démonstration, ce
sont les postulats. Les définitions sont les propositions qui « requierent seulement
d’étre comprises »*°. On a, donc, les trois classes de principes qui sont a la fois les

propositions premieres et indémontrables de chaque science démonstrative.

33 Ibid. p. 62. Voir : « écovtar yap ékeivar améviov dpyai, kol Emotiun 1 ékeivov kupia Téviov »
76a 17-18. Pour tout le passage, voir : « Ei 6¢ pavepov 1010, poavepov kol &Tt 00K E6TL TAG EKAGTOV
idtog dpyog amodei&ar Ecovtal yop Ekelval Amdvtov apyal, Kol ETGTAIN 1] EKEVOV Kupio TAVIOV »
76a 16-18.

611 dit : « Stav £k pf aitioTdv £idf aitiov » 76a 20.

7 Ibid. Voir : « Got' €l pdAlov olde koi péhoto, kv Emotipn éketvn £ kol pdAkov kol pdioTo »
76a 20-22. Pour tout le passage, voir : « kol yap énictatal paAlov 0 €K TOV AvATEPOV aiTimV EI0MOC
8K TV TPOTEPOV YaIp 010V, STav &k U aitiordy €181 aitiov. Got' el ndAlov oide kol péMoTo, Kiv
EmoTUN €Keivn €l Kol paAlov Kol pdAiota » 76a 18-22.

¥ Ibid. Voir : « T& 8' Ao deucvivar: » 76a 34. Pour tout le passage, voir : « i pév obv onpaivet kol
TO TPATOA Kol TO €K TOLTAOV, AapPdvetar, 6Tt d' E6TL, TOG HEV apyag avaykn Aapupave, ta &' dAla
dewcvovar » 76a 32-34.

3% Ibid. p. 66. Voir : « dokeiv avéykn » 76b 24. Pour tout le passage, voir : « Ovk &1t §' v160eo1g 003"
afmmpa, O avéyxm sivar 8t ahtd Kol Sokelv dvéykm » 76b 23-24.

5 Ibid. p. 67. Voir : « Tovg 8' §poug povov Evvieaat 31 » 76b 36-37.
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Pour ce qui est des chapitres ou Aristote examine la démonstration et ses
principes, pose-t-il, encore une fois, I’objet de la science comme la chose qui ne peut
pas étre autre qu’elle n’est. La connaissance scientifique porte sur la cause de cet état

de I’objet scientifique. C’est pourquoi, la connaissance scientifique est nécessaire.

Au surcroit, cette connaissance nous arrive au moyen de la démonstration qui
est un type du syllogisme appel€ scientifique. En outre, la démonstration nous fournit
des connaissances nécessaires, d’ou la conclusion de la démonstration doit étre

nécessaire.

De plus, les prémisses de la démonstration sont les propositions qui doivent
étre vraies, premieres (i.e. principes), immédiates, indémontrables, et nécessaires.
Puis, il faut que les prémisses doivent étre la cause de la conclusion et antérieur a
elle. Ensuite, la démonstration doit concerner les attributs universels car les attributs

universels appartiennent nécessairement a la totalité de leurs sujets.

Partant de ces faits, on peut dire qu’une démonstration est un enchainement
(ou une suite) des propositions ou elles sont liées les uns aux autres par nécessité,
dont les premiéres sont indémontrables et immédiates, dont la dernicre résulte
nécessairement des précédents. Ensuite il faut remarquer que comme les
démonstrations nous construisent la science et I’objet de la science est marqué par la
nécessité, la connaissance scientifique devrait étre un enchainement des

démonstrations ou les suivantes sont nécessairement liées aux précédents.

Au demeurant, les principes de la démonstration se divisent en trois : les
définitions, les postulats, les axiomes. Les définitions sont les propositions décrivant
les ¢léments du domaine de la science. Les axiomes sont des propositions déclarant
les vérités sans lesquels on ne peut apprendre. Plus, ’axiome est une proposition qui
est nécessaire par soi. Les postulats sont les propositions énongant que les ¢léments
primitifs de cette science existent. Le postulat n’est pas nécessaire par soi. Notons,
tandis que les postulats semblent démontrables, ils sont assumés et employés sans
démonstration. Ces trois classes des propositions, étant les principes, sont les
¢léments premiers, indémontrables et immédiats, d’une démonstration a partir
desquelles elle s’enchaine, ainsi qu’ils systématisent cet enchainement des

propositions.



23

Alors, on a traité les parties des Seconds analytiques concernées la
démonstration et ses principes, afin d’identifier la méthode des Eléments. Dans ce
cadre, on a examiné la définition et les conditions de la science chez Seconds
analytiques. On a vu que la science est la connaissance nécessaire et vraie des
choses, et la démonstration qui est un genre du syllogisme, nous la fournit. La
démonstration est une suite des €énonces ou les propositions sont liées par la
nécessité, et la conclusion est de méme nécessaire. Puis, la science est

I’enchainement des démonstrations.

Ensuite, comme tout enseignement vient des connaissances préexistantes, la
démonstration qui nous donne la cause d’une connaissance scientifique, vient des
connaissances préexistantes appelées les principes de la démonstration. Les principes
sont les propositions qui systématisent la connaissance scientifique, car toutes les
démonstrations aboutissent aux conclusions a partir d’eux. Ils sont, en étant a la fois
nécessaire et vrais, la cause de la nécessité et vérité de la démonstration. De plus ils

sont les propositions qui sont, premicres, immeédiates et indémontrables.

Par ailleurs, comme la conclusion de la démonstration est nécessaire, elle doit
partir des principes nécessaires. A cet égard, les principes sont les attributs
universels, car I’'universel connote pour un attribut le fait d’appartenir a tout son sujet

par soi. Il est nécessairement vrai pour son sujet.

En outre, les principes de la démonstration sont indémontrables par le moyen
de la démonstration. Comme la démonstration est le moyen de posséder des causes
des choses causées, et comme les principes sont les choses qui ne sont pas causées, le
domaine de la démonstration se differe celle de la science qui étude les fondements

des principes. D’ou la démonstration des principes est impossible.

Enfin, on a trois classes des principes : les axiomes en tant que propositions
qui sont nécessairement par eux mémes, les postulats (ou les demandes) en tant que
propositions qui ne sont pas nécessairement par eux-mémes, malgré du fait qu’ils
sont posés et utilisé sans démonstration, et les définitions en tant que propositions qui
expriment les essences des choses. Les axiomes sont les propositions dont la
possession est essentielle pour tous ceux qui veulent avoir n’importe quelle
connaissance scientifique. Les postulats et les définitions dépendent du genre de la

science qui est étudiée.
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Finalement, il est évident qu’Euclide suive le chemin établit par Aristote.
Lorsqu’on traite les Eléments, on différencie que les démonstrations aboutissent aux
conclusions en partant des trois classes des propositions données au début du premier
livre. Euclide emploie les inférences des trois classes des propositions dans toutes les
démonstrations, cependant, il ne les démontre pas, il les donne seulement comme les
Définitions, les Demandes, Les Notions Communes. Les Définitions posent les
nommes et les propriétés propres des ¢léments. Les Demandes posent les regles pour
des déterminations des éléments. Les Notions Communes posent les propositions
concernant la totalité du livre ou la géométrie plane et la théorie des nombres qui ont

les domaines différentes (dans une manicre) sont examinées.

Dans ce contexte, il faut constater que non seulement ’usage de ces trois
classes des propositions s’ajuste avec I'usage exposé dans les Seconds analytiques,
mais encore les propositions qu’ils contiennent sont construites de méme manicre
que celles de posées par Aristote. Il est nécessaire de mentionner que le titre
d’Axiomes se transforme a Notions Communes ou il existe les propositions données

par Aristote comme exemples des Axiomes.

En outre, Aristote indique que les scientifiques ne postulent pas parfois
certains axiomes s’ils sont avec clarté évidents. Dans les Eléments, la loi de non-
contradiction et la loi de tiers exclue de la logique sont employées sans
démonstration, pourtant ils ne sont pas données sous le titre de Notions Communes
ni ceux des deux autres classes. En ce sens, il existe une similarité de plus entre la

méthode des Eléments et celle des Secondes analytiques.

Au surcroit, les propositions sont démontrées dans le texte d’Euclide, ou bien
par les implications des trois classes des propositions, ou bien par la réduction a
I’absurde. Dans ce sens, on peut dire que les conclusions des démonstrations sont
nécessaires, car dans le premier cas la conclusion nécessairement suit les
implications des propositions systématisant, et dans le deuxieme la démonstration a
lieu a partir de la loi de non-contradiction, par suite sa conséquence est nécessaire.
Les démonstrations possédent, donc, un caractére nécessaire, néanmoins au sujet de

la nécessité des principes, ils ne sont pas démontrés dans les Eléments.
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3. ’EXAMEN DES CONTENUS DES NOTIONS COMMUNES

Tout d’abord, on a souligné I’'importance des propositions sous le titre de
Notions Communes a propos de constituer la connaissance systématique avec les
autres deux classes de propositions. On a également traité la nécessité de saisir la
signifiance de ceux trois classe systématisant afin d’examiner la wvalidité des
propositions. On examinera la derni¢re classe de propositions qu’on les a prises au
début de notre recherche. Mais en premicre lieu on veut discuter quelques débats
historiques sur ces trois classes. Ensuite, on fera quelques observations sur la

maniére d’examiner ces trois classes. Enfin, on tirera des conclusions des cinq

propositions présentées sous ce titre.
3.1. L’authenticité de Notions Communes

En premiere lieu, on doit attirer l'attention sur le fait que le texte a été
transféré des différents manuscrits a nos jours. Ici, on n’examinera pas en détail les
relations entre les manuscrits et ce transfert complexe. Mais mentionnons
simplement quelques différences dans les éditions modernes pour illustrer a quel
point la transmission desdites parties constitutives du texte est problématique. Par

exemple, dans 1’édition 1814°" de Francois Peyrard, six Demandes et neuf Notions

%! Notons qu’il y a deux versions du texte qui sont éditées par Frangois Peyrard. La premiére édition
qui est publiée en 1804 contient seulement la traduction frangaise du texte. La deuxiéme édition qui
est publiée en 1814 contient la traduction frangaise et latine du texte avec le texte original en grec
ancien. Dans la premiére édition, il donne trois propositions sous le titre de Demandes :
« 1. Conduire une droite d’un point quelconque & un point quelconque.

2. Prolonger continuellement, selon sa direction, une droite finie.

3. D’un point quelconque et avec un intervalle quelconque décrire une circonférence de cercle. »
Peyrard donne douze propositions sous le titre de Notions Communes ou Axiomes :
« 1. Les quantités qui sont égales a une méme quantité sont égales entr’elles.

2. Si a des quantités égales on ajoute des quantités égales, les tous seront égaux.

3. Si de quantités égales on retranche des quantités égales, les restes seront égaux.

4. Si a des quantités inégales on ajoute des quantités égales, les tous seront inégaux.

5. Si de quantités inégales on retranche des quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une méme quantité son égales entr’elles.

7. Les quantités qui sont les moitiés d’une méme quantité sont égales entr’elles.
8. Les choses qui se conviennent mutuellement sont égales entr’elles.
9. Le tout est plus grand que sa partie.
10. Tous les angles droits sont égaux.
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Communes sont donnés.®* En plus, dans le texte 1883% de Johan Ludvig Heiberg, il
existe cinq Demandes et cing Notions Communes®. Pareillement, la position, méme
I’existence de la demande qui suggere que les deux droites ne renferment pas un
espace et dont la présence ou I’absence sous la forme de Demande ou de Notion
Commune, est vitale pour I’espece de la géométrie, est controversée. Heiberg a placé
cette proposition tenue par Peyrard comme sixieme Demande, sous le titre de

Notions Communes. Il ne I’a méme pas traduit en latin®.

Ensuite, on veut attirer l'attention non seulement sur les manuscrits et la
complexité des différentes éditions, mais €également sur les interventions des éditeurs

dans la structure du systéme en raison de la logique qu'ils voient dans le systeme. En

11. Si une droite tombant sur deux droites fait les angles intérieurs du méme c6té plus petits que
deux droites, les deux droites prolongées a 1’infini se rencontreront du coté ou les angles sont plus
petits que deux droites.

12. Deux droites ne renferment point un espace ». Euclide, Les éléments de géométrie d’Euclide,
trad. par F. Peyrard, Paris, F Louis, 1804, p. 5-6.

Dans la deuxiéme édition datée de la 1814, il place les trois derniéres propositions sous le titre de
Demandes (en grec ancien « Aitfuata », en latin « Postulata »).

52 Euclide, Les ceuvres d’Euclide, en grec, en latin, en francais, d’aprés un manuscrit trés-ancien
qui était resté inconnu jusqu’a nos jours, trad. par Frangois Peyrard, Paris, M. Patris, 1814, p. 5.

% Le texte 1883 d’Heiberg contient le texte original des Eléments et sa traduction en latin. Dans cette
traduction, Heiberg donne cing propositions sous le titre de Postulata, qui est traduit comme Demande
par Peyrard, et neuf propositions sous le titre de Communes animi conceptiones, qui est traduit
comme Notions Communes ou Axiomes par Peyrard :

« 1. "Himobm anod movtog onpeiov €mi mhv onueiov gvOeiay ypopuny ayayeiv.

2. kol TEmEPUCUEVIV eDOETOV KOTh TO cLVEYES €l gvBeiog EkPolelv.

3. kol movTi KEVTP® Kal dtaotpatt KOKAoV yYpaeechat.

4. xai méoag Tog 0pBac ywviag ioag aAAMAMmG lvou.

5. xai éav €ig dvo evbeiog V0l EuminTtovoa TOG EVTOC Kal £l TG a0 TA LEPT YmViag S0 dpOdV
é\docovag Totf], EkPoaiiopévag Tag dvo evbeiog En” dnelpov cuumintew, €@ d uépn giotv ai T@v d0o
0pOdV ELAGGOVEC. ».

Heiberg donne neuf propositions sous le titre de Communes animi conceptiones, qui est traduit
comme Notions Communes ou Axiomes par Peyrard :
« 1. 10 T® adTd To0 Kol dAAA0LG EoTiv Too.
2. kai éav iooig ioa mpootedi], Ta 6Aa €otiv ica.
. kal €av amo iowv ioa aeatpedi], T0 KOTOAETOUEVE €TV TG0,
. kal €av avicolg ioa mpootedii, Ta 6l €oTiv dvica.
. ka1l T ToD anTod dmAdota ioo AAARAOIG E0Tiv.
. ka1l T To0 anTod fpuion oo A0 €oTiv.
. kal T Epapudlovra En” dAANAL ioo GAANAOLS EOTIV.
. ka1l 10 6hov 10D pépovug peilov Eotiv.
. kal dvo gvBeion yopiov o0 mepiéyovotv ». Euclide, Euclidis Elementa Vol I, trad. par J. L.
Heiberg, Leipzig, B. G. Teubner, 1883, p. 8-10.

O 01O\ DN b~ W

* Ibid.

%5 En effet, comme on peut I’observer dans les notes de bas de page 60 et 62 la seul différence entre le
texte de Peyrard et celle d’Heiberg n’est pas le lieu de cette notion commune. Tout d’abord les
nombres des propositions contenues sous ces titres se différent. Il y a quinze propositions sous les
titres de Demandes et de Notions Communes ou Axiomes dans le texte de Peyrard et il y en a quatorze
dans celle d’Heiberg. En outre, cinquiéme notion commune de Peyrard n’est pas inclue dans le texte
d’Heiberg. De plus Heiberg traduit cinq des propositions contenues dans le texte grec ancien sous le
titre de « xowvai &vvota ». Il traduit seulement les 17, 27, 3%, 7°™, et 8™ propositions de ce titre en
latin ; & savoir, il ne traduit pas les 4°™, 6™, 7°™ propositions qui sont sous le titre de Notions
Communes dans I’édition 1814 de Peyrard.
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fait, ces différents arrangements de texte ne sont pas simplement le résultat des
problémes éditoriaux. Cela souligne l'essence du texte et les problemes auxquels
Euclid est confronté. Dans ce contexte, la question de savoir comment créer le texte a
partir de différents manuscrits et la question de savoir ce qui devrait €tre logiquement
couvert sous les différents titres du texte semblent étre étroitement li¢es. Quels sont
les Demandes et comment fonctionnent-ils ? Comment les Notions Communes sont-
ils séparés des Demandes et quelles sont leurs roles dans le texte ? La quéte pour
rétablir l'ordre qui doit étre dans 'ancien parchemin est discutable sans demander et

répondre a ces questions.

De plus, I’'un des points de vues extrémes sur cette question va jusqu’a dire
que ce qui est exprimé sous le titre de Notions Communes ne figure pas dans le texte
original. Selon le chercheur francais Paul Tannery, le titre de Notions Communes
ainsi que les propositions citées dans ce titre ont ensuite €té intégrés au texte. Puis,
Heath, I"auteur de The thirteen books of Euclid’s elements®, traite ce point de vue de
Tannery. Il conduit sa discussion sur I’article de ’auteur intitulé « Sur I’authenticité

des axiomes d’Euclide »®’.

Selon Heath, les objections de Tannery peuvent étre classées en trois
catégories. La premiere objection de Tannery découle de la notion selon laquelle le
titre Notions Communes s'applique non seulement a la géométrie, mais a toutes les
sciences. Selon lui, si ces propositions ont une généralité qui peut étre appliquée a
toutes les sciences, les Notions Communs devraient étre donnés avant, pas apres des
Demandes.®® La deuxiéme objection de Tannery concerne le nom de cette section.
Selon lui, si ce chapitre est présent dans le texte original, le titre du chapitre devrait
étre donné par Euclid. Parce qu'il devra séparer cette partie des demandes. Dans ce
cas, il serait plus plausible qu'il utilise le terme axiome plutét qu'un terme non utilisé
techniquement chez Platon et Aristote. Cependant, méme si Euclide a utilisé le terme
axiome, Tannery mentionne qu’il est impossible de comprendre le remplacement de
ce terme par la Notion Commune qui est moins appropriée que le terme axiome.

Parce que le terme « évvora » fait référence a la notion d’un objet de pensée plutot

% Thomas L. Heath, Euclid: The Thirteen Books of the Elements, Oxford: Cambridge University
Press, 1968

57 Paul Tannery, « Sur I’authenticité des axiomes d’Euclide », Bulletin des sciences mathématiques
et astronomiques 2° série, Tome 8, No 1 (1884), p. 162-175.

5% Heath, ibid. p. 221.
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qu’a une proposition®. En conséquence, Tannery pense que si I'on disait que
I’axiome était facilement accepté par tous a cette époque, ce titre resterait.”’ C’est la
raison pour laquelle, d’aprés Tannery, le titre Notions Communes ne pouvait étre
interpolé au texte que lorsqu’Apollonius de Pergé étudiait les Eléments. La preuve
qu’il suggére en ce sens est que le terme « notion » est mentionné dans une citation
de Proclus : « Nous serons d’accord avec Apollonius lorsqu’il dit que nous avons la
notion de ligne lorsque nous ordonnons les longueurs, uniquement, de routes ou de

\ 1
murs a mesurer »7 .

Les contres arguments de Heath sont les suivants. Premi¢rement, en réponse a
I’opinion de Tannery sur I’étrangeté de fait de mettre en fin des principes les plus
généraux, Heath souligne qu’il serait encore plus absurde de placer ces principes
généraux entre les Définitions et les Demandes qui concerne la géométrie.”” De plus,
il n’est pas vrai non plus, selon Heath, qu’ Aristote comprend le concept de « notion »
limité a une notion de pensée. Pour illustrer cela, il cite des passages’ d’Aristote ot
le terme « notion » posséde des autres significations d’une notion de pensée. Par
conséquent, selon Heath, Euclid pourrait bien avoir créé un nouveau terme technique

, Jo r 4
basé sur ces utilisations.’

On est en accord avec Heath que les Notions Communes se trouvent dans le
texte original mais la raison de notre convention porte sur les relations dans les
Eléments. Parce qu’il est impossible de comprendre le sens des propositions posées
sous le titre de Définitions et de Demandes sans 1’aide des propositions déclarées
sous le Notions Communes. Puis, en I’absence de la section Notions Communes, les
problemes ne finiront pas avec cela. Comme nous le verrons, les énoncés sous le titre
de Notions Communes a partir de la démonstration de la premicre prémisse seront
inclus dans les preuves des propositions. Et puis, si les propositions sous ce titre ne
figurent pas dans le texte original, comme le dit Tannery, les propositions nécessitant

une démonstration, seront employées dans les preuves. Parce que s'il n'y a pas de

% Heath dit que « The word « &woia (notion) », says Tannery, never signified a notion in the sense of
a proposition, but a notion of some object, ». Ibid. p. 221. Voir : « Le mot évvoia, de fait n’a jamais
signifi¢ proposition, mais bien perception et notion ». Paul Tannery, ibid, p. 172.

7 Heath, ibid. p. 221.

! Heath, cite Proclus : « we shall agree with Apollonius when he says that we have a notion of a line
when we order the lengths, only, of roads or walls to be measured ». Ibid. Voir aussi : « drodeEdpea
6¢ Kol Tovg Tepl AToAA®VIOV AéyovTag, 6Tt ypapiig Evvotay pev &yopeyv, dtav ta unKn povov i tdv
00@V 1| TV TolyV AvoueTpelv keAevmpev: ». Proclus, ibid. p. 100,6.

2 Ibid. p. 222.

3 Aristote, Ethique 2 Nicomaque IX. II, 1171 a32 et bl4.

™ Heath, Ibid. p. 221.
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section qui donne ces propositions comme axiomes, elles doivent étre démontrées
avant d’étre utilisées dans les preuves mais on ne voit pas de telles preuves dans le
texte. En bref, si les propositions énoncées sous le titre de Notions Communes ne
sont pas explicitement dites comme axiomes, la validité de toutes les preuves est

éclipsée. Par conséquent, cette section devrait €tre inclue dans le texte original.
3.2. Les problémes se posant en I’absence de Notions Communes

Signalons maintenant quelques points qui seraient ambigus en absence du
titre de Notions Communes. Les problémes se manifestent dés la premiére définition.
Si cette partie ne figure pas dans le texte, la signification du terme « point » qui est
définit comme « ce dont il n’y a aucune partie » devient floue”. Parce que le terme
« partie (uépoc) » auquel la définition du point fait référence, est seulement

mentionné dans les propositions de Notions Communes’®.

De plus, comme on le verra dans la section de Définitions, sans avoir les
propositions qui sont sous le titre des Notions Communes, on ne comprend pas ce
que sont comprises la quatriéme et la septieme définition du premier livre, qui
revétent une grande importance pour toute la géométrie euclidienne. Dans ces
définitions ils existent des transitions de la ligne a la droite et de la surface au plan.
La ligne droite est une espéce réguliere de la ligne, de méme, le plan est celle de la
surface. Ainsi, Euclide définit la ligne droite comme « celle qui est placée de maniere
égale par rapport aux points qui sont sur elle »''. Et puis, il définit la surface plane
comme « celle qui est placée de maniere égale par rapport aux droites qui sont sur
elle »”. Dans ces définitions, le terme « de maniére égale (£ {oov) » qui est employé
afin de décrire des propriétés de la ligne droite et la surface plane, est seulement
référé sous le titre de Notions Communes’”. De méme, il est difficile & comprendre

des significations de la neuviéme définition® ou I’angle droite est décrit et de la

5 Bernard Vitrac, Euclide d’Alexandrie, les éléments, Paris, Presses Universitaires de France, 1990,
p-151

’® La notion commune 8 qui est posée comme « koi O Ehov oD pépoug peilov éotv ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol I, p. 10.

7 Vitrac, ibid. p. 154. Voir : « 8’. e00&io ypopps £otwv , fitic &€ ioov oic £9° éavtiic onueiorg

kettot. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol I, p. 2.

™8 Vitrac, ibid. p. 156. Voir : « {'. éninedoc émpdverd éotwv , fig &€ foov taic £¢° Savtiig evbelong
kettat. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol I, p. 2.

" Voir la note de bas de page 62. 17, 2°™, 3™ et 7°™ notions communes.

80« Srav 82 of mepiéyovoat TV yoviav ypoppai e00gion dotv, ed0VYpapog Kodeitat 1 yovia ». Ibid.
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quatriéme demande® ou I’égalité des angles droites est mentionnée, qui fait

référence a concept d’égalité.

Encore de plus, sans cette partie, des problémes se posent pour toutes les
démonstrations des propositions a partir de premiere, car ces propositions sont
prouvées en référence aux propositions contenues sous le titre de Notions
Communes. Notamment, Euclide, dans la premiere démonstration, fait référence a la
définition du cercle qui est comme « un cercle est une figure plane contenue par une
ligne unique {celle appelée circonférence} par rapport a laquelle toutes les droites
menées a sa rencontre a partir d’un unique point parmi ceux qui sont placés a
I’intérieure de la figure, sont {jusqu’a la circonférence du cercle} égales entre
elles »**. De méme, « étre égale » n’est mentionné que sous de Notions Communes.

Et plus, cette proposition est prouvée faisant référence a premiere Notion

83
Commune .

Par ailleurs, non seulement I’existence du titre Notions Communes mais
également sa place dans les Eléments, est contestable. Cependant, lorsqu’on
considere les arguments que Heath avance contre Tannery, il existe un manque
extraordinaire. Evidemment, Heath pense que le titre de Notions Communes se
trouvent dans le texte original mais quand il répond I’argument de Tannery qui
avance I’absurdité du fait de mettre a la fin du texte une partie trés générale, Heath
exprime I’absurdité de la mettre entre les Définitions et les Demandes qui sont
étroitement lié. D’aprées lui, tandis qu’il sera absurde de mettre cette partie entre les
deux titres qui se completent, ce ne créera pas d’absurdité de le mettre en fin de ces
trois classes®®. Néanmoins, il ne considére pas la possibilité que les Notions
Communes soient placées au début de cette trilogie, or il est possible de considérer

les Notions Communes comme la premiere de ces trois classes de propositions

81« kol méoag Tog opoag yoviag ioag dAMA eivon ». Ibid. p. 8.

%2 Vitrac, ibid. p. 162. Voir : « k0kAog £0Ti oyfipa £ninedov OO Wdg ypappiic mepiexdpuevov i
KOAETTOL TEPLPEPEL, TPOG TIV AP™ EVOC oNUEIOD TAV EVTOC TOD OYNLOTOG KEWEVAOV oL Ol
npoomintovcat eV0elon TPOG TNV 10D KOKAOL TTEpIPEpELoy Toatl aAANAS gioiv. ». Euclide, Euclidis
Elementa Vol 1, p. 4.

% Voir la note de bas de page 78.

8 Au ce sujet, Heath dit : « In reply to argument (I) that it is an unnatural order to place the purely
geometrical Postulates first, and the Common Notions, which are not peculiar to geometry, last, it may
be pointed out that it would surely have been a still more awkward arrangement to give the
Definitions first and then to separate from them, by the interposition of the Common Notions, the
Postulates, which are so closely connected with the Definitions in that they proceed to postulate the
existence of certain of the things defined, namely straight lines and circles. ». Heath, ibid. p. 221.
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systématisant I’ordre des démonstrations. En outre, dans ce cas, les propositions sous

des titres suivants seront comprises dans un ordre logique. Maintenant, on en parlera.

Avant tout, commengons par une observation sur toutes les livres des
Eléments. Chaque nouveau livre dans 1’ceuvre d’Euclide, commence par de nouvelles
définitions qui sont employées en démonstrations des propositions dans ce livre.
Cependant, les titres de Demandes et de Notions Communes ne se trouvent qu'au
début du premier livre. Parmi ceux-ci, les Demandes semblent étre les principes qui
posent les regles de la détermination des objets géométriques. Bien que les Notions
Communes figurent dans le premier livre, ils sont applicables non seulement aux
objets géométriques, mais également a tous les objets des treize livres, ainsi qu’aux
définitions et autres propositions systématisant, comme on I’a vu plus haut. Dans
d’autres livres, de nombreuses définitions sont basées sur 1’égalité, sur le fait d'étre
plus grande ou plus petite. Par exemple, la troisiéme, la quatriéme et la cinquiéme
définitions du septieme livre, ou commence la théorie des nombres, sont données par
les relations celles-13.%> Autre exemple, lorsqu’on arrive a la dix-huitiéme définition

du méme livre, on voit que la définition est énoncée en référant a I'égalité.®

3.3. L’analyse des propositions de Notions Communes

Alors, quelle est la nature des déclarations données en tant que Notions
Communes qui sont étroitement li€¢ non seulement avec des objets géométriques,
mais avec des objets arithmétiques et méme avec le systéme formel d'Euclide dans
son ensemble ? Il semble difficile a faire une grande revendication sur ce point, mais
ces expressions peuvent probablement étre considérées comme des primitives

couramment présentes dans l'esprit de tous et qui permettent l'inférence dans des

% Euclide pose ces définitions comme suivante :

«y’. uépog €otv apBuog apBpod 6 Eddocmv tob peilovog, dtav katapetpt) Tov peilova.

O’ uépn 8¢, 6tav un KaTapeTpl).

¢’ moAMomAdotog 8¢ 0 peilmv 1od Eddocovog, dtav katapetpfjtal Vo To0 Eldccovoc. ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol 11, Leipzig, B. G. Teubner, 1970, p. 103.

Peyrard les traduit comme :

« 3. Un nombre est une partie d’un nombre, le plus petit du plus grand, lorsque le plus petit mesure le
plus grand.

4. Un nombre est parti d’un nombre, quand il ne le mesure pas.

5. Un nombre est multiple d’un nombre, le plus grand du plus petit, quand il est mesuré par le plus
petit. » Euclide, Les ceuvres d’Euclid, en grec, en latin, en francais, d’aprés un manuscrit..., p.
381-382.

% La définition est posée comme « TETpay®VOg apOpoG ot O iohiic ioog f [0] v1d do Towmv
apOudv mepieydpevog ». Euclide, Euclidis Elementa Vol 11, p. 104. Peyrard la traduit comme « Le
nombre quarré est celui qui est également égale, ou celui qui est contenu sous deux nombres égaux. ».
Euclide, Les ceuvres d’Euclid, en grec, en latin, en francais, d’aprés un manuscrit..., p. 383.
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domaines mathématiques, comme on les appelle Notions Communes. Mentionnons
que Proclus a écrit a propos de ces propositions comme suivant : « Il y a des choses
qui, de l'avis de tous les hommes, s'appellent des axiomes indémontrables, pour
autant que leur certitude soit acceptée par tous et que personne ne conteste leurs

preuves ». 87

Ce qui est important, c’est que si le titre de Notions Communes doit étre
déplacé, I’endroit le plus approprié¢ est peut-€tre le début du texte. Déplacer ce titre
au début du texte peut donner I’opportunité d’approcher le texte autant que possible
de Dl'intérieur tout en le lisant. Les significations de tous les autres types de
propositions constitutives et de nombreuses propositions, ainsi que les domaines de
recherche généraux dans les Eléments, seront presque éclairées du point de vue de
leur cohérence avec le déplacement du titre Notions Communes au début du texte.
Dans cette étude, nous nous efforcerons d'avancer sur cette voie. Méme s'il n'est pas
possible de lire le texte de cette fagon, au moins les limites qu’on rencontre ici
peuvent également donner des idées importantes sur la mesure dans laquelle ce projet
peut étre réalisé. Pour ces raisons, on commencera par une analyse de Notions

Communes.

Les expressions ayant lieu sous le titre de Notions Communes sont comme

suivante :

1. Les choses égales a une méme chose sont aussi €¢gales entre elles.

87 « There are the things which, according to the opinion of all men, are called indemonstrable axioms,
so far as their certainty is admitted by all, and no one disputes their evidence. For propositions also are
often simply called axioms, of whatever kind they may be, whether they are immediately propre, or
require some declaration; and the Stoics, indeed, are accustomed to call every simple enunciative
speech an axiom: and when they write on dialectic arts, they say that they discourse on axioms. But
some, distinguishing more accurately axioms from other propositions, give this appellation to a
proposition immediate, and producing credibility of itself, on accoount of its evidence: as also
Aristotle and geometricians themselves affirm. For, according to the opinion of these, an axiom is the
same as a common notion. ». Proclus, The Philosophical and Mathematical Commentaries of
Proclus, on The First Book of Euclid’s Elements. To which are added A History of the
Restoration of Platonic Theology, By the Latter Platonists : And a Translation from the Greek
of Proclus’s Theological Elements. In Two Volumes Vol. 2, trad. et éd. par T. Taylor, Londres,
Publié pour I’auteur, 1792, p. 13.

« Tadt’ €07l T0 KOTA TAVTOG AVATOSEIKTA KAAOVUEVA AEIDNATA, KAOOGOV DTTO TAVI®V 0VT®E EXEV
a&lobtat, Kol StoapeioPnrtel kol Tpog TadTe OVOEIG. TOAAAKIC HEV YO KOl TOG TPOTAGELS ATADG
aérdpora kododoty, omoiad mote Gv Ao site Buecot kuping site kol Scopeval Tivog dropvicene, Kai
oi y& amo Tii¢ X10dg dmavta Adyov AmAodv amopavTikov d&iopa Tpocayopevey eidbacty. kai dtav
SLOAEKTIKOG MLV YpAe®ot TEvas Tepl AEIOUATOV, TOVTO d10 TAV EXYPUUUATOV dNAoDV €0ENovoty.
axpiBéotepov ¢ Tveg Amd TAV AAA®V TPOTACE®DY dlakpivovies TO a&impa T duecov kai adTomicdov
SV évapyelay TpoTacty oVTOS OVopdlovaty, Aomep Kol O ApLoTOTEANG Kol ol YE@UETpaL AEYOLGLY.
TaOTOV YAp 0TV KaTh TouTovg &impa Kol &vvota kown. » Proclus, Procli Diadochi in Primum
Euclidis Elementoru Librum, éd Friedlein, Leipzig, 1873, p. 193, 15- 194, 9.
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2. Et si, a des choses égales, des choses égales sont ajoutées, les touts sont
€gaux.

3. Et si, a partir de choses ¢égales, des choses égales sont retranchées, les

restes sont égaux.

4. {Et si, a des choses inégales, des choses €égales sont ajoutées, les touts

sont inégaux.
5. Etles doubles du méme sont €gaux entre eux.
6. Et les moitiés du méme sont égales entre elles.}
7. Et les choses qui s’ajustent les unes sur les autres sont €gales entre elles.
8. Etle tout {est} plus grand que la partie.
9. {Et deux droites ne contiennent pas une aire.}"*

Les expressions entre les accolades sont ignorées par Heiberg dans son
édition, car il les accepte comme interpolées®. Par exemple Vitrac avance que la

NC9” est directement une demande (ou postulat) ou une hypothése qui est propre a

% Vitrac, ibid. p. 178. Voir :

", 10 T® a0Td ioa Kol AAAAoLG €otiv Toa.

". kai €av Tooig ioa mpootedi), Ta 6Aa Eotiv Toa.

". kol €av amo fowv ioa aealpedi], T0 KOTAAETOUEVE E0TLY TG0,

", kai €av avicolg ioa mpootebiy, Ta OAa £oTiv dvica.

", K01 0 ToD a0Tod SImAGG1o ico AAAAOLG 0TIV,

", Kol T ToD avTod Mion oo AAAA0IG €oTiv. ]

. kal ta Epappolovta &n” GAANA Toa AAAAOLG EOTIV.

n’. kol to dhov Tod pépovg peilov Eotiv.

[0”. kol 600 gvOion ywpiov o0 mepiéyovaty.] Euclid, Euclidis Elementa Vol I, p. 5-6.

% Notons qu’il y a un certain nombre des discussions sur I’interpolation des propositions qui se
trouvent sous le titre de Notions Communes. Nous venons d’indiquer que le texte des Eléments est
construit des certains manuscrits. Dans les différents manuscrits il y a différent nombres des
propositions se trouvant sous les titres de Notions Communes et de Demandes. Ces différences ont
conduit les commentateurs a penser que certaines propositions sont ajoutées au texte quand il est
transféré aux manuscrits. Par exemple, comme nous avons vu dans le chapitre 3.1 il y a les
commentateurs comme Tannery qui avance que toutes les propositions qui se trouvent sous le titre de
Notions Communes sont ajoutées (ou interpolées) au texte. De plus, il y a les commentateurs comme
Heath qui pensent que le titre de Notions Communes était dans le texte original, mais il y a les
propositions qui sont interpolées. Au demeurant, on peut observer qu’Heiberg omit les N.C. 4, 5, 6 et
9 et il ne les traduit pas en latin. Malgré du fait que ces propositions sont dans le manuscrit qu’il
utilise, il ne les traduit pas. Dans ce cadre nous pouvons dire qu’il les accepte en tant qu’interpolées.
Comme nous la verrons dans I’examen de la N.C. 1, 2 et 3 nous pouvons dire que les N.C. 4, 5¢t 6
sont interpolés car on peut les déduire de N.C 2 et 3. D’ou ils ne peuvent pas étre les notions
communes car ils ne sont pas premiéres. En effet, puisque les Notions Communes sont dites pour les
¢léments qui appartiennent a un domaine plus large que celle de la géométrie et comme le caractére
géométrique de la N.C. 9 est évident, cette proposition ne peut pas étre sous le titre de Notions
Communes.

% Nous écrivons NC pour les Notions Communes et Dem pour les Demandes. Nous écrivons Déf
pour les définitions et Prop pour les propositions démontrées dans les Elements. Les nombres suivant

TN 6 R T R
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la géométrie’’. C’est pourquoi, on peut I’accepter comme interpolée. Si elle était
dans le texte original, il devrait étre sous le titre de Demandes. En outre, la NC4,
NCS, et NC6 sont acceptées comme interpolées, car on peut les déduire de la NC1,
de la NC2, et de la NC3°%. Alors, on peut commencer 4 la traitée des propositions

ayant lieu sous le titre de Notions Communes.
3.3.1. La relation d’égalité

La NCI ¢énonce : « Les choses égales a une méme chose sont aussi égales
entre elles »”>. Dans le texte original I’expression : « t& 1@ o0T® ioa kai GAARLOIG
gotiv ioa ». Avant tout, il faut constater que la NC1 est la premiere proposition ou le
terme « €gale (icog) » occure. Ce terme se trouve dans les définitions critiques
comme la Défl-4 et la DéfI-7 ou les demandes comme la Dem4”*. C’est pourquoi, il

faut soigneusement 1’examiner.

En premicre lieu, il est utile de voir que cette proposition ne mentionne pas ce
que « étre égale » est; a savoir ce n’est pas la définition « d’étre égale », car la
signification d’étre égale a une chose n’est pas définit dans cette expression. Il est
seulement précisé que ceux qui sont égaux a la méme chose sont égaux entre eux.
C’est pourquoi, méme si la définition d’étre égale n’est pas donné par la proposition,

les conditions d’¢égalité des choses sont précisées : (1) « Les choses en étant égales a

Déf ou Prop font référence aux livres ou ils se trouvent et les nombres qui suivent premiers nombres
signifient I’ordre de définition ou proposition. Par exemple, Défl-4 signifie la 4°™ définition du livre I
et Propl-1 signifie la premiére proposition du livre I.

I 11 dit : « Si I'on excepte le dernier énoncé, de caractére géométrique et trés certainement interpolé,
tous ces axiomes portent sur 1'égalité (et I'inégalité pour les 4 et 8) et son comportement vis-a-vis de
certaines « opérations » : adjonction, retranchement, doublement, dichotomie, ajustement. ». Vitrac,
ibid, 179.

Dans la deuxiéme note de bas de page il indique : « L'énoncé a sans doute été extrait de la
démonstration de la Prop. 4. Si I'on considére avec Proclus qu'une droite est entiérement déterminée
par deux de ses points (soit par la Df. 1. 4, v. notre comm., soit a partir de la Dem. 1 comme le pense
Proclus (239. 16-20)), il était de surcroit inutile. Certains Mss. (dont P) ont cet énoncé comme 6°
Dem. ; c'était aussi le cas du texte d'an-Nayrizi, mais Simplicius déclare qu'il ne figure pas dans les
anciennes copies (Anar.} 35). Il apparait une seconde fois dans an-Nayrizi comme dernier des
axiomes (Anar.) 36) ». ibid.

%2 Nous traiterons les Notions Communes 1, 2, 3, 7, et 8 & partir des discussions nous avons mentionné
dans la note de bas de page 88. De plus, nous commengons a traiter les Notions Communes a partir de
NCI1 car cette proposition précéde logiquement celles qui suivent. Nous disons que la NC1 précéde les
autres notions communes, car dans cette proposition les conditions d’étre égales sont données; a
savoir les propriétés de la relation d’égalité. La NC2 et la NC3 donnent les propriétés des opérations
qui fonctionnent sur les égales. En outre, comme dans la NC2 les conditions d’obtenir « le tout » est
donné, et comme la NC8 donne les conditions que le tout et la partie remplissent, la NC2 précéde
logiquement la NC8. Voir : la note de bas de page 88.

% Vitrac, ibid. p.178.

% Pour les Déf. 1-4 et I-7 voir les notes de bas de page 76 et 77. La Dem. 4 est posée comme « 8. Kai
Tacog Tae Opoac yoviag ioac dAMihoug sivar. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol I, 1883, p. 8. « Et
que tous les angles droits soient égaux entre eux. ». Vitrac, ibid. p. 173.
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une méme chose sont €gales entre elles » ou (2) (qui est converse de (1)) « les choses
¢tant égales entre elles sont égales a la méme chose ». Par conséquente, on peut
affirmer que 1’égalité est donné par une relation. Parce que 1’égalité des choses est
comprise au sujet de la relation entre des choses. L’égalité, donc, est une relation
telle que si quelque €élément « a » est 1ié a un €lément « ¢ » et si un autre €¢lément
« b » est 1ié au méme élément « ¢ » par égalité, « a » et « b » sont liés par égalité. En
d’autres termes, si les deux ¢léments « a » et « b » ont la relation d’égalité, il existe

un ¢lément « ¢ » qui est li€¢ aux €léments « a » et « b » par égalité.

De cette maniere, on peut dire que la NCI ressemble a la relation
d’équivalence au sens moderne. Une relation d’équivalence sur un ensemble E

possede les propri€tés suivantes :
e Réflexivité : pour tout a € E, aRa.
e Symétrie : pour tout a, b € E, si aRb alors bRa.
e Transitivité : pour tous a, b, ¢ € E, si aRb et bRc alors aRc.

Lorsqu’on examine la relation d’égalit¢ qu’Euclide pose, on voit que cette

relation possede les propriétés de symétrie, de transitivité, et de réflexivite.

La relation qui est postulé¢ par la NCI posseéde la propriété de symétrie.
Supposons que relation n’est pas symétrique. Alors, (1) il existe au moins un ¢lément
«b» bien que la relation d’égalité existe entre «a» et « b», la méme relation
n’existe pas pour «b» et «a» par la définition de symétrie. Si (i1) la relation
d’égalité existe entre « a » et « b » alors il doit exister un troisieme élément « ¢ » qui
a respectivement la relation d’égalité avec « a » et « b » par la N.C. 1. Par contre, si
(111) la relation d’égalité n’existe pas entre les éléments « b » et « a » alors il n’existe
aucun ¢€lément « ¢ » qui a la relation d’égalité avec « b » et « a ». Comme (i1) et (ii1)
sont contradictoires, (i) n’est pas le cas. Et comme, (i) n’est pas le cas, ’expression
qui avance que la relation d’égalité n’est pas symétrique n’est pas le cas. Donc la

relation d’égalité est symétrique.

De plus, égalit¢ d’Euclide possede la propriété de transitivité. Parce que
I’expression elle-méme avance que ceux qui sont €égaux a la méme chose, la portent
aussi entre eux. En d’autres termes, la proposition dit que (iv) si la relation d’égalité

existe entre les éléments «a» et « ¢ », de méme entre les éléments « b» et «c»
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alors cette relation existe entre « a » et « b ». Et puis, on a montré que la relation
d’égalité posséde la propriété de symétrie. Alors, comme la relation d’égalité existe
entre « b » et « ¢ », elle existe aussi entre « ¢ » et « b ». Par conséquent, I’expression
(1v) devient « si la relation d’égalité existe entre les €léments « a » et « ¢ », de méme
entre les éléments « ¢ » et « b » alors elle existe entre les éléments « a » et « b». On

peut, donc, insister que la relation d’égalité possede la propriété de transitivité.

Enfin, on peut démontrer que la relation posséde la propriété de réflexivité.
Supposons que (b) cette relation ne possede pas cette propriété. Alors, (v) il existe au
moins un ¢lément « a » tel que la relation d’égalité n’est pas valable avec lui-méme.
Cependant, si la relation d’égalité n’existe pas entre ’élément « a » et « a » alors il
n’existera aucun ¢lément « b » tel que 1’élément « a » a la relation d’égalité avec lui.
Puisque, s’il existe un €élément « b » tel que I’élément « a » a la relation d’égalité
avec lui alors I’élément « b » aura cette relation avec I’élément « a» comme la
relation d’égalité est symétrique. Dans ce cas, (vi) il existe la relation d’égalité entre
«a» et «a»comme la relation est transitive. Comme (v) et (vi) sont contradictoires,
(b) n’est pas le cas. Et, donc, la relation d’égalité possede la propriété de réflexivité.
En d’autres termes la relation d’égalité est seulement valable sur les ¢léments qui

sont égaux aux eux-mémes’-.

En conclusion, on peut asserter que la relation d’égalité chez Euclide possede
les mémes propriétés avec la relation d’équivalence. En d’autres termes, la relation
qu’Euclide la propose comme une Notion Commune possede les propriétés de
réflexivité, de symétrie et de transitivité. Dans ces conditions, cette relation est
valable au moins pour les éléments du domaine sur laquelle la Géométrie et la
Théorie des Nombres portent. De méme elle est valable pour les autres domaines de

la science, car elle est donnée sous le titre de Notions Communes.

%3 Notons que cette proposition n’exprime rien sur « 1’égalité a lui-méme ». On peut seulement
asserter par cette notion commune que la relation d’égalité n’est pas valable pour les éléments qui ne
sont pas égaux aux eux-mémes, c’est-a-dire que si un élément n’est pas égal a lui-méme, il ne peut pas
égale a un autre élément. Dans ce cadre la N.C. 1 ne nécessite pas le fait d’étre égaux aux eux-mémes
pour tous les éléments du domaine. La nécessité d’étre €gale a lui-méme vient de la N.C. 8. Comme
nous le verrons dans la discussion de la N.C. 8, il existe deux relations entre les éléments : ils sont ou
bien égales ou bien ne sont pas égales. Si un élément n’est pas égal a lui-méme, il est plus grand que
lui-méme ; ¢’est-a-dire il posséde les parties qu’il ne posséde pas ce qui est absurde. Par suite, tous les
¢léments du domaine doivent étre égaux aux eux-mémes. Voir : ’examen de la N.C. 8.
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3.3.2. Les opérations « ajouter» et «retrancher» et les Notions

Communes interpolées

Les deux propositions suivantes posent les propriétés des opérations
nommées « ajouter (mpootiOnut) » et « retrancher (dpapéw) » quand ils opérent sur
les égales. La NC2 pose: « Et si, a des choses égales, des choses ¢gales sont
ajoutées, les touts sont égaux » °. Et la NC3 exprime : « Et si, 4 partir de choses
égales, des choses égales retranchées, les restes sont égaux »° /. En premier lieu on
peut inférer que ces opérations sont valables pour tous les genres des ¢léments, sauf

les points®®, qu’Euclide traite dans les Eléments.

I faut, ensuite, indiquer que « le tout » est obtenu en ajoutant des choses aux
choses ou en d’autres termes, I’opération nommeée « ajouter » nous donne « le tout ».
Alors, on a la premiere expression au sujet du « tout» qui aura une grande
importance d’abord pour la NC8, et puis, pour les définitions. En revanche, notons

que des choses qui sont ajoutées I’une a I’autre ne sont pas mentionné.

Au demeurant, I’addition est valable sur les éléments qui appartiennent aux
mémes genres, car les éléments appartenant aux différents genres ne peuvent pas
former un tout”. D’autre part, indiquons que "opération « d’addition » est utilisée
comme elle est valable pour les ¢éléments qui appartiennent au méme genre. Les
utilisations « d’ajouter » se trouvent dans le texte comme une opération qui est

6'% et la

valable pour les éléments du méme genre. Par exemple, dans la Propll-
Propll-10'"", Euclide emploi le terme pour deux lignes droites ot I'une est ajoutée a

102
autre!®.

% Ibid. p.178.

°7 Ibid. p.178.

%8 Sauf les points, car on ne peut pas ajouter les points comme nous le verrons dans la discussion de la
Def. I-1.

% En outre, il est aussi nécessaire d’énoncer que comme nous le verrons dans 1’examen de Définitions,
le tout ne peut pas étre composé des parties qui appartiennent aux genres différents

19 ProplI-6 : « Si une ligne droite est coupée en deux parties égales et qu’une certaine droite lui soit
ajoutée en alignement, le rectangle contenu par la droite entiére plus la droite ajoutée et la droite
ajoutée, est, pris avec le carré sur sa moiti¢, égal au carré sur la droite composée de sa moitié¢ et de la
droite ajoutée. » Vitrac, ibid., p. 335. En grec ancien : ¢". 'Eav g00gia ypapun tunoi diya, tpootediy
8¢ T1c avTh] €00ela Em” gvBeiag, TO VIO TTig OANG GVV TI] TPOSKEWEVT KOl TTiG TPOCKEUEVNG
TEPLEYOUEVOV OpBOYDVIOV LETO TOD GO TTiG LUGEINS TETYUYDVOL {60V £0TL TG U0 THG GLYKEWUEVTS
€K e Thi¢ Nwoeiag kal Thg Tpookelpévng tetpaydv. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol 1, 1969, p.
75.

191 ProplI-10 : « Si une ligne droite est coupée en deux parties égales et qu'une certaine droite lui soit
ajoutée en alignement les carrés décrits 1'un sur la droite entiére avec la droite ajoutée, l'autre sur la
droite ajoutée, sont, tous les deux ensemble, doubles des carrés décrits 'un sur sa moitié l'autre sur la
droite composée de sa moitié et de la droite ajoutée comme sur une seule droite. » Vitrac, ibid. p. 346.
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Par ailleurs, ’opération nommée « retrancher » opere, de méme, sur tous les
genres des ¢léments du domaine que les Eléments s’occupe. On pense que ce
retranchement a lieu sur «le tout», car «le tout» est obtenu en ajoutant les
choses'®. Puisqu’il est obtenu par addition, 1’opération de retranchement est valable
sur le tout. Et comme le tout est composé les ¢léments appartenant au méme genre,
I’opération de « soustraction » est valable pour des éléments du méme genre.
Dr’ailleurs, signalons que cette opération est employée a propos des ¢éléments

104
6

appartenant au méme genre. Par exemple, dans la Prop. VI-26 ™, cette opération est

employée sur un tout et I’élément retranché est partie du méme genre que le tout'”’

En grec ancien : « 1". 'Eav €00gia ypopupr tun0ij dixa, mpootedi) 6¢ tic adti) e00<ia &’ gvbeiag, TO Ao
TG 6ANG GLV T1} TPOCKEEVT KOl TO GO TTG TPOGKEWEVG TA GLVUUPOTEPQ, TETPAYOVA SITAGCLA E0TL
ToD T€ AMO THG MoElNG Kol TOD Ao THG SLYKEWEVNS €K T€ TG NoELNG Kol TTiG TPOSKEWEVNC (G OO
puou; avaypaeévtog tetpaydvov. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol I, 1969, p. 83.

%2 Euclide use « mpootifnut » avec la méme connotation dans la Prop. V-25 (pour les magnitudes) et
la Prop. XII-5. Cependant, il faut aussi indiquer qu’il existe les autres verbes qui sont employés pour
de signifier I’opération « ajouter ».

Prop. V-25 : « Si quatre grandeurs sont proportionnelles, la plus grande et la plus petite sont plus
grandes que les deux autres. » Euclide, Les ceuvres d’Euclide, en grec, en latin, en francais,
d’aprés un manuscrit trés-ancien qui était resté inconnu jusqu’a nos jours Tome I, trad. par
Frangois Peyrard, Paris, M. Patris, 1814, p. 287. En grec ancien : « ke". 'Eav téccopa peyén
&varoyov 7, T péytotov [adTdv] Kai o EAdyicTov dVo v Aowmdv peilovd otv. ». Euclide, Euclidis
Elementa Vol 11, 1970, p. 37.

Prop. XII-5 : « Les pyramides triangulaires qui ont la méme hauteur sont entr'elles comme leurs
bases. ». Euclide, Les ceuvres d’Euclide, en grec, en latin, en francais, d’aprés un manuscrit trés-
ancien qui était resté inconnu jusqu’a nos jours Tome III, trad. par Frangois Peyrard, Paris, M.
Patris, 1818, p. 139. En grec ancien : « &” Al 70 T0 a0TO BYOC 0DGOL TVPOUISES KOi TPLYDVOLC
&yovoat Bacelg Tpog aAAAag eiciv og al Baceis. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol IV, 1973, p. 92.
'% Dans ce cadre, nous supposons que « addition » est « soustraction » sont les opérations inverses.
194 Prop. VI-26 : « Si d'un parallélogramme on retranche un parallélogramme, semblable au
parallélogramme entier, et semblablement placé, et ayant avec lui un angle commun, ces
parallélogrammes seront autour de la méme diagonale.» Euclide, Les ceuvres d’Euclide, en grec, en
latin, en francais, d’aprés un manuscrit trés-ancien qui était resté inconnu jusqu’a nos jours
Tome I, trad. par Frangois Peyrard, Paris, M. Patris, 1814, p.354. En grec ancien : « k¢". 'Eav amo
TOPAAANAOYPALLOV TOPUAANAGYPOLLLLOV APatpedT] OpLotoV Te T@ dA® Kol OLOIMG KEIEVOV KOV
yvoiav Exov adtd, mepl Ty adTV StdpueTpdv 0Tt @ 6A®. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. 11,
1970, p. 87.

195 1] en est ainsi pour les nombreuses démonstrations. Voir : Prop. IX-24, X-1 etc.

Prop. IX-24 : « Si d'un nombre pair on retranche un nombre pair, le reste sera pair. » Euclide, Les
ceuvres d’Euclide, en grec, en latin, en francais, d’aprés un manuscrit trés-ancien qui était resté
inconnu jusqu’a nos jours Tome II, trad. par Frangois Peyrard, Paris, M. Patris, 1816, p. 94. En grec
ancien : « k3", 'Eav amo dptiov apOpod aptiog apatpeti, 0 Aorog dptiog Eotal. ». Euclid, Euclidis
Elementa Vol. II, 1970, p. 216.

Prop. X-1 : « Deux grandeurs inégales étant proposées, si I’on retranche de la plus grande une partie
plus grande que sa moiti€, si I’on retranche du reste une partie plus grande que sa moitié, et si I'on fait
toujours la méme chose, il restera une certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des
grandeurs proposées. ». Euclide, Les ceuvres d’Euclide, en grec, en latin, en francgais, d’aprés un
manuscrit trés-ancien qui était resté inconnu jusqu’a nos jours Tome I, trad. par Frangois
Peyrard, Paris, M. Patris, 1816, p. 113. En grec ancien : « a". Avo peyed®dv dvicwov Ekkelpévay, £av
amo tod peifovog apaipedi) peilov i to fruov kal 1o kataAeyopévov peifov i to fipiov, kai Toito
aet ylyvnrot, Aetpfnoetol T péyebog, 6 Eotat ELacoov Tod EKKEYEVOL EAAGGOVOG LEYEDOVG. ».
Euclide, Euclidis Elementa Vol. III, 1972, p. 2.
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Au demeurant, comme Vitrac I’indique, il faut «éviter de parler
« d’addition » et de « soustraction » qui ont une connotation arithmétique marquée »,
car ces énoncés sont les notions communes qui sont applicable un domaine plus
étendu qu’ Arithmétique'®. C’est pourquoi, il faut compter les opérations données
par ces ¢énoncés sont communes «aux différentes especes de la science
mathématique »'”’. On utilise « addition » et « soustraction » dans le contexte que

Vitrac mentionne. On les utilise pour un domaine plus étendu.

Ensuite, on peut faire inférences de ces propositions. Pour la NC2 on peut
dire que comme la NC2 est le cas, la contraposé¢ de la NC2 est le cas. Si nous
considérons la contraposé de la NC2 posée comme « a des égales, des égales sont
ajoutées, les touts sont égales »'*®, on a 1’énoncée « si les touts ne sont pas égales, a
des ¢égales, des égales ne sont pas ajoutées ». Et comme a des égales, des égales ne
sont pas ajoutées, ou bien (i) a des égales, des inégales sont ajoutées, ou bien (ii) a
des inégales, des égales sont ajoutées. On a, donc, deux autres expressions qui sont
déduites de la NC1'®. De plus, il en est ainsi pour la NC3. Si I'on considére la
contraposé de cette expression, on aura « si les restes ne sont pas égales, ou bien (iii)
a des égales, des inégales sont ajoutées, ou bien (iv) a des inégales, des égales sont
ajoutées ». Enfin, on a quatre conséquences de la NC2 et la NC3 qui peuvent étre

. r r : 11
appliquées aux démonstrations''’.

3.3.3. La superposition

En ce qui concerne la NC7, notons, d’abord, qu’elle est acceptée comme un
axiome propre (ou demande) de la géométrie ; car 'usage du terme « s’ajuster
(papuolm) » employé dans la proposition semble étre utilisé comme un axiome qui
permet la superposition des figures ; a savoir le déplacement ou I’application des
objets géométriques I’un sur P'autre. Rappelons I’expression : « Et les choses qui

. r 111
s’ajustent les unes sur les autres sont égales entre elles » .

1% Vitrac, ibid. p. 179.

"7 Vitrac, ibid. p. 179.

1% Vitrac, ibid. p. 178.

199 1] faut remarquer que (i) et (ii) est contenues comme les notions communes dans les manuscrits
utilisés par Heiberg et Peyrard. En plus, Heiberg tient neuf notions communes mais il traduit en latin
cing qui sont de méme accepté par Proclus. Si I’on suivi la définition d’axiome chez Aristote, comme
(1) et (ii) sont déduit de C.N. 2 ils ne peuvent pas étre les axiomes.

"% On peut, de méme, démontrer les autres propositions ignorées par Heiberg. Pourtant, dans notre
recherche nous traiterons la construction de I’espace. C’est pourquoi, nous nous concentrerons sur les
expressions liées a la construction de I’espace.

1'Voir la note de bas de page 88.
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Avant tout notons, le sens du verbe « épapuolm », qui est traduit par Vitrac
comme « s’ajuster », se differe par rapport a son usage modal (c’est-a-dire en active
ou en passive) en grec ancien. Heath remarque qu’en usage passive « il signifie
« étre appliqué a » sans impliquer que la figure appliquée s’adaptera exactement ou

coincidera avec la figure a laquelle elle est appliquée »''2.

De l’autre coOté, en usage active « il est intransitivement employé et signifie

, . 113
« s’adapter exactement », « coincider avec » » ~. Pour notre cas, le verbe est
employé en usage active. D’ou, il faut considérer qu’on traite le deuxieme sens du
verbe ; c’est-a-dire « s’adapter exactement (ou s’ajuster) » ou « coincider avec ».
Dans ce cas, les commentateurs sont presque d’accord que cette notion commune
possede un caractere géométrique, ou elle est propre de la géométrie, car Euclide

I’emploi pour la superposition.

En effet, toutes les occurrences du verbe se trouvent dans les démonstrations
de Propl-4'", Propl-8'", et Proplll-24''®. Cette situation améne certains
commentateurs a penser que NC7 est interpolée, car comme elle est un axiome lié
seulement a la géométrie, elle ne peut pas avoir lieu sous le titre de Notions

Communes. Par exemple, Heath remarque l'observation de Tannery sur ce sujet.

"2 Voir : « Koi 1 épappolovta én” A foo GAMAOL EoTiv

Things which coincide with one another are equal to one another.

The word épapuolerv, as a geometrical term, has a different meaning according as it is used in the
active or in the passive. In the passive, épapuoleofou, it means " to be applied to" without any
implication that the applied figure will exactly fit, or coincide with, the figure to which it is applied;
on the other hand the active épapuolerv is used intransitively and means "to fit exactly," " to coincide
with." In Euclid and Archimedes épapuolerv is constructed with ézi and the accusative, in Pappus
with the dative. » Sir Thomas L. Heath, The Thirteen Books of The Elements Volume I,
Cambridge, Presse Universitaire, 1908, p. 224.

'3 Ibid. p. 225.

"4 Propl-4 : « Si deux triangles ont deux cotés égaux a deux cotés, chacun & chacun, et s'ils ont un
angle égal a un angle, celui contenu par les droites égales ils auront aussi la base égale a la base, les
triangles seront égaux et les angles restants seront égaux aux angles restants, chacun a chacun, c'est-a-
dire ceux que les cOtés égaux sous-tendent. ». Vitrac, ibid. p. 200. En grec ancien : « 6". 'Eav dvo
Tpiymvo tag 800 mhevpag [toic] dvoi mievpaic Toag Exn Ekatépav Ekatepy KAl TV YoViay T Yovig
ionv &ym v V1o TAOV iceV 001V TEplEYOUEV Y, Kol TNV Bdowv 0 Bacet Tonv €Eet, kal to Tpiyovov
¢ Tply®ve ioov £otat, Kol ol Aotral yoviot Toig Aowdis yoviolg oot Ecovtal Ekatépa EKoTEPQ, VO’
g al foor mevpai voteivovotv. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, 1969, p. 10.

1S Propl-8 : « Si deux triangles ont deux co6tés égaux a deux co6tés, chacun a chacun, s’ils ont, de plus,
la base égale a la base, ils auront aussi un angle égal, a savoir celui qui est contenu par les droites
égales. » Vitrac, ibid. p. 212. En grec ancien : « )". 'Eav dvo tpiymva tag dVvo migvpag [taic] d0o
mhevpaic Toag &yn ekatépav Exatepq, £ O¢ kal v Pacwv T Pdoet ionv, kal v yoviay T yovig
ionv &gl v VIO 1OV Towv evBeldV mepieyonévny. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, 1969, p. 15.
"% PropIll-24 : « Les segments de cercles semblables sur des droites égales sont égaux entre eux. »
Vitrac, ibid. p. 438. En grec ancien : « k3". Ta nti icov £00g1dv Opoto Tufpota KOA®V ica GAANAOLG
€otiv. ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, 1969, p. 126.
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Tannery avance que comme elle possede un caractére incontestablement

7 SR oA : 11
géométrique, elle doit étre exclue de Notions Communes''”.

D’autre coté, il existe les commentateurs qui acceptent 1’originalité de NC7.
On peut tirer ’exemple de Proclus qui avance qu’il faut ne pas réduire les axiomes
au minimum, comme Héron le fait en donnant seulement trois axiomes. Pourtant,
Heath note que la conclusion de Proclus compte sur une supposition qu’Euclide
donnerait tous les axiomes employ€s subséquemment et non réductibles a d’autres

. . . 11
indiscutablement inclus''®.

De plus, Heath, lui-méme indique qu’elle a lieu dans le texte original car
autrement, puisqu’elle est employée en démonstration de la Propl-4, sur laquelle la
totalit¢ des Eléments dépend soit directement soit indirectement, serait discutable.

C’est pourquoi, il devrait tre dans le texte original.

Cependant, Heath constate que la superposition est une méthode légitimée
pour la démonstration de 1’égalité des figures, ou en d’autres termes la NC7 sert en

. 11
tant qu’axiome de congruence'”’

; c’est-a-dire qu’elle est employée comme un
axiome propre de la géométrie. Parce qu’elle est employée en preuve de la Propl-4

dans le contexte de la superposition des choses qui sont égaux entre elles. Heath met

"7 Voir : « On Common Notion 4 Tannery observes that it is incontestably geometrical in character,
and should therefore have been excluded from the Common Notions; again, it is difficult to see why it
is not accompanied by its converse, at all events for straight lines (and, it might be added, angles also),
which Euclid makes use of in I, 4. As it is, says Tannery, we have here a definition of geometrical
equality more or less sufficient, but not a real axiom ». Heath, ibid. p. 225. Pour les expressions de
Tannery voir : « Quant aux notions communes 7 et 8, elles me paraissent également ne pas davantage
appartenir a Euclide, malgré I'autorité de Proclus. L'énoncé 7 a un caractére géométrique incontestable
qui aurait dd le faire exclure des notions communes ; d'autre part, il est difficile de voir pourquoi il
n'est pas accompagné de sa réciproque, au moins pour les lignes droites, réciproque dont Euclide doit
user en premier lieu. En fait, il y a 1a une définition de 1'égalité géométrique, définition plus ou moins
suffisante, mais il n'y a pas d'axiome véritable ». Tannery, ibid. p. 167.

"8 Voir : « It is true that Proclus seems to recognize this Common Notion and the next as proper
axioms in the passage (p. 196, 15-21) where he says that we should not cut down the axioms to the
minimum, as Heron does in giving only three axioms; but the statement seems to rest, not upon
authority, but upon an assumption that Euclid would state explicitly at the beginning all axioms
subsequently used and not reducible to others unquestionably included. Now in 1. 4 this Common
Notion is not quoted; it is simply inferred that “the base BC will coincide with EF, and will be equal
to it.” The position is therefore the same as it is in regard to the statement in the same proposition that,
"if...the base BC does not coincide with EF, two straight lines will enclose a space: which is
impossible"; and, if we do not admit that Euclid had the axiom that "two straight lines cannot enclose
a space," neither need we infer that he had Common Notion 4. I am therefore inclined to think that the
latter is more likely than not to be an interpolation ». Heath, ibid. p. 225.

19 Voir : « It seems clear that the Common Notion, as here formulated, is intended to assert that
superposition is a legitimate way of proving the equality of two figures which have the necessary parts
respectively equal, or, in other words, to serve as an axiom of congruence. ». Ibid.
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accent sur la démonstration de la Propl-4 fait par Euclide'*’. Dans ce preuve Euclide
démontre I’égalité des coté de quels que soient triangles quand ils ont deux cotés,
¢tant différent de premiers, sont égaux chacun a chacun et les angles contenus par ces
cotés sont égales. Euclid suppose d’abord deux triangles ABC et DEF, comme AB
est égale a DE et de méme AC a DF. Et puis, Euclide applique le triangle ABC sur le
triangle DEF. Ensuite, Heath cite le passage ou la démonstration de la Propl-
4 commence : « le triangle ABC étant appliqué sur le triangle DEF, d’une part le
point A étant posé sur le point D, d’autre part la droite AB sur DE, le point B aussi
s’ajustera sur le point E parce que AB est égale a DE »'*!. C’est pourquoi, Heath
infére qu’Euclide emploi ladite méthode et il considere une figure comme mouvée et

placé sur autre.

On est encore une fois en accord avec Heath que la NC7 devrait étre sous le
titre de Notions Communes. Pourtant, nous avons quelques réserves sur son
inférence au sujet de la congruence. En premier lieu nous pensons que la NC7 n’est
pas seulement une proposition géométrique car elle est donnée sur les quantités ;
c’est-a-dire, la NC7 n’exprime pas seulement une propriété des ¢léments de la
géométrie. 11 ne déclare des propriétés propres des points ni des lignes ni quelque
autre espeéce de ce genre. Il faut indiquer que comme la proposition s’agit seulement
des choses qui s’ajustent entre elles, il ne peut pas €tre regardé en tant que Demande.
Pour qu’on puisse I’envisager comme un axiome géométrique (ou Demande), il doit

exprimer seulement sur les éléments propres de la géométrie.

D’autre part, malgré du fait que le terme «&papuolm » est directement
employé par Euclide dans un sens li¢ a la superposition dans les démonstrations des
propositions mentionnées, il faut qu’on puisse de méme considérer « épapuolm »
comme un terme qui permit la substitution des égaux, car si I’on acceptait la NC7 en
tant qu’axiome de congruence ; a savoir en tant qu’axiome propre de la géométrie, la

méthode de substitution qui est employée dans certaines preuves devient invalide.

120 The phraseology of the propositions, e.g. 1. 4 and 1. 8, in which Euclid employs the method
indicated, leaves no room for doubt that he regarded one figure as actually moved and placed upon the
other. Thus in 1. 4 he says, "The triangle ABC being applied (épapuolouévon) to the triangle DEF,
and the point A being placed (z16suévov) upon the point D, and the straight line AB on DE, the point B
will also coincide with E because AB is equal to DE"; and in 1. 8, " If the sides BA, AC do not
coincide with ED, DF, but fall beside them (take a different position, Zapaiidéovav) then" etc ».
Ibid.

12! Vitrac, ibid. p. 201.
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Notamment, il emploi la méthode de substitution dans la preuve de la PropV-
25'% ou il démontre pour quatre magnitudes proportionnelles, I’addition de la plus
grand et la plus petite est plus grand que 1’addition des autres magnitudes. Il échange
les égales entre elles. Afin de la démontrer il ordonne les magnitudes, et il accepte
que la plus grande soit proportionnelle avec la deuxieme et la troisieme soit
proportionnelle avec la plus petit. Alors, il retranche deux magnitudes plus grandes,
les parties qui sont égales a troisieme et la plus grand respectivement ; a savoir de la
plus grand il retranche celle qui égale a troisieme, ainsi que de la deuxiéme, celle qui
¢gale a la plus petit. Puis il dit que la proportion est valable pour les retranchées.
Cependant, la substitution des égaux devrait €tre possible si un tel changement est
légitime.

A cet égard on peut tirer I’exemple de la Propl-7'%. Euclide démontre

I’impossibilité de construire de deux triangles congruente du méme coté de la droite
donnée. Il conduit la démonstration par I’absurde. Il accepte, d’abord, qu’il est
possible de construire un tel triangle et puis il montre I’impossibilité de celle-ci par

les contradictions. Il avance :

« Car si c’est possible, que sur la méme droite AB, soient construites, égales
chacune a chacune aux deux mémes droites AC, CB, deux autres droites AD, DB en
un point quelconque D, différent de C mais du méme co6té, et ayant les mémes
limites, de sorte que, d’une part, CA soit égale a DA en ayant méme limite qu’elle en
A, d’autre part, CB soit égale a DB en ayant méme limite qu’elle en B et que CD soit
jointe. Or puisque AC est égal a AD, I’angle sous ACD est aussi égal a celui sous

ADC. Donc celui sous ADC est plus grand que celui sous DCB (NC8) ».'**
Dans la démonstration il continue comme suivant :

Comme AC = AD, I’angle ACD = I’angle ADC. Par suite, ’angle ADC est
plus grand que I’angle DCB. En effet il est évident qu’il emploie NC8, pour de
démontrer la petitesse de DCB de ADC. Pourtant, ’'usage de la NC8 peut étre

décevant, car ’angle DCB n’est pas une partie de ’angle ADC, il est une partie de

122 Voir la note de bas de page 100.

123 Propl-7 « Sur la méme ligne droite, ne seront pas construites, égales chacune & chacune aux deux
mémes droites, deux autres droites, en un point quelconque, différent mais du méme c6té, et ayant les
mémes limites que les premicres. » Vitrac, ibid. p.209. En grec ancien : « {. €xi tiig awtiig €00siog
500 Toic avTaic e00siong GAlat dvo evbeion ioon Exatépa EKaTéPQ oV GuoTabncovTaL TPOG BAAD Kol
GAA® onpeim &l To a0 Ta PEPT TA o0 TA TEPATA EXOVT UL TAIG €€ Apyiic e00siatg. ». Euclide, Euclidis
Elementa Vol. 1, 1969, p. 14.

1% Vitrac, ibid. p. 210.
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I’angle ACD qui est égale a ADC. En revanche, si substitution des angles n’est pas
permit par Notions Communes ou par Demandes, 1’angle ADC ne peut pas étre plus
grand que I’angle DCB, car DCB n’est pas une partie d’ADC. DCB est une partie
d’ACD. Si une telle substitution a lieu, ACD et ADC doivent étre substituables.

Par suite, on peut dire qu’il accepte qu’il soit 1égitime de penser les égaux en
tant que substituables. Néanmoins, une telle substitution n’est pas possible si les
axiomes ou les preuves précédentes ne la permettent pas. Comme on vient de
remarquer les autres notions communes ne donnent pas une telle opportunité ni des
preuves précédentes. Dans ce cas, on peut constater que malgré du fait qu’Euclide
n’emploie pas le terme « épapuolm », il substitue les égaux. Par suite, on peut dire
que comme un tel changement entre les égaux aurait lieu, il faut accepter que le
terme « €pappolm » nous donne la 1égitimité de penser 1’'un des égaux a la place de
I’autre. En d’autres termes il nous permet considérer les égaux comme

interchangeables.

De plus, dans ces conditions, en ce qui concerne la superposition, on pense
qu’elle ne s’agit pas de déplacer des choses. Bertrand Russell remarque sur ce sujet :
« L’apparent usage du mouvement est ici décevant ; ce qui, en géométrie est nomme
mouvement est bien plutot le déplacement de notre attention, d’une figure a une
autre ». Pourtant, il faut indiquer que Russell, comme Heath, envisage qu’Euclide
emploie explicitement la superposition d’une maniére actuelle. « ... Tout ce dont on
a besoin est », continue Russell, « ce déplacement d’attention de la figure originale,
vers une nouvelle, définie par la position de certains de ses ¢léments et par certaines

crar . 12 .
propriétés qu’elle a en commun avec la figure originale » '*°. Dans ce cadre, on dit

125 « The apparent use of motion is deceptive; what, in Geometry, is called a motion, is merely the
transference of our attention from one figure or set of elements to another. Actual superposition,
which is nominally employed by Euclid, is not required; all that is required is the transference of
attention from the original figure to a new one, defined by the position of some of its elements and by
certain properties which it shares with the original figure ». « Geometry, Non-Euclidean » [1902], in
Bertrand Russell Toward the "Principles of Mathematics" 1900-02, Edited by Gregory H. Moore,
(Collected Papers of Bertrand Russell; Vol. 3), Routledge, London, 1993, p. 474-504. Voir la note
d’éditeur dans la p. 470: « This paper appeared in the tenth edition of the Encyclopaedia Britannica
(1902) 28: 664-74, an edition that constituted a supplement of several volumes to the ninth edition of
1890. ». Pour la totalité du passage ou cette citation se trouve voir :

« Rigid bodies unnecessary in Geometry.

A third confusion remains as regards the relation of the axiom of congruence to rigid bodies. The
axiom of congruence is the axiom in virtue of which superposition may be used (as in Euclid's fourth
proposition) to prove the equality of two figures. But there is some difficulty in stating precisely the
requisite axiom. Helmholtz maintained (e.g. Wiss. Abh., Bd. ii, pp. 614, 616) that it asserts the actual
existence of rigid bodies, and thence inferred that Geometry is dependent upon Mechanics. He
supported his view by reference to the process of measurement, in which the measure must be, at least
approximately, a rigid body. In so far as it is not rigid our results are inaccurate - unless, indeed, we
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qu’Euclide emploi la superposition dans la manieére que Russell mentionne, c’est-a-
dire que la superposition employée par Euclide, c’est le déplacement d’attention de la
figure original, vers une nouvelle qui posseéde les mémes propriétés avec celle de

premicre.

Pour conclure la discussion sur la NC7, on pense qu’il doit étre génuine car
autrement, un certain nombre des démonstrations deviennent invalides. De méme les
difficultés se trouvent en compréhension des certaines définitions qui ont un role
important pour la construction de I’espace. En outre, on réclame que la NC7 ne peut
pas étre seulement considéré comme un axiome de la congruence ; a savoir en tant

que Demande, car sinon on affronte I’invalidité des certaines démonstrations.
3.3.4. Relation d’inégalité

La NC8 est I’'une des notions communes qui a une grande importance pour les
définitions car les termes (le « tout » et la « partie ») données par cette proposition
sont utilisées a partir de la premi¢re définition. La NC8 déclare que le tout est plus
grand que la partie. Comme on le verra quand on examinera la premicre définition, le
fait d’avoir parti sera la premicre différence entre les €léments de la géométrie. En

effet, Euclide emploi aussi la relation donnée par cette expression pour la distinction

know how to allow for its changes of shape, which would imply some still more rigid body by which
our measure is itself measured. Thus, in so far as measurement is trustworthy, it implies the existence
of bodies which, during the motion required for superposition, do not greatly change in shape. But this
is not an analysis of what is meant by spatial equality, and is not relevant to Geometry. The definition
of a rigid body, like the definition of geometrical motion, presupposes what is really meant by the
axiom of congruence. A rigid body is one which, at different times, occupies equal spaces. Thus
equality of spaces is logically prior to rigidity of bodies. How we discover two actual spaces to be
equal is no concern of the geometer; all that concerns him is the existence of equal spaces, the fact that
two spatial quantities may be equal or unequal. And this is indeed the true meaning of the axiom.
Given two points at a certain distance apart, and any third point, the axiom asserts that there are, on
any straight line through the third point, two points whose distance from the third point is equal to the
given distance; it makes also similar assertions as regards areas and volumes. This is all that metrical
Geometry requires as regards an axiom of spatial equality. The apparent use of motion is deceptive;
what, in Geometry, is called a motion, is merely the transference of our attention from one figure or
set of elements to another. Actual superposition, which is nominally employed by Euclid, is not
required; all that is required is the transference of attention from the original figure to a new one,
defined by the position of some of its elements and by certain properties which it shares with the
original figure. This may be enforced by two simple considerations: (1) what is purely spatial cannot
move: a given point, line, or plane is what it is in virtue of its place, and can never change that place.
It is only what occupies space, i.e. matter that can move. (2) If rigid bodies formed any part of the
meaning of congruence, it would be self-contradictory to assert, as science does assert, that no body is
perfectly rigid. For before we can discuss whether or not a body is rigid, we must be able to decide as
to its dimensions at different times; and if this means a comparison with a standard body, then it is a
logical impossibility that the standard body should itself be supposed changeable. The standard body
would be itself the unit, and could no more suffer change than any other absolute unit. The whole
confusion appears to be due to not distinguishing between the process of measurement, which is of
purely practical interest, and the meaning of equality, which is essential to all metrical Geometry. »
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des especes de 1’angle. 11 définit ’angle obtus comme plus grand que I’angle droit et

I’angle aigu comme plus petit que 1’angle droit.

En premier lieu, lorsqu’on traite étroitement la proposition on voit qu’il
avance une relation entre le tout et la partie : « Le tout est plus grand que la partie »
(xoi 10 6oV ToD pépoug peilov €otv). « 6Aog » est le terme qui signifie le « tout » et
« uépog » signifie la « partie ». Il faut indiquer que les définitions de ces termes
n’existent pas dans les Eléments'**. Comme cette relation se trouve entre le tout et la
partie, on doit traiter ce qu’ils signifient. Dans ce cas, on traitera d’abord ceux dont

Heath et Vitrac disent autour de ce sujet.

Heath cite premierement la réflexion de Proclus sur ce sujet. D’apres lui,
Proclus inclus cet « axiome » parmi les Notions Communes par les mémes causes
que ce de la NC7'?". Comme il est employé dans les démonstrations des propositions,
il faut qu’il soit sous le titre de Notions Communes. Par contre, d’aprés Heath,
Tannery avance que cet énoncé est interpolé en partant du fait qu’il remplace une
expression différente en Propl-6, ou « le triangle DBC sera égal au triangle ACB, le
plus petit au plus grand. Ce qui est absurde »'*® est déclaré'®. En effet, Heath semble
étre en accord avec Tannery, car il indique que 1’axiome ressemble une abstraction
ou une généralisation substituées pour une inférence immédiate d’une figure
géométrique, mais il prend la forme d’une sorte de définition du tout et de la

partie'*’.

En ce qui touche I’interprétation de Vitrac, il interprete la NC8 plus détaillé
que Heath. Il pose les points controversés sur 1’interpolation de la proposition et puis
il trait les propositions ou les occurrences ou dérivées de la NC8 sont employés. En
effet, Vitrac conduit son débat sur les énoncés stéréotypés, avec lesquelles Proclus

fait la liaison entre la NC8, qui sont fréquemment employés dans les preuves des

126 T es occurrences de terme la « partie » se trouve dans quelques définitions comme Defl-1,V-1, VII-
3, VII-20. Cependant, les occurrences de terme le « tout » ne se trouvent que propositions.

127 Voir : « Axiom. I-V. T& 1 adtd oo kol GAALoC Eotiv To0, Kol £av Toa Tooig TpooTedii, o SAa
ica €otiv, Kai Eav icov aeapedi, To Kotaiewmdpeva ica 6Ty, Kol 0 GAov ToD pépovg peilov, Kai Ta
pappolovta ioa aAAAA0LG Eotiv ». Proclus, ibid. p. 193.

128 Voir : « AT Baoet tij AB ion €otiv, kai 10 ABT tpiyovov 1@ AIB tprydve icov Eotal, 1o EMacoov
@ peilovtr émep dromov: ». Euclide, Euclidis Elementa Vol 1, p. 14.

12 Voir : « Enfin I'énoncé 8 remplace une expression différente d'Euclide : la prop. VI : « Le moindre
sera égal au plus grand, ce qui est absurde ». C'est une abstraction substituée a l'intuition de la figure
géométrique ; abstraction qui, d'ailleurs, se réduit a une définition plus ou moins insuffisante du tout et
de la partie, si I’on veut 1a dégager de sa spécialité géométrique et en faire réellement une notion
commune ». Tannery, ibid. p. 167.

139 Heath, ibid. p. 232.
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propositions. L’énoncé est comme suivant : « donc, le plus petit est égale au plus

grand, ce qui est absurde ».

Afin d’exposer cette liaison il examine 1’usage de I’inégalité dans les
propositions car 1’égalité et I'inégalité ne sont pas définies dans les Eléments. 11
donne la Propl-6 comme exemple ou, d’apres lui, ’ordre part de I’adjonction. « A est
plus grand que B s’il existe dans A une partie C, égale a B, partie qui peut étre B
elle-méme » ', De plus il mentionne I'utilisation d’une sorte de transitivité comme
«si A est plus grand que B et B que C, alors A est plus grand que C (il ajoute méme
de « beaucoup »). Il utilise la substitution d’égaux dans les inégalités : si A < B, B =
C, et C <D, alors A <D. D’apres lui, ceci permet Euclide, alors, de comparer des
choses qui ne sont pas nécessairement dans un rapport de « tout » a « partie » »'*%.
Apres avoir posé cet usage de I’inégalité, il fait une distinction entre les propositions
pour lesquelles les éditeurs modernes retournent a la NC7: des références
« directes » et références « indirectes ». Les directes sont les références ou Euclide
compare « deux objets A et B tels que A est une vrai partie de B »'>° et les indirectes
sont les références ou Euclide démontre les propositions par I’absurde «ou la
contradiction est ¢tablie quand on a montré¢ a la fois A > B et A = B car 'ordre

. r : 134
envisagé est un ordre strict»'>*,

131 En effet on peut donner cet usage comme un autre exemple qui montre que la N.C. 7 nous permit la
substitution. Vitrac, ibid. p. 208-209.

132 Ihid. p. 183.

33 Dans les preuves des Prop. I, 16, 18, 20, 24.

Propl -16 :

« Dans tout triangle, un des c6tés étant prolongé, I'angle extérieur est plus grand que chacun des
angles intérieurs et opposés. » Vitrac, ibid. Vol. I, p. 226.

«1¢". ITavtog Tprydvov puidg t@dv TAevpdv tpocekPAndeiong 1 £kTog yovia EKotépug TMV EvTOg Kol
amevavtiov yovidv peiCov €otiv ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. 1, p. 24-25.

PropI-18 :

« Dans tout triangle, le c6té le plus grand sous-tend l'angle le plus grand. » Vitrac, ibid. Vol. I, p. 230.
«m’. Havtog tprydvov 1 peilmv mievpa v peilova yoviay vroteivel ». Euclide, Euclidis Elementa
Vol. I, p. 26-27.

PropI-20 :

« Dans tout triangle, deux cotés; pris ensemble de quelque fagon que ce soit, sont plus grands que le
cOté restant. » Vitrac, ibid. Vol. 1, p. 233.

« k", ITavtog tprycdvov ai 600 mAevpai tiig Aowrtig peilovég giot mavrn petaiappavopevor ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol. I, p. 28-29.

Propl-24 :

« Si deux triangles ont deux cotés égaux a deux cotés, chacun a chacun, et si I’angle [de I'un] - celui
qui est contenu par les droites égales - est plus grand que I’angle [de 1’autre] sa base sera aussi plus
grande que la base [de I’autre]. » Vitrac, ibid. Vol. I, p. 240.

« k3", "Eav 600 tplyeva tag dvo mAevpdg [Taic] dvo mievpdic ioag &xn Ekatépay Ekatépn, TNV 08
yoviav Ti¢ yoviag peiCova &m v O TV icmv e00e1dV mepieyopévny, kai v Paoty Tig fdoewng
peiCova &gl ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. 1, p. 33-34.

13* Vitrac, Ibid. p. 183.

Voir les preuves des Proplll. 2, 14, 16, 18 :
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Vitrac, remarque que 15 raisonnements de ce type s’accompagnent de la
formule « donc le plus petit est égale au plus grand ; ce qui est absurde » ou la
formule symétrique de celle-ci. Dans ces cases, il s’agit de deux objets tels que 1’'un
est une partie de I’autre. Par suite, il conclue que « La notion commune 8, interpolée
ou non, parait donc bien étre en rapport avec les formules stéréotypées qui rappellent
I’incompatibilité des trois cas possibles: <, =, >. Si, dans ce que on appelle les
références « directes », 1’inégalité est aussi intuitivement ¢vidente que le rapport de
«tout » a « partie », il faut remarquer que celui-ci est plus immédiat et donc plus
« primitif » que I’inégalité prise en générale et obtenue a partir de diverses

. . 1
substitutions »'*.

En effet, on est en accord avec Vitrac en ce sujet car il faut ajouter que la

NC8 devrait étre parmi des Notions Communes non seulement a cause de son
utilisation dans les preuves des propositions, mais aussi a cause de son usage dans les
définitions des ¢léments, ainsi que son role pour les Notions Communes. En premier
lieu, sauf cette énonciation des nombreux problémes apparaissent s’il s’agit de la
compréhension des définitions a partir de la Defl-1. En outre, on n’a pas de régle
A . , .

pour le cas d’inégalité en absence de cette notion commune. En d’autres termes, si

les choses ne sont pas égales a une méme chose, on ne peut pas déterminer la relation

PropllI-2 :

« Si deux points sont pris au hasard sur la circonférence d'un cercle, la droite joignant ces points
tombera a l'intérieur du cercle. » Vitrac, ibid. Vol. I, p. 394.

« B". "Edav xdxhov ént tiic mewpepeiog Aneoi) 600 toydvia onpeia, 1 €ni to onueia Emevyvopévn
gv0ein évtog meoeitat Tod kukhov ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 95.

Proplll-14 :

« Dans un cercle les droites égales sont a égale distance du centre et celles qui sont a égale distance du
centre sont égales entre elles. » Vitrac, ibid. Vol. 1, p. 419

«18". 'Ev k0xho ai Toat €00ion ioov dméyovotv amd 100 KEVIPo, Kol ai icov améyovoal amd ToD
Kkévrpov oot aAANAaig giciv ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 115.

ProplII-16 :

« La droite menée a angles droits avec le diamétre du cercle a partir d’une extrémité tombera a
I'extérieur du cercle, et dans le lieu compris entre la droite et la circonférence, une autre droite ne sera
pas intercalée ; en outre, d’une part I'angle du demi-cercle est plus grand, d'autre part I'angle restant
plus petit, que tout angle rectiligne aigu. » Vitrac, ibid. Vol. I, p. 424.

«1¢". 'H 1 dapétpm tod xdrhov mpog 0pBag dm’ dkpag dyorévn KTog TECETTOL TOD KOKAOL, Kol €ig
TOV petald tomov Tii¢ T€ evbeiog Kai Tiig TEpLpepeing ETépa e00Tn 00 TOPEUTEGETTAL, KOl 1) LEV TOD
NUKLKAIOL Yovio andong yoviag d&eiog evbuypaupov peilmv €otiv, 1 8¢ Aowtn éAdttov ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol. I, p. 117.

ProplIII-18

« Si une certaine droite est tangente a un cercle, et si une certaine droite est jointe a partir du centre
jusqu ' au point de contact, la [droite] jointe sera perpendiculaire a la tangente. » Vitrac, ibid. Vol. I,
p. 428.

«m’". "Eav xoxhov épdantntai tig 0beio, amod 08 Tod kévipov £l Ty aenv Emilevyoii Tig e00ela, 1
émlevyBeicn kabetog Eotan €t v Epantopévny ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 120.

135 Ibid. p. 183-184.
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entre elles. En conséquence, cette proposition doit se trouver sous le titre de Notions

Communes.

Ensuite, puisque la nécessité d’étre sous le titre de Notions Communes est
démontrée pour la NCS, il faut traiter les implications de cet énoncé. Afin de

terminer notre tache, on s’efforcera a la connotation de cette proposition.

Les propositions se trouvant sous le titre de Notions Communes sont a propos
d’égalité, sauf NC8. Puisqu’ils sont exhaustifs pour le domaine dont ils expliquent
les relations primitives, ils signifient le cas d’inégalité ; a savoir le cas ou les choses
ne sont pas €gales a une méme chose. En cela, les choses qui ne sont pas dans la
relation d’égalité, sont dans la relation indiqué par cette proposition ; c’est-a-dire, la

relation entre le tout et la partie.

Ladite relation, ensuite, est donnée en tant que « plus grand que ». Le tout est
plus grand que la partie. Alors, le tout et la partie ne sont pas égaux. Souvenons que
le tout est composé des choses ajoutées. En cela, il ne peut pas étre égal aux choses
ajoutées, car les choses ajoutées donnent le tout apreés une opération. En d’autres
termes, les ajoutées nécessitent une opération pour le fait de devenir le tout. Par suite,
puisque le tout et les ajoutées ne sont pas égaux, il existe une autre relation entre
eux ; a savoir, ’inégalité qui est dite pour le tout et la partie. Dans ces conditions on

peut dire que les ajoutées sont les parties du tout.

Par ailleurs, puisque le tout est le résultat de 1’addition des parties, les parties
sont le résultat de la soustraction, car ils sont les opérations inverses'*®. En cela, le
tout est ’assemblage de ses parties. L’intégrité du tout vient de cette coexistence, et
cette intégrité séparent ses parties des autres toutes. Dans ce cadre, le tout est la
coexistence, ou I’ensemble de ses parties. Il tient ou posséde, ses parties en

ensemble.

En outre, a partir de nos conclusions on peut dire que comme les touts ¢gaux

sont interchangeables"’, I’

un des deux peut étre considéré comme plus grand que les
parties de 1’autre. Cette possibilité de substitution donne Euclide I’opportunité que

Vitrac signal.

13¢ Nous supposons que I’addition est la considération des parties dans une maniére collecté, et que la
soustraction est la considération de la séparation de cette collection.

137 Notons que nous utilisons le terme « interchangeable » pour de signaler les expressions de Russell
sur ce sujet. Nous voulons indiquer le déplacement de notre attention de I’un de deux choses qui
possédent les mémes propriétés, a I’autre.
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Partant de nos inférences, on peut asserter que chaque ¢lément du domaine a
la relation d’égalité entre soi-méme ; car si I’on ne I’accepte pas, les contradictions se
produisent. Supposons qu’il existe un ¢lément « a » qui n’est pas égal a lui-méme,
d’ou il est plus grand que lui-méme. En cela « a » est partie de lui-méme. Si « a » est
partie de lui-méme on obtient « a » qui est le tout, en ajoutant les autres parties a
«a» qui est la partie. Par la suite de cette addition « a » qui est partie, devient « a »
qui tient les parties que « a » ne tient pas. Ce qui est absurde. Donc, il n’existe aucun
¢élément qui n’est pas égale a lui-méme. Par suite, on peut démontrer que 1’inégalité

ne possede pas « réflexivité », par les mémes raisons.

Au surplus, I’inégalité ne possede pas la propriété de la symétrie ; a savoir
elle est antisymétrique'*®. Supposons que la relation est symétrique. Alors, il existe
au moins deux €léments « a » et « b » tels quels (1) « a » est plus grand que « b » et
«b» est plus grand que « a». Comme (i), « a » possede « b » et « a » possede les
parties que « b » ne possede pas. Comme (ii) « b » posséde « a » et « b » possede les
parties que « a» ne posséde pas. Et comme « b » possede «a», « b» possede les
parties qu’il ne possede pas, ce qui est impossible. Par suite, (i) et (i) sont
contradictoires. D’ou il n’existe aucune ¢léments tels qu’ils Alors, I’inégalité est

antisymétrique.

En outre, ajoutons que par I’antisymétrie on peut définir la relation de « la
petitesse ». Comme le tout est plus grand que la partie, la partie n’est pas plus grande
que le tout. Cependant la partie n’est pas €gale au tout. On peut assigner a « ne pas
étre plus grand », « €tre plus petit ». Par suite, la partie est plus petite que le tout.

Dans ce cadre on ne doit pas poser cette relation comme un axiome.

On a, dongc, les trois relations se trouvant entre les éléments de notre domaine.
Les choses, d’abord, sont ou bien égales ou bien inégales. Puis, les deux choses qui
ne sont pas égales ou bien I'une de deux est plus grande que I’autre ou bien 1’autre
est plus petite que 'une. Comme les propositions de Notions Communes sont
exhaustives pour le domaine que les Eléments s’occupe, d’autre relation n’est pas

possible pour les éléments de ce domaine.

Enfin, 'inégalité posséde la transitivité. Supposons que 1’inégalité ne possede

pas la symétrie. Alors, il existe au moins trois €léments tels quels « a » est plus grand

138 Une relation sur un ensemble E est antisymétrique si (a,b) appartient a R alors (b,a) n’appartient pas a R.
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que « b » et « b » est plus grand que « ¢ », mais « a » n’est pas plus grand que « ¢ ».
Comme « a » n’est pas plus grand que « ¢ », il est ou bien €égal a « ¢ » ou bien plus
petit que « ¢ ». Cependant, si «a» est égal a « c», alors « ¢ » est plus grand que
«b». Ce qui est contradictoire avec la supposition. Alors, «a » est plus petit que

« ¢ ». On a donc trois propositions :
1. « a» est plus grand que « b ».
2. « b » est plus grand que « ¢ ».
3. « ¢ » est plus grand que « a ».
(1) Comme 1, on obtient « a » en ajoutant des parties a « b ».
(11) Comme 2, on obtient « b » en ajoutant des parties a « ¢ ».
(111)) Comme 3, on obtient « ¢ » en ajoutant des parties a « a ».

Comme (i), « a » possede toutes les parties de « b » et les parties que « b » ne
possede pas. Comme (i1) « b » possede toutes les parties de « ¢ » et les parties que
« ¢ » ne possede pas. Par suite, « a » posseéde toutes les parties de « ¢ » et les parties
que « ¢ » ne possede pas. Et comme (ii1), « ¢ » possede toutes les parties de « a » et
les parties que « a » ne possede pas. Et comme « ¢ » possede toutes les parties de
«an, «c» posséde les parties que « ¢ » ne possede pas. Ce qui est absurde. C’est

pourquoi, I’inégalité possede la transitivité.
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4. L’EXAMEN DES DEFINITONS A PARTIR DES
IMPLICATIONS DES NOTIONS COMMUNES

4.1. Le point en tant que sans-partie

Pour commencer, Euclide définit le point comme « ce dont il n’y a aucune
partie »*°. La premiére remarque pour cette définition est son caractére négatif.
Pourtant, il faut spécifier que cette négativité ne vient des éléments qui sont
subséquemment définit. 11 le pose comme qui n’a pas de partie ; c’est-a-dire, sans-
partie, en tant que premier ¢lément de géométrie. Dans ce cadre, on voit la premiére
division des genres de la géométrie. La premiere différence entre des éléments, c’est
« avoir partie ». On a, donc, les deux genres que les €léments de la géométrie se
divisent les uns qui possedent les parties et les autres qui ne possédent pas de partie.

Le point appartient au genre sans-partie.

En outre, le point ne peut pas étre considéré dans la relation du tout et partie,
car il est défini comme sans-partie. D’ou il est impossible de retrancher ses parties.
Par suite, comme on ne peut pas retrancher ses parties, il est indivisible. Dans ce
cadre, le point est le seul ¢lément de géométrie qui est indivisible. De plus il n’est
pas possible de I’examiner comme un tout qui est composé de ses parties. Par suite, il

n’est pas compose.

De plus, en étant sans-partie le point ne peut pas étre une partie d’un €lément
quelconque. Lorsqu’on examine la relation de partie et de tout, la relation de tout
avec ses parties, il est clair que le tout possede des parties appartenant son genre ou

un outre. On dit que le tout ne posséde que des parties appartenant son genre.

Supposons, d’abord, que le tout possede seulement des parties appartenant a
un autre genre. Comme il possede des parties d’un autre genre, il est un tout composé
des parties qui n’appartiennent pas a son genre. Et comme des parties du tout
appartiennent a un autre genre, le tout est composé des parties qui possédent des

différences d’un autre genre. Cependant, on a déja divisé les éléments de notre

139 Vitrac, ibid. p. 151.
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domaine en termes de la méthode de la division ; c’est-a-dire on a les divisé en
fonction de leurs différences qui distinguent les uns des autres. Par conséquent,
aucun genre et aucune espece ne peut pas posséder les différences qui les distinguent
des autres genres et des autres especes. Toutefois, si un tout est composé de parties
qui appartiennent a un autre genre, il devient un tout possédant des différences qui
distinguent son genre des autres genres. Dans ce cas, la séparation des choses par la
méthode de la division devient inutile. En d’autres termes, puisque le tout est
seulement composé¢ des parties qui appartiennent a un autre genre, le tout devient une
chose qui ne possede pas de différences de son genre. Ce qui est absurde. Par suite, le
tout ne peut pas seulement posséder des parties d’un genre qui se différe de son

genre.

Deuxiemement, le tout ne peut pas €tre composé des parties qui appartiennent
a son genre et qui ne ’appartiennent pas. Assumons que le tout est composé des
parties comme on vient d’indiquer. Comme il est composé de telles parties, il
possede des parties qui appartiennent a son genre et qui ne I’appartiennent pas.
Cependant, comme on vient de montrer, le tout ne peut pas posséder des parties qui
n’appartiennent pas a son genre. Par conséquent, on peut dire que toutes les parties
du tout n’appartiennent que son genre. Alors le point ne peut pas étre partiec d’un
tout, car il appartient au genre sans-partie et le tout appartient au genre des ¢léments

qui possedent des parties.
4.2. La ligne et ses especes

La deuxieme définition des Eléments décrit la ligne. Il dit que « une ligne est
une longueur sans largeur »'*°. 11 est nécessaire, avant tout, remarquer que cette
définition porte sur les termes qui ne sont pas définit. Ni longueur ni largeur sont
définit dans les Eléments. De plus la définition nous donne 1’élément qui appartient
au genre des choses ayant parties, car autrement il faut poser la ligne sous la
définition du point. Comme la ligne posséde des parties, il peut les avoir relatif a sa
longueur ; ¢’est-a-dire, elle est divisible selon la longueur, car elle ne posséde que la
longueur. Néanmoins, la signifiance d’étre une longueur sans largeur n’est pas

claire'*'. Peut-étre on peut la tenir comme une grandeur étendue selon une seule

140 Ihid. p. 152.
'“111 faut mentionner la définition d’ Aristote qui est « une grandeur divisible continiment d’une seul
maniére » ou celle de Proclus qui est « la grandeur étendu sur une direction ». Pourtant, les deux
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dimension, en termes modernes, c’est-a-dire, unidimensionnelle, la signifiance de

celle-ci n’est pas plus claire que la précédente.

Au demeurant, si la ligne est dans le genre de ceux qui ont des parties alors il
faut ’examiner a partir de la relation de partie-tout. Parce que, on a accepté que le
tout est composé des parties. Par conséquent, la ligne est un toute qui est constitué de

parties. Puis, s’il s’agit d’un tout, il n’a pas de partie en dehors d’elle-méme.

Par ailleurs, la ligne en étant un tout posséde et entoure ses parties, et elle
peut étre divisée a ses propres parties. Comme on vient de montrer, ses parties
n’appartiennent que de son genre. C’est la raison pour laquelle, la ligne possede
seulement les parties en tant que longueur sans largeur ; i.e. lignes. Le point n’est pas

une partie de la ligne, car il appartient a un genre différent.

De plus, comme la ligne possede une partie, elle devrait posséder une autre
partie, car le tout qui posséde des parties ne peut pas €tre composé d’une partie,
sinon, la séparation du tout de la partie serait inutile. Donc, on peut asserter que la
ligne possede au moins deux parties. Puisque ces deux parties sont les toutes, ils sont
composé€s au moins de deux parties et comme ce processus de la division se répete
pour toutes les parties, la ligne est infiniment divisible. C’est pourquoi, on peut dire

que la ligne possede un nombre indéfini des parties.

La troisieme définition énongant que « les limites d’une ligne sont des
points » fait référence a la relation ayant lieu entre le point et la ligne qui
appartiennent aux genres différents. La relation de ceux deux est appelée « limite » et
comme la longueur et la largeur, ce terme n’est pas définit dans le texte. Notons
qu’Euclide n’emploie pas principalement le terme « mépag (limite) » dans les

, . e . .. 142
définitions. Le terme est seulement utilisé¢ dans les trois propositions ~. En outre, le

contiennent des termes indéfinis comme « continiiment » ou comme « direction ». De méme ce n’est
pas clair que signifie « étre divisible d’une seul maniére ».

Pour Aristote voir : Méta. A 1020a11-12 « peyéBoug 6& 10 LEV €0 EV GUVEYEG UT|KOC ».

Pour totalité du passage voir : Aristote Méta. A 1020a7-12 « Tocov A&yetat 10 SoUpeTOV €ig
gvomapyova GV Ekdtepov §| EKaoTov &V TL Kai TOSE T TEQUKEY £lvat. TATO0C LEV 0DV TOGOV TL E0V
ap1OpMTOV 1, péyebog 8¢ v petpntov [10] 1. Aéyeton 8& TAf{Boc pév 1O StoupeTdv Suvipet gic um
cvveyi, néyebog 8¢ 10 gig cuveyt: pey€bovg 08 10 HEV € EV cuvVEXEG Uijkog TO & €l dVO TAATOG TO O
émi tpia fdOog ». Aristote Méta. A 1020a7-12.

Pour Proclus voir : « o1 8¢ péyeBog €9’ €v diaotdtov ». Proclus, ibid. p. 97.

"2 Dans la Prop. I-7, I-8 pour des lignes, I-21, XI-2 pour les triangles. Pour la Prop. I-7, voir la note
de bas de page 121.

Prop. I-8 :
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terme « menepoacpuévog (limité) » qui est un mode du verbe « mépag », est employé
pour des segments des droites. Afin de définir les limites des lignes droites, il
emploie plus souvent le terme « &kpog » qui signifie « au point le plus éloigné »'**. 11
faut indiquer qu’Euclide nomme des lignes droites limitées par les points ayant lieu
sur ses limites d’apreés lesquelles il n’existe aucune partie des lignes droites.
Constatons que dans La Métaphysique Aristote la définit comme « ’extrémité de
chaque chose, du premier point en dehors duquel il n’y a rien a prendre et du premier
point a I’intérieur duquel il y a tout a prendre ». Il emploie le terme, aussi, comme
«tout ce qui est forme d’une grandeur ou de ce qui a une grandeur et de
I’accomplissement de chaque chose »'**. Dans ce contexte, on peut dire que la limite

est pareillement employée chez Aristote et chez Euclide.

De plus, dans la Def. I-6, la méme relation est postulée pour la relation entre

la surface et la ligne ; c’est-a-dire, quelle que soit la relation entre la ligne et le point,

«n’". "Eav 000 tpiyova tag d0o mAsvpdg [taic] dvo mhevpdis ioag &xn exatépav Exatepy, Ex O Kol
v Baow ) Paocet ionv, Kol v yoviav T yovig ionv &gt v vro 1@V iowv gvbeidv
nepieyopévny ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 15.

Pour les triangles, Prop. 1-21 :

«xa’”. 'Eav tprydvov €mi piag v mAEp@V Ao TV mepdtav dvo gubeiot €viog cuotaddoty, ai
ovotafeicol TV Aom®dY Tod TPLydvov 600 TAevp®dV EldtTove eV Ecovtal, peilova 6 yoviov
nepiE€ovov ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. 1, p. 29.

Prop. XI-2 :

« B". "Edav 600 £00elon Tépvocty aAAA0G, &v Evi eloty Emméd®, Kol mav tpiyovov &v Evi Eotv
émmédm ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. IV, p. 4.

'> Dans la Prop. I11-16, 17, 33, 37, IV-8, 13 etc. Pour les propositions, voir :

Prop. I1I-16 :

«1¢". 'H 1 dapétpm tod xdrhov mpog 0pBag dm’ dkpag dyorévn KTOg TECETTAL TOD KOKAOL, Kol €ig
TOV petadd tomov Tii¢ T€ evbeiog Kai Tiig TEpLpepeing ETépa e00Tn 00 TOPEUTEGETTAL, KOl 1) LEV TOD
NUKLKAIOL Yovia andong yoviag d&eiog evbuypaupov peilmv €otiv, 1 8¢ Aowtn éAdttov ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol. I, p. 117.

Prop. I1I-17 :

«1§". Amo 100 dobévtog onpeion Tod 600£vtog Kukhov Epamtopévny 00OV YPOLY GyOyETV ».
Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 119.

Prop. 11I-33 :

« Ay". ’Emi tijg 000giong evbeiog ypdyar Tufjpa kokAov dexduevov yoviav iony tf) dobeicn yovig
gvbvypapp ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. 1, p. 140.

Prop. 11I-37 :

« AL". "Eav korkhov Anedii Tt onueiov €ktdc, 4o 6& 1o onueiov Tpog TOV KOKAOV TPOCTINT®G1 000
g00sion, Kol 1 P&V anT@dVY TEPVY TOV KOKAOV, 1) 88 TpooTinty, 7| 8& 1O V1o [Tfic] HANC THig TEUVOvONG Kol
TG €kT0g amolopPavopéving LeTa& Tob Te onpeiov Kol Tiig KupTic mepipepeiog icov Td Amo TG
TPOCTITTOVONG, 1) TPOGTimTovsa EPdyetal Tod kokiov ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 149.
Prop. IV-8 :

« M. Eig 10 d00&v tetpdymvov kbkiov Eyypdwoar ». Euclide, Euclidis Elementa Vol. I, p. 162.
Prop. IV-13:

«1y’. Eig 10 6008V mevidymvov, 6 éotiv icomAevpdy T€ Kal icoydviov, KOKAov &yypdyar ». Euclide,
Euclidis Elementa Vol. I, p. 171.

14 Aristote, La Métaphysique, trad. par Marie-Paule Duminil et Annick Jaulin, GF Flammarion,
Paris, 2008, p. 210.
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la méme relation existe entre la surface et la ligne. Ainsi, quelle que soit cette

relation, elle est identique ou du moins fournit une analogie pour deux définitions.

De surcroit, on peut avancer que la relation entre le point et la ligne est que
les points sont des limites de la ligne (si la ligne est limitée). C’est pourquoi, si la
ligne est limitée, le point correspond aux limites de la ligne. La ligne limitée ne
contient aucune partie hors de ses points limites et toutes ses parties sont parmi de

celles-ci.

Alors, comment la ligne sera-t-elle limitée ? Comme il n’existe pas de
description de « limitation » dans le texte, il faut ajouter une hypotheése. On vient de
dire que comme la ligne appartient au genre des choses qui ont des parties, elle peut
étre divisée en ses parties. Et comme la ligne peut étre divisée en ses parties, toutes
ses parties sont limitées par les autres parties et, chaque partie est une ligne limitée.
Puisque chaque partie est une ligne limitée, les limites de chaque partie sont

¢galement des points.

En outre, comme la ligne posséde un nombre indéfini de parties, il possede,
de méme, un nombre indéfini de points. En effet, il est clair que les parties de la ligne
possedent ses limites (ou elles sont définies en partant de ses limites). Comme les
parties de la ligne possede des parties et comme des parties de ces parties possede
des points comme leurs limites, les parties mentionnées au début possédent des
limites de ses parties. Par suite, comme ces parties possédent un nombre indéfini des
parties, ils posseédent un nombre indéfini des points. La ligne, donc, posseéde un

nombre indéfini des points.

D’autre part, il faut noter que par cette définition on ne peut pas dire que le
point est seulement des extrémités de la ligne. C’est la raison pour laquelle, on pense
qu’il faut ajouter que les points ne sont des extrémités que la ligne. On peut mettre
I’accent sur le fait d’€tre limité n’est pas une propriété essentielle de la ligne, car
« d’étre limité » n’est pas enveloppée dans sa définition, mais si la ligne est limitée,
ces limites sont des points. Et plus, méme s’il n’est pas nécessaire d’étre limité pour
d’étre la ligne, ses parties seront limitées a cause de son genre car elle est une espece

du genre des choses qui possedent des parties.

Enfin, il faut ajouter qu’il est possible d’exposer la relation entre les limites

des parties qui se limitent. Comme la ligne étant tout peut étre divisée en ses parties
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et comme ses parties se limitent, toutes les parties qui se limitent possédent une
limite commune ; c’est-a-dire un point commun. Notons que la définition de la limite
touche a un sujet principal. Le point est la limite de la ligne non seulement par
rapport a sa longueur mais aussi par rapport a sa largeur. D’une part, il limite

I’¢longation (longueur) de la ligne ; d’autre part, il limite son expansion (largeur).

Pour ce qui est de la Defl-4, elle est, avec la Défl-7 ou la surface plane est
définite, est probablement I'une des définitions les plus importantes de la géométrie
euclidienne. Parce que, ces définitions sont étroitement liées a toutes les définitions
qui suivent la septieme définition. Par exemple, les définitions de 1’angle plan et de
I’angle rectiligne sont respectivement décrivent en relation de la surface plane et la
ligne droite. De méme, a partir de la Defl-15, les figures planes sont décrites en
référence aux droites et aux plans. De plus, les propositions qu’on traitera sous du
titre de Demandes sont postulées directement par rapport a ce qu’on comprend de la
définition de la ligne droite et de la surface plan. Ainsi, le premier postulat en
énoncant « une ligne droite peut étre conduire de tous les points a tous points »,
réfere a quatrieme définition. D’ailleurs, toutes les propositions, aprés avoir donnée
les trois classes des propositions constitutives, sont prouvées en référant aux
définitions qui sont directement li€¢ a la quatrieme et septiéme définition. C’est la
raison pour laquelle, la compréhension de ces définitions possede une grande
importance pour le systéme d’Euclide. Dans ce contexte, on examinera cette
définition en termes de contenu et de forme. On examinera d'abord la définition en

termes de contenu, puis en termes de forme.

Tout d’abord, la signification de la ligne droite est donnée par cette définition.
La ligne droite est définie comme « celle qui est placée'” de maniére égale par
rapport aux points qui sont sur elle »'*°. D’abord, deux espéces de la ligne sont
identifiées par cette définition : « la ligne droite et la ligne qui n’est pas droite ». La
ligne qui remplit la condition donné est la ligne droite et ’autre est la ligne non-
droite. Afin de déterminer la différence entre ces deux espéces de ligne, il faut

examiner la condition que la ligne droite doit remplir.

%> Dans sa traduction Vitrac emploi le terme « posé » pour « kettol » qui est conjugaison du verbe

« xgipar » pour 3°™ singulier. Le verbe « keipan » signifie « s’étendre » parmi des autres sens. Comme
nous examinons des choses qui étend, peut étre un autre terme sera plus approprié. Dans ce contexte,
dans une note en bas de page il avance : « keitat est ici, comme dans les nombreuses occurrences qui
suivent, dans son emploi supplétif de parfait passif de Ti0évor (« placer »).

1% Vitrac, ibid. p. 154.
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D’autre coté, notons que cette description se trouve dans la Defl-7 avec les
autres termes. La Defl-7, ou la surface plane est décrite, est postulée comme « une
surface plane est celle qui est placée de manicre égale par rapport aux droites qui
sont sur elle »'*’. Les relations sont données pour les éléments différents ; au lieu du
point, la droite est remplacée, et au lieu de la droite, la surface plane est employée.
C’est pourquoi, ils fournissent une analogie pour les deux définitions, comme la
définition de la limite. Dans ce contexte, les relations données entre le point et la

ligne est analogue a celle d’entre la ligne et la surface.

Ensuite, la définition qu’on examine est une définition relationnelle en
signalant la relation entre la ligne et ses points. Pour de comprendre la signification
de ces relations, il faut examiner la signification des termes en grec ancien. La
définition est donnée comme « €00gio ypapun €otv, {11g €€ Toov 101G €0° E0THC
onueiolg kettan » par Euclide. La ligne droite (e00€ia ypapuun) est installée comme
« €€ 1oov 10ig €9° €awtiic onueiolg keitan ». En effet, ’expression « €€ ioov (de
manicre égale) » et I’expression « toig €¢  €avtic onpeiolg (par rapport aux points
qui sont sur elle) sont les conditions d’étre droite pour une ligne'*®. On pense que la
deuxiéme expression conforme a (ou suit) la premicre, c’est pourquoi on traitera

d’abord, la deuxiéme.

L’expression « par rapport aux points qui sont sur elle » est constitué¢e de
deux structures en grec ancien: « £p  €ovtig (sur elle) » et « toig onueiolg (par
rapport aux points ». Dans ce cadre, on trouve trois relation données en définition :
(1) les points sont « sur » la ligne, (ii) la ligne est placée « par rapport aux points qui
sont sur elle », et (iii) la ligne est placée « de maniere égale par rapport aux point qui
sont sur elle ». Comme il est clair, ’expression derniere décrit la ligne droite. (i) et
(1) ne sont pas définis dans les Eléments, c’est pourquoi ces relations sont ou bien
des implications des définitions précédentes, ou bien des concepts sur lesquels des
philosophes et des géométres de cette époque sont en consensus'*’. On pense que ces

relations sont des implications des définitions précédentes.

"7 Vitrac, ibid. p. 156.

'8 Dans ce cadre, remarquons que les commentateurs modernes sont en consensus sur I’importance de
I’expression « de manicre égale », car la relation des points qui sont sur la ligne, dépend en maniére
égale, donc, cette expression pose exactement ce que signifie la ligne droite. Voire : Vitrac, ibid. p.
154. Voire : Heath, ibid. p. 167.

19 Notons qu’il n’existe un consensus sur des définitions des éléments de la géométrie. Il existe des
différences entre des écoles différentes.
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Avant tout, la premicre relation (i) installée comme « d’€tre sur (émi) » ne
signifie rien lorsqu’on I’isole des autres éléments, car il réfere a une relation entre ces
¢léments. Il réfere a la relation qui a lieu a la fois entre le point et la ligne, et entre la
ligne et la surface. Dans ce cadre, la signifiance de la relation donnée entre le point et
la ligne est analogue a celle d’entre la ligne et la surface. 11 faut ne pas oublier ce
point qui a une grande importance, car les implications de la Defl-4 doivent étre

applicables a la Defl-7.

Ensuite, on vient de montrer que la ligne (en étant tout) est divisible en ses
parties et que ses parties se limitent et, par suite, que les limites de ses parties sont
des points. On a, de méme, indiqué que ces parties possedent des points en tant que
limites. Dans ce contexte, au moins s’il s’agit des définitions, on réclame que le
terme « sur » est employ€ pour de faire référence a cette relation de la possession.
Par suite, les points seront « sur » la ligne, comme ses parties les possédent en tant

que limites'°. Et puis, comme la ligne posséde ses parties, ses parties sont sur elle.

Par ailleurs, la deuxieme relation placée comme « par rapport aux points » est
construit par le cas datif dans le grec ancien. Le cas datif donne aussi le sens « par le
moyen de ». En cela, que peut-on comprendre de cette relation ? Comment une ligne
peut placée (ou étend) par rapport aux (ou au moyen de) points ? Sur ce sujet, on
pense que cet usage est li¢ a la relation entre les parties de la ligne et leurs points en
tant que limites de ses parties. Comme la ligne est la totalité¢ de ses parties, et comme

ses parties sont limitées par des points, la ligne devrait étre placée par rapport aux

130 En effet, dans Les principes fondamentaux de la géométrie, David Hilbert donne cing groupes des
axiomes dont le premier est nommé Axiomes d’association ou il pose les relations premiéres entre des
¢léments primitifs de la géométrie ; ¢’est-a-dire, les relations entre le point, la ligne, et la surface. Le
premier axiome est posé comme suivant : « Deux points distincts, A, B, déterminent toujours une
droite a ; nous poserons AB = a ou BA = a ». Puis, il dit que « Au lieu de « déterminent », nous
emploierons aussi d’autres tournures de phrase ; par exemple : A « est situé sur » a, A « est un point
de » a... ». David Hilbert, Les principes fondamentaux de la géométrie, trad. par L. Laugel,
Gauthier-Villars, Paris, 1900, p. 7. Dans ce contexte, nous pouvons dire qu’Euclide accepter la
deuxiéme expression de Hilbert en tant qu’implication des définitions.

Voir : Die Axiomgruppe I: Axiome der Verkniipfung.

1 1. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets eine Gerade a. Statt ,,bestimmen*
werden wir auch andere Wendungen gebrauchen, z. B. a ,,geht durch“ 4 ,,und durch” B, a ,,verbindet*
A ,und* oder ,,mit“ B. Wenn A ein Punkt ist, der mit einem anderen Punkte zusammen die Gerade a
bestimmt, so gebrauchen wir auch die Wendungen: 4 ,liegt auf” a, 4 ,,ist ein Punkt von* a, ,,es gibt
den Punkt“ 4 ,,auf‘ a usw. Wenn 4 auf der Geraden a und aulerdem auf einer anderen Geraden b
liegt, so gebrauchen wir auch die Wendung: ,,die Geraden® a ,,und® b ,haben den Punkt 4 gemein*
usw.

Grundlagen der Geometrie von Dr. David Hilbert, Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH,
Urspriinglich erschienen bei B.G. Teubner in Leipzig 1922, p.3.
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points qu’elle possede. Dans ce cadre, on peut fournir I’analogie mentionnée, comme

151
on le verra, dans I’examen de la Defl-7'°".

A cet égard, une autre propriété déterminera les différences des especes de la
ligne : de maniere égale. Il faut, d’abord, noter que cette expression, comme « sur »,
n’a aucune sens si I’on I’isole des autres éléments de la géométrie, car il dénote une
relation entre ces ¢léments. En d’autres termes, cette relation désigne la relation entre
le tout et des limites de ses parties. En cela, elle nous fournira ladite analogie entre la
Defl-4 et la Defl-7. L’indication d’elle au point de la ligne et ses points seront

analogues ce de la surface et ses droites.

En outre, la signification de « de maniere égale » n’est pas donnée dans les
Eléments. C’est pourquoi, il existe un certain nombre de discussion sur cet usage.
Pourtant, il existe en consensus dans les traductions, I’expression généralement
considere en tant que marque du fait de ne pas avoir courbature. Par exemple, dans la
traduction de Heath elle se trouve comme « evenly », dans celle de Peyrard comme
« également ». Dans ce cadre il n’y a pas de différence concernant I’obscurité entre
I’expression originale et les traductions, car ni la signification de « evenly » est claire
ni celle de « également ». Dans ces conditions il faut traiter les significations de cet
usage en grec ancien et comme on vient d’indiquer dans le deuxieme chapitre, il faut

approcher cette expression en partant de Notions Communes.

Avant de traiter « de maniere égale », on donnera I’examen de Heath sur ce
sujet. Apres avoir expos€ les définitions posées par des philosophes précédentes,

Heath considére Dinterprétation de Proclus'™.

Et puis, il examine les usages
différents de « de manicre égale » chez Platon et chez Aristote. Il avance que « de

maniére égale » se trouve communément chez eux comme « sur un base d’égalité »,

1! Nous verrons dans I’examen de la Defl-7, qu’on peut considérer la méme relation pour des parties
de la surface et les limites de ces parties.

132 Heath critique I’interprétation de Proclus de deux cotés. D’abord il cite le passage ot Proclus dit
qu’Euclide « définit la ligne droite en tant que ligne occupant une distance égale a celle d’entre des
points sur elle. Parce que, dans la mesure ou 1’un des points est éloigné d’un autre, la longueur de la
ligne droite dont ils sont les limites est égale a cette distance ; et c’est le sens d’étendre « de maniére
égale » aux (ou avec) points sur elle. Pourtant, si I’on examine les deux points sur la circonférence
(d’un cercle) ou I’autre espéce de la ligne, la distance entre eux est plus grande qu’intervalle qui les
sépare. Et c’est le cas pour toutes espéces de la ligne sauf'la droite ». S’oppose Heath a cette
interprétation, car, selon lui, Proclus tient apparemment « de maniére égale » comme étre « a (ou sur)
égale distance » et explique la définition en partant de I’assomption d’ Archiméde comme « de toute
lignes ayant les mémes limites, celle de la ligne droit est la moins ». D’autre part, 1’application de
cette interprétation a la Defl-7 est impossible, car bien que la surface est définit par rapport a longueur
et largeur, une tel définition qui porte sur la distance sera inutile pour la surface. Heath, ibid. p. 166-
167, trad. par 1’auteur.
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« etre placé également », « dans une distance égale », « indifféremment ». Puis, il
traite la relation de datif « par rapport aux points sur elle » avec « de maniere égale »

et « placé ».

Heath dit que si le datif est construit avec « de manicre égale », la définition
signifie « celle qui est également placée avec (ou par rapport a) les points qui sont
sur elle ». Si elle est construit avec « €tre placé », la définition signifie « celle qui est
¢galement (ou uniformément) placée, en (ou par) points qui sont sur elle ». Il dit que
Max Simon approche a I’expression comme elle donne la « dans la méme manicre
avec ses point » . Toutefois, il s’oppose & ce perspectif, car il pense que Max
Simon attache les sens distance aux mots. Et puis, il dit que Simon tient la deuxieme
expression comme « la ligne droit est symétriquement placée pour (ou a travers) ses
points ». A cet égard, dit Heath, Simon ajoute que la direction et la distance seront

les notions irréductibles primaires.

En conséquence, Heath indique : « Donc, alors que le langage, comme on
voit, est désespérément obscur, on peut affirmer sans risque que 1’idée qu’Euclide
souhaitait exprimer €tait celui d’une ligne qui présente la méme forme en tous points
et relativement a tous, sans aucune caractéristique irréguliere ou asymétrique, qui

.. . P s 154
distingue une partie ou un coté de celui-ci d'une autre »'>*.

En partant des inférences de Heath, on peut dire que les commentateurs
interpretent ’expression en faisant références au de hors du texte d’Euclide. Ils
emploient les termes comme « distance », « direction » qui ne sont pas définis dans
le texte. Par contre, comme on I’a indiqué au début de notre recherche, on réclame
qu’on peut interpréter la Defl-4 (de méme la Defl-7) en référant aux énoncés qui se
trouvent sous le titre de Notions Communes. On pense que la signification de ces
définitions est liée aux fonctions de « tout », de « partie », et de « égale ». Souvenons

qu’ils sont posés comme des relations des choses appartenant au domaine de la

>3 « Max Simon takes the first construction to give the sense "die Gerade liegt in gleicher Weise wie

ihre Punkte." If the last words mean "in the same way as (or in like manner as) its points," I cannot see
that they tell us anything, although Simon attaches to the words the notion of distance (Abstand) like
Proclus. The second 'construction he takes as giving "die Gerade liegt fur (durch) ihre Punkte
gleichmaéssig," "the straight line lies symmetrically for (or through) its points"; or, if xeirou is taken as
the passive of 1671, "die Gerade ist durch ihre Punkte gleichméssig gegeben worden," "the straight
line is symmetrically determined by its points." He adds that the idea is here direction, and that both
direction and distance (as between two different given points simply) would be to Euclid, as later to
Bolzano (Betrachtungen iiber einige Gegenstdnde der Elementargeometrie, 1804, quoted by Schotten,
Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichts, II. p. 16), primary irreducible notions. ». Ibid.
1% Heath, ibid. p. 167, trad. Par 1’auteur.
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géométrie. En cela on suivra les implications de Notions Communes pour
d’interpréter ces définitions. Pour de traiter « &5 icov », on séparera « &§» et

« {oov », et puis, on les examinera.

Enfin, il faut ajouter que dans le contexte du probléme que Heath indique, on
pense que « Toic €@’ £avTig onueiolg » est construit avec « €€ ioov », car « 160 » est
donné relatif aux relations entre les choses. Par suite, quoi qu’il signifie, il doit étre
postulé pour des choses qui peuvent étre liées. La signification de « par rapport aux
points qui sont sur elle » est tenue comme soit « en les points qui sont sur elle » soit
« par les points qui sont sur elle », on tient « des points » qui doivent étre examiné
relativement les uns aux autres. Comme des points sont les limites de parties de
ligne, ’expression réfeére a la relation entre ces parties. « Par rapport aux points qui

sont sur elle », donc, devrait étre construit avec « €& iGov ».

Avant tout, « €k » est employé en grec ancien comme une préposition, et il a
plusieurs sens relatif a son usage. En étant proposition lorsqu’on le tient séparément
des autres mots, il ne signifie rien. Il utilisé généralement pour de référer a « un
départ », « le lieu » d’une chose, ou bien il signifie « le temps » ou « ’origine » du
sujet. Au sujet d’usage spatial, il signifie, de méme, « hors » ou « au-dela » d’un
lieu (ou chose). Lorsqu’il s’agit d’usage temporal, il signifie « des », « apres » d’un
incident ou d’une époque. Quand il est utilis€ dans le contexte « d’origine », il
signifie « la matiere», « origine (le pére) » ou «cause » d’une chose, ou bien
« agent » d’une action. Dans notre cas, il est évident qu’il n’est pas employée dans le
contexte spatial ni ce de temporal, car il est construit par « icog (€gale) ». De méme,
comme « €gale » ne connote pas « la matiére » ni « l’origine » d’une chose ni
« agent » d’une action, il n’est pas employé dans ces sens. Par suite, il est utilisé pour
de signifier la cause d’une chose. C’est la cause qui détermine la relation des points

(ou des parties limitées par ces points).

Au demeurant, notons que 1’utilisation de « éx » dans les Seconds analytiques
semble un usage qui signifie la cause d’une énonciation. Aristote emploi le terme
pour de signaler la cause d’une conclusion. En d’autres termes les démonstrations
aboutissent aux conclusions a partir des ou a cause des (éx) principes. (Donc si I’on
tient « €& ioov » dans son ensemble, 1’expression connote « a cause », « en raison »,
« en conséquence » d’égale. Par suite, « de manic¢re égale » peut étre tenir comme

des conséquences des connotations de 1’égale.
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En outre, on a démontré que la relation de 1’égalité possede les propriétés
suivantes : réflexivité, symétrie, transitivité, et coincidence (ou s’ajuster). Puis, on a
exposé les significations de ces propriétés. A cet égard, comme la relation « égale »
possede ces propriétés, des choses a propos desquelles on dit « de maniere égale »
devraient remplir ces conditions. Puis, comme « d’une maniere égale » est postulé

pour « des points sur une ligne », cette égalité marque une relation entre des points.

Cependant, une question trés importante se pose dans ce cas. Comment peut-
on lier des points par I’égalité ? Souvenons I’analogie entre la Defl-4 et Defl-7. « De
maniére égale » est employé dans les deux définitions. En cela, si « de maniere
¢gale » est donné pour des limites alors des especes de la ligne est déterminé en
partant de ces limites, i.e. des points sur elle. De méme, des especes de la surface
plane est déterminé en partant de droites sur elle. En effet, il n’est pas clair de
maniere de détermination en partant des limites. Que signifie 1’égalité pour des
points ? On peut avancer qu’on peut séparer des points du fait qu’ils sont des limites
différentes d’une partie d’une ligne. Quant a I’égalité, il n’est pas clair dans le
contexte des Eléments, si ’on peut dire « égale » pour des points. En outre, cette
approche cause des problémes pour la Defl-7, presque les mémes probléemes se

poseront pour des limites de la surface.

En revanche, on pense que cette relation d’égalité est donné pour des parties,
non pas pour des limites. Les deux définitions déterminent des especes d’éléments en
posant une relation d’égalité, ou une relation qui en dépend, entre des parties de ces
¢léments. De plus, « de manicre égale » fait référence aux propriétés de la relation
d’égalité : la réflexivité, la symétrie, la transitivité, et la coincidence. Puis, comme on
le verra dans I’examen des Demandes, la transitivité et la coincidence ont une grande
importance pour la construction d’espace. Enfin, on peut dire, par la Defl-4, que la
relation entre des parties d’une ligne remplit des propriétés de 1’égalité. Il en est ainsi

pour la surface plane, par la Defl-7.

Finalement il est obligatoire d’éclairer la connotation de la transitivité et de la
coincidence pour cette définition. On a vu que la coincidence permit a considérer les
égaux en tant qu’interchangeables. En cela, les parties d’une ligne (les segments) ou
d’une surface plane étendent dans la méme mani¢re. En ce qui concerne la

transitivité, si un segment quelconque étend dans la méme manicre avec un segment
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d’une droite, le segment (quelconque) étend dans la méme maniére avec les autres

parties de cette ligne, par suite il appartient a cette ligne droite.

Pour conclure, remarquons que la satisfaction de la relation ayant lieu entre
des parties de la ligne, ne peut pas éclairer tout I’obscurité des deux définitions. On
vient d’indiquer que cette relation est donnée pour des parties des lignes ou celles de
surfaces. Pourtant, il n’est pas clair a quelle partie réfere cette relation. On peut sans
doute avance qu’elle n’est pas dite pour toutes les parties, car si elle est dite pour
toutes les parties alors elle serait dite pour des parties et des parties de ces parties. A
cet égard, on est confrontés a un probleme: Comment la partie et le tout
s’ajusteront ? La partie est toujours plus petite que le tout. Alors cette relation est dite
pour des certains parties. Si c’est le cas, pour quelle parties est cette relation valable ?
Dans ce cadre, on peut supposer que cette relation est donnée pour les parties qui
sont égales ; c’est-a-dire, les parties qui sont égales en termes de genre auquel le tout
appartient. Il faut traiter la signification d’étre égale pour la ligne qui est longueur
sans largeur, et pour la surface qui est longueur et largeur. Toutefois, puisqu’on
traitera les objets géométriques par la relation de tout-partie, cette étude est sujette

d’une autre recherche.

Finalement, on est en accord avec ce que Heath avance : « Donc, alors que le
langage, comme on voit, est désespérément obscur, on peut affirmer sans risque que
I’idée qu’Euclide souhaitait exprimer était celui d’une ligne qui présente la méme
forme en tous points et relativement a tous, sans aucune caractéristique irréguliere ou

asymétrique, qui distingue une partie ou un coté de celui-ci d'une autre ».
4.3. La surface et la surface plane

Les trois définitions derniéres qui sont en relation avec la construction
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d’espace sont celles de la surface. La Defl-5 " est la définition du genre de la

6" est celle de sa relation avec le genre ligne, et la Defl-7"7 est

surface, la Defl-
celle des especes de la surface. Puisque on a auparavant indiqué, nous examinerons
ces définitions en partant des inférences on a obtenue en tant que conclusions des

définitions analogues.

%% « Une surface est ce qui a seulement longuetlr et largeur ». Vitrac, ibid. p. 156.

® « Les limites d'une surface sont des lignes ». Ibid.
7 « Une surface plane est celle qui est placée de maniére égale par rapport aux droites qui sont sur
elle ». Ibid.

15
15
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La Defl-5 décrit la surface comme «ce qui a seulement longueur et
largeur »'°*. Comme on a remarqué dans I’examen de la Defl-2, cette définition porte
sur des termes qui ne sont pas définit: « longueur » et « largeur ». De plus la
définition nous donne 1I’¢lément qui appartient au genre des choses ayant parties, car
autrement il serait nécessaire de la poser sous la Defl-1. En outre, la surface est un
¢lément qui possede des différences de genre de ligne. Tandis que, la ligne est posée
comme « longueur sans largeur », la surface est posée comme « ce qui a longueur et
largeur », et par suite, elle appartient a un genre des choses qui ont des parties, mais

elle se differe I’espece de la ligne.

Par ailleurs, comme la surface possede des parties, elle peut les avoir relatif a
sa longueur et sa largeur ; a savoir, elle est divisible selon sa longueur et sa largeur.
Néanmoins, la signification d’€tre une chose ayant longueur et largeur n’est pas
claire. Probablement, on peut la tenir, comme le cas de la ligne, en tant que grandeur
¢tendue selon deux dimensions, en termes modernes, bidimensionnelle, malgré tout,

sa signification ne sera pas plus claire.

En outre, comme la surface appartient au genre qui posséde des parties, elle
doit étre examinée par la relation de partie-tout. Par suite, la surface est un tout
constitué des parties et elle peut €tre en divisé. De plus, comme la surface est un tout,

elle n’a pas de partie en dehors de lui-méme.

De surcroit, puisque on a déja démontré, la surface appartient 4 méme genre
que ses parties. D’ou, elle possede seulement les parties en tant que longueur et
largeur ; a savoir, surfaces. Le point et la ligne ne peut pas étre des parties de surface,
car ils appartiennent aux genres différents. De méme, la surface ne peut pas étre la

partie de la ligne.

Au demeurant, comme on a montré que la chose qui possede parties, est
mdéfiniment divisible dans 1’examen de la Defl-3, la surface est infiniment divisible.

D’ou, elle posseéde un nombre indéfini des parties.

En ce qui concerne la Defl-6, on a mentionné qu’elle est analogue a la Defl-3.
A cet égard on suivra des inférences qu’on a fait de la Defl-3. Comme I-3, elle nous
donne une relation se trouvant entre des genres différents : la surface et la ligne. Les

lignes sont les limites de la surface quand elle est limitée. La surface limitée ne

138 Vitrac, ibid. p. 156.
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contient aucune partie hors de ses limites et toutes ses parties sont parmi de celles-ci.
De plus, des parties de la surface se limitent et toutes ses parties sont des surfaces
limitées. La surface possede un nombre indéfini des lignes. De plus, il n’est pas
nécessaire d’étre limité pour d’étre la surface, mais ses parties sont limitées a cause
de son genre. De plus la ligne est la limite de la surface par rapport non seulement a

I’¢élargissement superficiel, mais encore a I’¢largissement volumétrique.

Au sujet de la Defl-7, on I’appliquera les inférences tirées de la Defl-4. 11 est
nécessaire d’indique qu’il existe une différence entre la Defl-7 et la Defl-4. La Defl-
7 est posée comme « celle qui est placée d’une manicre égale par rapport aux droites
sur elle »"*°. En effet, la Defl-4 est postulée a partir de la relation de ses limites. En
revanche, la surface plane n’est pas définie a partir des limites d’une surface
quelconque. La surface plane est formulée par rapport aux droites sur elle. C’est
pourquoi, la premiere condition de la surface plane est le fait de posséder les droites ;
a savoir les limites de ses parties sont des droites. Si I’on pense réciproquement, si

une surface est plane alors les limites de ses parties sont des droites.

Les autres propriétés de la surface plane semblent a la ligne droite. Il existe la
relation « de maniere égale » entre ses parties. D’ou ses parties sont interchangeables
et étendent dans la méme manicre. De plus, si une partie de la surface quelconque
¢tend dans la méme manicre avec une partie d’une surface plane, ladite partie étend
dans la méme manicre avec les autres parties de cette surface, par suite il appartient a

cette surface plane.

19 Vitrac, ibid. p. 156.
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5. LA CONSTRUCTION DE L’ESPACE PAR RAPPORT AUX
TROIS CLASSES DE PROPOSITIONS SYSTEMATISANTES

Dans ce chapitre, on traitera les propositions se trouvant sous le titre de
Demandes et la construction d’espace, en partant des inférences on vient d’obtenir de
Notion Communes et de Définitions. En premier lieu, on considére la structure de la
Deml et les mots clés qu’elle emploie en grec ancien. En deuxiéme lieu, on
considérera des relations posées par cette déclaration. Puis, on discutera I’ordre des
¢léments postulés en référant aux implications des définitions. Alors, on examinera la
séparation des points les uns des autres par rapport a la condition de la limite. Et
puis, on mentionnera des certains attributs essentiels des points en partant de ladite
relation entre le point et la ligne. Ensuite, on exposera une relation nommée « entre »
pour des points en référant a la relation partie-tout. Enfin, on étudiera des
implications de la Deml sur la construction d’espace en soulignant des conclusions
des définitions de la ligne droite et la surface. Par ailleurs, on considérera la Dem?2,
partant des connotations des mots employés en grec ancien. Puis, on s’efforcera au

terme « prolonger » par les conclusions obtenues des Notions Communes.

La Deml, en étant posée comme « qu’il soit demandé¢ de mener une ligne
droite de tout point & tout point » déclare une relation entre des points et la ligne'®.
La proposition se trouve en grec ancien comme « HitoOw amd mavtog onueiov &mi
nav onueiov gvbelav ypapunv dyoayelv ». Le terme « dyaysiv » qui est le mode
d’infinitif du verbe « dyw », a beaucoup des sens relatif a son usage. Dans le contexte
des Eléments les commentateurs généralement le considére comme un terme
employé¢ afin de connoter « dessin ». Par exemple, dans la traduction de Heath, il se
trouve comme « draw (dessiner)», et dans celle de Peyrard comme « conduire ».
Vitrac, de méme, la traduit comme « mener » qui peut étre tenu comme conduire. En
revanche, on pense, malgré du fait de ses significations, que ce terme fait référence a

un acte de penser. Il seulement nous demande a réfléchir une ligne droite posée entre

10 Vitrac, ibid. p. 167.
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deux points. En d’autres termes, si I’on s’adresse a Aristote, I’existence d’une ligne
droite entre deux points, est postulée par cette proposition ou bien a David Hilbert,
comme il ’emploie dans Les principes fondamentaux de la géométrie, la régle de

détermination d’une ligne droite par deux points distincts est postulée.'®!

En outre, la proposition emploie le mot « wag » pour préciser deux points. La
signification du terme est différente celle de « SAog » qui signifie notre « tout » dans
le Notions Communes. En cela, des points posés n’impliquent pas « le tout » si ’on
les considére tous ensemble ; a savoir, on ne peut parler d’une opération de « ajouter

(mpootiOnut) » pour des points.

Ensuite, une droite est postulée de tout point a tout point par cette proposition,
d’ou il faut discuter I’ordre de la postulation ; ¢’est-a-dire, si le point ou la droite sont
premiérement posés. Parce que la direction de la composition de ’ensemble
(I’appelons I’espace) des €léments géométriques dont on parle est importante. Dans
le premier cas I’espace est construit en partant des points, dans le deuxieme, il est
déja 1a, et on parle des points a partir de I’espace. En d’autres termes, le premier cas
suppose que des éléments constructifs précédent 1’espace, la deuxieme suppose que

I’espace précede ses €léments constructifs.

De surcroit, en partant de la Defl-3 on peut réclamer que des limites des
parties d’une ligne sont des points. Toutefois, sont-ils des limites des parties des
lignes par la définition du point ? On répond « non », car la définition de point ne
pose rien sur le fait « d’étre limite » de la ligne La définition de point est donnée sur
le compte du fait d’étre sans-partie. En partant de la Defl-3, on peut exprimer que si
une chose est une ligne alors des limites de ses parties sont des points. En revanche,
on ne peut pas dire que si une chose est un point alors elle est une limite d’une partie
de la ligne. Ce cas ne suit pas de la définition du point. Le point est la limite par
rapport a sa relation avec la ligne. Par suite, on peut avancer que le demande postule
premierement le point (ou des points). Puis, comme la ligne droite est postulée de
tout point a tout point, elle est présentée en deuxieme lieu. Dans ces conditions, on

peut constater que des €léments constructifs de I’espace précédent 1’espace.

' Hilbert, aussi, emploie des autres termes pour de décrire une droite : « a (la droite) pas par A (le
point) et par B (le point) », « a joint A et B ». Cependant, tous ces usages signifient la détermination
chez Hilbert. A cet égard, nous pensons que cette demande signifie une régle de détermination pour
des lignes. Voir la note de bas de page 148.
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En outre, il est nécessaire de remarque que cette demande pose une ligne
droite (I’appelons droite) qui n’a pas de limite nécessairement par sa définition, c’est-
a-dire la droite posée par cette proposition est illimitée. En cela, toutes droites
déterminées par cette maniere sont illimitées. Par suite, les droites qui sont les uns
des ¢léments constitutifs sont illimitées, et donc, 1’espace construit par ces droites

sera illimitée.

En revanche il n’est pas clair que si I’on peut construire une surface soit plane
soit non-plane en partant des Demandes car elles ni posent une regle pour cette
construction, ni on peut I’inférer des Définitions. En effet, par la Defl-5 il est
légitime de dire que la surface est divisible selon sa longueur et sa largeur. Puis, par
la Defl-6 on peut dire que des limites de ses parties sont des lignes. Et enfin, par la
Defl-7 une relation est posée entre la ligne droite et la surface plane. Par contre,
aucune définition ne nous permit pas de réaliser la construction de la surface plane.
Dans ce cadre on pense que le systéme exige une Demande de plus, comme la Dem1
énoncant une regle de détermination pour la ligne droite en partant de ses limites ou

05 F N o1 . 162
d’une autre maniére, qui nous permettra a réaliser une telle construction'®*.

D’autre part, comme deux points déterminent la droite, et comme des points
sont des limites des segments d’une droite, on peut avancer que la droite est
déterminée d’une manicre qui se rapport a sa partie. En effet, lorsqu’on pose des
points et des droites, on pose, de méme, un domaine auquel la relation de tout-partie
est applicable, car les Notions Communes sont applicables aux domaines incluant le
domaine géométrique. De plus, on a montré que des lignes sont des choses qui
possedent des parties dont les limites sont des points. Puis, on a exposé la relation
entre la ligne droite est ses segments entre lesquelles la relation nommé « d’étre
d’une maniere égale » existe. Enfin, on a avancé, des propriétés de celle-1a liées aux
propriétés de I’égalité : la réflexivité, la symétrie, la transitivité, et la coincidence.

Les parties d’une droite peuvent étre considéré en tant qu’interchangeable. De plus si

12 Notons que Hilbert pose un axiome pour déterminer le plan : « Trois points A, B, C non situés sur
une méme droite déterminent toujours un plan « ; nous poserons ABC = a. Il, de plus, pose un autre
axiome : « Trois points quelconques A, B, C d’un plan a, non situés sur une méme droite, déterminent
ce plan a. Voir : 1. 4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte A, B, C bestimmen
stets eine Ebene a.

Wir gebrauchen auch die Wendungen: 4, B, C ,liegen in“ a; 4, B, C ,,sind Punkte von* a; usw.

1 5. Irgend drei Punkte einer Ebene, die nicht auf ein und derselben Geraden liegen, bestimmen diese
Ebene.

Grundlagen der Geometrie von Dr. David Hilbert, Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH,
Urspriinglich erschienen bei B.G. Teubner in Leipzig 1922, p.3.
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des parties d’une droite peuvent €tre envisagé comme interchangeables alors la ligne

en possédant tel type des parties, est la ligne droite.

A cet égard on pense qu’Euclide pose a la fois, une régle de la détermination
pour les segments de la droite, et pour elle-méme dans sa totalité¢. En effet il
prononce premierement une droite déterminé par deux points quelconques ; a savoir
il présente la droite dans sa totalité. On connait que la ligne droite est illimité et
qu’elle est divisible en possédant des parties par la Defl-2. Puisque la droite est
divisible, les parties d’elle est posé en méme temps. En cela on peut dire que la droite
précede ses parties, car comme avant de la poser dans sa totalité on ne peut parler de
ses parties, elle doit premicrement €tre posée dans sa totalité si le fait de parler de ses
parties sera légitime. D’ou la ligne droite précede ses parties. Puis, cette droite est
déterminée par des points qui sont des limites de ses parties par la Defl-3. Par suite,

on peut dire que la droite est déterminée a partir de ses parties.

En outre, cette détermination nous donne la possibilit¢ de penser sur la

. , . . 1 .
relation « entre » donnée par Hilbert en tant qu’axiome'®. Comme deux points

1% Hilbert donne 5 axiomes, en tant qu’axiomes de distribution, dont les quatre premiers sont
directement liés a la ligne droite :

1. A, B, C désignant trois points en ligne droite, si B est situ¢ entre A et C, il I’est aussi entre C et A.
2. A et C désignant deux points d’une droite il y a au moins un point B situé entre A et C au moins un
point D tel que, C soit situé entre A et D.

3. De trois points d’une droite, il en est toujours un et un seul situé entre les deux autres.

4. Quatre points quelconques A, B, C, D d’une droite peuvent toujours étre distribués d’une maniére
telle que B soit situé entre A et C et aussi entre A et D, et que C soit situé entre A et D et aussi entre B
et D.

De plus il pose une définition pour « segment » et « I’extérieur de segment » comme : « Le systéme
formé par deux points A et B situés sur une droite est dite un segment, et nous le désignerons par AB
ou BA. Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou encore a I’intérieur du
segment AB ; tous les autres points de la droit @ sont dits a I’extérieur du segment AB. Les points A et
B sont dits les extrémités du segment AB.

Hilbert, ibid. p. 9.

Voir :

« Die Axiomgruppe 11: Axiome der Anordnung.

Il 1. Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen A und C liegt, so liegt B auch zwischen
Cund A.

I 2. Wenn A und C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt es stets wenigstens einen Punkt B, der
zwischen A und C liegt, und wenigsten einen Punkt D, so dafs C zwischen A und D liegt.

11 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets einen und nur einen, der zwischen den
beiden anderen liegt.

Erkldrung. Wir betrachten auf einer Geraden a zwei Punkte 4 und B; wir nennen das System der
beiden Punkte 4 und B eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit 4B oder mit BA. Die Punkte
zwischen 4 und B heilen Punkte der Strecke AB oder auch innerhalb der Strecke AB gelegen; die
Punkte 4, B heillen Endpunkte der Strecke AB. Alle iibrigen Punkte der Geraden a heillen auferhalb
der Strecke AB gelegen.

11 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte und a eine Gerade in der Ebene
ABC, die keinen der Punkte A, B, C trifft: wenn dann die Gerade a durch einen Punkt der Strecke AB
geht, so geht sie gewif3 auch entweder durch einen Punkt der Strecke BC oder durch einen Punkt der
Strecke AC.
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déterminent un segment de la droite, et comme des limites des parties de cette
segment sont des points, des points qui sont des limites des parties de ce segment
sont «entre » deux points qui limitent le segment. En cela, une reégle de

détermination pour la relation « entre » est probablement posée.

Par ailleurs, comme la droite est dite de tout point a tout point, les points sont
distingués par le segment de droite qu’ils limitent. Le segment d’une droite sépare
deux points quelconques. D’autre coté, il est possible de dire que le segment est entre
des points qui I’entourent, en partant de fait qu’ils la déterminent. En conséquence,
un segment est déterminé entre tous les deux points et il n’existe aucuns points entre
lesquels un segment d’une droite ne soit pas. D’ou, on peut dire que des points sont
toujours des limites de la ligne, car comme il n’existe aucuns points entre lesquels un
segment ne soit pas et puisque des limites de la droite sont des points par la Defl-3,
tout point est limite de droite qui est entre lui et un autre point. Par suite, tout point

est la limite d’un segment (ou droite)'**.

Au demeurant, puisqu’un segment est pos€ entre deux points, il n’existe pas
une relation immédiate entre des points. C’est pourquoi, la médiation de deux points
est la partie ayant lieu entre eux. De méme, il n’existe pas de points adjacents, car si
I’on parle de deux points différents, il existe toujours un segment entre eux. Par suite,

I’adjacence des points n’est pas possible.

En outre, notons que demande pose que deux points déterminent une droite,
non pas une ligne quelconque. C’est pourquoi, les lignes posées sont placée d’une
maniére égale par rapport a ses points. Souvenons que la différence de la ligne droite
vient de la relation « de manicre égale » ayant lieu entre ses parties. En cela, sous la

supposition que toutes des droites sont menées de tout point a tout point, pour tous

Die Axiome II 1-3 enthalten nur Aussagen iiber die Punkte auf einer Geraden und mdgen daher die
linearen Axiome der Gruppe 11 heiflen ;

das Axiom II 4 enthélt eine Aussage tiber die Elemente der ebenen Geometrie und heifie daher das
ebene Axiom der Gruppe 11. ». Grundlagen der Geometrie von Dr. David Hilbert, Springer
Fachmedien Wiesbaden GmbH, Urspriinglich erschienen bei B.G. Teubner in Leipzig 1922, p.5.

194 A cet égard, « d’étre limite » est, en termes d’Aristote, « accident éternelle » pour des points. A la
fin du cinquiéme livre de la Meétaphysique, Aristote donne la définition de « I’accident ».
« Accident », chez lui, est ceux qui appartiennent a (Vrdpy®) une chose et ceux qui sont vrai (&An6ng)
pour elle, pourtant, ils ne viennent nécessairement d’elle ni ils sont généralement dite pour elle.
D’autre c6té, il note que le terme « accident » est employé pour ceux qui appartiennent a la chose lui-
méme (kaf' avtov), ceux qui n’appartiennent pas a son substance (ovcin). Puis, il nomme les
accidents de ce type comme « accidents éternelles ». Comme nous venons de montrer, la demande
postule que tout point est limite de la ligne. Cette incidence ne vient pas de la définition du point, elle
vient de la relation qui est dite entre le point et la ligne. Par suite « d’étre limite » n’est pas postulé
pour le point en partant de sa définition, elle vient de la construction de 1’espace. D’ou, « d’étre
limite » est « accident éternelle » du point.
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deux points il sera une ligne qui est placée de manicre égale. Par suite, on peut dire

\

que toutes régions de I’espace auront des mémes propriétés, a savoir il sera

régulier'®.

En dernier lieu, il est nécessaire de traiter la signification de « droite qui est
mené de tout point a tout point ». On a mentionné¢ que la relation « de manicre
¢gale » a une grande importance pour la Defl-4. La connotation de « de maniere
¢gale » détermine directement le caractere de la ligne droite. A partir de cette
demande on peut indiquer que la géométrie construit est directement lié a la
signification de cette relation. Si la ligne droite était tenue en tant que droites
supposées appartenir a la géométrie euclidienne alors un type de géométrie serait
créé. Et si ’on acceptait en tant que droite qui n’est pas « une droite de la géométrie
euclidienne », quoi qu’elle satisfasse des conditions données par la Defl-4, alors un
autre type de géométrie serait créé. En conséquence, la connotation de la droite a une
grande importance pour I’espace qui sera construit, par suite, pour la géométrie qui

sera créé'®e.

La Dem2, pronongant « et de prolonger continiment en ligne droite une ligne
droite limitée », pose la 1égitimité¢ de prolonger une droite limitée en tant que ligne
droite (koi €00giov memepacuévny katd 10 ouvvexsg €m e0bsiog €kPodelv). La
premiere remarque que I’on peut faire est 'usage de « memepacuévny » qui connote
« limitée ». Puisque la droite est limitée, elle est une partie d’une autre droite, et ses
limites sont les points. A cet égard il existe une relation entre la Deml et la Dem?2.

La régle de la détermination d’une partie de la droite est donnée par la Deml.

En outre, ’opération nommée « prolongement (éxBoieiv) » d’une droite finie
est valable « sur une droite (€n” €00giag) » ou « sur (€xi) » est un terme familier. On a

indiqué dans I’examen de la Defl-4 que « sur » signifie une relation de possession

1% On peut probablement essayer a construire la surface plane a partir de cette conclusion. Comme des
lignes sont des limites d’une surface quelconque, et comme 1’espace est homogeéne, la surface qui se
trouve dans cette espace possédent seulement des droites comme ses limites, a savoir ces droites sont
sur elle qui est la premiére condition d’étre une surface plane. Et puisque 1’espace est homogeéne, il
n’existe aucune irrégularité dans I’espace. Par suite, des parties de surface qui sont déterminées par
ces droites sont interchangeables. D’ou, le second critére de surface plane est satisfait. Cependant,
nous n’avons pas une régle pour une telle détermination : il n’existe pas un énoncé en tant que la Dem.
1, pour de déterminer une surface plane. C’est la raison pour laquelle nous pouvons dire que le
systéme exige une Demande de plus.

1% Par cette conclusion on peut avancer que la relation entre la géométrie euclidienne et géométrie
non-euclidienne est construit. A partir de cette conclusion des droites euclidiennes et des droites non-
euclidiennes peuvent étre considérées en ensemble. Ce qui change cette situation est la Dem. 5 connue
comme Postulat d’Euclide, ou Postulat de Paralléles.
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qui se trouve entre des parties et du tout, ainsi que des limites par lesquelles les
parties sont limitées, et du tout. Alors, ladite opération a lieu entre une partie d’une
droite et cette droite. De plus, notons que I’opération de prolongement d’une droite

finie est valable sur une droite qui n’est finie ni infinie'®’.

De plus, comme prolongement opére sur la droite limitée, ses limites sont des
points. On sait qu’une droite est postulée de tout point a tout point, d’ou une droite
limitée est posée entre 'un des limites de la droite et des points qui ne sont pas
possédés par cette droite. Puis, parmi ces droites, il existe une telle droite qui a la
relation « de manicre égale » avec la premicre droite. En d’autres termes, il existe un
point tel que la droite, qui est posée entre lui et I’'un des limites de la droite limité, est
placée sur la méme droite que la droite limité. Toutefois, notons que dans cette
condition, la Dem2, sera dépendant a la Deml, car la Dem2 sera postulée a partir de
la Deml. Si une droite quelconque n’est pas posée entre deux points, un tel

prolongement ne peut pas €tre réalis¢.

D’autre part, la Dem2 est dépendant de la Deml, non seulement a cause de
ladite situation, mais aussi a cause d’impossibilit¢ du prolongement d’une droite
limitée (ou une ligne limitée quelconque) si une droite n’est pas déja la. En d’autres
termes, on ne peut pas prolonger une droite limitée si une droite n’existe déja, car
autrement lorsqu’on prolonge la droite, une droite ou un segment d’une droite
commence a exister. A cet égard, une telle opération est seulement possible apres la
postulation de la Deml. Par suite, on peut dire que la ligne droite devrait étre
illimitée, car autrement on est confronté au probléme mentionné. Dans ce contexte,
on peut aussi avancer que la ligne droite illimitée est une condition nécessaire de
I’opération du prolongement, ainsi que segment. Enfin, notons que cette opération
peut étre indéfiniment réalisée, car il existe des points bien que la droite limitée ne

les possede pas, la droite sur laquelle elle est posée, les possede.

Il faut, de plus, ajouter que I'opération de prolongement n’est pas définite
dans les Eléments. Toutefois, a partir de son usage dans le texte, cette opération est
trés importante pour le systéme'®®. De plus, Euclide I’emploi a partir de la

démonstration de la Propl-5. Comme toutes les démonstrations de la livre I

17 En effet, nous pensons que cette droite, sur laquelle ladite opération est valable, est infinie (ou
illimitée), car autrement Euclide la poserait comme « finie ».

1% 11 existe plus de 100 occurrences de ce terme dans 13 livres. Il est parfois construit par la
préposition « Tpoc » qui signifie « & » en grec ancien.
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s’enchaine, cette démonstration devient un €lément important pour le systéme. A cet
¢gard, on examinera cet usage du terme pour la compréhension de 1’opération de

prolongement.

Dans la démonstration, il prolonge premiérement la droite AC par la droite
CE. Puis, il prit au hasard un point G sur CE et il retranche de la droite AE, la droite
AG en tant que plus petite qu’AE ; a savoir en tant qu’une partie de AE. En cela, AG
est une partie d’AE. Et puis, il mentionne AC comme la partie d’AG ou AC est une
partie d’AE. D’ou, AC, CG, GE sont des parties d’AE. CG et CE sont dans la
relation « de mani¢re égale » en étant des parties de CE. Et puis ils sont dans la
relation « de maniere égale » avec AC en étant des parties d’AE. Par suite, AC et CE
ont la relation « de maniere égale » entre elles. Donc, AC est prolongé par CE a
AE'®. Dans ces conditions, on peut dire qu’Euclide emploi cette opération pour de

déterminer une droite qui possede la ligne droite limitée qui sera prolongée.

19 Vitrac, ibid. p. 204-205.
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6. CONCLUSION

On a commencé a notre recherche en énongant I’importance des Eléments
pour I'histoire de la science et de la philosophie. Le texte avait été une source
d’inspiration pour des siécles, ainsi qu’il est pour nous aujourd’hui. Malgré du fait
qu’il n’est pas autant appréci¢ qu’il a été plusieurs siecles avant de notre temps, il
porte encore sa nécessité pour la science, non moins que la philosophie. Ladite

importance nous conduit a réaliser une telle recherche.

Dans cette recherche, on a, en premier lieu, traité I’ceuvre d’Aristote les
Seconds analytiques afin de déterminer la méthode employée dans les Eléments.
Dans ce cadre, on a examiné la définition et les conditions de la science selon les
Seconds analytiques. On a vu que la science est la connaissance nécessaire et vraie
des choses, et démonstration qui est un genre du syllogisme nous la fournit. La
démonstration est une suite des €énonces ou les propositions sont liées par la
nécessité, et la conclusion est de méme nécessaire. Puis, la science est

I’enchainement des démonstrations.

Ensuite, comme tout enseignement vient des connaissances préexistantes, la
démonstration qui nous donne la cause d’une connaissance scientifique, vient des
connaissances préexistantes appelées les principes de la démonstration. Les principes
sont les propositions qui systématisent la connaissance scientifique, car toutes les
démonstrations aboutissent aux conclusions a partir d’eux. Ils sont la cause de la
nécessité et vérité de la démonstration en étant a la fois nécessaire et vrais. De plus

ils sont les propositions qui sont, premieres, immédiates et indémontrables.

Par ailleurs, comme la conclusion de la démonstration est nécessaire, elle doit
partir des principes nécessaires. A cet égard, les principes sont les attributs
universels, car I’'universel connote pour un attribut le fait d’appartenir a tout son sujet

par soi. Il est nécessairement vrai pour son sujet.
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En outre, les principes de la démonstration ne sont pas les sujets a
démonstration, car ils sont indémontrables par le moyen de la démonstration. Comme
la démonstration est le moyen de posséder des causes des choses causées, et comme
les principes sont les choses qui ne sont pas causées, le domaine de la démonstration
se différe celle de la science qui étude les fondements des principes. D’ou la

démonstration des principes est impossible.

Enfin, on a trois classes des principes : les axiomes en tant que propositions
qui sont nécessairement par soi, les postulats (ou les demandes) en tant que
propositions qui ne sont pas nécessairement par soi, malgré du fait qu’ils sont posés
et utilisé sans démonstration, et les définitions en tant que propositions qui expriment
les essences des choses. Les axiomes sont les propositions dont la possession est
essentielle pour tous ceux qui veulent avoir n’importe quelle connaissance
scientifique. Les postulats et les définitions dépendent du genre de la science étant

étudiée.

Finalement, il est évident qu’Euclide suive le chemin établit par Aristote.
Lorsqu’on traite les Eléments, on apercoit que les démonstrations aboutissent aux
conclusions en partant des trois classes de propositions données au début du premier
livre. Euclide emploie les inférences des trois classes des propositions dans toutes les
démonstrations, cependant, il ne les démontra pas, il les donne seulement comme les
Définitions, les Demandes, Les Notions Communes. Les Définitions donnent les
nommes et les propriétés propres des ¢léments. Les Demandes donnent les régles
pour des déterminations des éléments. Les Notions Communes donnent les
propositions concernant la totalité du livre ou la géométrie plane et la théorie des

nombres qui ont les domaines différentes (dans une manicre) sont examinées.

Dans ce contexte, il faut constater que non seulement ’usage de ces trois
classes des propositions s’ajuste avec 1’usage exposé¢ dans les Seconds analytiques,
mais encore les propositions qu’ils contiennent sont construites de méme maniere
que celles de posées par Aristote. Il est nécessaire de mentionner que le titre
d’Axiomes se transforme a ceuli de Notions Communes ou il existe les propositions

données par Aristote comme exemples d’ Axiomes.

En outre, Aristote indique que les scientifiques ne postulent pas parfois
certains axiomes s’ils sont évidents. Dans les Eléments, la loi de non-contradiction et

la loi de tiers exclue de la logique sont employées sans démonstration, pourtant ils ne
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sont pas données sous le titre de Notions Communes ni ceux des deux autres classes.
En ce sens, il existe une similarité de plus entre la méthode des Eléments et celle des

Secondes analytiques.

Au surcroit, les propositions sont démontrées dans le texte d’Euclide, ou bien
par les implications des trois classes des propositions, ou bien par la réduction a
I’absurde. Dans ce sens, on peut dire que les conclusions des démonstrations sont
nécessaires, car dans le premier cas la conclusion nécessairement suit les
implications des propositions systématisant, et dans le deuxiéme cas la démonstration
est conclue a partir de la loi de non-contradiction, par suite sa conclusion est
nécessaire. Les démonstrations possedent, donc, un caractére nécessaire, néanmoins

au sujet de la nécessité des principes, ils ne sont pas démontrés dans les Eléments.

Dans I’examen des Notions Communes on a montré qu’ils doivent étre
contenus dans le texte original a partir du fait que 1’absence de cette section cause
des probléemes non seulement pour les démonstrations mais aussi pour la

compréhension de deux autres classes des propositions systématisant.

Ensuite, on a discuté les connotations des Notions Communes. IIs sont les
propositions qui posent les relations et les opérations primitives du domaine
qu’Euclide s’occupe. Dans ce cadre on a analysé les relations connotées par les
propositions : 1’égalité, la substitution, I’inégalité. On a montré que la relation
d’égalité possede les propriétés de la relation d’équivalence. Cette relation possede la

réflexivité, la symétrie et la transitivite.

Par la suite de la relation d’égalité, on a traité I’opération d’ajouter ; a savoir
I’addition, et l’opération de retrancher; a savoir, la soustraction. Ils sont les
opérations valables pour le domaine de la Géométrie et I’ Arithmétique. En plus, on a
suppos¢ que 1’addition signifie le fait de penser les choses séparés en tant que leur
ensemble. Puis, on a assumé que 1’addition et la soustraction sont les opérations

inverses et que la soustraction est le fait de penser les choses qui sont ajoutées, en

tant que séparé. Dans ce cadre on a trois hypotheses supplémentaires.

La premiere occurrence du « tout » se trouve par 1’addition. On obtient le tout
en ajoutant des choses appartenant au méme genre. Puisque le tout ne contient que
les éléments appartenant au son genre, 1’addition est valable pour les ¢léments du

méme genre, ainsi que la soustraction ; car elle opere sur le résultat de ’addition.
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Il est nécessaire d’éviter de supposer ’addition et la soustraction par leurs
connotations arithmétiques ; car ils sont valables sur un domaine plus étendu. En ce

sens, notre dénomination faut étre considérée avec cette réserve.

Enfin, 'ingénuité des certains Notions Communes est démontrée, en partant
du fait qu’on peut les déduire de la NC2 et la NC3. Ils sont les contraposées de ceux
deux. Puisque les principes de la démonstration doivent étre indémontrables, en étant
démontrable la NC4, la NCS5, et la NC6 ne peuvent pas étre inclues sous le Notions

Communes.

Apres avoir exposé la NC2 et la NC3, on a traité la NC7, qui est généralement
li¢ a la superposition par les commentateurs, a cause d’usage d’un terme (€papuolm)

dans les démonstrations, qui se trouve en proposition.

D’abord, «s’ajuster » connote « étre appliqué a» en usage passive, et
« s’adapter exactement » en usage active. Puisqu’il est utilisé en usage active, il
signifie la coincidence des choses qui sont ¢gales. En effet, le terme est directement
employ¢ par Euclide dans une mani¢re rappelant la superposition; a savoir, le
déplacement des objets géométriques 1'un sur Pautre. C’est pour cela, cette notion

commune est considérée comme un axiome de géomeétrie.

Ensuite, certains commentateurs réclament, en référant a cet usage, qu’elle est
interpolée, ou qu’elle devrait étre considérée en tant que Demande. Par exemple,
Tannery revendique qu’elle est interpolée, et Heath asserte qu’elle est posée en tant
qu’axiome de congruence ; c’est-a-dire I’axiome posé¢ pour 1’égalit¢ des objets
géométriques. Par contre, Proclus I’accepte comme original, car autrement, a partir
de la Propl-4, un certain nombre des démonstrations I’employant seront invalides.
Comme la Propl-4 posséde une grande importance pour la totalité¢ du texte, elle doit

étre contenue par lui.

Dans ce contexte, a partir des raisons données par Proclus, on est en accord
avec 1’idée qui suppose que la NC7 est contenue dans les Eléments. En revanche, on
ne pense qu’elle est un axiome de congruence. Parce que si ’on prend cette notion
commune en tant qu’axiome de congruence, les démonstrations ou la substitution des
¢gaux se trouve deviennent invalides. Parce qu’il n’y a aucune expression dans le

texte qui permet la substitution des égaux. La substitution signifie la considération
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des ¢léments, ayant les mémes propri€tés, dans une maniere interchangeable. D’ou,

on pense que la superposition des objets géométriques se trouve dans cette manicre.

I existe, les commentateurs, comme Tannery, qui distinguent la NC8 en tant
qu’interpolation. A partir du fait que la premiére définition distingue les éléments
primitifs sur le fait d’avoir partie, on pense que cette notion commune doit étre
contenue dans le texte original, car en 1’absence d’elle, les problémes se présentent a
propos de la compréhension des définitions. C’est pourquoi elle devrait inclus parmi

des Notions Communes.

Dans I’examen de 1’inégalité posée par la N.C. 8, on a vu qu’elle signifie une
relation entre « le tout » et « la partie ». On a essayé de construire la relation entre la
partie et les ajoutées de ’addition. Comme les ajoutées du tout ne sont pas égaux au
tout, car ils exigent une opération pour de devient le tout, le tout est plus grand que
les ajoutées. D’ou les ajoutées du tout signifie « la partie », et par suite, le résultat de

I’addition des parties est le tout.

Ensuite, puisque le tout est le résultat de I’addition des parties, les parties sont
le résultat de la soustraction. En cela, le tout est ’assemblage de ses parties. Son
intégrité vient de cette coexistence, et cet intégrité distingue ses parties celles des
autres touts. Par suite, le tout est la coexistence ou ’ensemble de ses parties. Il les

tient ou les possede avec les autres parties.

Par la suite, on a démontré que les touts qui sont €gaux peuvent étre
considérés comme interchangeables ou la substitution des égales devient I€gitime.
Puis, on a démontré que tous les éléments du domaine que les Eléments s’occupe

sont €gaux a soi-méme.

Au demeurant, on a démontré les propriétés de I’inégalité : I’antisymétrie et la
transitivit¢é. Comme la relation est antisymétrique, on a une possibilité de décrire une
relation de plus entre le tout et la partie. Puisque I’inégalité est valable pour les
choses qui ne sont pas égales, et que la partie n’est pas plus grand que le tout, on a
défini cette relation comme « €tre plus petit ». Par suite, il existe trois relations
valables pour les choses de notre domaine : « I’égalité », « €tre plus grand » et « étre

plus petit ».

Dans I’examen des Définitions, on a commencé par la définition du point.

Puisque le point est décrit comme 1’élément sans-partie, la premicre différence des
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genres du domaine vient sur le fait d’avoir partie. Les uns qui ne possedent pas de

partie, appartiennent au genre sans-partie, et ils sont définis comme « point ».

Comme le point ne possede pas de partie, on ne peut pas I’envisager dans la
relation de tout-partie. D’ou le point ne peut pas étre un élément de la relation
d’égalité ni d’inégalité. De plus, il n’est valable pour I’opération d’addition ni de
soustraction, car ils sont définis sur les parties. De plus, puisque le point est sans-

partie, il est indivisible a ses parties.

Finalement, on a démontré que le tout ne possede que les parties appartenant
a son genre ; car autrement il possederait les parties qui détient les différences des
autres genres, par suite le tout possederait les différences qui sépare autres genres de
son genre. En d’autres termes, il possederait les différences qu’il ne posséde pas, ce
qui est absurde. D’ou, on a démontré pour le tout, la nécessit¢ d’avoir des parties

appartenant son genre.

Au sujet de la discussion de la ligne, on a exposé qu’elle appartient, avec la
surface au genre des ¢léments qui possedent des parties. Cependant ils se différent
par rapport a ses extensions. La ligne est définie en tant que « longueur sans largeur »
et la surface est définie en tant que « longueur et largeur ». Par suite, la différence
entre le genre de la ligne et celle de la surface porte sur « largeur » qui est un terme
d’extension. En suite comme la ligne et la surface possedent des parties, elles sont les
touts composés des €léments appartenant a leurs genres. Puisqu’elles sont touts, elles

ne possedent aucune partie en dehors d’elles-mémes.

Ensuite, comme la ligne posséde une partie, elle posséde d’une autre partie de
plus, car autrement la division de la partie et du tout serait inutile. Puisqu’elle
possede deux parties, et ses parties ont des parties, et cette division se répéte pour
toutes les parties, la ligne posséde un nombre indéfini des parties. Il en est ainsi pour

la surface.

Par ailleurs, la limite de la ligne et les conditions d’étre limité sont exposées
dans notre recherche. La limite de la ligne est posée en tant que le point. Pour cela, si
la ligne est limitée, ses limites sont des points. Toutefois, la condition d’étre limité
n’est pas définie dans le texte. C’est pourquoi, on a suppos¢ que des parties d’un tout
se limitent. Et comme la ligne possede des parties, ses parties se limitent, ou les

limites de ses parties sont des points. En outre, on a signalé 1’analogie entre la Defl-3
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et la Defl-6 ou les limites de surface sont posées en tant que lignes. Dans ce cadre,
notre supposition pour le fait d’étre limité est valable pour la Defl-6. Comme la
surface est un tout possédant des parties, ses parties se limitent. Par suite, les limites

de ses parties sont des lignes.

Finalement, comme la ligne posséde un nombre indéfini des parties, et
comme les limites de ses parties sont des points, la ligne posséde un nombre indéfini
des points. En effet il en est ainsi pour la surface. La surface posséde un nombre
indéfini des lignes ainsi que des points, car les lignes qu’elle possede, possédent un

nombre indéfini des points.

En ce qui concerne la Defl-4 et la Defl-7 ou la ligne droite et la surface plane
sont définies, ils sont analogues comme les définitions de la limite. Pour cela, on a

expos¢ la Defl-4 d’une fagon qui est applicable a la Defl-7.

Tout d’abord, la Defl-4 pose la différence des espéces de la ligne comme
«celle qui est placé de maniere égale par rapport aux points sur elle ». La ligne
droite est distinguée par « de maniere €gale » des autres especes de la ligne. Ensuite,
La définition est donnée a partir des relations qui se trouvent entre les primitifs ; a
savoir, la ligne et le point. En exprimant « celle qui est placé de maniere égale par
rapport aux droites sur elle », la Defl-7 est posée de méme maniere. Elle indique une

relation entre la droite et le point.

Dans les propositions il y a trois relations décrivant la droite : « sur » pour les
points et la ligne, « par rapport a » pour la ligne et les points sur elle, et « de maniére

¢gale » pour les parties de la ligne.

Dans ce cadre, on a traité la signification de « sur ». On a supposé que « sur »
signifie les éléments appartiennent au tout. Pour cela, les parties de la ligne et les
points qui sont les limites de ses parties sont possédées par elle. Par suite, ils sont sur
la ligne droite. En ce sens, les parties de la surface et les lignes qui sont les limites de
ses parties sont possédés par la surface. Par suite ils sont sur la surface. De méme,
puisque les points sont possédés par les lignes qui sont sur la surface, les points sont

aussi sur la surface.

Au demeurant, pour le cas de « par rapport a », on a supposé¢ que le tout
s’étend par rapport a ses parties. Comme les points sont les limites de parties de la

ligne, et comme ils déterminent ces parties, alors, la ligne s’étend par rapport aux
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points sur elle. Il en est ainsi pour la surface qui s’étende par rapport aux lignes sur
elle. Cependant il est obligatoire de noter que la surface plane est définit en partant
des droites sur elle. Dans ce sens une condition de plus est posée pour la surface
plane : elle doit possede des droites comme les limites de ses parties. En d’autres
termes, si une surface est plane, alors ses parties peuvent étre déterminées par les

droites.

Au sujet de la relation « de manicre égale », on a, en premier lieu, considéré
I’interprétation de Heath. Nous avons vu qu’il mentionne un probléme a propos de la
construction de la définition en grec ancien pour laquelle il pose deux cas possibles :
« par rapport aux points sur elle » est construit avec ou bien « de maniére égale » ou
bien « placé ». Dans ce cadre, on suppose qu’elle est construite avec « de maniére
¢gale » car « égale » est une relation entre les choses. Dans ce contexte, si « de
maniere €gale » €tait construit avec « placé » il signifierait la fagon de la réalisation
du verbe; a savoir il fonctionnerait en tant qu’adverbe. Cependant, Euclide emploi
« égale (icog) » avec « €k » qui évoque la raison d’une chose. Il n’utilise pas la forme
adverbiale « d’égale » ; c’est-a-dire, « icmwg ». D’ou, on assume que « par rapport aux

points sur elle » est construit avec « de maniere égale ».

De plus, on a analysé la signification de « €€ icov » en grec ancien. Afin
d’examiner 1’expression on a séparément analysé les mots « €k » et « icog». On a
exposé I'usage de « ék » en grec ancien et on a montré que le mot est employé pour
la signification d’une cause. C’est la cause qui détermine la relation des points (ou
des parties limitées par ces points). De plus, on a signalé¢ que le mot est employé
d’une maniére analogue chez Aristote. Par suite, lorsqu’on tient « €€ icov » dans son
ensemble, I’expression signifie «a cause », «en raison», «en conséquence »
d’égale. En ce sens, « de maniere égale » peut étre tenir comme des conséquences

des significations de 1’égale.

En outre, la relation d’égale possede les propriétés suivantes : la réflexivité, la
symétrie, la transitivité, et la coincidence (ou s’ajuster). En ce sens, « de maniere
¢gale » devrait posseder ces propriétés. Et comme « de manicre €gale » est dit pour

« des points sur une ligne » il les devrait lier a partir de ces propriétés.

Dans ce contexte, on peut avancer que cette relation ne concerne pas des

points, car puisqu’ils ne sont pas de parties, la relation d’égalité n’est pas valable
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pour des points (ou bien on peut asserter que tous les points sont égaux). A cet égard,

cette relation est postulée pour les parties de la ligne qui sont limitées par ces points.

Ensuite, comme « de maniere €gale » posseéde les propriétés de I’égalité il
faut éclairer les implications de ces propriétés. Puisque « de manicre égale » possede
la coincidence, les parties qui sont postulées « de maniere égale » doivent étre
considérées interchangeables ; a savoir elles possedent les mémes propriétés. En cela,
les parties d’une ligne droite (les segments) ou d’une surface plane étendent dans la
méme maniere. Au sujet de la transitivité, si un segment quelconque étend dans la
méme maniere avec un segment d’une droite, le segment (quelconque) étend dans la
méme maniere avec les autres parties de cette ligne droite, par suite il appartient a
cette ligne droite. Puisque on a conduit sa recherche sur la relation de tout-partie, il

en est ainsi pour la surface plane et ses parties.

Quant aux Demandes, on a, d’abord, énoncé qu’ils sont les régles pour la
détermination des éléments géométriques. La Deml postule la régle de la
détermination de la ligne droite et ses segments, et La Dem2 postule celle du

prolongement d’une droite déterminée.

Comme la droite est posée de chaque point a chaque point, si 'on les
considere tous ensemble il ne connote pas un tout. L’addition n’est pas possible pour

des points.

Autre, on a montré que les éléments constitutifs de 1’espace le précédent.
Comme la droite est posée de chaque point a chaque point, et comme la définition du
point n’enveloppe que le fait de ne pas avoir des parties ; a savoir sa définition
propre n’énonce rien sur le fait d’étre limite de la ligne, le point n’est pas limite de la
ligne par soi. En ce sens, le point est donné avant de la droite. Puis, la droite est
postulée de chaque point a chaque point. Par suite, I’espace est construit a partir du

point ; c’est-a-dire, I’espace est précédé par ses éléments constructifs.

De plus, la droite posée n’a pas de limite, car la définition de la ligne
n’implique rien sur limitation de la ligne, elle la pose en tant que longueur sans
largeur. De plus, Euclide ne pose pas la droite en tant que limitée comme il le fait
dans la Dem?2. Il postule le prolongement a partir de la droite limitée. C’est pourquoi,

on insiste que la droite posée par cette demande soit illimité. Par suite, comme les
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¢léments constructifs de 1’espace sont illimités, 1’espace qui est construit par ces

¢éléments est illimité.

D’autre c6té, comme deux points déterminent la droite, et comme des points
sont des limites des segments d’une droite, on peut avancer que la droite illimitée est
déterminée d’une manicre connexe a sa partie. Dans ce cadre, Euclide pose la ligne

droite illimitée et ses parties a la fois.

En outre, on peut déterminer une relation nommée « d’étre entre », par cette
demande. Comme deux points déterminent un segment de la droite, et comme des
limites des parties de cette segment sont des points, des points qui sont des limites
des parties de ce segment sont « entre » deux points qui limitent le segment. En cela,

une regle de détermination pour la relation « entre » est probablement posée.

Par ailleurs, on peut dire que les points sont distingués par le segment qu’ils
limitent. Le segment d’une droite sépare deux points quelconques. De plus il n’existe
aucun segment qui n’est pas limité par des points. Par conséquent, tous les points
sont limites des lignes droites. Puisqu’il n’existe aucun segment qui est limité par des
points, il n’existe pas de relation immédiate entre des points. Par suite, il n’y a

aucuns points adjacents.

En revanche, il est obligatoire de mentionner que la Deml ne nous donne
I’opportunité de construire une surface plane ni la Dem2. En effet, on n’a aucune
régle de la détermination ou la construction par les définitions de surface. On sait que
les lignes sont les limites des parties de la surface et que la ligne droite détermine la
surface plane. Pourtant, on ne peut pas construire une surface par ces définitions, si
I’on ne suppose pas déja une surface. D’ou on peut dire que le systéme exige une

Demande pour la détermination de la surface plane.

De surcroit, comme la droite, qui est une espece réguliere de la ligne, est
postulée par la Demande, on peut constater que sous la supposition que toutes des
droites sont menées de tout point a tout point, pour tous deux points il sera une ligne
qui est placée de maniere €gale. Par suite, toutes les régions de I’espace seront

réguliéres.

Enfin, il faut indiquer que la géométrie qui sera construit par cette Demande
est directement liée a la signification de la ligne droite. Puis, comme la surface plane

est déterminée par les droites sur elle, la connotation de la droite concerne
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directement celle de la surface plane. Si la ligne droite est tenue en tant que droites
supposées appartenir a la géométrie euclidienne alors un type de géométrie serait
créé. Et si ’on acceptait en tant que droite qui n’est pas « une droite de la géométrie
euclidienne », quoi qu’elle satisfasse des conditions données par la Defl-4, alors un

autre type de géométrie serait créé.

La deuxiéme Demande pose la régle de détermination de prolongement d’une
droite limitée sur une droite. En effet, comme la droite est limitée par des points, on
peut placer des droites de 'une de limites de cette droite a un autre point. Puis parmi
ces droites il y a une telle droite qui a la relation « de maniére égale » avec la droite
posée. Cependant, en ce sens, la Dem2 dépend de la Deml, car si la droite n’est pas

dite de tout point a tout point, on ne peut pas prolonger la droite limitée.

Pour conclure, dans cette recherche on a traité les significations des trois
classes des propositions qui systématisent les connaissances données dans les
Eléments. Afin d’analyser les significations des propositions on a déplacé les Notions
Communes au début de notre examen. Nous avons vu que les relations données par
les propositions sous ce titre nous ont aid¢ a €clairer les Définitions et les Demandes.
En premier lieu, ces relations sont utiles pour la définition du tout et de la partie qui
sont employées pour la compréhension des Définitions. Dans ce cadre, on a vu qu’il
est possible d’examiner les définitions en partant de tout-partie. De plus, on a utilisé
les propriétés de la relation de 1’égalité pour la Defl-4 et la Defl-7. Enfin, on a la
possibilité de construire 1’espace, en partant de nos conclusions tirées des Notions

Communes et des Définitions.

En revanche, il est obligatoire de souligner qu’il existe les obscurités pour les
définitions de la droite et de la surface plane, car la relation d’égalité qu’on I’a
supposé¢ entre ses parties devrait étre déterminée en termes d’extension. Nous avons
conduit notre recherche sur les inférences des Notions Communes. Cependant, on n’a
pas employé les termes « longueur » et « largeur » qui sont postulés pour la ligne et
la surface. D’ou, on doit réexaminer nos inférences en termes d’extension. Dans ce
contexte, il faut accepter cette thése comme une recherche préliminaire pour la

construction de I’espace.
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