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Préface

Dans ce mémoire un aspect trés important dans le domaine de ’aide multicritére a la décision
est étudié: 1’interaction entre les critéres qui apparait souvent dans la décision subjective de
I’homme mais qui est généralement négligée. La moyenne pondérée qui est encore un outil
d’agrégation fréquemment utilisée ne refléte pas le comportement de 1’évaluation de I’homme

a cause des hypothéses de 1’additivité et de 1’indépendance sous-jacentes.

La mesure floue et I’intégral floue avaient été proposées par Sugeno en 1974 afin d’exprimer
les systémes flous et de modeler la procédure d’évaluation subjective de ’homme. Avec son
modele il essaie de simuler comment les individus intégrent les informations, les évaluent et
décident sur leurs actions. Dans ce mémoire, aprés avoir présenté ce domaine innovant un
exemple est donné pour l’identiﬁce;tion d’une mesure floue 2-ordre avec un programme
linéaire. En définitive, la généralisation est faite et sa fonction est montrée en la comparant

avec une sélection parmi les autres méthodes d’aide multicritéres a la décision.

Tout d’abord, je voudrais remercier 2 mon directeur de mémoire M. E. Ertugrul KARSAK
pour son aide précieuse, pour son soutien, pour la confiance qu’il m’a témoignée et aussi pour
tous ses encouragements durant mon cursus universitaire. Il sera toujours mon exemple avec

sa passion et pour ses qualités de chercheurs.

Je voudrais remercier aussi & M. Michel Grabisch qui m’a encouragé durant le mémoire et

pour son aide sincére pendant la recherche des nouveaux articles.

Derniérement, je voudrais remercier a tous ce qui étaient avec moi pendant mon mémoire.
Mes chers amis pour m’avoir encouragé, les collegues a la Faculté d’Ingénierie et de
Technologie pour leurs contributions, et spécialement ma famille 3 laquelle je dédie cette

mémoire parce que sans leur encouragement ce mémoire n’aboutirait jamais.
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Sevin SOZER
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Résumé

La mesure et 1’intégrale par rapport 4 la mesure sont des concepts trés important dans
les mathématiques. Ils ont beaucoup d’application en ingénierie, et leur
caractéristique principale est ’additivité. Cette caractéristique est trés effective et
convenante mais souvent trop inflexible ou trop rigide. Afin de résoudre ce probléme
de rigidité, la mesure floue a était proposée par Sugeno en 1974 étant son étude de
thése doctorale. C’est une extension de la mesure de fagon & remplacer la propriété
d’additivité par une condition moins rigide, la monotonie. Les mesures floues et
l'intégral floue avaient été présentées afin d’exprimer les systémes flous et puis
avaient été proposées pour modeler la procédure d’évaluation subjective de I’homme.
Avec son modele Sugeno essaie de simuler comment les individus intégrent les

informations, les évaluent et décident sur leurs actions.

Malgré les études profondes sur la théorie de la mesure floue, les applications de la
mesure floue manquent surtout en aide multicritére a la décision (MCDM, Multiple
Criteria Decision Making). Cette bréche est causée par la difficulté de 1’utilisation
pratique et de compréhension des mesures monotones comparées aux mesures
additives. Avec les mesures floues, il est possible de modeler deux sortes de choses,
la premicre c’est I’incertitude sur I’ensemble QQ des états du monde, et la deuxiéme

c’est I’importance d’une coalition pour un 4 < Q. Ici, ,u(A) représente 1’importance

de la coalition 4 pour le probleéme de décision considéré.

Un concept introduit par Grabisch, les mesures floues k-ordre additives, permet de
donner une solution intermédiaire pour les mesures floues qui peut varier entre les
mesures additives et les mesures floues générales. En fait, composé par la définition
de représentation de Shapley et d’interaction, les mesures floues sont devenues plus

compréhensibles et applicables.
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Dans cette thése, on va introduire les mesures floues dans le concept de MCDM. Les
définitions et le sens des concepts sont donnés profondément en chapitre 2. Puis
I’interaction des criteres et les trois représentations des mesures floues sont présentées.
Apres avoir défini la k-ordre additivité les effets de veto et faveur sont donnés. Les
différentes approches possibles pour 1’identification des mesures floues sont

présentées en 2.10.

En chapitre 3, afin de faire comparer différentes approches, une sélection d’autres
méthodes d’aide multicritéres a la décision sont affichées. La premiére méthode est
TOPSIS qui est une méthode basée sur le concept de distance entre les alternatives et
les solutions idéale et anti-idéale. La deuxieme méthode est ELECTRE I qui est

basé sur le concept de préférence partiel et qui est une approche relationnelle.

Une application dans 1’aide multicriteres a la décision de la mesure floues est
introduite en chapitre 4. Dans la premiére partie les coefficients de la mesure floues
sont déterminés avec une approche proposée par Marichal et Roubens pour un
probléme de sélection des étudiants. Dans la deuxiéme partie ’utilité de ces
coefficients est vérifiée en les traitant avec un échantillon d’étudiants de vingt
personnes. Cet échantillon est rangé par les trois méthodes et ces rangements sont

comparés par le coefficient de corrélation de Spearman.

Les mesures floues sont des outils de MCDM qui ne sont pas encore appliqués d’une
fagon efficace et effective. Méme si, les études dans les aspects théoriques sont assez
profondes, les applications dans des différents domaines doivent &tre étudiées et
développées. L’exemple qu’on a étudi¢ dans cette étude a montré applicabilité dans

les problémes fréquents.
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Ozet

Cok Olgiitlit Karar Verme XX. yiizyihn ikinci yansinda 6nemli gelismeler gosterdi.
Ozellikle 1972 yilindaki, aym zamanda bu konuya ismini de veren, Uluslararas1 Cok
Olgiitlii Karar Verme (Multiple Criteria Decision Making, MCDM) Konferansi’ndan
sonra hizh ve dnemli gelismeler gésterdi. Ornegin ¢ok 6Slgiitlii fayda teorisi (Multi
Attribute Utility Theory, MAUT), ¢ok amagli programlama (Multi-Objective
Programming) ya da bulanik kiime teorisi ¢ok 6lgiitlii karar vermenin klasikleri arasina
girdi. Cok o&lgiitlii karar verme problemleri i¢in bir ¢ok yontem Onerildi, bir ¢ok
alternatif ¢6ziim sunuldu. Ormnegin Roy’nin 6nerdigi ELECTRE yontemleri, ikili
alternatiflerin karsilagtirilmas1 ve tercih siralamasi temeline dayamirken, MAUT
alternatiflerin Slgiitler {izerindeki degerlerinin faydalar esasina dayanir. Biitiin bu
yontemlerde ortak nokta, belli bir noktada biriktirilen faydalarin tiimlenmesidir.
ELECTRE yontemlerinde alternatiflerin tercih dereceleri tiimlenirken, MAUT’ da
fayda degerleri tlimlenmektedir.

Geligtirilen bu yoéntemlerde iizerinde durulan yenilik genelde se¢im slirecinin
modellenmesi olmus, timleme siireci ihmal edilmistir. Giintimiizde en ¢ok kullanilan
tlimleme araci, “agirlikli ortalama”, insan degerleme yapisimi iyi yansitamayan bir
yapidadir. Gergekte insan bulamik olaylar1 degerlendirme durumundadir ve karar
verirken, hem kullandif1 yapida Slgiimler toplamsal olmamakta hem de ¢ogu zaman
nesnelerde Olglitler bagimsiz olmamaktadir. Her durumda agirlikli ortalama gibi
dogrusal bir yontem, toplamsallik ve bagmmsizlik varsayimlarina dayandifi igin

uygulanamaz.

Bulanik 6lgtimler ve bulamk entegral 1974 yilinda Sugeno tarafindan bulanik
sistemleri ve siibjektif insan degerleme yapisim1 modellemek amaciyla Onerildi.
Sundugu modelde, insanm bilgileri nasil biitiinledigini, onlar1 nasil degerlendirdigini
ve hareketlerinde nasil karar verdigini taklit etmeye ¢aligmistir. Bulamk 6lgtimler
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teorisinde, klasik Slglimlerdeki toplamsallik yerine sadece monotonluk 6nerilmis ve

bdylece daha genel bir yap: elde edilmistir.

Bulamk &lgiimler teorisi lizerine yapilan ¢aligmalar ilk glinden beri hizla devam
etmesine ragmen uygulama konusunda ¢aligmalar yetersiz kalmistir. Bunun sebebi
monoton Slgiimlerin kullanilmasi ve anlagilmasimin olasilik gibi toplamsal dl¢timlerle
kargilagtinldiginda kolay olmamasidir. Uygulama agisindan bakildiginda, u ile
gosterdigimiz bulanik Slglimler yani monoton kiime fonksiyonlari, iki farkli problemi

modellemek i¢in kullanilabilir:

v~ Olasilikta sikga yapildign gibi, Q olay uzaymdaki belirsizlik: Ozellikle, bir
Ac Q altkiimesi igin, u(4) inang derecesini modeller. Bulank &lgiimlerin

6zel durumlann olan olabilirlik 6lgtimleri (possibility measure), inanma

fonksiyonlar1 (belief functions) bu baglamda uygulanmiglardr.

- Bir koalisyonun énemi: X, elemanlar bir igbirligi oyununun oyunculan ya da
bir ¢ok Olgiitlii karar verme probleminin 6lgiitleri olan bir kiime olsun. Bu
durumda ,u(A) her 4 c Q igin A4 koalisyonunun bu karar verme problemi igin
O6nemini gosterir.  Elemanlar arasindaki etkilesimleri esnek bir bigimde
gosterebilmek igin bulanik Slglimleri genel yapisiyla kullanmak ve olabilirlik
Olgtimlerinde ya da inang fonksiyonlarinda oldugu gibi kisitlama yapmamak
gerekir.

Eger bulanik Sl¢iimleri en genel yapisiyla kullanirsak bu ikinci yaklagim ¢ok olgtitlii
karar verme problemlerinde daha uygulanabilir bir yaklasim olmaktadir. Bu nedenle

¢alismada bu durum iizerinde durulmustur.

Bulanik 6lgiimler koalisyonlarin 6nemini modellemek i¢in esnek yapilar olsa da
uygulamada ele alinmalarn kolay olmamaktadir. Bunun baglica iki sebebini soyle
agiklayabiliriz:  Oncelikle, bir bulamik &lglimiin tanimlanabilmesi i¢in kiimenin
altkiime sayis1 kadar katsayr tammlamamiz gerekir. Omegin, bir ¢ok &lgiitlii karar

T YOKSEKOEREZTIR KUROLU
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verme probleminde X 6lciitler kiimesinde n eleman olsun. Bir bulamk &lglim
tanimlayabilmek igin monotonluk kisitlarim saglayan 2" pozitif gercel katsayr
tamimlanmalidir. Dolayisiyla uygulayici, ya sadece n katsayl gerektiren bir toplamsal
Glgtimden yararlanip zayif bir modelleme araci kullanmakta ya da bulanik lgtimlerin
zenginligini ve zorluklarim dikkate alip bu sefer de bulanik 6l¢iimii en genel anlamryla
ele almak i¢in yeterli araglara sahip olmamaktadir.

ikinci olarak, u(4) degerinin anlamini tanimlamakta giigliik ¢ekilebilmektedir. Yani
kiigtik n degerleri i¢in bile tim 4 c X i¢in bir deger atamak kiilfetli olmaktadir. Bir
¢ok uygulama probleminde uzmanlar bir ya da iki elemanli kiimelerin 6nemi igin
tahminde bulunabilirler ancak ikiden fazla eleman sayis1 igin durum zorluklar
getirmektedir. Kars1 durumda ise bir bulanik 6l¢lim verildiginde karar verme tutumlan
agisindan tam olarak anlamim séylemek imkansiz gibidir. Bir tek i elemaninin degeri
kiigiik oldugu halde bir ok 4 < X igin u(4U{i}) degerleri yiksek olabilir. Bu
durum i elemanimin ¢ok 6nemli oldugunu gosterir. Tersi durum igin de &mek

¢ogaltilabilir.

Bulanik &lgiim teorisi matematiksel agidan derinlifine incelenmistir. Ancak, belirsiz
ortamda karar vermede uygulanmasi ihmal edilmistir. Bulamik 6lgiim teorisinde
Choquet entegralinin bir tlimleme araci olarak benimsenmesinden sonra uygulamalar
hizlanmigtir.  Grabisch tarafindan Choquet entegralinin yeni bir bigimde ifade
edilmesini  saglayan  etkilesim  gOsteriminin  tammlanmasiyla  entegralin
mekanizmasinin anlasilmasi kolaylagmistir. Sonug olarak 1997°de Grabisch tarafindan
Onerilen k-derece toplamsal bulamk &lglimler, toplamsal &lgiimlerle genel bulamk
Slglimler arasinda bir ara ¢6ziim almayr saglanmigtir. B&ylece Shapley ve etkilesim
gosterimlerinin de kullanilmasiyla bulanik Sl¢tim daha anlasilir ve uygulanabilir hale
gelmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda, ¢ok 6lgiitlii karar vermede Glgiitler arasindaki etkilesimlerin
bulanik Slgiimler ve Choquet entegrali ile modellenmesi tizerinde durulmustur. ilk
olarak ol¢lim ve entegral konularinin tanimlar: verilerek bulanik 6l¢iim ve bulanmik

entegral konular1 tamitilmig, tanimlari verilmistir. Burada basit 6rneklerle konu
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agiklanmaya c¢aligilmig daha sonra diger tanimlara gegilmistir. Bulanik entegrallerin
Mébius, Shapley ve etkilesim gosterimleri tamitilmig ve &zellikleri verilmigtir. 4-
derece toplamsal bulanik Slgiimlerin tanimlanmasindan sonra ise bulanik &lgiimlerin

belirlenmesinde kullanilan farkli yaklagimlar tanitilmagtr.

Uglincti bélimde, bulanik &lglimlerle yapilan modelleri karsilastirabilmek igin iki
yaygin kullanim goren gok &lgiitlii karar verme araci tamitilmigtir. Bunlardan birincisi
TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution),
alternatiflerin ideal ve karsit-ideal ¢oziimlere olan uzakliklarim temel alan bir
yaklagimdir. En iyi alternatifin ideale en yakin ama karsit-ideale en uzak olmasi
gerekir. Ikinci yontem, ELECTRE III, ise iligkisel bir yaklasimdir ve alternatiflerin

birbirlerine gore kismi tercih edilmeleri esasina dayanan bir yéntemdir.

Dérdiincli bslimde ise bir yiiksek lisans programi ig¢in &grenci segimi problemi
irdelenmistir. ik asamada béliim 2.10’da tamitilan, Marichal ve Roubens tarafindan
Onerilen bir yontemle, bir 2-toplamsal bulanik O&lgiim belirlenmeye ¢aligilmigtir.
Burada kullanilan 6lgiitler sunlardir:

o TOEFL (Test of English as a Foreign Language) derecesi. Bilgisayar bazli test
sonuglart g6z 6niine alinmstir ve puanlar 300 tizerindendir.
v GRE (Graduate Record Exam) derecesi. Sayisal boliim puam 800, analitik

boliim puam 800 lizerinden degerlendirilmektedir. Bu iki sonucun toplami

6l¢iit olarak alinmagtir.

v Oprencinin lisans mezuniyet not ortalamasi. Lisans mezuniyet notu 4,00
tizerinden verilmigtir,

we Kompozisyon notlari. Bir konsey tarafindan Ogrencinin yazdig

kompozisyonlar 5 tizerinden degerlendirilmistir.

Bulanik 6l¢timiin katsayilarimi belirlemek amaciyla karar vericiden alinan agagidaki
bilgiler dogrultusunda kisitlar belirlenebilir:

o A= {1, 2,3,4,5, 6} alternatifler kiimesi,

w N= {TOEFL, GRE, Ortalama, Kompozisyon} Olgiitler kiimesi,
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= Tablo 1 de verilen x; bireysel notlar tablosu,

- A {izerinde verilen alternatiflerin bir kismi stralamasi > ,,

- N lizerinde verilen &lglitlerin bir kismi siralamast >, ,

wo Olgiit giftleri arasinda verilen bir kismi siralama >, (etkilesim endisleri

siralamast),

w Baz 6l¢iit ¢iftleri arasindaki etkilesimlerin isaretleri m(if): >0, <0, = 0.

Toplanan tiim bu veriler, bir esitlik ve esitsizlikler sistemi seklinde bilinmeyen u
katsayilar cinsinden yorumlanarak Marichal ve Roubens tarafindan 6nerilen agagidaki

gibi bir matematiksel programda kullanilmigtir.

maxz=¢
kisitlar
€20 (pozitif yapay degisken)
C”(a)—C”(b)26+8 ,ar,b o esigi ile 4 tizerinde kismi
-5<C,(a)-C, ()26 , an,b | Sralama

-

p@)-p(G)ze, ixyj L Olgiitlerin 6nemlerinin
u@=nu() , i~y j siralanmasi

I;=1,2¢ , jj-p ki Olgiit ¢iftlerinin siralanmasi
I,=I, , =,k J (etkilesimler)

I;2e , 1;>0 Baz etkilesimlerin

~

=0 aksihalde isaretleri

i

D.®,=>1=1 (degerler lizerindeki siir gartr)
i=1

i=1

u(4)su(B) VAcBc X (monotonluk sartlarr)

Burada kiime parantezleri gosterimi basitlestirmek amaciyla ihmal edilmistir.
Omegin, ,u({i}),S u{i} yerine ,u(i),S Ui yazilmi§ ya da {i, j}, {i, j,k} yerine ij, ijk
yazilmas: tercih edilmigtir.
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Tiim bu kisitlar, 2-toplamsal bulanik Sl¢iimler igin agagidaki esitlikler g6z Gniine

alinarak, Mébius transformasyonu m cinsinden ifade edilebilir.

C, (a)= i m(z)x," + {;Xm (y)[x,“ A xJ“. ]

i=1

1,=®,=m()+— ¥ m)

JjcN-i
I;=m (U )
#(i)=m()
Tablo 1. Adaylarin puanlar
<300 <1600 <4,00 1-5
1. TOEFL 2.GRE 3. Ortalama4.Kompozisyon
Aday 1 250 1300 3,20 4

Aday 2 227 1300 3,50
Aday 3 240 1400 3,30
Aday 4 240 1500 3,50
Aday 5 243 1450 3,30
Aday 6 230 1300 3,20

W h A W W

Karar vericiden alinan bilgiler dogrultusunda adaylar i¢in bir tercih siras1 olusturulmus
ve en biiyiikk degerle gére normalize edilen puanlar hesaplamalarda kullanilmugtir.
Karar verici adaylar arasinda yaptig: tercih sirasinin yaninda &lgiitler ve 6lgiit ¢iftlerinin
o6nemleri ile ilgili ek kisitlar getirmemistir. Tiim bu veriler 1s18inda olugturulan
dogrusal program agagidaki verilmistir.
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maxz=¢
kisitlar
20
—0,01m(1) + 0,03m(2) + 0,06m(3) — 0,01m(12) + 0,02m(13)
—0,01m(14) + 0,06m(23) + 0,03m(24) + 0,06m(34) > 5 + £

—0,03m(1) + 0,1m(2) + 0,03m(3) - 0,1m(12) + 0,03m(13)
—0,03m(14) + 0,08m(23) + 0,1m(24) + 0,03m(34) > § + &

0,04m(1) - 0,07m(2) - 0,03m(3)+ 0,25m(4) — 0,07m(12) - 0,03m(13)
+0,25m(14) - 0,07m(23) + 0,12m(24) + 0,16m(34) 2 5 + ¢

0,05m(1)+ 0,07m(2) - 0,06m(3) + 0,07m(12) + 0,03m(13}+ 0,07m(23) > 5 + £
—0,01m(1) + 0,09m(3) - 0,01m(13) > 5 + £
m(1)+ m(2) + m(3) + m(4)+ m(12)+ m(13) + m(14) + m(23) + m(24) + m(34) = 1

m(i)>0, ieN={,2,3,4}

m(@)+m@) =0, i,jeN=1{,2,3,4}

m(@)+m()+ m(ik) =0, i,j,keN={,2,3,4}

m(i)+ m)+ m(ik)+ m(i1) 2 0, i,j,k,le N={,2,3,4}

Bu dogrusal program Excel SOLVER yazilimi kullamlarak ¢oziilmiistiir. Burada
6 =0,025 degeri kullamlarak en uygun sonuglar belirlenmigtir. Tablo 2 tek elemanh

alt kiimelerin, yani O&lgiitlerin, Olgtimlerini ve Shapley degerlerini, yani 6nem

derecelerini gostermektedir.
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Tablo 2. m(i)= u(;i)agrliklar: ve Shapley degerleri

1. TOEFL 2.GRE 3. Ortalama 4.Kompozisyon

m@)=p@) 03205 05692  0,3205 0,2582
1(i) 0,1603 04440  0,2154 0,1804

Etkilesim endisleri yani Slgiit ikililerinin agirliklar: ise Tablo 3’de g6sterilmigtir.

Elde edilen bu sonuglan kullanirken ihtiyatli davranmak gerekir. Ciinkii elde ettigimiz
ashinda sadece ongérdiigiimiiz kisitlarla tutarh olan bir ¢oziimdiir. Yani sadece bu
¢oziim ile genel sonuglar gikarmak dogru olmayabilir. Ustelik onerilen bu program
¢oklu ¢éziimlere yatkin bir yapidadir. Dolayisiyla modelin parametrelerini belirlerken

dikkatli davranmali ve aranan bulamik &l¢limii en iyi yansitan ¢6ziim segilmeye

calisilmalidir.

Ikinci agamada ise elde edilen bu katsayilarm faydasi 20 kisilik yeni bir 6rneklem
kullanilarak test edilmis ve yaygin kullanim géren gok 6l¢iitlii karar verme araglariyla
elde edilen sonuglar kargilagtirlmistir. Kullanilan 20 grencilik 6reklem Tablo 4°de

Tablo 3. Etkilesim endisleri

() =m(@ij)2. GRE 3. GPA 4.Kompozisyon

1. TOEFL 0 -0,3205 0
2. GRE 0,0077 -0,2582
3. Ortalama 0,1026

gOsterilmigtir.
Tablo 4. Ogrencilerin puanlan

No TOEFL GRE Ort Komp No TOEFL GRE Ort Komp
1 240 1300 3,93 4 11 247 1550 3,86 5
2 247 1190 3,29 3 12 253 1270 3,07 3
3 237 1270 3,31 4 13 247 1210 3,80 3
4 217 1380 3,07 4 14 243 1400 3,18 5
5 257 1190 3,84 4 15 237 1260 344 4
6 240 1510 3,30 4 16 260 1450 3,07 3
7 253 1130 3,38 4 17 237 1130 3,75 4
8 247 1510 3,02 4 18 223 1100 3,62 4
9 240 1220 3,68 5 19 253 1320 3,15 3
10 233 1470 3,73 3 20 247 1410 3,71 4
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Adaylarin puanlar yine en biiyiik deger kullanilarak normalize ediimis ve dogrusal
programla buldugumuz Mobius transformasyonu kullamilarak Choquet entegralleri
hesaplanmigtir. TOPSIS yontemi ile adaylar arasinda bir siralama elde edilirken
oOlgiitlerin agirliklandiriimasinda Shapley degerleri kullamilmigtir.  Boylece ideal ve
karsit-ideal sonuglara olan uzakhklan ile hesaplanan puanlara goére adaylar
siralanmugtir.  ELECTRE III yonteminde ise ilgili bilgisayar programi kullamlmus,
adaylar ve performanslann girildikten sonra &lgiitlerin tercih (p;) ve farksizhik (g;)
esikleri belirlenmigtir. Burada kullamlan esiklerin sabit olmasi tercih edilmistir. Bu
degerler Tablo 5°de ii¢ yéntemden elde edilen sonuglar ise Tablo 6’da gosterilmistir.

Tablo 5. Tercih ve farksizlik esikleri

TOEFL GRE Ortalama Kompozisyon
qi 3 10 0,02 0
pi 10 30 0,05 0

Tablo 6. Kullanilan ii¢ ¢ok 6lgiitlii karar verme ydntemi ile elde edilen sonuglar

Sira TOPSIS Choquet ELECTRE IIT
Aday C Aday Cy Aday

1 11 0.9461 11 0.9923 11
2 6 0,7028 8 0,9438 1
3 8 0,6631 6 0,9389 20
4 14 0,6531 14 0,9279 5
5 20 0,6521 16 0,9206 16
6 10 0,5914 10 0,9129 6
7 16 0,5332 20 09114 14
8 4 0,5200 9 0,9052 9
9 1 0,5125 1 0,8864 8
10 9 0,4799 19 0,8644 19
11 3 0,4011 4 0,8604 10
12 15 0,4009 5 0,8501 13
13 19 0,3863 3 0,8469 15
14 5 0,3826 12 0,8458 7
15 13 0,3161 15 0,8432 17
16 12 0,3126 7 0,8329 4
17 17 0,3061 17 0,8268 3
18 7 0,2688 13 0,8218 12
19 18 0,2635 18 0,8100 18
20

2 0,2110 2 0,8090 2
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Farkli ¢ok o&lgiitli karar verme yontemlerinden elde edilen siralamalarin
degerlendirilmesi igin Spearman sira korelasyonu katsayis1 hesaplanmigtir. Adaylarin
Choquet entegralinin uygulamasit sonucu elde edilen siralamalani ile TOPSIS ve
ELECTRE III siralamalar arasinda korelasyon katsayilar ayri ayn hesaplanmis ve bir
hipotez testi ile aralarinda pozitif bir korelasyon oldugu hipotezi dogrulanmugtir.
TOPSIS ve Choquet siralamalart arasindaki korelasyon katsayis1 0,95; ELECTRE III
ve Choquet entegrali siralamalari arasinda ise 0,75°dir. %1’lik anlamlik derecesi i¢in
esik degeri ise 0,534°dir.

Bulanik 6lgiim gok 6lgiitlii karar vermede heniiz etkin bir bigimde uygulanamamig bir
aragtir. Teorik alanda ¢aligmalar derin olarak yapilmus olsa da farkli alanlardaki
uygulamalar1 incelenmeli ve gelistirilmelidir. Burada inceledigimiz &mek bulamk
Olgtimlerin  giinlilk hayatimizda kargsilastifimiz  problemlerde etkin  olarak
uygulanabilecegini gostermigtir.

1ii ’
xv T.C. YOKSEKOCRETIM KURDLD
DOKOMANTASYON mwraxe7]



1. Introduction

L’aide multicritére a la décision (Multiple Criteria Decision Making, MCDM) avait
fait une bonne attaque pendant la deuxiéme partie du XX°™ siécle. Depuis la premiére
conférence internationale « Multiple Criteria Decision Making » en 1972 qui 1’a
nommé, ce domaine agrandit d’une fagon accélérée. Par exemple, la théorie d’utilité
multiple attributs (Multi Attribute Utility Theory, MAUT), la programmation multiple
objectives, la théorie floue sont devenus des concepts classiques de MCDM. Plusieurs
alternatives de solutions, plusieurs méthodes sont proposées pour les problémes de
MCDM par les chercheurs comme les méthodes ELECTRE de Roy qui utilisent la
procédure de rangement différemment de MAUT. Le point commun de toutes ces
méthodes est que, a2 un moment on doit agréger les utilités qu’on a c;ollectionnées.
Dans la MAUT on agrége les nombres qui représentent une évaluation absolue d’une
alternative par rapport a un crit¢re, tant que dans ELECTRE on agrege les relations de

préférences des alternatives comparées deux a deux par rapport a un critere.

Dans toutes ces méthodes I’innovation était surtout sur faire le modele de la procédure
de choix au lieu de 1’étape d’agrégation [1]. Le plus commun d’outil d’agrégation
actuel est encore la somme pondérée, qui ne refléte pas bien 1’évaluation de ’homme.
En fait, quand on veut simuler ’homme, les données sont en général floues et il y a des
problémes de structure. Premi¢rement, I’homme n’évalue pas les objets flous avec une
mesure additive comme la probabilité et secondement, les attributs d’un objet ne sont
pas tout le temps indépendants de 1’un 1’autre [2]. En tous cas un modéle linéaire
comme la somme pondérée, ne peut pas &tre applicable car elle est basée sur les

suppositions de 1’additivité et ’indépendance.

Afin de montrer le cas de la dépendance des critéres en MCDM considérons un
exemple de sélection d’une voiture. On va évaluer les quatre voitures sur trois

critéres : le prix, la consommation, et le confort. Soit les données du Tableau 1.1.



Tableau 1.1. Les données pour la sélection de la voiture [3]

Prix Consommation Confort
Voiture 1 10 000 Euro 10 1/100 km Trés bien
Voiture 2 10 000 Euro 91/100 km Bien
Voiture 3 30 000 Euro 10 1/100 km Tres bien
Voiture 4 30 000 Euro 9 1/100 km Bien

Si le décideur a les préférences suivantes

Voiture 2 > Voiturel Voiture 3 > Voiture 4

on peut dire qu’au fur a mesure que le prix augmente, I’importance du confort

augmente. C’est-a-dire en décidant les critéres ne réagissent pas indépendamment.

Les mesures floues et 1’intégral floue avaient été présentées par Sugeno en 1974 étant
sa thése de doctorat afin d’exprimer les syst¢mes flous et puis avaient été proposées
pour modeler la procédure d’évaluation subjective de I’homme. Avec son modele il
essaie de simuler comment les individus intégrent les informations, comment les
¢évaluent et comment décident sur leurs actions. Dans la théorie de la mesure floue
seulement la monotonie est supposée au lieu d’additivité des mesures conventionnelles

et donc la mesure floue est bien un cas plus général.

La théorie de la mesure floue a été étudiée bien profondément de point de vue
mathématique de telle sorte que les définitions sont généralisées, leurs propriétés sont
étudiés d’un niveau abstract mais le cdté d’application dans la théorie de décision en
milieu incertaine ou en multicritéres est négligé. Au début les études avaient été
accroit sur A-mesure qui est un cas spécial de la mesure floue et qui montre le degré
d’additivité de la mesure [4, 5]. Aprés I'introduction de I’intégral de Choquet dans la
théorie de la mesure floue par Murofushi et Sugeno [6] les aspects théoriques et les
applications sont accélérées avec les études des chercheurs comme Murofushi, Sugeno,
et Grabisch [7, 8, 9, 10]. Avec l’introduction d’une nouvelle fagon de représenter

I’intégral de Choquet, la représentation d’interaction, par Grabisch, le mécanisme de



I’intégral est devenu plus évident [11,12]. Enfin, les recherches théoriques ont
continué avec les livres de Wang et Klir [13], et Grabisch, Nguyen et Walker [14] et
un livres des articles des auteurs bien connu avec ses recherches est publié par les
éditeurs Grabisch, Murofushi et Sugeno [15]. En plus de tous ces aspects
mathématiques de la mesure floue, il y a encore des études trés récentes de Jang et
Kwon [16], Wang et al. [17], Narukawa, Murofushi, et Sugeno [18], Marichal [19],
Grabisch [20], et aussi de Grabisch et Labreuche [21]. Malgré toutes ces études sur la
théorie, on constate que dans le c6t€¢ d’application on rencontre trés peu
d’enthousiasme, car ’utilisation pratique et compréhension des mesures monotones
n’est pas quelque chose évident comparée aux mesures additives comme les mesures
de probabilités. De point de vu d’application, les mesures floues, noté par 4, i.e. les
fonctions d’ensemble monotones, peuvent &tre utilisé pour modeler deux choses

différents [11]:

e L’incertitude sur I’ensemble ©Q des états du monde, comme le fait la
probabilité souvent. Spécialement, pour un sous-ensemble 4cQ, u(4)
modele le degré de croyance. Les cas particuliers de la mesure floue comme
les mesures de possibilité, et les fonctions de croyance sont déja appliquées
dans ce contexte. C’est typiquement ce qu’on fait en décision en cas

incertitude, e.g., le modele d’utilité espéré non-additive.

- L’importance d’une coalition. Soit X un ensemble d’éléments qui peuvent étre
les joueurs d’un jeu coopératif, les critéres d’un probléme de multicritéres, les
attributs, les experts d’un probleme de piscine d’idée, etc. Alors, pour un
AcQ, u(A) représente I'importance de la coalition 4 pour le probléme de
décision considéré. Afin d’avoir une représentation flexible de I’interaction
complexe entre les éléments, il est nécessaire de considérer la mesure floue en
sa généralité compléte et ne pas faire des restrictions, e.g. les mesures
possibilités, les fonctions de croyance, ou bien aux mesures décomposable plus

générales.



Si on considére les mesures floues avec leurs généralités completes le deuxiéme point
de vue semble &tre plus ouvert aux applications sur les problémes d’aide a la décision
multicritéres et reconnaissance de formes multi-attributs. On a donc concentré sur ce
deuxiéme aspect des mesures floues dans cette étude. Un résumé des applications

faites est donné par Grabisch [1], et Grabisch, Nguyen, et Walker [14].

Méme si les mesures floues sont des outils flexibles pour modeler I'importance des
coalitions, elles ne sont pas faciles & manipuler dans un probléme pratique. Il y a deux

raisons importantes de cette situation.

La premilre raison c’est la complexité exponentielle impliquée par la manipulation
d’une fonction d’ensemble. Soit un probleéme d’aide multicritére & la décision qui a un
ensemble de critére X de n éléments. Donc afin définir une mesure floue sur X il est
nécessaire de définir 2" coefficients positifs réels qui satisfont quelques contraintes de
monotonie. Cela devient trés difficile & manipuler quand # est large, disons 8. En
conséquence, les praticiens doivent décider entre utiliser simplement une mesure
additive qui nécessite seulement n coefficient mais qui est un outil de modelisation
pauvre, ou bien utiliser la richesse et la complexité de la mesure floue mais dans ce cas
ne pas avoir les outils nécessaires pour la manipuler complétement. C’est la raison

pour laquelle les chercheurs ont utilisé les A-mesures comme dans [22].

Le deuxiéme fait c’est qu’il semble difficile de comprendre le sens de y(A). C’est-a-
dire méme pour les petites valeurs de 7, il est difficile d’assigner une valeur numérique
pour tout 4 c X. Dans plusieurs problémes pratiques, un expert peut deviner les
valeurs des coefficients pour les ensembles d’un élément et de deux éléments mais pas
pour les ensembles de plus d’éléments. Réciproquement, si une mesure floue est
donnée, il est méme impossible de dire exactement son sens en terme de comportement
en décision. La mesure d’un seul élément i peut &tre basse méme si pour plusieurs

Ac X, ,u(Au{i}) sont hautes qui implique une grande importance de i dans la

décision. Bien sur il est possible de produire 1’exemple contraire.



Les applications des mesures floues sont donc restées peu et on a cherché des
méthodes plus efficaces afin d’atteindre la richesse de la mesure floue tout en étant
identifiable. Détermination de la mesure floue par une méthode d’identification
récursive est donnée par Ishii et Sugeno [23] et cette méthode est appliquée afin
d’analyser P’attitude de la publique pour I'utilisation de 1’énergie nucléaire par
Onisawa et al. [2]. Bien sur, ces méthodes demandent beaucoup d’information, et on a
introduit d’autres méthodes comme proposé par Yoneda, Fukami et Grabisch [24]. 11y

a aussi des approches de réseau neural comme proposé par Wang et Wang [25].

Enfin un autre concept introduit par Grabisch [11], les mesures floues k-ordre
additives, permet de donner une solution intermédiaire pour les mesures floues qui
peuvent varier entre les mesures additives et les mesures floues générales. En fait,
composé par la définition de représentation de Shapley et d’interaction, les mesures
floues sont devenues plus compréhensible et applicable. En reconnaissance de formes
les applications augmentent au fur et & mesure {26, 27, 28]. En MCDM aussi les
¢tudes sont accélérés par les études de Grabisch, Roubens, Marichal [1, 3, 29].

Dans cette thése, on va introduire les mesures floues dans le concept de MCDM. Les.
définitions et le sens des concepts sont donnés profondément en chapitre 2. Puis
’interaction des critéres et les trois représentations des mesures floues sont présentés.
Apres avoir défini la k-ordre additivité, les effets de veto et faveur sont donnés. Les
différentes approches possibles pour I’identification des mesures floues sont présentées

en section 2.10.

En chapitre 3. afin de faire comparer différentes approches, une sélection d’autres
méthodes d’aide multicriteres a la décision sont affichées. La premiére méthode c’est
TOPSIS qui est une méthode basée sur le concept de distance entre les alternatives et
les solution idéale et anti-idéale. La deuxi¢me méthode c’est ELECTRE III qui est

basé sur le concept de préférence partiel et qui est une approche relationnelle.



Une application dans 1’aide multicrittres a la décision de la mesure floues est
introduite en chapitre 4. Dans la premiére partie les coefficients de la mesure floues
sont déterminés avec une approche proposée par Marichal et Roubens [3] pour un
probleme de sélection des étudiants. Dans la deuxiéme partie l'utilité de ces
coefficients est vérifiée en les traitant avec un échantillon d’étudiants de vingt
personnes. Cet échantillon est ranger par les trois méthodes et les relations entre ces

rangements sont évaluées par le coefficient de corrélation de Spearman.



2. La Mesure Floue et L’Intégral Floue

2.1, Introduction

La mesure et 1’intégrale par rapport a la mesure sont des concepts trés important dans
les mathématiques. Ils ont beaucoup d’application en ingénierie, et leur caractéristique
principale, c’est ’additivité. Cette caractéristique est trés effective et convenant mais
souvent trop inflexible ou trop rigide. Afin de résoudre ce probleme de rigidité, la
mesure floue a était proposé par Sugeno en 1974 étant son étude de thése doctorale.
C’est une extension de la mesure de fagon & remplacer la propriété d’additivité par une
condition moins rigide, la monotonie. Comme la non-additivité est la caractéristique
principale de la mesure floue, on 1’appelle aussi la mesure non-additive. ‘L’intégrale
floue’ est un terme général utilisé pour les intégrales par rapport a 1a mesure floue. Il y
a plusieurs types d’intégrale floue: L’intégrale de Choquet, I’intégrale de Sugeno,
I’intégrale de Sipos, I’intégrale de t-conorme, etc. On va discuter surtout I’intégrale

de Choquet [30].

Dans cette étude on va s’occuper seulement des mesures floues avec des valeurs finis
sur des ensembles finis. La premiére raison c’est que jusqu'a présent presque toutes les
applications ont utilisé les mesures floues avec des valeurs finis sur des ensembles
finis. Une autre raison c’est que la théorie de ces intégrales est plus facile que le cas
général. Denneberg a présenté en détail la mesure floue et I’intégrale floue sur des

ensembles infinis dans [31].

On note par R ’ensemble des nombres réels et par R+ I’ensemble des nombres réels
non-négatives. Tous les ensembles ont des valeurs réelles et X est supposé un

ensemble fini. L’ensemble des sous-ensembles de X est présenté par P(X). On

utilise le terme ‘famille’ pour un ensemble d’ensemble.



2.2. Les fonctions d’ensemble

Définition 2.1. Une fonction & définie sur une famille de 1’ensemble est nommée une

fonction d’ensemble. Soit & une fonction d’ensemble définie sur P( X).

i. La fonction d’ensemble £ est dite additive si pour toute paire de sous-ensemble

disjoint 4 et Bde X
£(4v B)=¢&(4)+ &(B).

ii. La fonction d’ensemble & est dite monotone si pour toute paire de sous-

ensemble 4 et Bde X tel que Ac B
§(4)<&(8).
iii.  La fonction d’ensemble £ est dite normalisé si
min{é(4)| Ac X}=0 et maxi£(4)| 4 X}=1.

Si & est additive, alors £(@)=0 parce que &(D)=&(D)+&(@). Une fonction
d’ensemble non-négative additive est monotone si £ est non-négative, et si
AcBcX, alors E(B)=¢&(4 U (B/A))=&(A)+ £(B/ 4) 2 £(4) oll
B/A={x|xeB,x¢A}, car /,‘(B/A)ZO. Comme X est une ensemble finie, une

fonction d’ensemble additive & définie sur P(X) peut étre représenter par:

§4)=2¢0x})  powrdcx

xeA



Définition 2.2: Soient £ définie sur P(X) et un sous-ensemble 4. La restriction &, de &

est définie comme:

&,(B)=&(4nB) pour tout Bc X

Une restriction £, a les méme propriétés que £; Si £ est additive (ou monotone ou

non-négative) alors &, est aussi.

Définition 2.3: Pour une fonction d’ensemble & défini sur P(X) tel que /,‘(@)z 0, sa

fonction d’ensemble conjugué est définie comme:
E(A)=§(X)—§(Ac) pour tout Bc X
oi1 A est le complément de 4.

Par définition, £(&)=0. Si £(@)=0, alors on a E(X)=§(X) et alors E=§. Si &
est additive alors elle est soi-conjugué, i.e., &= &. Si & est monotone, alors & aussi.

Quand & est normalisé et monotone, son conjugué E est appelé aussi le dual de &

2.3. Les mesures

Définition 2.4. Une mesure sur X est une fonction d’ensemble non-négative additive
définie sur P(X). Une mesure normalisée est nommée une mesure de probabilité. Une

mesure signée sur X est une fonction additive d’ensemble définie sur P(X).

Une mesure de probabilité est une mesure et une mesure est une mesure signée comme
illustrée sur la Figure 2.1. Une fonction d’ensemble g est une mesure de probabilité

si et seulement si c’est une mesure tel que p(X)=1.

.. YOESExOCRETIN KURULE
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Mesures signées

Mesures

Mesures de
probabilités

Figure 2.1. Familles des mesures de probabilités, mesures et mesures signées sur X

Une mesure évalue la dimension des ensembles. Le nombre des éléments dans un
ensemble est une sorte de mesure de sa dimension.

Exemple 2.1: Soit X un ensemble fini. La fonction d’ensemble m, est défini par:
m, (A) = |A| ,

ol IAI est le nombre d’éléments de A4, est une mesure sur X, qui est nommé la mesure

de comptage.

Le volume et la masse peuvent aussi étre vus comme des dimensions d’ensemble.
Bien que la dimension soit souvent non-négative, on peut imaginer une dimension qui
prend des valeurs négatives. La quantité d’électricité peut étre vue comme une telle

dimension.

Exemple 2.2: Soit X un ensemble fini des objets solides.

i.  Soit v, cm’ le volume de chaque objet x. Alors la fonction d’ensemble

¥ : P(X)— R, qui mesure le volume de chaque sous-ensemble 4 de X;

V(4)= Z v,

xed

est une mesure sur X.
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ii. Soit m, g la masse de chaque objet x. Alors la fonction d’ensemble

M : P(X)— R, qui mesure la masse de chaque sous-ensemble 4 de X,

M(A)=me

xeA

est une mesure sur X.

ifi.  Soit chaque objet x électrifié de g, coulomb. Alors la fonction d’ensemble

0: P(X ) — R qui mesure la quantité d’électricité de chaque sous-ensemble 4

de X,

o(4)=>"q,

xeA

est une mesure signée sur X.

La probabilité peut étre vue comme une dimension.

Exemple 2.3. Considérer la situation d’un jeu de dé. Soit X ={l, 2,3,4,5, 6} les
résultats possibles. Alors la fonction d’ensemble g:P(X)—> %R, qui mesure la
probabilité de chaque sous-ensemble est une mesure de probabilité. Si le dé est juste

alors g({x})=1/6 pour chaque xe X .

La suivante est une mesure spéciale.

Exemple 2.4. Soit xp un élément de X. La fonction d’ensemble 5, définie comme

5 =1 six, €4,
|0 six, g4

est une mesure sur X, qui est nommée la mesure de Dirac.

Définition 2.5. Soit m une mesure signée sur X. Un sous-ensemble N de X est nommé

un ensemble m-nul (ou tout simplement nul) si m(M ) =0, VM cN.
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Exemple 2.5. (Suite de Exemple 2.2. iii.) Un sous-ensemble 4 de X est un ensemble Q-

nul si et seulement si tous les éléments de 4 ne sont pas €lectrifiés.

2.4. L’intégral

Définition 2.7. Soit m une mesure signée sur X et f une fonction sur X. L’intégral

I f (x) dm (x) ou simplement I f dm de fpar rapport a m est définie comme

[fdm=7Y f(x)-m({x}) 1)

xeX

Figures 2.2 et 2.3 montrent le graphe de f et I’intégral de f, respectivement.

Soit 4 c X. L’intégral j f dm sur A est définie comme
A

[fdm=[f1,dm

A

ou 1, est I’indicateur (ou la fonction caractéristique) de 4 ;

lA(X)={1 x€ 4,

0 xgAd

Evidemment

.[fdm= _[fdm

X

et [fam=3 f(x)- m(x})= [ fdm,

xeA



13

Y
X= {::1,:52,::3,2:4,.’!.‘5}
f(zs)
f(z4)
flzs) y = f(z)
f(z2)
f(z1)
0
T3 z2 X3 T4 4
Figure 2.2. Le graphe de f [30]
/fdm =0+Q+Q+@+0®
@ = f(z1) - m{{z1}) @ = f(z4) m({z4})
@ = f(z2) - m({z2}) @ = f(zs) - m({zs})
@ = f(zs) - m({zs})
Yy
6)
f(zs) @ ‘
f(wa) s
f(zs) ® ® J
=1 T
‘f(x") ;I;:;Zfli;:;:ﬁ;: ¢ : * : * :
0 s e, . %,
m({z1}) ' m({z2}) i m({zs}) ‘m({z4}) * m({zs})

Figure 2.3. L’intégral de f[30]

Exemple 2.8. (Suite de 1’Exemple 2.1) Soit m, la mesure comptage sur X. Alors
VAc X,Vf surX,

xed

demc =Y f(x).
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Exemple 2.9. (Suite de V’Exemple 2.2 i., ii.) Soit la densité de chaque xe X
f (x) g/cm®. L’intégral de fpar rapport & ¥ est égal a la masse totale de X. De plus
Ac X

M(d)= [fav.

L’intégral de fpar rapport 4 la mesure de probabilité & est nommée I’espérance de f et

notée E(f).

Exemple 2.10. (Suite de I’Exemple 2.3) Soit x, € X et §, la mesure de Dirac sur X,

J-fdé‘xo =5 f(xo)
L’intégral a les propriétés suivantes:

Propeosition 2.1. Soit 7 une mesure signée sur X. Soit a, b, ay, ..., a, des nombres

réels, fet g des fonctions sur X, et 4, 4;, 43, ...,An des sous-ensembles de X.

i j(af+bg)dm=ajfdm+bjgdm.

i, J'Z":a,.lA, dm=ia,- -m(4,);
i=1 i=1
spécialement
Il ,dm=m(4).

iii.  Sim estune mesure et f < g, alors

[fams [gam

iv.  SiN estun ensemble nul, et si f(x)=g(x) pour tout x ¢ N, alors
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Ifdm= Igdm.

En considérant ii. de la proposition ci-dessus, noter que toute fonction f sur X peut €tre

représenter comme
f=2al,
i=1
Par exemple,
=Y (=), (2.2)
xeX
= ; a; 1{x|f(x)=a,} (23)
= 2.0 =) g ea) 2.4)

i=1

ou {al,az,...,a,,} est la gamme {f(x)lxeX}def, a,<a,<..%a, etap=0.

Pour une fonction f représenté comme en (2.2), on peut représenter son intégral donné

par (2.1) d’aprés la proposition 2.2 ii comme indiqué sur la Figure 2.3.

Pour (2.3) I’intégral est donnée par

£ dm=3a,-m(|f(x)=a) 25)

i=1

indiqué sur la Figure 2.4.

Pour (2.4), I’intégral est donnée par

If dm = g(ai —a,,)m ({ x lf(x)2 a; }) (2.6)

indiqué sur la Figure 2.5. Les cdtés droit de (2.1), (2.5), et (2.6) ont les méme valeurs

car la mesure (signée) est additive.

y@mx&@m
4 HTASYOR m{mm‘;ﬂ
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’/fdm =0+0+0+@

C O=a-m{slfE@ =a)) @ =0 m({sfE)=a))
@ =az-m({alf(®) =as}) @ = a4 m({zlf(z) = ac})
. .

@
as -
@l 1
as > o
m({z|f(z) = a2}) m({z|f(z) = a4})
m({z|f(z) = a1}) m({z|f(z) = as})

Figure 2.4. L’intégral de £ [30]

/fdu =0+Q0+0+0@

@ = (a1 ~ ao) - u({zf(z) 2 a1})
@ = (a2 — a1) - p({z|f(z) 2 a2})
@ = (a3 — a2) - p({z}f(z) > as})
y @ = (a4 —a3) - p({z|f(z) 2 as})

. s({zlf(z) 2 a1}) iy
o #({zlf(z) 2 a2})

?p({z’f(lf) 2 a4})

et

w({=lf(@) 2 as))

Figure 2.5. L’intégral de f[30]
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2.5. Les mesures floues et ’intégral de Choquet

Définition 2.8. Une mesure floue sur X est une application u:P(X)[0,1],
satisfaisant les axiomes suivants:

). wD)=0,

(ii). Ac BcXimplique tf4) < 14B).

On prend ,u(X )=1 par convention, en général ,u(X ) peut étre n’importe quelle

quantité positive finie ou infinie.

Evidemment une mesure floue est un cas spécial de la mesure floue non-monotone.
Une mesure floue est non-négative car ,u(A)Z y(®)=0 pour tout Ac X. Une

mesure floue non-monotone additive, est une mesure signée, et une mesure floue
additive est une mesure car elle est non-négative. Ces relations sont illustrées sur la

Figure 2.6.

Mesures Floues Non-monotone

— Mesures Signées

Mesures
floues

Mesures

Figure 2.6. Les familles des fonctions d’ensemble sur un ensemble fini X [30]

Noter que une mesure floue n’est pas nécessairement une mesure. La différence entre
une mesure et une mesure floue (ou bien une mesure floue non-monotone et une
mesure signée) est que la premiére n’est pas nécessairement additive. La
caractéristique principale d’une mesure floue (non-monotone) est le non-additivité,
c’est la raison pour laquelle une mesure floue (non-monotone) est aussi appelée la

mesure non-additive.
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Ici, 1(4) représente les poids de ’importance de I’ensemble de critéres 4. Donc, en

plus des critéres pris séparément les poids de chaque combinaison de critéres sont

définis. Une mesure floue est dite

«additive » si u(4U B)= u(4)+ u(B) i chaque fois ANB=0,
« super additive » si z(4U B)> u(4)+ p(B) a chaque fois ANB =0,
« sous additive » si u(4U B)< u(4)+ 4(B) 4 chaque fois ANB=9.

Noter bien que si une mesure floue est additive, alors il suffit de définir seulement les
‘n’ coefficients (poids) [u({x, ) u({x, Do ulfx, D). Au cas général, il faut définir 2"

coefficients correspondants aux 2" sous-ensembles de 1’ensemble des critéres X [1].
Trois spéciaux cas des mesures floues sont les suivantes [23]:

(1) Mesure probabilité
A4,Be2¥ et ANB=D = u(4uB)=pu(4)+ u(B).

(2) Mesure F-additive
A,Be2¥ = u(4uB)=pu(4)v u(B).

(3) A-mesure
A,Be2X et AnB=0 = u(4U B)= p(A)+ u(B)+ Au(4)u(B)

olt A e[~1,+w0).

On peut donner un exemple pour mieux comprendre le concept d’une mesure floue:
Soit X un ensemble d’employé qui travaillent dans un atelier et supposer qu’ils
produisent les méme produits. Pour chaque 4eP(X), on considére la situation que les
membres de A travaillent dans D’atelier. Faire travailler les employés dans des
différentes combinaisons de groupe est possible. Mais supposer que groupe 4 travaille

en meilleure efficacité. Soit 1(4) le nombre de produit produit par 4 en une heure.
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Donc u est la mesure de la productivité d’un groupe. Par définition de u les assertions

suivantes sont naturelles:

1) u(2)=0,
2) A c B c Ximplique t{A) < (B).

C’est-3-dire, 1 est une mesure floue. On constate que u n’est pas nécessairement
additive. Soit 4 et B deux ensembles disjointes de X et considérons la productivité du

groupe AUB. Si le groupe A et B ftravaille séparément donc
u(40 B)= u(4)+ p(B). Mais, comme en général ils influencent les uns des autres,
I’égalité n’est pas souvent atteinte. L’inégalité ,u(AuB)> ,u(A)+ ,u(B) montre la
coopération effective entre les membres des groupes 4 et B . L’inverse de ’inégalité
(4 B)< u(4)+ 4(B) montre I’incompatibilité entre les opérations de 4 et B. Par

exemple insuffisance d’équipement peut causer cette incompatibilité. Donc on peut
voir dans un équipe 4 U B, les deux cas, la coopération et I’incompatibilité, ensemble.
Si le degré de coopération effective est supérieur que le degré de 1’incompatibilité,

I’inégalité u(4 U B)> u(4)+ (B) est gardée [6].

Définition 2.9. Soit x une mesure floue sur X. L’intégral de Sugeno d’une fonction

f: X [0,1] par rapport a u est définie par:

S, () e (5, ) = mix(f () o) eX)

ou e, indique que les indices sont permutés de fagon 0< f (x(l))s---s f (x(n))SIet

A(‘) = {x(,.),. . ,X(n)}.

Une autre définition est proposée par Murofushi et Sugeno [7] en utilisant un concept

introduit par Choquet en théorie de capacité.
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Définition 2.10. Soit 1 une mesure floue sur X. L’intégral Choquet d’une fonction

f: X [0,1] par rapport & u est définie par:

©)ff du=C,(f(x)s.... f(5))= Z( ()~ £ G Dl 4) (2.8)

avec la méme notation en haut et f (x(o))= 0. Une illustration est présentée sur la
Figure 2.5 avec la notation f(x,)=a, et p(A(,.))=,u({x| flx)= a,.}) pour a; > 0.

L’illustration pour a; < 0 est représentée sur la Figure 2.7 avec (C)J- fdu=C, (r(x,)

(C)/fdu = 0+0+0+®

"© = (a1 —a0) - p({z|f(z) > a1})

@ = (a2 — a1) - p({z!f(z) > a2})

@ = (a3 — a2) - u({z|f(z) 2 as})

y @ =(as—a3) p({z|f(z) 2 a4})

a4

&)

as

®
a0 =0

/ %
W
plielf(z) 2 )
— W({alf(@) 2 ar)) —

L p({zlf(2) 2 as})

n({zlf(z) 2 as})
Figure 2.7. L’intégral de Choquet de f [30]
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Une autre formule de computation pour le cas des ensembles finis pour ’intégral de

Choquet peut étre représenter par:

(C)If du=C,(f(x,),.... f(x,))= Z":f (x(i))[/u(A(i))_ ﬂ(A(i+1))] 2.9

i=1
avec la méme notation en haut et 4,,;) =<.

La nature des intégraux flous de Sugeno et Choquet est différente, car la premiére est
basée sur les opérateurs non linéaires (min, max) et la seconde sur les opérateurs

linéaires. Toutes les deux sont une sorte de moyenne floues tordues.

Continuons avec I’exemple de la productivité dans un atelier: soit X = {xl,xz’,. . .,x,,}
I’ensemble des employés. Supposer que chaque employé x; travaille f (x,.) heures par
jour. Sans perdre la généralité, on peut assumer f(x,)< f(x,)<---< f(x,). Pouri>

2ona,

f(xi)"f(x;_l)ZO et
Fe)=£0e)+ LG )= £ON+LFCe) = £G))+ -+ L ()= £ 2.10)

Maintenant, on peut agréger les heures de travail des employés par la méthode

suivante. Premié¢rement le groupe X avec n employés travaille f (xl) heures, puis le
groupe X —{x,}={x,,%,,...,x,} travaille f (x,)-f(x,) heures, ensuite le groupe
X —{x,x,}={x;,x,,...,x,} travaille f(x,)-f(x,) heures, ..., dernitrement
I’employé x, travaille f (x,,)— f (xn_l) heures. Comme la quantité produite par un
groupe A c X par une heure c’est u(A), on peu;[ représenter le nombre totale de

produits par
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f(‘xl )ﬂ(X)"' [f(xz )“f(xl )]/”(X - {‘xl })
t [f(x3)_f(x2 )].U(X - {xl X2 })
Saia VACH B (CAN) 7 CH

n

=2 )= S G el s s %, ) 0 f(xo)=0. 2.11)

m-1

Mettons un exemple plus simple. Supposer qu’il y a un livre trés rare de deux

volumes. Noter le premier et le deuxiéme volume par y, et y, respectivement.
Supposer qu’il y a un vendeur d’occasion qui les vend au cofit de p({y1 }) franc pour le

premier, p({y,})franc pour le deuxiéme et p({y;,»,})) pour I’ensemble de deux

volumes. Comme les deux volumes complets a une valeur supérieurs on a

p(y,3,)> o D+ p(r, )

Si le vendeur a #(y,) volume 1 et A(y,) volume 2 avec A(y, )< k(y,), la quantité que
le vendeur va obtenir de ce livre en vendant #(y,) de volumes complet et

h(y,)-#(y,) de volume 2 sera:

h(,)p({y1, . )+ [0 (,)-1(3,)]p({y,}) francs. 2.12)

On peut voir les quantités (2.11) et (2.12) I’intégral de f par rapport 3 u et de 4 par
rapport a p [6].

L’intégral de Choquet a les propriétés suivantes.

Proposition 2.2. Soient f'et g des fonctions sur X et 4 un sous-ensemble de X.

i (Ot du=pl4).
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ii. Sipu estunemesureet f <g,alors

©)[fdu<(C)|gdn
iii.  Sia est un nombre non-négative réel et b est un nombre réel, alors

(©)[(af +b)du=a-(C)|f du+b- u(X)
©)fC fdu=-(C)[f du
v.  Pour tout fonctions fsur X

©)[£)du=-(C)[f du

si et seulement si u=x
VL.

©)[fdu=(C)[s* du-(C)[f am,

ol f*(x)=max{f(x),0} et f~(x)=max{- f(x),0}.
vii.  Si a est nombre réel, alors
©)[fdla-p)=a-(C)|fdn .

viii.  Si uyet v sont des mesures floues sur X tel que u<v et ,u(X )=V(X ), alors

pour toute fonction sur X

©)[fdu<(C)|fav
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ix.  SiN estune ensemble nul, etsi f(x)=g(x) Vxe N, alors

(©)ff du=(C) g du

Une mesure floue peut &tre représentée, en identifiant les sous-ensembles avec leur
vecteur caractéristique dans {0,1}" , par une fonction pseudo-Booléen f : {0,1}" —R.

Une telle fonction a une unique expression:

f&x)=>Ya(m)]x,x<fo1} (2.13)

TcX ieT

Dans les combinatoires, @ est vue comme une fonction d’ensemble sur X et nommé

transformation de Mébius donné par

a(§)=Y(-1)""u(r), scx (2.14)

TS

Bien sur, n’importe quel ensemble de 2" coefficients {g(T)/T < X } n’est pas la

représentation de Mobius d’une mesure floue. Les conditions de monotonie et de
borne doivent étre completes. Ces conditions peuvent &tre écrites en terme de la

transformation de Mébius comme suit:

a(@)=0,

> a(T)=1 2.15)

TecN

>a(T)=0, VScN,Vies.

TielTcS
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2.6. Interaction entre les critéres

L’importance totale d’un critére i € X ne dépend pas seulement du nombre ,u(i) , mais
aussi de tous ,u(S) avec ieS. Un coefficient pour représenter cette quantité de

I’importance d’un critére avait été proposé par Shapley dans le concept de théorie de
jeu. Dans le cadre du théorie du jeu, X est 1’ensemble de joueurs, chaque sous-
ensemble 4 c X est nommé une coalition, et g est nommé la fonction caractéristique
du jeu, exprimant la valeur de chaque coalition (i.e. la valeur d’argent dont la coalition
va gagner si le jeu est joué). En général, u n’est pas monotone par rapport a

I’inclusion, et peut prendre les valeurs négatives.

Un probléme central de la théorie du jeu est sur le concept de valeur. La source du
probléme est la suivante: Soit y(X ) la valeur totale du jeu. Sachant la valeur de
chaque coalition, quelle est la valeur monétaire d’un seul joueur ? Evidemment ce
n’est pas u({i}), car méme si la nouvelle valeur de chaque coalition, K < X ~{i}, a
laquelle le joueur i joint, augmente considérablement, la valeur de ,u({z}) peut étre
nul. Cela veut dire que i est trés utile et doit étre récompenser par une quantité
@, >0. La valeur du jeu est donc le vecteur [CI)I,(DZ,. . .,(D,,]. Shapley avait proposé

la définition suivante, nommé la valeur de Shapley donnant les ®@,, indice de Shapley

[32].

Définition 2.11. Soit x une mesure floue sur X. L’indice de Shapley pour chaque
ie X est défini par:

0~ 3 O e ) i) @19

KcX-i .

la valeur de Shapley est le vecteur (D(u)=[cbl,d>2,...,d),,]. On peut interpréter

I’indice de Shapley comme une moyenne pondérée de la contribution générale de
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I’élément i seul dans toutes les coalitions. La valeur de Shapley a la propriété de

Z(D ;= u(X), et est un opérateur linéaire sur I’ensemble des jeux.

i=1

L’analogie avec 1’aide a la décision multicritére est claire: la valeur d’une coalition de

joueur est I’importance d’une coalition de critére. Evidemment ,u(X ) a la valeur
maximale, étant 1 par convention. Puis 1’indice de Shapley @, exprime I’importance

relatif d’un seul critére dans le probléme de décision, c’est-a-dire quel degré i est

nécessaire pour mettre dans 1’ensemble des critéres.

Dans le concept d’aide a la décision multicritére 1’interaction entre les critéres a une
importance informative différemment a la théorie de jeu. On peut le reconnaitre avec

I’exemple suivant.

Soit deux critéres 1 et 2 et quatre alternatives A, B, C et D, représentés sur la Figure
2.8. On suppose les critéres égaux pour prendre la décision. Sur les axes on
représente le degré de satisfaction des alternatives pour chaque critére. Normalement,
comme on préfere les alternatives qui satisfont autant de critéres possibles, le décideur

aura une stricte préférence de C sur A. Le cas des alternatives B et D est plus délicat.

ACritére 2 ACritére 2 ACri'tére 2
. B e E ‘ . B e
: .. ..|.peigcocoooonpopense 000 L WS -
i A D
..... % %f‘% 5
Critére 1 i Critére 1

Figure 2.8. Différents cas d’interaction [32]

Un décideur peut considérer B et D également mauvais comme A, car tous les deux ne
satisfont pas tous les critéres. Selon ce décideur, les critéres agissent conjointement,
c’est-a-dire tous les deux doivent étre satisfaits. C’est le cas de Figure 2.8.a, et on

I’appelle le cas d’interaction positive ou synergie positive entre les critéres: bien que
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I’importance d’un seul critére soit nul, I’importance de la paire est large. Les critéres

peuvent étre appelés complémentaire.

Un autre décideur peut considérer B et D également bon comme C. Dans ce cas, les
critéres agissent disjonctivement, et il suffit de satisfaire un des deux, illustré sur la
Figure 2.8.b. Ici, on parle d’interaction négative ou synergie négative: 1’union des
critéres n’apporte rien et 1’importance du pair est a peu prés la méme que 1’importance

d’un seul critére. On les appelle redondantes.

Le troisitme cas se situe entre les deux premiers. Ici, le décideur pense que B et D
sont mieux que A parce qu’ils satisfont un critére, mais pire que C qui satisfait les
deux critéres. C’est-a-dire I’importance de la paire est plus ou moins importante que la
somme des importances individuelles des crit¢res: ils agissent indépendamment et il

n’y a pas interaction entre eux [32].

Considérer une paire {;, j}c X de critéres. La différence

a(li, 1Y) = ull. 13)- ) - ()

semble refléter le degré de I’interaction entre i etj. cette différence est nulle quand les
importances individuelles x({i}) et 4({;}) additionnent sans intervenir. Dans ce cas il
n’y a pas d’interaction entre i et j. La différence est positive s’il y a un effet synergie
entre i et j. Finalement, la différence est négative dans le cas d’un effet de

superposition entre i et j. Donc les critéres interviennent d’une maniére négative.

Comme dans le cas de I’importance, une définition convenable de ’interaction ne doit
pas contenir seulement u(§i}), £({/}) et x({i,}), elle doit contenir la mesure de toutes
les sous-ensembles contenant i et j. Ainsi I’interaction entre les critéres i et j peut étre
considérée comme une moyenne des contributions marginales de j en présence de i,

qui correspond la somme pondérée de toutes les combinaisons 7' < X — {i, J } de
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w1 O{i, )= (T o)) - plT O { P+ u(T).

Murofushi et Soneda ont proposé la définition suivante, prenant le concept de la

MAUT qui est similaire a I’indice de Shapley.

Définition 2.12. Soit x4 une mesure floue sur X. L’indice d’interaction des éléments

i,j € X est défini par
= 5 IO ) utr o) st ) utr)
2.17)

La définition peut élargir pour n’importe quelle coalition par la définition de Grabisch
[11].

Définition 2.13. Soit 2 une mesure floue sur X. L’indice d’interaction pour n’importe

quelle coalition 4 c X est définie par

i(4)=Y (n mL ‘|A|)!|B|!Z(_ 1) (T U B)

BcX-4 (”—|A|+1)! Cc4

(2.18)

C’est clair que c’est une généralisation de la valeur de Shapley et I’indice d’interaction

de Murofushi et Soneda car @, coincide avec I({i}) et I yavec [ (. 7).
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2.7. Trois représentations d’une mesure floue

Définition 2.14. Soit u une fonction d’ensemble (pas nécessairement une mesure
floue) sur X. La transformation Mdbius de u est une fonction d’ensemble sur X définie

par

m(A4)= Z (- I)MB| u(B), VAcXx.

Bc A

La transformation est inversible, et u peut &tre recouvrir avec m par

w(4)=>m(B), VAcX.

BcA

Il est évident que le coefficient a(7) de ’expression (2.13) correspond a m(7)

VIicX.

La représentation d’une mesure floue u (ou bien plus généralement, d’une fonction
d’ensemble) est une fonction d’ensemble v avec laquelle on peut recouvrir 4 sans

perdre d’information.

En bref, on a trouvé trois représentations d’une mesure floue:
- Représentation usuelle (simplement u),
- Représentation de Mébius m,

- Représentation d’interaction I

Les formules des différentes représentations sont établies comme indiquées ci-

dessous.
1(4)= Y m%m(AuB), (2.19)
m(d)= Y o, I(BU4), (2.20)

BcX-4
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ul4)="Y Bla, 1(8), (221)

et o, =1. En effet, les coefficients oy sont les nombres de Bernoulli, souvent notés B,

les termes premiers sont &y =-1/2, & = 1/6, a5 =0, ag =-1/30, a5 = 0.

k (k
ﬂ; = ( .)az— j
j=0\J

Les premiéres valeurs de B, sont montré sur le Tableau 2.1.

Tableau 2.1. Les valeurs de ﬂ,ﬁ

k/T 0 1 2 3 4
0 1 12 1/6 0 -1/30
1 12 13 16 -1/30
2 /6  -1/6  2/15
3 0 -1/30
4 -1/30

Les nombre de Bernoulli et les coefficients S, possédent des propriétés remarquables

[12].
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2.8. k-ordre additivités
2.8.1. Les mesures k-ordre additives

Le concept des mesures k-ordre additives a été proposé par Grabisch [11], afin dé
résoudre le probléme de complexité exponentielle des mesures floues. En regardant

I’expression polynomiale de la mesure floue, on peut noter que les mesures additives
ont une représentation linéaire, f(x)= Z’": 1m({i })x, . Par extension, on peut imaginer

une mesure floue qui a une représentation polynomiale de degré 2, ou 3, ou un entier
fixé k. C’est naturel de nommer cette sorte de mesure floue k-ordre additive mesure
floue ou simplement k-additive mesures. C’est-3-dire la transformation M&bius de

telles mesures est 0 pour sous-ensembles qui ont plus de & éléments.

Définition 2.15. Une mesure floue est dite k-ordre additive ou simplement - additive
si sa transformation de M&bius m(4) = 0 pour tout A4 tel que |4| > £, et il existe au

moins une sous-ensemble 4 de X qui a exactement & éléments tel que m(A4) 0.

Une axiomatisation de I, indice d’interaction, avait été construite par Grabisch et

Roubens [32]. Une des axiomes fondamentales est comme suit:

Axiome Fictive: Si i est un joueur fictif, alors pour tout Ac X -{i},

A=, 1(4ufi})=0.

On dit que i est joueur (critére) fictif si u(4 U {i})= u(4)+ u({i}), VAc X -{i}. Cet
axiome exprime le sens de I’interaction. Un joueur fictif porte seulement sa valeur
propre a la coalition, ni plus ni moins. Cela veut dire que ce joueur n’a pas

d’interaction avec les coalitions.

La propriété suivante doit étre mentionnée en reliant 1’indice d’interaction et A-

additivité.
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Proposition 2.3. Soit # une mesure k-additive sur X. Alors

i. I(4)=0, VAc X tel que 4>k,

ii. I(A)=m(d), VAc X tel que |4=

2.8.2. Le cas des mesures 2-additive

Le cas de 2- additivité est impressionnant. Etant donné qu’elle est simple et permet de

modeler I’interaction. Détaillons les expressions du cas 2-additive.

Pour les mesures 2-additive on a, pourun K c X :

Zm(z)x Zm (), x, ; (2.22)

i=1 i j}cX

avec x; =1 si ie K, x; =0 sinon. On en déduit donc

pl0)=m(@) Vi et uly)=m()+m(j)+my)= @)+ p(i)+m@)

La formule générale c’est

ﬂ(K)=gK:m > m(i)= Zuu) (&|-2)3 1) (2.23)

{th IJK iek

pourun K c X telque |K| >2. Ici m(") correspond 2 la transformation de Mébius, et

les parenthéses d’ensemble sont omises, c’est-a-dire écrire (i), S Ui au lieu de

,u({i}),S v {z} et aussi pour les ensemble ij, ijk au lieu de {i, j}, {i, j,k} par exemple
m({i, j}), au lieu de m(if).
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Remarquer que si k£ varie de 1 & n, on recouvre toutes les mesures floues possibles.
Noter ¥; I’ensemble des toutes k-ordre additives mesures sur X, 8;, N7 ..., N,

construit une partition de I’ensemble ¥ de toutes les mesures floues.

Clairement, k- additive mesures besoin moins de 2" coefficients a4 définir. Pour k=1

on a besoin de » coefficients, pour k=2 de n(n+1)/2, et en général

£()

coefficients pour %- additive mesures [11].

De plus, ’indice d’interaction a pour 1’équation:

16)=m@)+ m@)+= Y m), i,
2 jen (2.24)

1H)=m(), i,jeN

avec la méme notation qu’au précédent. Noter que I(), m()e [01] VieN. 1l est

démontré que 7 (zj)e [-1, 1] Vi,jeN.

Dans ce contexte, les condition (2.15) pour les coefficients

m(D), m(i), m(ij),i,j € N pour déterminer une mesure floue sont:

(m(@)=0,

Zm(i)+{.z}g:m(ij)=l
) :1(1') >0 VieN (2.25)

m(@)+ > m()=0, VieN, VI cN-i

jeT

.
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2.8.3. L’intégral de Choquet pour 2-additive mesures

C’est possible d’exprimer I’intégral de Choquet en cas de 2-additive, en utilisant

I’indice d’interaction. Soit #,, ..., #,, les points sur les critéres.

c, ,...,z,,):IZ)(t,. AL, I, + ;)(t,. v, )|+ it{@i —%JZ:‘IJIJ (2.26)
U> lf< = #1

avec la propriété

1 .
qni—52|1,.j|zo Vi,

J#i

Iei, |1 vl note la valeur absolue de ;. On peut admettre 1’intégral de Choquet pour 2-
additives mesures décomposées en trois parties, une conjonctive, une disjonctive et
une partie additive correspondant a I’indice d’interaction positive, 1’indice
d’interaction négative, et la valeur Shapley, respectivement. Cela fait certaine le sens

précise de I en cas de I’intégral de Choquet:

@ [; positive implique un comportement conjonctif entre i et j. C’est-a-dire la
satisfaction simultanée de i et j est signifiante pour le point global mais la

satisfaction I’une des deux n’a pas d’effet.

@ [; négative implique un comportement disjonctif, qui implique la satisfaction
I’un des deux, i ou bien j, est suffisante pour avoir un effet signifiant sur le

point global.

- La valeur Shapley agit comme un vecteur de poids dans une moyenne
pondérée. Cela représente la partie linéaire de 1’intégral de Choquet. Il sera

petit si les indices d’interaction sont larges [32].
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En cas de la mesure floue 2-ordre I’intégral de Choquet peut &tre écrite en terme de

transformation de M&bius comme ci-dessous:

C,(x)=Yml)x, + Y m)x, Ax,), xeR" @2.27)

ieN §.jkeN

2.9, Veto et faveur en aide multicritéres a la décision

Définition 2.16. Supposer H un opérateur d’agrégation utilisée pour un probleme

d’aide multicritére a la décision. Un critere i est veto pour H si pour chaque alternative

avec le résultat (t1 seeesly )e R,

Similairement, le critere i est faveur pour H si pour chaque alternative avec le résultat

,....t,)eR™,

H(,,...0t, )21,

C’est-a-dire, quand le critére i est veto, si le résultat de i est haut, il n’a pas d’effet sur

I’évaluation totale, mais s’il est bas, le résultat global aussi va étre bas.

La mesure floue peut représenter le veto et la faveur comme indiqué 3 la proposition

ci-dessous.

Proposition 2.4. Pour I’intégral floue, i est un veto si et seulement si la mesure floue
satisfait y(A)= 034 chaque fois i¢ 4. Telle mesure floue est notée u™.
Similairement, i est un faveur si et seulement si la mesure floue satisfait (4)=1 2

chaque fois i e 4. Telle mesure floue est notée u" .
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Noter que si un critére est en méme temps veto et faveur, alors il est un dictateur, i.e..

C, (t5...,£,)=t,. Un autre conséquence de la définition c’est que pour un H donné,
ce n’est pas possible d’avoir en méme temps un veto sur i et un faveur surj, i # j, car

avoir H{t,,...,t,)<t, et H (t15.n0nt, )2t ; West pas compatible en général.

Examinons la représentation interaction de u™ et u’. Noter I et I leur indice

d’interaction respective. On a la condition ci-dessous nécessaire mais pas suffisante:

I~ >0, IY <0, Vk=i.

J J =

Proposition 2.5. Soit z une mesure floue 2-additive. Le critére i est un veto si et

seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

i. I,20, Vk=#i,
i. I,=0, Vk,l#i,

i, ®, =%1,.k, Vk#i.

Similairement, i est un critére faveur si et seulement si

i 1,<0, Vk=i

i I,=0, Vk1I=#i,

. c1>k=—%1,.,,, Vk#i.

C’est possible de généraliser le concept de veto pour plusicurs critéres. Un groupe
Ac X est veto (resp. faveur) pour H si tous les critéres dans A est veto (resp. faveur).

Cela correspond a 1’équation suivante pour le cas veto

H(t,,...,t

n

)< mint,

. 1
ied
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et pour le cas faveur

H(t,,...,t,)> max¢,.
ied

Pour I’intégral de Choquet, Proposition 2.5. généralise facilement: L’effet de veto sur

une coalition 4 de critére est obtenu si et seulement si la mesure floue satisfait
u(B)=0, VB># A. Linteraction de telle mesure satisfait 7 (4ufk})=0, Vi e 4.
Similairement, un effet de faveur est obtenu pour 4 si et seulement si la mesure floue

satisfait  u(B)=1, VBN A#@. L’interaction de telle mesure satisfait

I*(4u{k})<0, Vi e 4.

2.10. Identification des mesures floues

Le probléme qu’on doit résoudre c’est 1’identification des mesures floues. C’est-a-dire
comment déterminer les 2" coefficients de la mesure floue u en considérant les

relations de monotonie entre les coefficients.
2.10.1. Identification a base des sémantiques

Elle a pour but de deviner les coefficients x4 a partir des considérations sémantiques

telles que:

e Importances des critéres. On peut utiliser la valeur de Shapley ou bien la valeur

,u({z}) seule.

- Interaction entre les critéres. L’indice d’interaction convient pour cela. Pour
n<3, le signe de ,u({x,.,x ; })— ulfx,})- ,u({x ; }) peut &tre suffisant, méme s’il

n’est pas équivalent 3 I’indice d’interaction.
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e Critéres symétrigues. Deux critéres x; et x; sont symétriques s’ils peuvent &tre
échangés sans changer le mode d’agrégation. On a alors,

,u(Au{x,.})=,u(Au{xj}), VACX—{x.,xj}. Cela diminue le nombre des

L

coefficients.

- Effet de Veto. Cela veut dire que un mauvais point du critére j va causer a un
mauvais point global quoi que le degré de satisfactions des autres critéres. 1l
suffit de modeler I’intégral de Choquet comme en Proposition 2.4. Dans ce cas,
le nombre de coefficient 3 déterminer est 2", Le nombre des critéres veto
peuvent &tre augmenté et chaque critére veto divise le nombre de coefficients a

deux.

- Effet de Faveur. Cela veut dire que un bon point sur x;, va causer a un bon
point global quoi que le degré de satisfactions des autres critéres.
Similairement & I’effet de veto on peut le modeler avec 1’intégral de Choquet.
Le nombre des critéres a déterminer se divise en deux encore une fois. De plus,

il est possible de mixer les effets veto et faveur.

Méme s’il est possible de déduire le nombre des coefficients nécessaires en
considérant les effets de veto, faveur ou symétrie, cette approche est pratique pour les
petit valeur de n. De plus, il est indispensable de disposer un décideur ou bien un
expert qui est capable de dire les importances relatives des critéres et la sorte des
interactions entre eux. C’est la situation de I’application de désigner nouveaux
produits ol le marché ‘définit’ ce que va étre le ‘produit idéal’ avec les termes

d’agrégation.

Comme on le voit cette approche est loin d’étre une méthodologie bien établie, et a

besoin d’une quantité d’expérience non-négligeable [1].



39

2.10.2. Identification a base de donnée apprise

Minimisation de la carrée de l’erreur. On considére le modele de I’intégral floue
comme un systéme et on cherche 2 identifier ses paramétres en minimisant un critére

de I’erreur a ’aide des données disponibles. Supposer (zk, Vi ), k=1,...,] sont les

J . X T r . . .
données apprises oll z, =[z,, .-z, | est un vecteur d’entré de n dimensions, qui

contient le degré de satisfaction de I’objet & par rapport au critére de 1 4 » (ou bien le
degré de préférence entre deux objets si les méthodes de rangement sont utilisées), yx
est 1’évaluation globale de 1’objet £. On peut donc chercher la mesure floue x optimale

en minimisant le critére de la carrée de 1’erreur.
2 L 2
E =Z(Cﬂ(zkl"“’zk7l)_yk)
k=1

On peut montrer que cette erreur peut étre mise en forme d’un programme quadratique,

comme en ci-dessous

min%u'Du+c'u

sous les contraintes (2.28)

Au+b=>0

oll u est un vecteur de dimension (2"-2) qui contient toutes les coefficients de la
mesure floue g, exceptionnellement ,u(Z) et ,u(X ) qui sont fixes ne sont pas inclues,
D est une matrice carrée de dimension (2"-2), ¢ est un vecteur de dimension (2"-2), 4
est une matrice de n(2"'1 —l)x (2" - 2) dimension et b est un vecteur de dimension
n(2"" - 1). La solution de ce programme n’est pas en général unique [32]. En plus,
c¢’est possible d’écrire le programme en terme de p sous un autre programme en terme
de transformation de M6bius ou bien en terme d’indice d’interaction. Comme cela on a

P’occasion de s’occuper facilement avec les mesures 4- additive et ajouter des

contraintes sur I’indice d’interaction donné par le décideur.



40

Le programme peut étre résous avec des méthodes standards de 1’optimisation

quadratique méme si la matrice D a un rang inférieur a (2"-2).

Les expériences ont montré des inconvénients de cette méthode [32].

- S’il y a treés peu de donnée, la solution n’est pas unique et la solution proposé
par le programme peut €tre intuitive a cause des coefficients trés proches de 1

ou 0.

- Au fur et & mesure que » augmente, la dimension des vecteurs et matrices
augmentent exponentiellement, comme le temps de computation et la mémoire

exigée. n =8 est déja une valeur large, et n = 10 est presque irréalisable.

Algorithmes heuristiques. 11 y a d’autre approche qui utilise les données apprises et
qui cherche une solution plus facile a obtenir. Au lieu de la programmation
quadratique ils utilisent des algorithmes sous forme de « heuristique », en restant a la

sous-optimale.

Une de ces méthodes, c’est celle proposé par Grabisch: Algorithme de Le Plus Petit
Moyen Carré Heuristique (heuristic least mean squares algorithm). L’idée de base
c’est que en absence d’information le plus non arbitraire (e moins spécifique) moyen
c’est le moyen arithmétique, ainsi I’intégral de Choquet par rapport 3 une mesure floue
équidistribuée. Chaque entré d’information tend 3 mouvoir la mesure floue de ce point
d’équilibre. Cela veut dire que, quand il y a peu donnée, les coefficients de la mesure
floues qui ne sont pas concemer par la donnée sont maintenus prés du point

d’équilibre, afin d’étre assurée de la monotonie.

Les épreuves de cette méthode faites dans les problémes de classification montrent la
bonne performance de 1’algorithme, méme mieux de méthode optimale quand » est
large. Spécialement, la mémoire exigée et le temps de computation sont beaucoup
moins de ceux du programme quadratique. Il est possible de traiter des problémes

avec n = 16 avec cette méthode [32].
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2.10.3. Identification a base de satisfaction des contraintes

Cette méthode proposée par Roubens et Marichal [3] utilise des entrées de différentes
sortes par rapport a la précédente. La premiére a besoin des résultats (numérique) sur
les critéres et le résultat global, en tant que la deuxiéme n’a pas besoin d’un résultat
global mais un rangement des actions ou les objets & évaluer et en addition quelque

indication sur I’importance et ’interaction des critéres.

En bref, on suppose que le décideur ou P’expert est capable de dire 1’importance
relative des critéres et le type d’interaction entre eux. En effet dans les applications, le
décideur est capable de donner informations sur les poids (i) et les indices
d’interactions plus facilement qu’attribuer directement la mesure floue. Ainsi c’est

important de poser les bonnes questions qui permettent d’identifier 1a mesure floue.
Les entrées du probléme peuvent étre citées comme ci-dessous:

e L’ensemble 4 des alternatives et 1’ensemble N des critéres,

= Un tableau des résultats individuels x;donnés dans la méme intervalle que
XcR,

= Un pré-ordre partiel > , sur 4 (un rangement des alternatives),

- Un pré-ordre partiel >, sur N (un rangement des critéres),

- Un pré-ordre partiel >, sur I’ensemble des paires de crit¢res (un rangement

des indices interactions),

w- Le signe d’interaction entre quelque paire de critéres m({ij}): >0, <0, =0.

Toutes ces données peuvent étre formulées sous forme des égalités ou inégalité linéaire
qui relient les « poids » 4 Le modele consiste en trouver une 2-ordre mesure floue.
Ainsi on a un probléme de satisfaction des contraintes linéaires. Noter que les
inégalités strictes peuvent étre convertir & des inégalités vagues en introduisant un

variable d’écart comme dans la proposition suivante.
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Proposition 2.6. x € R" est une solution du systéme linéaire

n
S 0%, Sbis i<l
=

n
D <d;, i=l..,q,
=

si et seulement s’il existe £> 0 tel que

en particulier, une solution existe si et seulement si le programme linéaire suivant

maxz=g¢

sous les contraintes

n
Zaijxi <b,, i=l,...,p,
j=1

n
Zc,.jxj <d,—¢, i=l,...,q,

J=

a une solution optimale x* € R" avec une valeur optimale de ¢* > 0. Dans ce cas x*

est la solution du premier systéme.

Ainsi le probléme de trouver une 2-ordre mesure floue peut &tre formaliser 4 1’aide
d’un programme linéaire. C’est évident qu’au fur et & mesure que le nombre d’entrée
diminue, I’ensemble de solution grandi. En conséquence, il est désirable d’avoir le
plus complet d’information. Cependant si cette information a des incohérences alors
I’ensemble de solution peut étre vide. Remarquer pourtant que 1’ensemble de solution

vide peut étre a cause d’une incompatibilité entre les informations données et de
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supposition que la mesure est de ’ordre 2. Dans ce cas il est utile de considérer une

mesure de 3-ordre ou bien si nécessaire une mesure d’ordre plus haut.

Toutes les informations collectionnées peuvent étre transmises en un systéme d’égalité
et d’inégalité qui construit un programme linéaire en terme des coefficients inconnus

4. Le programme linéaire proposé par Marichal et Roubens est comme suit:

maxz=¢&

sous les contraintes

£20  (le variable d’écart positive)

C,(a)-C,()=6+¢ si a>,b | Semi-ordre partiel sur 4
—5SC”(a)—C”(b)Z5 si ar,b| avecunseuil &

-

p@)-u()zesi iryj Le rangement de critéres
. . s . q >
p@)=p() si ixyj (les poids)
¥ 3
Ii-I,2¢ si j>pk Le rangement des paires de
F >
Iy=I, si jr~pk critéres (interaction)
o
- ] Le si 1
I;2¢ (resp.<—¢) si I,>0 (resp.<0) e signe de quelques
I,=0 sinon interactions

z": ®, = i I,=1 (La condition de borne sur les valeurs)
=1

i=1

p(A)<p(B) YV AcBc X (Lesconditions de monotonie)

ol les parenthéses d’ensemble sont omises, c’est-a-dire écrire u(@), S Ui au lieu de
y({i}),S v {z} et aussi pour les ensemble ij, ijk au lieu de {i, j}, {i, j,k} par exemple

m(ij), au lieu de m({i, j}).



Tous ces expressions peuvent &tre écrites en terme de transforme de Mobius m.

Grabisch [11] avait démontré qu’en cas de 2-additive mesure:

C (a Zm(z)x Zm(y [x AXS ] (2.29)

)+ - Z m y (2.30)
= m(ij) (2.31)
#()=m() (2.32)

Le modele pour identification des poids écrit en terme de transformation de Mdbius

peut étre donné comme ci-dessous:

maxz=¢

sous les contraintes.

C,(a)-C,(6)26+& si a>,b | Semi-ordre partiel
avec un seuil &

-6<C,(a)-C,(0)25 sia~, b

m(@)-m(j)ze si i=, j Le rangement de critéres
m(i)=m(j) si iy j (les poids)
i 2.33

m(;'j)—m(kl)Ze si ij>p Kl Le rangement des paires de (2.33)
m ij)= m(kl) si ijrp Kl critéres (interaction)
m(zj) 2¢ (resp.s —8) Si m(y) >0 (resp.< 0) 4 Le signe de quelques
m(ij)=0  si m(ij)=0 ) interactions

7

+ 1
ém ) ik ,Zzlvn (J) Les conditions de
m@)20 VieN [ borne et monotonie
m(i)+Y m()=0 VieN, VI cN-i J
jeT

igN t_] N

Cla)= Y m(i)xi 0+ Zm(y Y axt] VaeA} La définition de C,,
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ol m() correspond 2 la transformation de M&bius, et les parenthéses d’ensemble sont
omises, c’est-d-dire écrire (i), SUi au lieu de u(§i)), sufi} et aussi pour les

ensemble ij, ijk au lieu de {i, j}, {i, j,k} par exemple m(y), au lieu de m({i, ]})

C’est naturel d’assumer que le rangement sur 4 est transmis & un semi-ordre partiel sur
I’ensemble des évaluations données par I’intégral de Choquet. Ce semi-ordre partiel a
un seuil de préférence fixé § qui peut étre changer arbitrairement. Un tel seuil doit étre
atteint par la différence entre les résultats globaux afin de considérer un objet

préférable significativement a un autre objet.

Comme I’intégral de Choquet est stable sous les méme transformations admissibles

d’intervalle, utiliser une échelle [0,100] ou [-2,3] n’a pas d’influence sur le rangement
des alternatives. Supposer que les utilités x; sont définis sur X = [0,1]. Changer cette

échelle 4 [p,q] avec p <gq et translater les utilités revient a faire le changement suivant

sur les premiers contraintes

Cla)-C()=6 + sia>, b

g-p

Il semble que une compromise raisonnable sera de prendre ¢ —p =1 et ainsi de

définir les utilités sur I’intervalle d’unité [0,1] .

La valeur du seuil & doit aussi &tre choisi attentivement. En effet, si & augmente, &
diminue. Un & trop large peut causer ’infaisabilité du programme. Il est suggéré de

choisir § en comparant les solutions obtenues avec différents 6[32].
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2.10.4. Le cas de la A-mesure

A-mesure est un cas spécial de la mesure floue. Pour un A > -1, on a une mesure non-

additive tel que:
A,BeP(X) et AnB=@ = u(4U B)= u(A)+ p(B)+ Au(A)u(B) (2.34)

Le parameétre A peut étre déterminer grice a la condition suivante: si A >-1 existe

alors la mesure u satisfait la régle suivante [22]:

R (TS50 = S
{2

i=1
pour chaque série {A,. }de I’ensemble de P(X).

Comme dans ce cas on a

W)= 3 {03 a1},

i=1

et ,u(X ) =1, d’ou le paramétre A peut étre déterminer par 1’équation suivante:

1A= [+ ({4 )] 2.35)

i=1



3. Une Sélection d’Autres Méthodes Multicritéres

Les méthodes d’aide multicriteres a la décision se différencient soit selon la méthode
d’agrégation qu’elles utilisent soit selon le concept sur lequel elles sont basées. On a
choisi deux méthodes d’aide multicritére & la décision qui sont les plus utilisées. La
premi¢re méthode c’est TOPSIS qui est une méthode basée sur le concept de distance
entre les alternatives et les solutions idéale et anti-idéale. Cette méthode utilise
I’approche cardinale. C’est une méthode fréquemment utilisée grace a sa simplicité et
sa convenance au modele de 1’évaluation de I’homme. La deuxi¢me méthode c’est
ELECTRE III qui est basé sur le concept de préférence partiel et qui est une approche
relationnelle [29]. Avec cette méthode on compare les alternatives deux par deux et on
obtient un nombre qui expresse la préférence d’une alternative sur 1’autre par rapport a
un critere. Toutes ces relations de préférence sonf agrégées en considérant tous les
crittres. Comme cela on obtient un ordre partiel des actions (alternatives) avec

I’approche de rangement et on a I’occasion de modeler des pseudo-critéres.

3.1. TOPSIS

Un probléme de décision multiple attributs avec m alternatives qui sont évaluées par n
attributs peut étre vu comme un systéme géométrique avec m points dans une espace
de n-dimensionnels. Le TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to
Ideal Solution) est basé sur le concept qui cherche a prendre alternative ayant la
distance la plus court de la solution idéale et la plus longue de la solution anti-idéale
[33].
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3.1.1. Solutions idéale et anti-idéale

Une solution idéale est définie comme la collection des niveaux idéaux dans tous les
attributs (critéres). Pourtant, la solution idéale est souvent irréalisable. Donc, étre la
plus proche d’une telle solution est la rationalité du choix humain. Comme I’id¢ale est
dépendante des limites et contraintes courants de 1’économie et de technologie, une
idéale pergue est utilisée au lieu d’implémenter le choix rationnel dans un procés de

décision normative. La solution idéale est notée comme
n

ou x;. est la meilleure valeur pour j-¢me attribut entre tous les alternatives.

La composition de tous les meilleurs résultats pour les attributs correspondants est la
solution idéale, et la solution anti-idéale est composée de tous les plus mauvais

résultats faisables. La solution anti-idéale est donné par

A = (x{,...,x;,...,x;)
ol x; est la pire des valeurs pour j i¢me attribut entre tous les alternatives. 11 faut

noter qu’en général la solution la plus proche de la solution id€ale n’est pas la solution

la plus loin de la solution anti-idéale.
Par exemple, soient les deux alternatives A; et A, par rapport 4 deux attributs

bénéficiaire sur la Figure 3.1. A4; est la plus proche de la solution idéale et mais 4, est

1a plus loin de la solution anti-idéale.

£.C. YOKSEKOCRETIM KURULL
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A. —

.
L

Figure 3.1. Les distances euclidiennes a la solution idéale et anti-idéale dans un espace
de 2-dimensions [33]

3.1.2. TOPSIS

TOPSIS définie un indice nommé similarité a la solution idéale qui combine la
proximité de la solution idéale et le lointainement de la solution anti-idéale. Ainsi, la
méthode choisit une alternative avec la meilleure similarité a4 la solution idéale.
TOPSIS assume que chaque critére prend 1’utilité croissant monotone ou décroissant
monotone. C’est-a-dire quand la valeur de 1’attribut augmente, la préférence pour les

attributs bénéficiaire augmente et la préférence pour les attributs de colit diminue.

La méthode est présentée avec les étapes successives suivantes:

Etape 1. Calculer les valeurs normalisées. La normalisation vectorielle est

utilisée pour calculer 7;; qui est donné par

7, = , i=lL....m; j=1..,n. 3.1
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Etape 2. Calculer les valeurs normalisées pondérées. La valeur normalisée

pondérée est calculée par

i=lL....m; j=1l...,n (3.2)

ou wj est le poids de j-¢me attribut.

Etape 3.  Identifier les solutions idéale et anti-idéale. A* et A- sont définis en

terme des valeurs normalisées pondérées

A = {v:,v;,...,v;,...,v;}
(3.3)
={(mlaxv,y ]jeJl),(miinv,.j |jeJ2)|i=l,...,m}

A ={vl‘,v;,...,v;,...,v;}
(34
={(m_inv,.j |jeJ1),(mj¢1xv,.j |jeJ2)|i=1,...,m}

ou J; est un ensemble des attributs bénéficiaires et J, est un ensemble des attributs

de coiit.
Etape 4. Calculer des mesures de séparation. La séparation (distance) entre les

alternatives peut étre mesurée par la distance Euclidien n-dimensionnelles. La

séparation de chaque alternative de la solution idéale, A*, est donnée par
aq p

S; = i(vij—v‘.)z, i=1,..,m (3.5)
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Similairement, la séparation de chaque alternative de la solution anti-idéale, 4", est

donnée par
S = z":(v,.j—v;)z , i=1...,m (3.6)
Jj=1

Etape 5.  Calculer la similarité a la solution idéale. On a

i=1...,m (3.7)

Noter que 0<C; <1 ot C; =0 quand 4, =A4~, C; =1 quand 4, =4".

Etape 6. Trier les ordres de préférence. Choisir 1’alternative avec un maximum

C; ou bien ranger les alternatives par rapport aux C; dans I’ordre décroissant.

3.2. ELECTRE
3.2.1. Approche de rangement et les méthodes d’ELECTRE

La famille ELECTRE qui comprend six méthodes de multicritére toutes basées sur

I’approche de rangement assume [34]:
(1) Un ensemble A des actions (alternatives) potentielles.

(2) Une famille consistante F des n critéres gj. Les préférences des acteurs sont

traités par rapports aux points de vue reflétés par les critéres de F; g; (a) est

nomm¢ la performance j-¢me de a. On peut supposer que
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L g (a) est un nombre réel (méme si il refléte un jugement qualitative.)
ii. VbeAetaed,g; (b)z g; (a) implique b est au moins aussi bon que

a, si seulement le point de vue de j-¢me critére est considéré.

(3) Imprécision, incertain et/ ou la détermination incorrecte des performances

peut causer quelques acteurs de juger (sur un critére donné, e.g. le k-iéme) que

i. b est indifférent de @, quand g j(b)= g j(a),Vj #k méme si

g:(0)=2.(a) ;
ii. b est préférable strictement que a, quand g; ®)=¢ f (a),Vj=k

seulement si la différence g, (b)- g, (a) est suffisamment signifiante.

(4) Un modéle de préférence par rapport a un acteur particulier (réel ou
mythique) dite décideur, existe et permet de considérer hésitations entre les

deux des trois cas suivants:

i. bla,indifférence
ii. bPa,préférence stricte

iii. aPb, préférencé stricte .
Parmi lesquelles on peut citer:

- Préférence faible (relation Q). b Q a, si hésitation est entre les cas b 1
a etb Paétant sire denon a P b; a Q b, si hésitation est entre les
cas
bla etaPb excluantb Pa

- Incomparabilité (relation R). b R a si hésitation est entre b Pa et a P b.

Toutes ces relations sont présentées sur la Figure 3.2.
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bRa
Incomparabilité
bPa bla aPb
Préférence stricte Indifférence Préférence stricte
\ /
bQa a@Qb
Préférence faible Préférence faible

Figure 3.2. Le mode¢le des préférences de décideur

L’approche de rangement est basée sur 1’axiome de Roy nommé axiome de
comparabilité partielle fondamentale. Selon cet axiome, les préférences peuvent étre
modelées par quatre relations binaires: 7, P, O, R . Avec la relation de préférence

faible Q, tous les autres relations peuvent étre obtenues:

©e bPaimpliqueb Qaetnona Qb
we blaimpliquebQactaQb;
w b Raimpliquenonb Qaetnona Qb;

Afin de modeler un critére qui prend en compte la situation ot la différence g«(b)-g.(a)
traduisent une indifférence entre a et b, il est introduit un seuil d’indifférence,
q; (g,. (b)) représentant le plus grand écart gi(b)-gi(a) compatible avec la situation

d’indifférence entre a et b, tel que

aPb e g,(a)-g,(6)> q,(2, ()
alb < g,(a)-g,(b)<4,(g,(b))

Pour éviter un passage brusque de I’indifférence a la préférence stricte, il est introduit

un seuil de préférence, p; (g,. (b)) laissant place & une zone de préférence faible (Q).

Pour g,(a)>g,(b), on a les relations ci-dessous
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aPb& g (a)-2,(0)> pi(e: ()
aQbe q,.(g,-(b))< gi(a)_gi(b)spi(gi(b)) (3.8)
albs0< gi(a)—gi(b)ﬁ qi(gi(b))

Ce type de critere qui consiste en méme temps un seuil d’indifférence et de préférence
est nommée un pseudo-critére. Afin d’éviter quelques inconsistances, les fonctions

des seuils doivent satisfaire les conditions suivantes

gi(a)> gi(b) = gi(a)"'qz'(gi(a))Z gi(b)+qi(gi(b)) et
gi(a)+pi(gi(a))2gi(b)+pi(gi(b)); (3.9
Pi(gi(a))2 qi(gi (b)), Vg;

Ce type de procédure de modélisation peut présenter un manque de stabilité sérieux.
On peut voir des cas ol une petite variation des scores cause des variations des
pseudo-ordre et donc, des prescriptions conflictuelles. Le fait d’un tel manque de

stabilité, peut &tre prévenu par des analyses de sensibilité.
La classification des modéles selon les présences des seuils est faite comme suit:

- un quasi-critére est un pseudo-critére tel que p(g; (a))=q(g;(a)), Vae 4
o un pré-critére est un pseudo-critére tel que ¢(g,(a))=0, Vae 4 ou bien n’est

pas défini.

- un vrai-critére est un pseudo-critére tel que p(g;(a))=qg(g,(a))=0, Va e 4

Le vrai-critére est le modéle classique utilisé en théorie de la décision. Les deux
premiers permettent de modeler les situations ou I’indifférence n’est pas transitive. Le
concept de comparabilité partielle est la base de ces méthodes de surclassement. Ce
sont basé sur la compréhension que, en général, la relation de dominance est faible
parce qu’elle est basée sur un consensus de point de vue. C’est-3-dire une action

a est dominant sur b seulement si a est au moins aussi bon que b sur tous les critéres
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considérés. Alternativement, a est dominant sur b, si a est au moins aussi bon que b
sur la majorité des cas et n’cst pas si mauvais sur n’importe quel cas. Le concept
derriére des méthodes de surclassement est que I’enrichissement des relations de
dominance peut étre fait lorsque 1’information réelle est disponible. Dong, il existe un
structure formel entre la relation de dominance et le préordre compléte de la fonction
d’utilité. En utilisant les méthodes de surclassement, quelques relations incomparables
deviennent comparables, grice a 1’existence de ’information réelle, mais néanmoins
quelques autres restent incomparables. Bri¢vement, ces modéles consistent en
agrégation des critéres dans une relation binaire partielle a § b (relation de
surclassement) et donc exploitation de cette relation. Ces étapes d’agrégations peuvent
étre traitées dans quelques différentes mani¢res selon la formulation du probléme et le

cas particulier considéré.
3.2.2. ELECTRE 1IT

Parmi les méthodes ELECTRE, ELECTRE III qui permet de prendre en compte en
plus des pseudo-critéres un seuil de veto, est choisi, car il est toujours possible de
considérer des vrais critéres ou les quasi-critéres en choisissant les valeurs nécessaires

pour les fonctions des seuils correspondants.

ELECTRE III prennent en compte, pour chaque critére un seuil de veto v; qui en méme
titre que les seuils d’indifférences, g, (g ; (b)), et de préférences, p; (g ; (b)), peuvent
varier avec la performance. Elles font enfin intervenir, un coefficient d’importance
ki > 0 qui sert a apprécier I’importance de la coalition concordante avec la proposition

b S a. Onnote o (b,a), 'indice de crédibilité de cette affirmation [35].
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La définition de I’indice de crédibilité o (b, a) prend appui

- d’une part sur un indice de concordance c(b, a) qui fait intervenir les coalition
CbSayetClaSb);
w- d’autres part des indices de discordance d; (b, a) définis pour chaque critére

JeF .

Ici, b S a présente la relation de surclassement qui correspond a 1’existence de raisons
claires et positives qui justifient soit une préférence, soit une présomption de
préférence. Mais il doit y avoir aucune séparation significative établie entre les
situations de préférence stricte, de préférence faible et d’indifférence. Cette relation
est une relation binaire floue. La relation binaire pour la relation de surclassement est

donné¢ par [35]
aSb=>(aPb ou aQb ou alb).

En plus, C(a S b) qui présente la coalition des critéres concordante avec la proposition

a S b est défini par
C(aSb)={jeF|aSh}

La premiére partie de I’indice de crédibilité, indice de concordance, c¢(b, a), est défini

comme suit:
c(b,a)=c,(b,a)+c,(a,b) (3.10)

ou

ba)— ij,aveck Zk.

jeC(bSa) jeF

et
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ah)=y ok
avec @, = P,«(g,-(b))+gj(b)—gj(a)
" e, 0)-4,(e;0))

on a par définition

C(bSa)={jcFlg,(b)+q,(e0)2g,()} et
ClaQb)= {jeF|gj.(b)+qj(gj(b))<gj(a)ng(b)+pj(gj(b))}

Le coefficient ¢; décroit linéairement de 1 jusqu’a 0 lorsque g; (a) décrit I’intervalle

[gj(b)+ q(g,- (b)) > &) (6)+ P(gj(b))J-

La deuxiéme partie de I’indice de crédibilité, indice de discordance du critére j, est
créé afin de présenter le fait que le critére j est plus ou moins discordant avec la

proposition b S a. Cette discordance est maximum, d; (b,a)=l, lorsque le critére j
met son veto au surclassement. Elle est minimum,d; (b, a)= 0, lorsque le critere j

n’est pas discordant, c’est-a-dire jg C(aPb). La valeur de Iindice dans la zone

intermédiaire est définie proportionnellement & gj(a)-g/(b), d’oti la définition suivante:
0 si gj(a)_gj(b)<pj(gj(b))
g,(a)-2,00)-p,(g,0))

Vj (g j (b))‘ D (g j (b))

1 sig,(a)-g,0)2v,(g,0))

d,;(b,a)=1 si p,(g,0)<g,(0)-g,0)<v,(g,0)

(3.11)

pour les critéres discordants qui vérifie d; (b,a)>c(b,a). En absence d’un tel critére
Iindice de crédibilité o(b,a)=c(b,a). La valeur de crédibilité est réduite s’il y a un

ou plusieurs critéres discordants. Cette réduction augmente au fur et 3 mesure que
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d; (b,a) approche de 1. En accord avec effet de veto, o(b,a)=0 si d i (6,a)=1 au

moins pour un critére.

Plus précisément ‘

1-d,(b,a)

olb,a)=clb,a) —_—t

b=l 1L
avec (3.12)

D (b,a)= {j |je F,dj(b,a)> c(b,a)}
On observe bien que I’indice de crédibilité a 1a propriété suivante dans ELECTRE III:
0<ola,b)+o(b,a)<2

Chacune des deux bornes pouvant étre atteinte. (Voir Figure 3.3)

o(b,a) A

1

bPa alb

aRb aPbh
>
0 1 ofa,b)

Figure 3.3. Comparaison des actions dans ELECTRE III [35]

Le cas o(a,b)+ o(b,a)=2 traduit une indifférence bien établie entre a et b. Lorsque
la somme considérée diminue avec o(a,b) voisine de o(b,a), on passe de
I’indifférence a I’incomparabilité. Déja pour o(a,b)+ o(b,a)=1 , Pindifférence n’est

plus acceptable. Toutes ces relations sont illustrées sur la Figure 3.3.
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La procédure de rangement de ELECTRE III utilise une distillation qui est basé sur la

qualification de chaque alternative. Les principes de base sont comme suit:

e Construction d’un ordre complet Z;,
v Construction d’un ordre complet Z;,

- Construction d’un ordre partiel Z=Z; N Z,.

La construction de Z; et Z, est accomplit 3 travers une distillation descendant et

ascendant, respectivement. Pour le commencement, la valeur A =max S(a, b) est

déterminée et seulement les arcs qui ont des valeurs suffisamment proche de A sont
considérés dans la matrice des degrés de surclassement, i.e. plus précisément ceux qui
ont une valeur plus large ou égale 3 1 —s(1). Dans cette procédure s(1) est un seuil 2

déterminer [36].

Plus clairement, 1’algorithme de rangement de ELECTRE III utilise la matrice des
degrés de crédibilité pour construire deux classements selon les procédés dits la
distillation descendante (Z;) et de distillation ascendante (Z): distillation descendante
sélectionne au fur et & mesure les meilleures actions pour terminer avec les pires alors
que la distillation ascendante sélectionne au fur et & mesure les pires actions pour
terminer avec les meilleurs. On obtient ainsi deux pré-ordres complets sur I’ensemble
des actions. Une action qui est incomparable & une séquence d’autres actions sera
positionnée 2 la fin de cette séquence dans la distillation descendante et en tete dans la

distillation ascendante.

Les rangs dans le pré-ordre final sont établis de la fagon suivante: toute action qui
n’admet aucune action meilleure qu’elle sera affectée au rang 1, méme si elle est
incomparable 4 de nombreuses d’autres actions, les actions de rang 2 seront celles qui
n’admettent que des actions de rang 1 meilleure qu’elles et ainsi de suite... cette
représentations occulte totalement les incomparabilités: Deux actions de méme rang
peuvent étre équivalentes ou incomparables sans qu’il soit possible de différencier ces
deux cas. De méme, rien ne permet de distinguer pour des actions de rangs différents

si I’une est meilleure que I’autre ou si elles sont incomparables [37].



4. Application dans I’Aide Multicritére a la Décision

4.1. Détermination des coefficients pour un probléme de sélections des étudiants

La mesure floue et 1’intégral floue permet de modeler I’interaction entre les critéres
comme on I’a expliqué aux chapitres précédents. Cet avantage de représenter les
dépendances de n’importe quel type est retiré par la difficult¢ de déterminer ces
coefficients. La méthode proposée par Roubens et Marichal qui combine les méthodes
sémantiques par le concept de k-ordre additivité de Grabisch semble étre bien
applicable aux problémes d’aide multicritere a la décision. Ici on va présenter un

exemple de sélection des candidats pour un programme de 3éme cycle.

En bref, on va s’intéresser a trouver une mesure floue 2-ordre basée sur un rangement
partiel des candidats et sur des considérations sémantiques comme présenté en 2.10.1.

Les critéres considérés sont

- Le score de TOEFL (Test of English as a Foreign Language). La note est basée
sur le CAT (Computer Adaptive Test). L’échelle est sur 300.

- Le score de GRE (Graduate Record Exam) L’échelle est sur 800 pour la teste
quantitative et 800 pour la teste analytique. La somme des deux scores est
considérée.

- La moyenne des études précédentes. La note est donnée sur une échelle de 4.

- La note pour les essais. Les essais sont notés par les membres de conseil des

admissions sur 5.
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Afin de déterminer les coefficients de la mesure floue on va résoudre un programme

linéaire en utilisant les contraintes qu’on a citées en 2.10.3:

e L’ensemble A= {1, 2,3,4,5, 6} des alternatives et 1’ensemble
N= {TOEFL, GRE, Moyenne, Essais} des critéres,

- Un tableau des résultats individuels x; donnés sur le Tableau 4.1.

@~ Un pré-ordre partiel >~ , sur 4 (un rangement des alternatives),

- Un pré-ordre partiel >, sur N (un rangement des critéres),

- Un pré-ordre partiel >, sur ’ensemble des paires de critéres (un rangement

des indices interactions),

- Le signe d’interaction entre quelque paire de critéres m(ij) : > 0,<0,=0.

Les décideurs vont comparer les six candidats qui ont les scores présentés sur le

Tableau 4.1. Aprés avoir obtenu les coefficients de Mdbius, m(i), m(y), ou bien, les
valeurs de la mesure floue, u(i), u(if), u(ijk), on sera modelé I’évolution des

décideurs et on aura I’occasion de juger des ensembles de candidats plus nombreux.

Tableau 4.1. Les scores des candidats

<300 <1600 <4,00 1-5
1. TOEFL 2.GRE 3. Moyenne 4.Essais
Candidat1 250 1300 3,20 4

Candidat2 227 1300 3,50
Candidat3 240 1400 3,30
Candidat4 240 1500 3,50
Candidat5 243 1450 3,30
Candidat6 230 1300 3,20

W b bW W
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Les décideurs sont demandés de trier ces candidats. Ils/elles font les évaluations

suivantes:

- Candidat 1 est préférable que Candidat 2; car il a fait un bon score de TOEFL
et sa note pour les essais est bien aussi.

- Candidat 3 est préférable que Candidat 2; car les notes de TOEFL et de GRE
sont mieux.

o~ Candidat 4 est préférable que les autres avec un score de GRE 1500, en plus sa
note de TOEFL et sa moyenne et essais sont aussi bien.

- Candidat 1 est préférable que Candidat 6 avec son score de TOEFL.

- Candidat 5 est préférable que Candidat 1 grice & son score de GRE.

En effet, ils/elles donnent le pré-ordre partiel suivant pour les candidats:

Candidat 4 > , Candidat 5
Candidat 5 > , Candidat 1
Candidat 1 >, Candidat 2
Candidat 1 > , Candidat 6
Candidat 3 > , Candidat 2

Enfin aprés avoir mis un rangement entre les candidats 1, 2, 6 ils/ elles posent le pré-

ordre suivant:

Candidat 4 > , Candidat 5
Candidat 5 >, Candidat 1
Candidat 1 >, Candidat 3
Candidat 3 > , Candidat 2
Candidat 2 > , Candidat 6
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Les décideurs ne posent pas un pré-ordre partiel sur les critéres ou bien sur les paires
de critéres. Les notes des candidats selon différents critéres sont normalisées par la
valeur maximum. Comme cela tous les échelles sont sur [0, 1]. Aprés cette
normalisation les contraintes pour le programme linéaires sont calculées d’apres les
pré-ordres donnés par les décideurs basés sur ces valeurs. Les conditions pour ce pré-
ordre peuvent étre écrites comme si dessous selon 1’équation (2.29) et les contraintes
(2.33):

Candidat 4 > , Candidat 5
—0,01m(1) + 0,03m(2) + 0,06m(3) - 0,01m(12) + 0,02m(13)
—0,01m(14) + 0,06m(23) + 0,03m(24) + 0,06m(34)

Candidat 5 >, Candidat 1
~0,03m(1) + 0,1m(2) + 0,03m(3) - 0,1m(12) + 0,03m(13)
~0,03m(14) + 0,08m(23) + 0,1m(24) + 0,03m(34)

Candidat 1 > , Candidat 3
0,04m(1) - 0,07m(2) — 0,03m(3) + 0,25m(4) - 0,07m(12) - 0,03m(13)
+0,25m(14) - 0,07m(23) + 0,12m(24) + 0,16m(34)

Candidat 3 > , Candidat 2
0,05m(1)+ 0,07m(2) - 0,06m(3) + 0,07m(12) + 0,03m(13)+ 0,07m(23)

Candidat 2 > , Candidat 6
~0,01m(1)+ 0,09m(3) - 0,01m(13)
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Le programme linéaire considéré sera comme ci-dessous

maxz=¢&
sous les contraintes
20
—0,01m(1) + 0,03m(2) + 0,06m(3) - 0,01m(12) + 0,02m(13)
—0,01m(14) + 0,06m(23) + 0,03m(24) + 0,06m(34) > 5 + &

—0,03m(1)+ 0,1m(2) + 0,03m(3) - 0,lm(12) + 0,03m(13)
—0,03m(14)+ 0,08m(23) + 0,lm(24) + 0,03m(34) > 6 + ¢

0,04m(1) ~ 0,07m(2) - 0,03m(3) + 0,25m(4) — 0,07m(12) - 0,03m(13)
+0,25m(14) - 0,07m(23) + 0,12m(24) + 0,16m(34) > 5 + &

0,05m(1)+0,07m(2) ~ 0,06m(3) + 0,07m(12) + 0,03m(13)+ 0,07m(23) = 6 + &
—0,01m(1) + 0,09m(3) - 0,01m(13) > 6 + &
m(1)+m(2)+m(3)+ m(4)+ m(12)+ m(13)+ m(14) + m(23)+ m(24)+ m(34) =1

m(i)20, ieN={,2,3,4}

m()+m() >0, i,jeN=1{,2,3,4}
m(i)+m(i)+ m(ik) >0, i,j,keN=1{,2,3,4}

m(@)+ m(j)+ m(ik)+m(il) 20, i,7,k,le N={,2,34}

En utilisant le logiciel Excel SOLVER on a la solution optimale avec § = 0,025:
v La fonction objective &£=0,0006; les poids m(})= u(i)et les valeurs de

Shapley sont présentés sur le Tableau 4.2.
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Tableau 4.2. Les poids m() = 4(i)et les valeurs de Shapley
TOEFL GRE Moyenne Essais
m()=u(i) 03205 0,5692 0,3205  0,2582
I(i) 0,1603  0,4440 0,2154  0,1804

- Les indices d’interactions sont présentées sur le Tableau 4.3.

Tableau 4.3. Les indices d’interactions
Kij)=m@j) GRE Moyenne Essais

TOEFL 0 -0,3205 0
GRE 0,0077  -0,2582
Moyenne 0,1026

- En suite, la mesure floue obtenue est présentée sur le Tableau 4.4.

Tableau 4.4. Les poids de la mesure floue obtenue
u(1) K(2) L3  H@
0,3205 0,5692 0,3205 0,2582

(1) p(3)  p(4)  p@3)  ped)  pGe
0,8897 0,3205 0,5788  0,8974 0,5692 0,6813

u(123)  p(124) p(134) u(234) p(1234)
0,8974 0,8897  0,6813 1,0000  1,0000

- Enfin, les évaluations globales sont présentées sur le Tableau 4.5.

Tableau 4.5. Les évaluations globales C,,
Cu C.
Candidat 1 0,9487 Candidat4 1,0000
Candidat 2 0,8974 Candidat5 00,9744
Candidat3 09231 Candidaté 00,8718
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En utilisant ce résultat obtenu il faut étre prudent, car tous ce qu’on a, est une solution
qui est réalisable avec les contraintes qu’on a prévues. C’est-a-dire il n’est pas trés
convenable de faire des conclusions générales. En plus le mode¢le proposé a une
structure qui facilite les solutions multiples. Donc il faut &tre attentif en choisissant les

parameétres du modéle et la solution qui refléte la plus 1a mesure floue cherchée.

4.2. Corrélation entre les ordres de rangements des méthodes de D’aide
multicritére & la décision

4.2.1. Les résultats obtenus par les trois méthodes d’aide multicritéres a la décision
Pour tester la stabilit¢ de la mesure floue qu’on a trouvé en section 4.1 on va ’utiliser
sur un autre échantillon d’étudiants. En plus on va comparer les ordres de rangement

obtenu par une sélection de méthode d’aide multicritere & la décision: TOPSIS et

ELECTRE III. Les scores des étudiants sont donnés sur le Tableau 4.6.

Tableau 4.6. Les scores des étudiants

No TOEFL GRE Moyenne Essais No TOEFL GRE Moyenne Essais

1 240 1300 3,93 4 11 247 1550 3,86 5
2 247 1190 3,29 3 12 253 1270 3,07 3
3 237 1270 3,31 4 13 247 1210 3,80 3
4 217 1380 3,07 4 14 243 1400 3,18 5
5 257 1190 3,84 4 15 237 1260 3,44 4
6 240 1510 3,30 4 16 260 1450 3,07 3
7 253 1130 3,38 4 17 237 1130 3,75 4
8 247 1510 3,02 4 18 223 1100 3,62 4
9 240 1220 3,68 5 19 253 1320 3,15 3
10 233 1470 3,73 3 20 247 1410 3,71 4
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Les premiers résultats se sont calculés avec les coefficients obtenus par le modéle en
section 4.1. Les résultats des vingt candidats sont utilisés apres avoir normalisé par la

valeur maximum avec la formule suivant:

Avec I’équation (2.28), ’intégral de Choquet est calculé facilement en fonction de la
transformation de Mgbius. Les cinq premiers candidats sont 11, 8, 6, 14, 16,

respectivement et le dernier, c’est le deuxiéme.

Afin d’obtenir le rangement avec la méthode de TOPSIS, on a utilisé la valeur de
Shapley I( i), qui refl¢te I’importance des critéres dans tous les coalisations possibles
donnée sur le Tableau 4.2, comme le vecteur de I’importance des critéres. Les
solutions idéale et anti-idéale sont obtenues selon les valeurs normalisées pondérées
données sur le Tableau 4.7. Avec cette méthode qui cherche & obtenir les alternatives
qui sont la plus proche de la solution idéale et 1a plus loin de la solution anti-idéale, les
cinq premiers résultats sont 11, 6, 8, 14, 20, respectivement, et le dernier, c’est le

deuxiéme.

Tableau 4.7. La solution idéale et anti-idéale
TOEFL GRE Moyenne Essais

A 0,1603 0,4440 0,2154 0,1804

A 0,1338 0,3151 0,1655 0,1082

Enfin pour obtenir le pré-ordre par la méthode d’ELECRE III on a utilisé le logiciel
ELECTRE III_IV [37]. On commence par la définition des critéres en indiquant le
poids et son sens de préférence. On a choisi les poids des critéres concordant a la
valeur de Shapley; étant [0,16; 0,44; 0,18; 0,22]. Puis les vingt actions (les

candidats) et ses performances sont saisies.
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Ensuite il fallait de saisir les seuils pour les quatre critéres. Les coefficients a et S des
seuils d'indifférence, de préférence, et de veto sont saisis. On a I’option de supprimer
P’effet de veto. Si les seuils d'indifférence et de préférence ne sont pas pertinents pour
le critére considéré (c'est-a-dire si on estime étre en présence d'un vrai-critére), on doit
saisir O pour les quatre coefficients des scuils d'indifférence et de préférence. Si, au
contraire, on souhaite définir un pseudo-criteére, on doit saisir les valeurs appropriées
pour construire les fonctions seuil d'indifférence et de préférence qu’on souhaite. Tout
seuil se calcule comme une fonction affine de la performance: - g(a)+ pB. Sion
souhaite définir un seuil constant sur toute I'étendue de 'échelle des performances, il

suffit de saisir & =0, = valeur constante du seuil. Pour définir un seuil proportionnel

a la performance, il suffit de saisir #= 0.

Pour le probléme d’évaluation des étudiants, on a choisi des seuils constants pour les
trois premiéres contraintes. Le troisiéme contrainte, essais, est estimé un vrai-critére.
L’effet de veto n’existe pas pour ces critéres. Les seuils de préférence et

d’indépendance sont considérés comme montrés sur le Tableau 4.8.

Tableau 4.8. Les seuils de préférence et d’indépendance
TOEFL GRE Moyenne Essais
qi 3 10 0,02 0
Pi 10 30 0,05 0

Les résultats obtenus par ces données peuvent étre interprétés par le logiciel
ELECTRE III. Le rang dans le pré-ordre final permet de voir les incomparabilités et
les équivalences dans le méme rang. On n’a pas donc un rang complet qu’on peut
comparer avec les autres pré-ordres qu’on avait obtenus. C’est la raison pour la quelle
on a utilisé le pré-ordre médian. Ce classement est une alternative possible pour ceux
qui ne souhaitent pas prendre en compte les incomparabilités. Il s'agit d'un pré-ordre
complet (c'est-a-dire par lequel deux actions quelconques sont nécessairement
comparables: 1'une est meilleure que 'autre ou elles sont équivalentes) construit & partir
du pré-ordre final partiel de la fagon suivante: les actions sont rangées suivant les rangs

du pré-ordre final puis les actions d'un méme rang sont départagées suivant la
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différence de leurs positions dans les deux pré-ordres (cet indicateur mesure la stabilité

relative entre les deux pré-ordres).
Ainsi, on a trois différents ordres pour les vingt candidats considérés. Ces pré-ordres

sont donnés sur le Tableau 4.9 pour les méthodes TOPSIS, I’intégral de Choquet et
ELECTRE IIL

Tableau 4.9. Le résultat obtenu par les trois méthodes d’aide multicritéres a la décision

Ordre TOPSIS Choquet ELECTRE III
Candidat C Candidat Cy Candidat
1 11 0,9461 11 0,9923 11
2 6 0,7028 8 0,9438 1
3 8 0,6631 6 0,9389 20
4 14 0,6531 14 0,9279 5
5 20 0,6521 16 0,9206 16
6 10 0,5914 10 0,9129 6
7 16 0,5332 20 0,9114 14
8 4 0,5200 9 0,9052 9
9 1 0,5125 1 0,8864 8
10 9 0,4799 19 0,8644 19
11 3 0,4011 4 0,8604 10
12 15 0,4009 5 0,8501 13
13 19 0,3863 3 0,8469 15
14 5 0,3826 12 0,8458 7
15 13 0,3161 15 0,8432 17
16 12 0,3126 7 0,8329 4
17 17 0,3061 17 0,8268 3
18 7 0,2688 13 0,8218 12
19 18 0,2635 18 0,8100 18

N
<

2 0,2110 2 0,8090 2
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4.2.2. Le calcul des coefficients de corrélations de rangement de Spearman

C’est une approche non paramétrique a la corrélation qui utilise les rangs des mesures

pour déterminer une mesure de corrélation [38]. Le coefficient de corrélation 7, se

calcule par
SS,,
r, = ————
S8, -SS,,
ol

SS,, = Z(u, —z?)(vi —17)
88, =, ~u)
88,, =X, (v; =¥)

avec

u; : le rang de i iéme mesure dans 1’échantillon 1
v; : le rang de i iéme mesure dans 1’échantillon 2
n : le nombre de paires de mesure

#,v: lamoyenne des rang dans la premiére et la deuxiéme mesures.

Noter que la définition du coefficient de rangement de corrélation de Spearman est
identique 2 la définition de coefficient de corrélation de Pearson r, sauf 7, utilise les
rangs. On peut utiliser aussi une formule plus court qui est équivalente quand il n’y a

pas de nceud dans les rangs.

2
. 622:(1,.
n‘n —li

ou

d. =u, —v.
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Apres avoir calculé le coefficient de corrélation on peut faire un test d’hypothése afin

de vérifier notre hypothése.

H,: p, =0 (Iln’y apas corrélation de population entre les rangements.)

H,: p, >0 (Il y aune positive corrélation de population entre les rangements.)

La région de rejet, c’est 7, >7, , ol 7, , est la valeur qui correspond a & et n paires

d’observation. Ces valeurs sont introduites dans les livres correspondants. Les ordres
par rapport 3 trois méthodes sont donnés dans le Tableau 4.10 et les coefficients de

corrélation correspondants sont indiqués sur le Tableau 4.11.

Tableau 4.10. Les ordres par rapport 3 trois méthodes
Candidat TOPSIS Choquet ELECTRE

1 9 9 2
2 20 20 20
3 11 13 17
4 8 11 16
5 14 12 4
6 2 3 6
7 18 16 14
8 3 2 9
9 10 8 8
10 6 6 11
11 1 1 1
12 16 14 18
13 15 18 12
14 4 4 7
15 12 15 13
16 7 5 5
17 17 17 15
18 19 19 19
19 13 10 10
20 5 7 3
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Tableau 4.11. Les coefficients de corrélation de Spearman
Corrélation (TOPSIS, Choquet) 0,95
Corrélation (ELECTRE III, Choquet) 0,75

La valeur de 7, , pour un &= 0,01 c’est 0,534. On conclue donc il y a une corrélation

positive entre les rangements obtenus des trois méthodes.



5. Conclusion

La mesure floue est une extension de la mesure de fagon a remplacer la propriété
d’additivité par une condition moins rigide, la monotonie. C’est-a-dire au lieu de la
supposition d’additivité qui ne refléte pas 1’évaluation subjective de ’homme, la
monotonie est introduite. Avec son modéle, M. Sugeno cherche 3 simuler comment
les individus intégrent les informations, comment les évaluent-ils et comment
décident-ils sur leurs actions. Malgré les études profondes sur la théorie de la mesure
floue, les applications de la mesure floue manquent surtout en MCDM. Cette bréche
est causée par la difficulté de 1’utilisation pratique et de compréhension des mesures
monotones comparées aux mesures additives. Avec les mesures floues, il est possible

de modeler deux sortes de choses:

@~ L’incertitude sur I’ensemble Q des états du monde.
@ L’importance d’une coalition. Pour un 4 c Q, ,u(A) représente 1’importance

de la coalition 4 pour le probleme de décision considéré.

Quand on utilise la mesure floue avec toute sa généralité, elle permet de définir les
interactions entre les critéres de type synergie (interaction positive) ou bien de type
redondance (interaction négative). Tandis que les méthodes utilisées couramment en
MCDM ne sont pas capables de s’occuper avec les critéres qui ont des interactions,
elles supposent 1’indépendance des critéres au lieu de surmonter cette situation. La
mesure floue et I’intégral de Choquet sont des outils trés effectifs en cas d’interactions

entre les critéres.

Cependant, la richesse de 1’intégral floue est payée par la complexité de la méthode. 1l

y a deux raisons principales de cette complexité:
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- Le nombre de coefficients nécessaire pour le modéle de I’intégral floue croisse
exponentiellement. Afin de définir une mesure floue sur X de » €léments, il est
nécessaire de définir 2" coefficients positifs réels qui satisfont quelques
contraintes de monotonie. Donc quand » augmente, il devient presque

impossible de le définir.

w- 11 est difficile de comprendre le sens de (4). Méme pour les petites valeurs

de n, il est difficile d’assigner une valeur numérique pour tout 4 < X . Dans
plusieurs problémes pratiques, un expert peut deviner les valeurs des
coefficients pour les ensembles d’un élément et de deux éléments mais pas

pour les ensembles de plus d’éléments.

Dans cette étude, on a essayé de montrer les avantages de 1a mesure floue et 1’intégral
floue en méme temps que sa complexité et sa difficulté. En chapitre 2, toutes les
définitions et les propriétés de la mesure floue et I’intégral de Choquet sont présentés.
En plus, les définitions de I’interaction entre les critéres, les différentes représentations
sont donnés. k-ordre additivité qui donne une solution intermédiaire entre le cas
général et le cas d’additivité, est présenté en 2.8. Apres 1’énoncé du cas veto et faveur
en aide multicritére 4 la décision, les différentes méthodes d’identification de la

mesure floue sont présentées.

En chapitre 3, une sélection d’autres méthodes multicritéres est montrée pour comparer
les solutions obtenues avec la mesure floue et I’intégral de Choquet. Ensuite en
chapitre 4, une application est montrée en deux étapes. Au début, les coefficients de la
mesure floue 2-additives sont déterminés par une méthode proposée par Marichal et
Roubens. Ici les décideurs déclarent leurs opinions sur les préférences des étudiants
basés sur quatre critéres. Un programme linéaire est composé avec les informations
obtenues des décideurs et les contraintes de monotonie de la mesure floue. Le point
qu’on doit faire attention c’est que si les contraintes qui sont données par les décideurs
ne portent pas assez d’information sur la stratégie de décision, la méthode peut devenir
inefficace. Car, dans ce cas ’espace des solutions réalisables peut &tre énorme tel que

la solution obtenue n’a pas de sens en terme de la stratégie de décision.
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En deuxi¢me étape, cette mesure obtenue est utilisée pour obtenir un pré-ordre complet
d’un autre groupe d’étudiants plus large. Deux autres rangements obtenus par deux
autres méthodes de MCDM bien connues, TOPSIS et ELECTRE III, sont utilisés dans
le but de confirmer I’utilité de la mesure floue obtenue. On constate que dans toutes
les méthodes le meilleur élément c’est le onziéme. Le coefficient de corrélation de
rang entre TOPSIS et Choquet, et ELECTRE III et Choquet sont assez grand qu’on

peut approuver qu’il y ait une positive corrélation entre les rangements.

Les mesures floues sont des outils de MCDM qui ne sont pas encore appliqués d’une
fagon efficace et effective. Méme si, les études dans les aspects théoriques sont assez
profondes, les applications dans des différents domaines doivent &tre étudiées et
développées. L’exemple qu’on a étudié dans cette étude a montré applicabilité dans

les problémes fréquents.
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