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1.GIRIS

Bilindigi gibi, eliptik fonksiyonlar Jacobi fonksiyonlar1 ve
Weierstrass fonksiyonlarindan faydanilarak kurulmustur. Oysa bugiin Jacobi’nin

0 -Teta fonksiyonlar1 ile Weierstrass in o —sigma fonksiyonlarinin birbirine denkligi

bilinmektedir (Dutta ve Lebnath,1965). Yine de, Jacobi ve Weierstrass eliptik
fonksiyonlarmin olusturulmalar1 birbirinden farklidir. Bu ¢alismada, C kompleks

diizlem ve IL diizlemsel latis olmak iizere C— IL nin kompakt alt climleleri lizerinde

diizgiin yakinsak olan P(u) ve & (u) fonksiyonlar1 arasindaki bagintiya kisaca

degindikten sonra, gerek Weierstrassn P (u) fonksiyonunun ve gerekse birinci

dereceden genellestirilmis @ - Teta fonksiyonunun gesitli 6zellikleri ele alinmis ve
0 -Teta fonksiyonunun (Z—Y,Z—r) periyot ciftine gore yeni doniisiimleri elde

edilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2. 1. GENEL KAVRAMLAR

Tamim 2. 1: C nin bos kiimeden farkli ve toplamaya gore her degismeli alt grubuna 7

tamsayilar halkasi tizerinde bir modiil denir.

Tammm 2. 2: Sonlu diizlemde yigilma noktasi bulunmayan bir modiile latis denir.
Sifirdan farkli bir y181lma noktasi olan her modiil i¢in sifir da bir yi1gilma noktasidir
(Seker,1976). O halde IL latisi igin sifir bir yigilma noktas1 degildir. Buna gore
stfirdan farkli elemanlari, mutlak degerce alttan sinirli olan her degismeli grup bir latis

olmalidir. Duzlemsel latisler,

a) I, ={mw: m=0,w=0, meZ, weC}
seklinde taniml1 ise, sifir boyutlu ya da sifir latis denir.
b) IL={mw : m=0, w0, meZ, weC}
seklinde tanimli ise, bir boyutlu ya da basit latis denir.

c) I, :{mwl+nw2 : (mn)#(0,0), mneZ w,w, eC, &:reR}

W

seklinde tanimli ise, iki boyutlu ya da gift latis denir.
Buradaki w,,w, kompleks sayilari lineer bagimsiz olup (W,,W,) ciftine IL latisi igin
: : W,
bir baz denir ve Im(—= =7) >0 alinir.
Wl

Tanmm 2. 3 ;: UeC olmak tizere

u+IL={u+w: well}

ciimlesine modIL ye gore kalan sinif denir. Her kalan sinifin yalniz bir elemanini
iceren bolgeye ilgili latisin temel bolgesi denir. IL latisinin temel bolgesi de bir kalan

sinifidir.



Buna gore;

a) L, latisinin temel bolgesi biitiin diizlem,

b) IL, latisinin temel bdlgesi, paralel iki dogru ile sinirlanmis sonsuz bir serit,

c) IL, latisinin temel bolgesi ise degisik geometrik sekiller olabilir (Ocak,1982). Bu
geometrik sekle 6rnek olarak 7(Imz>0)eC olmak iizere Sekil 2. 1 ile gosterilen

IL=7Z&Z latisinin
V={z=t+t,reC:0<t,t, <1}
esas paralelkenari verilebilir (Franz 2007).
/
[/
7 1 L4171

= /
Y7/

/ / /

Sekil 2. 1: V ={z=t,+t,r e C:0<t,,t, <1} esas paralelkenari
Bir diger 6rnek olarak a,beRve w,w,;R iizerinde C i¢in bir baz olusturmak {izere

D ={aw, +bw, :0<a,b<1} esas paralelkenar: verilebilir (Koblitz,1984).

Tamm 2. 4: Periyotlart 2w seklinde olan  f(u) periyodik fonksiyonu, basit
periyodik fonksiyon ve bu 2w sayisina da f (u) nun esas periyodu denir.m,neZ

olmak iizere esas periyotlar1, 2w;, 2w, olmak iizere periyodu
u=2mw, +2nw, (2.1)

seklinde ifade edilen f (u)= f (2mw,+2nw,) periyodik fonksiyonuna ¢ifte periyodik

fonksiyon denir. 2w, ve 2w, sayilart birer esas periyottur. U, Vve U,+2W
noktalarindan gecen paralel iki dogru arasindaki seride esas periyod seridi denir.

Koseleri U, +m2w, +n2w, noktalarinda bulunan latis ise periyod paralelkenar1 veya

kisaca U, latisi olarak isimlendirilir (Y1ldiz,1989) .



Tamm 2. 5: Bir B bolgesinin biitin u noktalarinda f (u) fonksiyonunun f'(u)

tiirevi mevcutsa o zaman f (u) fonksiyonu bu B bolgesinde analitiktir denir. Eger
lu-uy|<s (2.2)

komsulugunun biitiin noktalarinda f'(u) tiirevi mevcutsa o zaman f(u)

fonksiyonunun u, noktasinda analitik oldugu sdylenir.

Tanim 2. 6 : u bagimsiz kompleks degisken ve w ilgili latisin temel bolgesinden

secilen bir kompleks degisken olmak iizere u nun w fonksiyonu
w= f(u) (2.3)

seklinde tanimlansin. U bagimsiz degiskeninin her bir degerine karsilik w nin ancak ve
ancak bir degeri karsilik geliyorsa o zaman w ye u nun tek degerli bir fonksiyonu

denir.

Tanim 2.7 : f (u) , U diizleminin bir B bdlgesinde tek degerli bir fonksiyon olsun.

Eger
lim f(u+h)—f(u) (2.4)
h—0
limiti mevcut ise o zaman bu limite f (u) fonksiyonunun tiirevi denir ve
f.(u):df(u):"mf(u+h)—f(u) (25)
du h—0 h

seklinde gosterilir.

Bu durumda f(u) fonksiyonu u noktasinda diferansiyellenebilir denir.

Tanmm 2. 8 : f (u) , D bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak tizere



f(u):ian(u—uo)n +§bn(u_”0)_n (2.6)

n=0
ifadesine f(u) nun u, noktasi civarindaki Laurent ag¢ilimi denir.

Laurent serisindeki negatif tslii terimin ilk b, katsayisi da f(u) fonksiyonunun u,

noktasindaki rezidisudiir.

Tamm 2. 9: Bir f(u) fonksiyonu u=u, noktasinda analitik degil ise o zaman U,

noktasma f (u) fonksiyonunun singiiler noktas: denir. Singiiler noktalar ii¢ grupta

toplanabilir:

a) f(u) fonksiyonu u=u, noktasin civarinda analitik degil; fakat sirli ise yani

f (u) fonksiyonu u =u, noktasinda tanimsiz; fakat

lim f (u) (2.7)

u—uy

limiti mevcutsa 0 zaman U =u, noktasma; f (u) fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler

noktasi denir.

b) f (u) fonksiyonu u =u, noktasinin civarinda smirli degil; fakat ; E-U) analitik ise
yani f (u) fonksiyonunun
2 b, b,
f(u)=a,+a,(u-Uuy)+a,(U—u,) +..+ + + (2.8)

seklindeki Laurent a¢iliminda esas kismin diger bir ifadeyle negatif iislii terimlerin
sayist sonlu ise o0 zaman b, #0 i¢in U =uynoktasina f (u) fonksiyonunun n.dereceli

kutbu denir.

c) f (u) fonksiyonu u =u, noktasi civarinda siirl degil ise ve U = U, noktasi, f (u)

ile

; ( ) icin singtiler nokta ise; yani U = U, noktasi civarindaki Laurent agilimi
u

(2.8)  Dbigimindeki fonksiyonun esas kismi



b _b +...+b—”n (2.9)

U=ty (u—u,)’ (u=u,)

olmak iizere n sonlu degil ise 0 zaman U = U, noktasina, f (u) fonksiyonunun esas

singiiler noktas1 denir (Ocak, 2001).
Tamm 2. 10: Kutup noktalarindan baska singiiler noktasi olmayan ve biitiin kompleks
diizlemde analitik olan fonksiyonlara meromorf fonksiyonlar denir.

Tamm 2. 11: Sonsuz noktasi hari¢ tutulan diizleme acik diizlem veya sonlu diizlem;
sonsuz noktasi dahil olan diizleme kapali diizlem veya genisletilmis diizlem denir.

Tamm 2. 12: A¢ik kompleks diizlemde g¢ifte periyodik ve meromorf olan
f (u)fonksiyonuna eliptik fonksiyon denir. B,y >0 iki reel say1, P:C — C olmak iizere

1 1 1
P u)=—+ E S 210
( ) u? WeyZaipZ (U — W)2 W ( )

w*0

seklinde tammli y ve i periyotlarma sahip Weierstrass fonksiyonu eliptik

fonksiyona 6rnek olarak verilebilir (Du Val,1973).

a b
Tanmm 2. 13: a,b,c,d e C i¢in |A| =ad —bc#0 olmak tizere A= L d} carpmaya

gore tersi mevcut olan matrisler grubu A" olsun. Tersi mevcut olan L:C* —C?

lineer doniisiimii i¢in,
L, :C* > C*;w=Au (2.11)

ile verilen ifadeye, homojen lineer doniisiim denir.

U
u,

Au:(a bJ[ulJ:[aUﬁbuzJ (2.12)
c d)lu, cu, +du,

Au garpimi A ile u ={ } € C? nin matris carpimidir. Yani,

i¢cin



u—>w=ﬂ(u)=:3:3 (2.13)

ifadesine de inhomojen lineer doniisiim denir.

Elemanlar1 tamsayilar ve det A=1 olan homojen lineer doniisiime, homojen modiiler
doniisiim denir. Homojen modiiler doniisiimlerin teskil ettigi gruba homojen modiiler

grup denir ve

b
Fz{{: d} a,b,c,d eZ,detAzl} (2.14)

bagintis1 ile verilir. inhomojen modiiler déniisiimler icin
C={A: AeT} (2.15)
grubuna inhomojen modiiler grup denir.

11
Teorem 2. 1: Homojen modiiler gruplar sonsuz kuvvetten U :{O J ve 4.kuvvetten

_1 )
T ={ 1 O} matrisleri ile gerilir. inhomojen modiiler déniisiimler ise, 2.dereceden

T(u)=—%  ve sonsuz dereceden ~ U(u)=u+1  doniisiimleri ile gerilir
(Schoeneberg,1974).

Tamim 2. 14: H st yar1 diizlem ve w,W, eH, 7= i} ¢ R,Imz >0 olmak iizere bir
Wl

f(r) fonksiyonu

a) Biitin 7 degerleri i¢in genisletilmis H™ iist yar1 diizleminde analitiklik sartlarim

sagliyorsa ve

b)Her reH ve AeT icin
f (A(r))=(cr+d)" f(r) (2.16)

seklinde yazilabiliyorsa, bu () fonksiyonuna k agirhikli bir modiiler form denir.

Ozel olarak k =0alinirsa, f (T) modiiler fonksiyondur (Schoeneberg,1974).



2.2. WEIERSTRASS SIGMA, ZETA VE ELIiPTiK FONKSiYONLARI

w,w, eC, r=£(lmr>0) ve W=mw, +nw,(m,n#0)olmak iizere (W) noktalari
Wl

kompleks diizlemde bir IL latisi olusturur. A nin reel degerleri igin

-y ﬁz >t (217)

m W ) well {0} Mo e (MW, + NV, )l

serilerini g6z oniine alalim.

Teorem 2.2: A>2 olmak iizere Z|W|_l yakinsaktir.

Ispat2.2: k=12,3,... i¢in

Se= > M” (2.18)

|ml<k |nj<k

kismi toplamlarini ele alalm. T, =S, —-S, ;, olsun. Eger ZTk serisi yakinsaksa
k=1

Z|W|% serisi de yakinsaktir. (2k +1)2 -1- {(2k -2 +1)2 —1} =8k oldugu i¢in T, daki

terimlerin sayist 8k dir.Bu terimler ya |n[<k igin |le+nW2|_/1 formunda ya da

m| <K i¢in |[mw, + kw. * formundadir.
[mi [mw, -+ k|

(w) noktalari, kdseleri kw, +kw,,—kw, +kw,,—kw, —kw, ve kw, —kw, noktalar olan
paralelkenarin smirindadir. Béylece w, T, daki terimlere karsilik gelecek sekilde, k

dan bagimsiz olan a,b(a>0,b>0) sayilart mevcuttur. Su halde ak <|W| <bk olup

buradan 8b~*k** <T, <8a*k*” olmasindan goriiliir ki eger » k** yakinsaksa; yani
k=1

A>2 ise sz serisi yakinsaktir.
k=1



Sonug 2. 1:R>0,A>2ve ueC igin ), |u—w|_l serisi |u|<R gemberinde

well,w>2R

diizgiin yakinsaktir. Boylece, A >2 olmak {lizere Z:|U—W|7i serileri yeterince sayida

terimlerin atilmasiyla sonlu yarigapli her gemberde diizgiin yakinsaktir.

|u|<%|w| (219)
ve
IREY (2.20)
i¢in
1 1 2
< <= (2:21)
Ju—w| ™ w|—Ju] ~ wi
1 1 21
> >—— (2.22)
ju—w| [+ fu] 3 fwi
esitsizliklerinden, A >0 i¢in
A y)
(gj 11 <1 —< 21 (2.23)
3w fu—wl i

esitsizligi elde edilir (Chandrasekharan,1980).

Sonug 2. 2 : U ¢ IL i¢in toplam, terimlerin mertebesinden bagimsiz olacak sekilde

1 1
WEuLZ_{o}{(u —W)2 _W} (2.24)

serileri diizgilin yakinsaktir.




Sonlu her R>0 ig¢in |u| <R ¢emberindeki seri, yeterince sayida terimlerin atilmasiyla

diizgiin yakinsaktir.

Sonlu sayida W noktasi harig |W| > 2R olup |u| <R i¢in

s2+% (2.25)

2_ =

u
w

ve

uf 2(1—%)2 (2.26)

"
w

olmak lizere

u 1
oldugundan
1 - u(2w-u | 10|u| 1OR (2.28)
(u-w) )\ i

esitsizligi elde edilir. Teorem 2. 1 den Z |W|_3 yakinsak oldugu i¢in Sonug 2. 2 elde

WeIL—{O}

edilir. Sonug 2.2 den yola ¢ikarak u e C igin Weierstrass eliptik fonksiyonu,

1 1

esitligiyle tamimlanir. Bu fonksiyon (Wl,WZ); IL latisinin bir baz c¢ifti ve

W=mw, +nw, (m,n #0) olmak iizere,

1 1 1
P(uyw,w,)=—+ - 2.30
(10, ) u’ (m,n)erzz:{(o,o)}{(u—mwl—nwz)2 (mw1+nw2)2} (2:30)

10



esitligiyle de verilebilir (D’ Ambroise,2010).

Teorem 2. 3 :w, ve W, periyotlarina ve u=w kutuplarina sahip P(u) fonksiyonu

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) u =0 noktasinda P(u) nun esas kismi uiz dir.

(ii) nm[p(u)-iz]:o (231)

(i) P(u)=P(-u) (2.32)
(iv) P (u)=P(-u) (2.33)

Ispat 2. 3: Sonug 2.2 ve analitik fonksiyonlarmn diizgiin yakinsak serileri iizerine olan

Weierstrass teoreminden goriiliir ki P (u) ,U=w=mw, +nw, noktasinda ¢ift kutbu

olan meromorfik fonksiyondur. u=0 noktasinin bir komsulugunda P(u)—i2 farkini
u

alarak (i) ve (ii) elde edilir.

P(—u>=%+m;{o}{ : i} (234)

(U+w) w

esitliginden ve {W} noktalart kiimesi ile {—W} noktalar1 kiimesinin ayni olmasindan

(iii) esitligi elde edilir (Chandrasekharan,1980). Sonug 2. 2 yi kullanarak P(u) nun

1

P(u)=-2
( ) wEu_—{o}(U—W)3

(2.35)

ile verilen tiirevindeki serilerin diizgiin yakinsak oldugu goriiliir. {W—Wl} noktalari

kiimesi ile {W} noktalar1 kiimesinin ayn1 olmasindan

11



P(u+w)=P(u) (2.36)
P (u+w,)=P(u) (2.37)

esitlikleri elde edilir. Boylece P'(u) eliptik bir fonksiyondur. Bu esitlikleri integre

edersek
P(u+w,)=P(u)+c (2.38)

P(u+w,)=P(u)+c (2.39)

esitlikleri elde edilir. (2.38) esitliginde u= —% alinirsa,

{5)(3)

Esitligi elde edilir. P gift fonksiyon oldugundan ¢ =0 olur. Boylece,
P(u+w,)=P(u) (2.41)
ve benzer sekilde

P(u+w,)=P(u) (2.42)

W.
olmasindan goriiliir ki P (u) ; W, W, (Im _— Oj periyotlarina sahip eliptik
Wl

fonksiyondur.

Basit kutuplara sahip olan Weierstrass ¢ —fonksiyonunu tanimlamak i¢in  sonsuz

serilerden faydalanalim. w,,w, e C, ImY2 > 0 olsun. O halde

1 1 u
b 2.43
W;>O{U—W+W+W2} (243)

12



serisi |W|22R22|Z| icin |u|£ R ¢emberinde diizgiin yakinsaktir. Teorem 2.2 den

dolay1

(2.44)

e fens = et
esitsizligi mevcuttur ve Z|W| serisi yakinsaktir. Buradan da goriiliir ki
w0

1 > [i+l+%j (2.45)
U wearjo\U—

serisi u = w i¢in mutlak yakinsaktir ve |u| < R ¢emberinde seri diizgiin yakinsaktir.

Eger ¢ (u) fonksiyonunu w=mw, +nw, Im2250,ueC ve mn=0,+1+2,...0lmak

uzere

g(u):hweg{o}( L +1+12j (2.46)

u-w w w

esitligiyle tanimlarsak & (u) fonksiyonunun u=w noktalar1 hari¢ her yerde analitik

oldugu goriiliir. Yukaridaki seride w yerine —w alirsak ¢ —fonksiyonunun tek

fonksiyon oldugu goriiliir.

¢ —fonksiyonunun u ya gore tiirevini alarak

¢ (u)=-P(u) (247)
esitligi elde edilir.

P(u+w,)="P(u) (2.48)

esitligini integre edersek 7, , u dan bagimsiz olmak lizere,

13



S(u+w)=¢(u)+2n,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte, u:—?l alinirsa

oldugundan,
Wl Wl Wl
= |=(|——=+W, |=¢{| — [+2
g(zj ;( > 1j C:[ 2] h
W,
= _é’ [?j + 2771
esitliginden

esitligi elde edilir. 77,, u dan bagimsiz olmak iizere,

S (u+w,)=¢(u)+2n,

esitligi ile tanimlanirsa benzer sekilde,

=0
esitligi elde edilir. Eger

M3 =1, T1)

W, =W, + W,
alinirsa,

C(u+wy)=¢(u)+207,+1,) =< (u)+2(n,)

esitliginden

14

(2.49)

£ (u), u nun tek fonksiyonu

(2.50)

(2.51)

(2552)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)



77324(

W1+W2]

. (2.57)

esitligi elde edilir.

Teorem 2. 4 : unun tek fonksiyonu olan Weierstrass ¢ — fonksiyonu u=w

noktalar1 hari¢ her yerde analitik bir fonksiyon , W, =W, +W,, 1, =1, +77,, Im Y50
Wl
olmak tizere asagidaki Ozelliklere sahiptir:

(i) ¢ (u)=-P(u) (2.58)
(i) m = ¢ (%j foin ¢ (u+w) = (u)+ 2, (259)
(iii) m, = ¢ W?j igin ¢ (U w,)=¢ (u)+ 21, (2.60)
(n)%:;(%j ioin ¢(u+w,) =< (u)+2n, (261)

Ayrica k>2 igin

Z w (2.62)

well—

olmak iizere ¢ (u) fonksiyonu,

(u,1L) :——ZG (ILyu* (2.63)

k>2

seklinde bir acilima sahiptir.
¢ (u)==P(u) (2:64)

esitliginden goriliir Ki P(u) fonksiyonu

15



P(u,IL)==->(2k-1)G, (IL)u*"* (2.65)
esitligiyle tanimlanir (Husemdoller,1987).

P (u) fonksiyonunun ardisik tiirevleri alinirsa;

1.2

P(u)=-T5+ ZZk ~1)(2k-2)Gu**
P"(u)=—1'uz4'3+2(2k—1)(2k—2)(2k—3)Gku2"‘4
P(”)(u):(—l)"%+Z(2k—l)(2k 2)...[ 2k —(n+1) ]G U™ (2.66)

k>2

fonksiyonlar1 elde edilir. Bu son ifade,

P (u)=(-1)" (n+1): +ZG TR H[zk +1)] (2.67)
k>2
olarak yazilabilir. Su halde,

P(Zn—l) (u)= (UZZI;L)]- ZG u2k 2n+1 x (Zk—l) (268)

k>2 i=0

2n-1
P2 (u) = 2” 1) +ZG u* T (2k i) (2.69)

k>2 i=0

esitlikleriyle verilen tek ve ¢ift mertebeli tiirev fonksiyonlarini olusturarak asagidaki

teorem elde edilir;
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Teorem 2. 5: Her neN" i¢in u, ve u, noktalar1 (2.67) ile ifade edilen fonksiyonun

kutup yerleri olmak {izere , (2.68) ile (2.69) esitlikleri kullanilarak,

e P (M) (i —u)-2n(£ ()¢ (1)

P (u)-P (u,) (2.70)
(2n-1) u)— (2n-1) u )
PP(znz) Euii_ E(znz)((uzz)) =24 (U, +U,)+ 2“(4(U1)+ g“(uz))

bagintilar elde edilir (Y1ldiz,1989).

Tiim sifirlar1 basit sifir olan analitik Weierstrass o —fonksiyonunu tanimlamak igin

asagidaki lemmadan faydalanacagiz:

Lemma 2. 1: Eger u e C i¢in

E(u)=(1-u)e (2.71)

u S% (2.72)
i¢cin

E(u)-1<2lf (273)

esitsizligi elde edilir.

(W, w, ), IL latisi i¢in baz ¢ifti; w=mw, + nw, € IL—{0} ise |u|<Ri¢in Lemma 2. 1 den

R E

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin ikinci yanindaki seriler |u| <R c¢emberinde diizgiin

3
u

- (2.74)

2,

[wj>2R

yakinsaktir.
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Boylece,

UWEI.L_[{o} (1— %) exp {% + %(%T} (2.75)

seklinde  tanimlanan a(u) fonksiyonu |U|SR cemberinde mutlak ve diizgiin

yakinsaktir. Su halde (2.75) esitligiyle tamimlanan o (u) fonksiyonu u nun analitik

bir fonksiyonudur. Ayrica,
o(-u)=-o(u) (2.76)

esitliginden goriliir ki U(U), tek fonksiyondur. (2.75) esitliginin logaritmik tiirevi

alimarak Weierstrass ¢ (u) fonksiyonu,

g(u):;’—u(mga(u)):z

1 1 1 u
_1 1.4 2.77
u+wz{o}(U—w+w+WZj (277)

esitligiyle elde edilir.
S(u+w)=¢(u)+2n, (2.78)

esitligini integre ederek , ¢ sabit olmak iizere

o(u+w)=ce’*o(u) (2.79)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte u=—?1 alinirsa, O'(U), u nun tek fonksiyonu

oldugundan,

a(%j - —cez”lm’la(%j (2.80)

18



esitligi elde edilir. Bu esitlikten ¢c=-e™ oldugu goriiliir ve W, = Wi\,

1, =1, +1, olmak iizere,

W
2 (u+ 5 )

o(u+w)=-o(u)e (2.81)
esitligi ve benzer sekilde

o(u+w,)=—c(u)e”™" 2’ (2.82)

o(utw,)=—o(u)e™ "2’ (2.83)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.6 : (2.75) ile tammh o (u) fonksiyonu u nun tek fonksiyonu olan, u=w

noktalarinda sifirlari olan bir analitik fonksiyon olup, W, =W, +W,, 7, =7, +n, Ve

ImY2 5 0 olmak iizere asagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) (u)= ) (2.84)

(i) o(u+w)=-o(u) (2.85)
(ii}) o (u+w,) =—o (u)e ™™ 2 (286)
(iv) o(u+w,)= —a(u)ez%(u%) (2.87)

(Chandrasekharan,1980)
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boélimde, calismamiza esas teskil edecek olan & —Teta fonksiyonlart ve genel

Ozellikleri hakkindaki temel bilgilere yer verilmistir.

3.1. TETA SERILERI
P(n) keyfi bir polinom;a,b,c; n den bagimsiz olmak iizere

o0

2T =

o0
n=—o0 n=—o0

P(n)exp{An®+Bn+C} (3.1)

serilerini goz oniine alalim. Eger Re(A) <0 ise,

% _|Foa exp{(Zn +1)Re(A)+Re(B)} 32)
ve

Rl 3.3

ol .
oldugu i¢in

L 3.4
ve benzer sekilde

[Tl 3.5

fim -

olur. Boylece (3.1) ile taniml1 seri mutlak yakinsaktir.
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P(n) deki katsayilar ve A, B,C farkli degiskenlerin fonksiyonlar ise, bu katsayilarin

smirli oldugu ve 6 € R" olmak lizere Re(A) <—0 oldugu degisken uzaymn herhangi

bir bolgesinde tanimli seriler mutlak ve diizglin yakinsaktir. Bizim simdi ¢alisacagimiz

serilerde bagimsiz degiskenler 7 ve u olup; A=zzi; B ve C; r ve u
degiskenlerine gore yazilmis lineer polinomlardir. Eger Im(7)>0 ise Re(A)<O0
olur ki 7 ve u degiskenlerinin sinirli oldugu ve herhangi bir 6 e R™ igin Im(r) >0

oldugu uzayin herhangi bir bélgesinde seri diizgiin yakinsaktir. Bu seri u, C
kompleks diizlemin elemani; 7 , H st yar1 diizlemin elemani olmak {izere analitik bir
fonksiyon tanimlar. Bu tip serilere 6 -Teta serileri denir.

Herhangi iki ¢,& reel sayis igin genellestirilmis 0 - Teta fonksiyonu

H{Z}(u,f) = ;exp{(n+gj2 7 + 2i (n+§][u —%nj} (3.6)

&
seklinde tanimlanir. Burada, { } gosterimine @ -Teta fonksiyonunun karakteristigi
&£

ve T(|m2' > 0) degerine de fonksiyonun periyodu denir. Eger (3.6) ile taniml esitlikte

q=e™ almrsa 6-Teta fonksiyonu

e[j}w,q)=zq["*92e”[“*9[“‘3”] (@)

n

olarak tanimlanir.

a ve b reel sayilar olmak iizere 7=a+ib alinirsa Im(z)>0 icin

_ i :(ea+ib)ﬂl = eﬂ é_” < | a-nb e, e 1ews J
q=e olacagindan |q|—‘e <1 esitsizligi elde edilir. Su

halde ueC, Im(z')>0 olmak tizere 7€ C ve q, O<|q|<1 olan birim ¢emberin

yakinsaklik bolgesinde bulunmak iizere (3.3) ile tanimli  @-Teta fonksiyonu

analitiktir.
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Eger (3.2) nin her iki tarafinin U ya gore kismi diferansiyelini alirsak her bir T,

terimini 2i(n+§j ile carpariz ve eger ikinci kez diferansiyelini alirsak her terimi

tekrar 2i (n +§J ile carpariz; diger taraftan 7 ya gore kismi diferansiyelini alirsak her

2
bir T, terimini (n + gj 71 ile ¢arpariz Boylece her @-Teta fonksiyonu igin

Zf Z[n + ij i exp{(n +§T 7z + 2 (n +§j[u —%ﬂ} (38)

n

S )exp{(mgM(mgj[u_gﬂ}} (39)

2
490,20 (3.10)

or  ou?

esitlikleri elde edilir.
Eger meZ ise 6-Teta fonksiyonunda sirasiyla ¢ yerine s+2m ve & yerine

£ +2m alirsak

e{gjm}(u,r) =;exp{[n+ e+2m)°
:Zexp{(n+m+§j2 mi+2i(n+m+%)[u—%ﬂ]}

29{:}(&7) (3.12)
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g meal o220

N
1
M
| I
—
=
=
~
Il
@
x
©
/_J;\

+2i (n + %J(u —%7{]} exp zzi {—(2nm+ em)}

_ g-mer Zn“exp{(n +§j2 i + 2i [n + gj(u —%ﬂj}
=g " GLE}(UJ) (3.12)

esitliklerinden,

6[8+.2m}(u,r) = eLﬂ(u,r)

&

ffforee=] oo

(3.13)

esitlikleri elde edilir. Burada eger ¢ cift tamsayi ise € ™" nin bir oldugu ve eger &

tek tamsay1 ise (—1)" oldugu goriiliir. Eger (3.6) esitliklerinde &, & ve u nun

Jerafoeg)- u—%f)}
g

& 2 &
:Zexp{ n+EJ 7m+2| 5

-so0](-0-2) mr+2'( o3

isaretlerini degistirirsek,

N | ™

&
9{8}(—&2') = Zn:exp{ n+
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Son esitlikte n yerine —n alinirsa ,

feJown -l a5
:9{__1(u,r)
oldugundan
em(-u,r): e[:j(u,f) (3.14)

esitligi elde edilir.

Eger &,¢ tamsayilar ise,

feJowor gl sl 03]

n yerine —n alinirsa ,

cpeefoiaen{oi)o)

n yerine —(n+¢&) alinirsa ,

= exp —(n+g)+§} 7rir+2i(—(n+5)+§J(—u —%ﬂj}

n
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- Zn:exp{(n +§T iz +2i (n +§j£u —%ﬂ]}exp{ﬂgg'i}
=(-1)" Zn:exp{(n +§j2 it +2i (n +§j(u —%ﬁ]}

~(-1)* e{g}(u,r)
£
oldugundan
6{?}(—&1):(—1)85Q{g}mr) (3.15)
£ £
esitligi elde edilir.
O halde genellestirilmis @ —Teta fonksiyonu, &s carpimma gore tek veya cift

fonksiyon olur ( Rauch ve Du Val,1973).

Herhangi bir k reel sayis1 i¢in

QL,‘E_J(U,T) :Zn:exp{(n+§j2 nir+2i[n+§j[u-(57_”ﬁ]}
gonfooralogfos 2]

:9{51(u+k7ﬂ,1)

oldugundan

k
H{g.ik}(u,r)zﬁ{j}(u +7ﬂ,r) (3.16)

esitligi elde edilir.

Her hangi bir | reel sayisi igin,
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H{E;r'}(u 7) = Zexp{(n+%lj ﬂ|r+2|(n+%ﬂj[u—%7zj}
e\ . . g) 17 .
=Zn:exp{(n+z) mr+mrl(n+5j+z7m

o =exp{zri} (3.17)

esitlikte yerine yazilirsa,

e+l B ’ '[“W”] . & lzr &
6{ R }(u,r)—q e Zexp{(mr j 7Z'IT+2I(H+E)[U+7—E7TJ}
ey
oldugundan
e+l % ”[“‘2”] |7z
6’{ K }(u,r)zq e K (u+7 7) (3.18)

denklemi elde edilir. (3.17) denkleminde u yerine u+%k7z alirsak

L }(u+ S(k+n)m) =g (o3t 9{“'}@” Skmr)  (349)

g

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (3.16) esitliginden

| 7«
QLH }( )= 9{ f}(m?” 7) (3.20)

oldugunu kullanirsak ,
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it )e |
9|::‘|:|(u+%(k+|r)ﬂ-’z-) =q ‘e [ 2( ) jg{jtk}(u,r) (321)

esitligi elde edilir (Du Val,1973).

(3.17) denkleminden

2
e{jfzﬂ(u,r) - eL. _gzm}(u,r) (3.22)
HL. _gzm}(u,r) =e" 9{5}(&2’) (3.23)

oldugu kullanilirsa

£+2n | e
6{ , }(u,ﬂ:em“' H{ }(u,r) (3.24)
&

& —2m

esitligi elde edilir. Suhalde mM,neZ olmak iizere k=2m, | =2n olarak segilirse

GL(Q} (u +(m + nT)ﬂ', 7) = qnzeZni(w[m;JﬂJ 9{ £+ }(u, 7)

£ -2m
_ q_nze_2nuie(mg+ngv)7ri0|: g':|(u, Z')
&
oldugundan

&

}(u,f) (3.25)

&

0{ 1 u+(m+nr)z,7)= q”zez””‘e(m””é)”ie{
£
esitligi elde edilir.
Eger ¢,& tamsayilar ise (3.23) esitliginden
& meHe _n? __onui &
6| . |(u+(m+nr)z,7)=(-1) q"e”™o| . |(ur) (3.26)
£ £

esitligi elde edilir (Du Val,1973) .
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Son olarak (3 . 1}3 denkleminde (k,|)=(1,0),(0,1),(1,1) olarak alinirsa sirasiyla

asagidaki yar1 periyot gecis formiilleri elde edilir:

_6‘_ T &
8 . |(u+—=,7)=06| . u,

|, [er g [ _J( 7)

(& 1 : 1. 1
0| ¢ (u+z,r):q_“e"”e2”'0{ﬂ. }(u,r) (3.27)
& | 2 &

[ & ] 1 1 iy (s 1)z €

el . |(u+=(1+ ,T)=0 ‘e e’ o . u,

|, gz = L _J( 7)

3.2. TETA FONKSIiYONLARI iLE ELIiPTiK FONKSiYONLAR ARASINDAKI
BAGINTILAR

Bu boliimde (3.6) esitligiyle tanimlanan genellestirilmis & —Teta fonksiyonunda

2 s} lo o -

karakteristikleri dikkate alinarak @—Teta fonksiyonlar1 elde edilecek ve bu

fonksiyonlar vasitasiyla eliptik fonksiyonlar kurulacaktir. O halde verilen bu

karakteristik degerler (3.6) esitliginde yerine yazilirsa, sirasiyla

Hl(u,r)ze{ﬂ(u,r):—izn:(—l)”exp{(n+%jzmi+(n+%j2iu} (329)

0, (u,7)= 0:(1): (u7)= Zn:exp{(n +%T i +[n +%j 2iu} (3.30)
Hg(u,r)=0_8_(u,1)=zn:exp{n2mi+2niu} (3.31)
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6,(u,7)= Q{ﬂ(u,r) => (1)’ exp{nzmi + 2niu}

n

serileri ile tanimlanan  6,, 6,, 6, ve 6, fonksiyonlari elde edilir.

a b
A= { d} eI’ olmak lizere [ g} karakteristigine gore
£

L ol i

seklinde yeni bir karakteristik tanimlanabilir. Eger

d=ac+be
o =ce+deg

olarak segilirse,

o]

olur. Gergekten
ve

o

olarak alinirsa,
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(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)



o o

esitliginden,

AN

karakteristigi elde edilir. Bu karakteristik degerler i¢in (3.29) ve (3.30) esitlikleriyle

tanimli @—Teta fonksiyonlarinda u yerine u+ 2z alinirsa,

6,(u+27,7) = e{ﬂ(u +2m,7)= em(u,r)
0, (u+27,7)= em(u +27,7)= e[ﬂ(w)

(3.42)

esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde (3.31) ve (3.32) esitlikleriyle tanimli 6 —Teta

fonksiyonlarinda u yerine u+ 7 alinirsa,

6?3(u+7r,r):6{8}(u+ﬂ,r):6{8}(u,r)
94(u+;m):em(um,r):em(u,r)

(3.42)

esitlikleri elde edilir. Sirasiyla (3.41) ve (3.42) esitliklerinden 27 sayisinin 6 ile 6,

fonksiyonlar1 i¢in ve 7 sayisinin 6, ile 8, fonksiyonlar1 i¢in bir periyot oldugu gériiliir

(Ocak,1982).

Simdi ise 77 sayisinin @ —Teta fonksiyonlari igin periyot olup olmadigini incelemek

icin (3.6) ile tanimli &—Teta fonksiyonunda u yerine u+ 7z alinirsa,
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em(umr,r):;exp{[mg Tﬂi+zi(n+§j(u+ﬂr_%ﬂj}

2
. . & . . .
- Zexp{n2m7+ ng;m+?7m+2un| +usi
n

+2n77i + i —iné‘lﬂ'—%ﬂ'i} (3.43)
esitligi elde edilir.(3.6) esitligi,

oo gonforgf v a4

seklinde verilmisti. Esitlikte n yerine n+1 alinirsa |,

9|::;}(U,T) = Zn:exp{(n +1+§j2 7zir+2i(n +1+§](u —%ﬂ]}

L ne &) .
=Zexp Nzt + 7t +—rxic+2| N+—+— |7z
n 4 2 2

. . . - - 6‘8' .
+2un|+2m+Ug|—ngm—gm—7m}

2
. .oe . . . :
= Zexp{nzmr + it + ?mr +2n7ir +nexri + exti
n

. i i L. .. & .
+2un|+2w+ug|—ngm—gm—7m}

. 2
. . . g . . . .
=(-1) e(zu'”m)ZeXp {nzmr + " 7t + 2N7it + Nerri + erti
n

+2uni +ugi —ngi—ne 7i —%ﬂ'i} (3.44)

esitligi elde edilir.
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(3.43) ve (3.44) esitliklerinden

e{ﬂ(u +7r,7)=(-1) e“””z"”e{ ﬂ(u, 7) (3.45)

&

esitligi elde edilir.
Su halde,

a =exp{—(7ri+2iu)} (3.46)
ve

o =exp{zri} (3.47)

olmak iizere genellestirilmis 6 -Teta fonksiyonlarinda u yerine u -+ zzalinirsa ,

6 (u + 7T, z') = HB}(U + 7T, 2') = —a@{ﬂ(u, r) = —q’le’Zi”H1 (u, r) (3.48)
0, (u+7zr,7)= 6?_;_ (u+zr,7)=ab _(1)_ (ur)=q"e?"6,(u,7) (3.49)
O, (u+7r,7)= 6?_8_ (u+zr,7)=ab _8_ (u,r)=q"e?"6,(u,7) (3.50)

o, (u +m’,z'):¢9 (u+ﬂr,r):—a9{ﬂ(u,7):—qleZi“94 (u,z') (3.51)

esitlikleri elde edilir (Toh,2008 ve Rainville,1960). Eger (3.48) ve (3.49) esitliklerinde

u yerine u+ zralinirsa ,

a,(u +2m‘,r)=0{ﬂ(u +27rr,z‘)=—a6{ﬂ(u vano)=a0(ur)  (352)
94(u+zm,r):em(u+2m,r):-aem(u+m,f):a294(u,f) (353)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden goriilityor Ki; « carpanmi ihmal edilirse; 7z,

1 0 1 0
9{0}(&7) ile 9{0}(&7) fonksiyonlar1 igin ve 2zr, 9|::J(U,T) ile H{J(u,r)
fonksiyonlar1 i¢in periyot olur.
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O halde cifte periyodik fonksiyonlar1 kurabilmek i¢in bu « ¢arpaninin yok edilmesi
gerekmektedir. Jacobi yaklasiminda bu « ¢arpani herhangi iki & —Teta fonksiyonunun
oranlanmasiyla yok edilmektedir. Bu oran meromorf fonksiyon olacagindan c¢ifte
periyodik meromorf bir fonksiyon ; yani eliptik bir fonksiyon kurulmus olur

(Rainville,1960). Bu oranlamayi yapmak i¢in modiiler grup sartlar1 altinda (3.36)

o
esitliginde elde edilen {5} karakteristiginden faydalanarak bu karakteristige gore
. . E | e : o
0 —Teta fonksiyonu tanimlayalim. Buna gore A{ }donusumunde elde edilen [5}
£

1 1 0 0
karakteristikleri L} {O} [0} ve [J matrislerinden birine esit olacaktir. Buradan,

& 6 o :
[ }ve L‘} karakteristiklerine gére bir f fonksiyonu,
£

f Lﬁ Lu,f)—m (3.54)

e

esitligiyle tanimlansin. Bu esitligin ikinci tarafi 27 ve 277 periyotlarina sahip oldugu

icin (3.54) ifadesinde sirasiyla u yerine u+2z ve u+2zr aliirsa ;

_8_ P & I
- 6{ ,}(u+27r,r) 6’{ .}(u,r) { }
L€ ] £ &£ £
f- _(u+27z,z')= 5 =5 =f (u,z') (3.55)
o 9{ }(u+27z,r) 9{ }(u,r) {5}
10 ] o o o
g- 9{8}(u+2ﬂr,r) Q{E}w,r) {g}
L€ ] £ & £
f- _(u+27n,r):5—:§—:f (u,7) (3.56)
5, 6{ }(u+27n,r) 9{ }(u,r) [5}
|0 ] o o o
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11 1
fonksiyonlar1 elde edilir. Eger, A= {O J ve {g} = L} icin (3.39) esitligi kullanilarak
£

: 6| |0 e : :
elde edilen 51711 karakteristigi, (3.54) fonksiyonunda yerine yazilirsa,

A
AR

esitligi elde edilir. Cifte periyodik ve meromorf olan bu fonksiyon, Jacobi’nin  sn

f (3.57)

fonksiyonunu tanimlar. Eger,

b=t (3.58)
o
6
0
almirsa asagidaki esitliklerle,
1
0 m (u,7)
t=A—rgT ) (3.59)
0| |(u,7)
1
esitligiyle ve Jacobi’ nin diger eliptik fonksiyonlari ,
1
6{ }(u,r)
cnt=A, O—)
- 0 (3.60)
6| |(u,7)
1
0
0{0} (u,7)
dnt = A~ (3.61)
0 1 (u,7)
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esitlikleriyle elde edilmis olur. Boylece genellestirilmis 6 - Teta fonksiyonlarindan

faydalanilarak Jacobi eliptik fonksiyonlari elde edilmistir (Ocak,1982).

Weierstrass tipinde eliptik fonksiyon elde etmek i¢in (3.48),(3.49), (3.50) ve

(3.51) formiillerindeki o ¢arpanini yok etmek gerekir. Bunun i¢in herhangi bir

0 - Teta fonksiyonunun logaritmik tiirevinin tiirevi alinmalidir.

Weierstrass' tipinde eliptik fonksiyon,

IL”:{mir+nm':m,neZ,lmr>0} (3.62)

latisine gore (3.48), (3.49), (3.50) ve (3.51) dontigiim formiilleri géz oniine alinarak,

genellestirilmis 6 - Teta fonksiyonu yardimiyla elde edilecektir.

IL, latisine gére genellestirilmis @-7eta fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

gu(m(mw)n,r) =(-1)™"™ exp{~(2zin’ + 2niu)} 9{5}(“'T) (3.63)

Bu esitlikte her iki tarafin logaritmasi alinirsa,

|090|:j:|(u+(m+nz-)7z,7) =(—271'in2 _zniu)+log(_l)me+ng'

+log 9{5}(&7) (3.64)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte kullanilan u degiskeni lineer olup iki defa tiirev almakla,

d? d?
Wloge{j(u +(m+nz)7,7) :Wloget}(u,r) (3.65)

esitligi elde edilir. Bu esitlik ile elde edilen fonksiyon mzve nzzr esas periyotlar ile

cifte periyodik ve meromorf bir fonksiyon oldugundan eliptik bir fonksiyondur.
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Aslinda Weierstrass o -sigma fonksiyonu ile Jacobi 6 - Teta fonksiyonu arasinda
U =2wu, (3.66)

olmak tzere,

a(u,r):Lexp 1

o M(o,f)

bagintis1 vardir (Ocak,1982).

u,7) (3.67)

®=
|
=
1
—
o
=
~
c
i
N
D
-
| I
—

Weierstrass P(u,t) fonksiyonu,

1 d? 19'"H(0’T)

1
_ - 2
P(ut)= TR ; F U +log6L}(ul,r)

-

_ I log e{ﬂ(ul,r) (3.68)

2 . 1 2
12w, GL}(O,T) 4w? du,

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada esitligin ikinci yaninin birinci terimi sabit ve

1
ikinci terimi ise O[J(ul,r) fonksiyonunun ikinci mertebeden logaritmik tiirevidir. O

halde (3.68) esitligi ,
d? 1
P(u,r):cl+czwlog9{ }(ul,r) (3.69)

X 1

olarak yazilabilir. Burada ¢, ve ¢, sabitleri,u, degiskeninden bagimsizdur.
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Ayrica;

= (3.70)

esitliginin sag yaninin payu,

8(u,7) = .07 {ﬂ(ul,f)+c4ez [ﬂ(ul,r) (371)

biciminde yazilabileceginden,

c,0° [ﬂ(um)ﬂﬁz mwﬂ)

P(u,t)=c,+c,

o
e

esitligi elde edilir. ¢, c,, ¢, Ve c, sabitleri ve dolayisiyla d;, ve d, degerleri u,

(3.72)

degiskeninden bagimsizdir. Boylece @-Teta fonksiyonlarmin ikinci mertebeden

logaritmik tlirevi alinarak elde edilen fonksiyon ayn1 zamanda Jacobi tarzinda verilmis

oldu. Yani, Weierstrass P (u,t) fonksiyonu da @ -Teta fonksiyonlarinin orani olarak

ifade edildi (Ocak,1982)
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3. 3. TETA FONKSIYONLARININ SIFIRLARI

(3.25) denkleminden her hangi bir {g} karakteristigi icin
&
& &
0| . ,T) =€ itel . ((u,
L }(u +7,7) Xp{gﬂ'l} L }(u 7) (3.73)

eJosomer-s-ont-asentent]Jos

=exp{—m'i+g'ﬁi—2ui}0{g}(u,r) (3.74)

&

esitlikleri kullanilarak,

logd| © (u+ﬂ,r)=log¢9{g}(u,r)+gﬂi (3.75)
&

logé| . (u+7n',2')zlogﬁ{j}(u,r)—Ziu+(—ﬁri+g'7zi) (3.76)

esitlikleri elde edilir. Bu denklemlerde P=gzi, Q=—nri+¢& i olarak segilirse

Ioge_ ._(u+7r,r)=logt9{81(u,r)+P (3.77)
& &
[ & ] £ _

log @ . (u+m,r):IOQGL}(UJ)—ZUHQ (3.78)

esitlikleri elde edilir. Burada agiktir ki P,Q; q ya da 7 ya bagl olup U dan

bagimsizdir.
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Boylece tiim @ - Teta fonksiyonlari sadece U nun bir fonksiyonu olarak

d & d ]

—Ilog®d| . ,7)=—1Ilog@d| . |(u, 3.79
%9 L}(uwz 7) 109 _8_(u 7) (3.79)
Cf—uIoga{j(uwn,r):dd—uIogé?_(:",_(u,r)—Zi (3.80)

esitliklerini saglar.

¢,& tamsay: iseler (3.47) denklemindeki (—l)mmg‘ q"e?™ vya daeger &

e(mg+ngv);ri —n? L—2nui

tamsay1 degillerse q'e carpani U nun hi¢ bir degeri i¢in ne sifir ne de

£ T 3
} karakteristigi igin 6{ }(u +(m+nr)7r,r) ya
£

sonsuz olur; boylece her 7 ve {
£

&

&
da 9{ ,}(u,r) dan biri sifir olursa, digeri de sifir olur; yani 9{
£

8, }(u, 7) nun sifirlar

IL, latisine gore bir ya da daha fazla rezidii simifindadir. Simdi birim egri etrafinda

egrisel integrali kullanarak bu sifirlarin aslinda bir tek rezidii sinifinda oldugunu

gosterecegiz:
Z,,0-Teta fonksiyonunun sifirlarindan gegmemek iizere ;

2y, Zo+7 Zg+7, Zo+(1+7)7m zy+(1+7)7m, zy+mr Ve zy+mr, z, yolu

tizerinden gecen C egrisi boyunca integral alalim.

Zo+7

f&j—u'oge{j(w)du = | ;—uloge{j(u,r)du

C Z4
2o+(1+1)7 Zo+7T

- j—ulogﬁ{j}(u,r)du+ | :—ulogﬁ{j(w)d“

Zo+7 7 +(1+7)7

v j_ulogem(u,f)du (3.81)

Zy+7T
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Bu esitlikte

7p+(1+7) Zo+7T
d g < d £
— |l = — , , 3.82
ZO'[” 0 IogeL}(u r)du Z{ U IogeL}(uwr 7)du (3.82)
Zoj[m ilogé’ ¢ (u,r)du:—zoriloge ¢ (u+7zz,7)du (3.83)
2o +(1l+1)7 du & 2, du &
[ Lioga| © |(ur)du=— [ Lioga| * |(ur)du (3.84)
iz QU & ;. du &

esitlikleri kullanilirsa

i d Ioge{j}(u,r)du =

du

Zofﬂ{dd_ulog 9{:}(u,r)—;j—ulog e{j(u +7rr,r)}du

+Z°j;”’{;_u|og0{j}(u+7r,r)—:—ulog QLg}(u,r)}du
:Zof”{:_u|0ge{ﬂ(u,f)—;—uloge{j(u,f)+2i}du

+20:[m{;_uIoge{ﬂ(u,T)_;_umge[j(u,r)}du

= 2ri (3.85)

esitligi elde edilir. Hig bir kutba sahip olmayan bu fonksiyon C egrisinde yalniz bir

sifira sahiptir; yani sifirlar IL_ latisine gore yalnizca bir rezidii sinifindadir

(Du Val,1973)
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3.4. TETA FONKSIYONLARININ FOURIER SERILERINE
DONUSTURULMESI

&
. } karakteristigi
g

1} 0 ot e o oo i

0
9{0}(u,q) seklindeki temel € - Teta fonksiyonlarimin Fourier serilerine

&,& tamsay degerleri mod 2 ye gore rezidii smifinda olmak iizere {

doniistiiriilebildigini gdsterelim:
(3.6) esitligiyle tammli @ - Teta fonksiyonunda ¢ =exp {7[Ti} almirsa (3.7) esitligi elde

£ 1
edilmisti. Bu esitlikteki € -Teta karakteristigi { } = L] olarak aliirsa
&

1 1

Hm(u,fn el (3.86)
esitligi elde edilir. Boylece,

em (u.a)= Zﬂ‘,q(nijzez‘[”i)(“‘ﬁ)

o ( 1j2
n+= ) R
Z q 2 e(2n+1)U|e—nme >

1 2
n+5j e(2n+1)ui

=—i) (-1) q(
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Birinci toplamda n yerine —(n+1) alirsak

i(—l)n q[n%j exp{(2n+1)ui}:—i(—1)" q(n%j exp{—(2n+1)ui} (3.87)

n=—o0 n=0

esitligi elde edilir. Bu esitlik, asagidaki esitlikte yerine yazilirsa,

QB}(U q)=-i {_nw;(l)” q(n+;) exp{—(2n+1)ui}

1

+i(—1)n q[n 2] exp{(2n +l)ui}}

2i

_ 2i(—1)” q(n+;)2 {exp{(Zn +1)ui}—exp{—(2n +1)ui}}

el n+1 ’
=23 (-1) q( 2 sin(2n+1)u
-0

1
esitliginden Q{J(U,Q) fonksiyonu
HH(u,q) =23 (-1)’ q(”“] sin(2n+1)u (3.88)
£ 1
bigiminde elde  edilir. Diger yandan, (3.7) esitliginde |:g} = |:O} olarak alinirsa

-5 e 0w

esitligi elde edilir.
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Boylece,
1 0l 4
0{0:|(U, q) _ zn :q( z) e(2n-¢-1)U|

_ i q(m—;jz e(2n+1)ui + iq[méjz e(2n+1)ui

esitligi elde edilir. Boylece,
1 () amrtya
0 ’ _ 2 e(2n-¢-1)U|

— S (m—%jz (2n+1)ui - (nJ%)Z (2n+1)ui
>q e +>0q e

— S q[n+;]2e—(2n+l)ui T iq{m;jze(mﬂ)ui

:22

2
© [k
:ZZq( ZJ cos(2n+1)u

1
esitliginden ¢ {0} (u,9) fonksiyonu,

0 =

9{1}(u,q) = ZZq[n 2)2 cos(2n+1)u

0 n=0

bi¢iminde elde edilir.
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£ 0
Benzer sekilde (3.7) esitliginde L} = L} olarak alinirsa,,

[ Eare -

N=—o0

esitligi elde edilir. Boylece,

e g

N=—o0

o0

qe +Z n 2nu|+z ” n 2nU|

N=—o0 n=.

Birinci toplamda n yerine —n alinirsa,

-1

Z n 2nu| — Z —2nU| (393)

N=—o0

esitligi elde edilir. Boylece,

oo grer

N=—o0

q e n z n 2nU| +Z(_l)n qnzeZnui

_ e0+z ” n —2nu|+z n n 2nU|

n=.

:1+i(_1) —Znul +i n 2nU|
n=1

n=1

o 2nui -2nui
~14+2 (—1)”q”2{—e e }

2

=1+2>(-1)"g" cos2nu

n=1
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0
esitliginden QL}(U’Q) fonksiyonu,,
0| ° (u )—1+2w( 1)" g™ cos2nu
1 'q - nZﬂ: q

bi¢iminde elde edilir. Son olarak, (3.7) esitliginde

[ua)-ge-

esitligi elde edilir. Boylece,
0 0 (U q)zzqnzeZnui
0 " -

,1 0

2 . 2 .

— qoeo + 2 :qn ean +§ :qn ean
n=1

n=-o

Birinci toplamda n yerine —n alinirsa,
i qn2 e2nui iqnz e—Znui
n=—o0 n=1

esitligi elde edilir. Boylece,
0 0 (U _ n? 2nui
0 ! q) - Zq €
n

-1 0
2 f 2 f
— qOeO + 2 :qn ean +§ :qn e2nu|

n=—0 n=1

0 ) ) 0 ) .
:1+ an e—an + an e2nu|
n=1 n=1
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o0 2nui —2nui
=1+2>q" {&}
n=1 2

=1+2>'q" cos2nu

n=1

0
esitliginden H{O}W,Q) fonksiyonu

0 ©
H{O}w,q) =1+ ZnZ:l:q cos 2nu (3.97)

biciminde elde edilir. Boylece teta fonksiyonlar1 Fourier serilerine doniistiiriilmiis olur

(Du Val,1973 ve Nesterenko,2007)

3.5. BIRINCI DERECEDEN GENELLESTIRILMIS TETA FONKSIYONU
U kompleks sayisi, diger 7 kompleks sayisi Im(r)>0 olacak sekilde iist yar1

£ . e
diizlemde ve elemanlar1 tamsayilardan olusan { } 2x1 lik 6@-Teta karakteristigi
g

verilsin. Argumenti U olan, 8-Teta periyodu 7 , karakteristigi [ } olan birinci
&

dereceden @ -Teta fonksiyonunu

HE}(U,T):anexpﬁi{r(nngjz+2(n+§)(u+%}} (3 .

esitligiyle tanimlayalim. @ - Tet fonksiyonunun isareti; ¢ ve & degerlerinin

rezidi siniflart ile belirlenir (Rauch,1973).

Teorem3.1: Eger =2V +& ve & =2V +¢& ise 0 zaman

0| =07 o) (39)

é

esitligi elde edilir.
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Ispat 3. 1: (3.98) esitliginden,

£+2 . e .Y & &
0 , u,z)=>» expril nN+—=+1| +2|n+—=x1||u+—
L }( =2 p”{r( 2 ) ( 2 j( 2)}
&
= 6{ }(u,r) (3.100)
&
esitligi elde edilir. Bu esitlikten,

e{j(u,r)ﬁ{ﬂ(u,r) (3.101)

sonucu elde edilir.

eL.iz}(u,r) = ;expﬁi {r(nJrgjz +2(n+§j(u +%il]}

_ Zn:expni {r(n +gj2 + Z(n +%j(u +%j}exp{ﬁi (2n+¢))

=(-1)° e{ju,r (3.102)

esitligi elde edilir. Boylece tiime varimla (3.99) esitligi elde edilmis olur. (3.74)

ile belirlenmis 6 -Teta fonksiyonlarinin U ve 7 niin analitik fonksiyonlar1 oldugunu

ispatlamak igin (3.98) ile verilen serinin yakimsakhg gosterilmelidir. Kabul edelim ki
U diizleminin ve 7 {st yar1 diizleminin kompakt alt kiimelerinde u ve Im(z') >0

esitsizligini saglayan 7 i¢in (3.98) ile verilen seri  diizgiin yakinsak olsun. Boylece

asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 3. 2 : H{ﬂ(u,r) fonksiyonu, ueC ve reH olmak iizere; kompleks
&

analitik bir  fonksiyondur.

Ispat 3. 2: Weierstrass M-testiile M >0, A>0 olmak iizere [u/<M , Im(z)>2

olan (3.98) ile tanimli serinin terimlerinin, yakinsak pozitif serinin terimlerinden

mutlak degerce kii¢iik oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in

lexpiz| =|exp{iRez —Imz}| = |exp{-Im z} exp{i Re z}|
= |exp{—Imz}{|exp{iRez}|
= |exp{-Imz}|

=exp{—Imz} (3.103)

esitligini serideki her bir terime uygulayalim:

ol ooz o)
nf{mfo o)
:exp{_ﬂ|mr(n+gj2}exp{(-zﬁ)(n+gj|mu} (3.104)

esitligi elde edilir. Im(r) > A oldugundan,

2 2
Imr(n+§) 21(n+§} (3.105)

ya da

48



2 2
-|m7(n+§j é—l(n+§j (3.106)

ve

—Zﬁ[n+£jlmu£ 27 n+f Imu
2 2

2 2
=27 (n%) lImu| < 27 (n+%j M (3.107)

esitsizlikleri mevcuttur. M ve A4 degerlerine bagli sonlu sayida n harig,

- ’(mg >4l (3.108)

esitsizligi saglandigr zaman

T
A (n+8)
\/ 2

olmak iizere {istel fonksiyonunun monotonluk 6zelligi kullanilirsa, (3.9& ile tanimli

&
n+—
2

(3.109)

serinin  n. teriminin mutlak bilyiikliigii i¢in Gist sinira ulasabiliriz:

EXP{—ﬂ[l[ngjz—ZM (n+§j2]}exp —ﬂl(n+gj2 1_%
SeXp{—ﬂg(mgﬂ (3.110)

esitsizligi elde edilir.
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Boylece (3.98) ile taniml1 serinin her bir teriminin mutlak degerce biiyiikliigi i¢in bir

ist sinir bulundugundan ve

Zexp{—z%{n+%}2} (3.112)

serisi Cauchy n. kok testi ile yakinsak oldugundan Weierstrass M testine gore

(3.98) ile taniml1 seri yakinsaktir (Rauch,1973).

Teorem 3. 3: #-Teta fonksiyonu i¢in asagidaki fonksiyonel denklemler gecerlidir:

a) 0 ,(u+1,f):(-1)§9{‘1(u,1) (3.112)

5

&

b) 6 .(u+r,r)=(—1)g'e”‘<2“”9{

}(u,f) (3.113)

&

Ispat 3. 3:

a)(3.98) den

6[?}@ +1,7)= Zn:exp{fzi (r(n+§}2 +2(n+§j[u +1+%B}
- Zn:exp{;zi £r£n+§)2 +2(n+gj(u +‘%N}exp{ni(2n+g)}
:(‘1)£Zn‘,e>‘p {ﬁi(r(mgf+2(n+§j(u+%n} (3.114)

esitligi elde edilir.

(3.98) ve (3.114) esitliklerinden,
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em(uﬂ,f):(-l)f QL(E}(U,T) (3.115)

esitligi elde edilir.

b) (3.98) ile tanimli seride n yerine n+1 alirsak,

[ Jur-gomll e a5
ool o{nr] ()

+2(n+gj(u +‘%j}exp{ﬁi(f+2u+g')} (3.116)

esitligi elde edilir.

(3.98) ile tanimli seride u yerine u+7 alirsak,

e{j(u +7,7) Zzn:eXp”i{T(ngz +2(n+gj(u+r+%j}
:Zn:expﬁi {T(M%T +2r[n+gj
Arile3) -

esitligi elde edilir. (3.116) ve (3.117) esitliklerinden,

0{5}@ +7,7) = exp{—zzi(r+2u +g')}0{ﬂ(u,r)

&

_ (—1) e gL‘f}(uJ) (3.118)

esitligi elde edilir (Rauch,1973).
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4. BULGULAR

Birinci mertebeden &-Teta fonksiyonunun, { } karakteristigi, U argumenti ve 7
&

periyodu olmak tizere

[ergofotfors(otfoss) o

seklinde tanimlandigimi1 biliyoruz. Bu bdlimde birinci mertebeden 6 - T

fonksiyonlarinin periyotlarinin % katlarina gore dontistimleri elde edilmistir.

4.1. 0-TETA FONKSIYONLARININ (zl?j PERIYOT CIFTLERINE GORE

DONUSUMLERI

&
Teorem 4. 1: 6’{ }(u,r) fonksiyonu asagidaki bagintilar1 saglar:
&

a) aij(um,r):(—l)‘ge{ }(u,r) (4.)

b) eij(u v rr,7) = (1) e(”i”Zi“)e{ ‘91 (4.2)

&

0) em(mmm):(—l)“' em(u,r) (4.3)

52



Ispat4.1: a) (3.98) ile tanimli seride u yerine U+ alinirsa,

e{j u+7,7) Zexp{(n+ ) ﬁir+2i(n+§j[u+ﬂ—%ﬂ)}
:Zn:exp{(n+%j27zir+2i(n+gj(u—%nj+2inﬁ+igﬂ}
_1)€Zn:exp{(n+§]27zif+2i(n+%j(u—%zj}

=(-1)° (9{:‘.:|(U,T)

oldugundan , (4.1) esitligi elde edilir.

b) (3.98) ile tanimli seride u yerine u+ zz alinirsa,

e oo (1] ieafns usre- )

2
. . & . . .
- Zexp{nzmr Nt + it + 2uni + ugi
n

+2n7rri+7zrgi—ing’7r—%7ri} (4.4)

esitligi elde edilir. (3.98) ile verilen seri toplaminda n yerine n+1 alinirsa,

9[;}(&1) = Zn:exp{(n +1+§j2 7zir+2i(n +1+§j[u —%n)}

) - N ne &) .
=ZGXp N‘mr+rxic+—mr+2| N+ —+— |7t
n 4 2 2
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. . . oL . c%‘l .
+2un|+2m+ug|—ng7r|—|g7z—7m}

2
. . & . . . .
= Zexp{nzmr AT airt 2n7rit + Nexri + enri
n

i i . ... g€ .
+2un|+ZU|+ug|—ngm—|g7r—7m}

. 2
. . . g . . . .
=(-1)" e®" ™Y exp {nzﬂ'lf + =T+ 2n7i e + et
n

+2uni + uei —neg'i — ne i —%ﬂi} (4.5)
esitligi elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitliklerinden,

0{81(u+7n',r) (-1 e‘(”i”””)@{

&

g}(u,r) (42)

£
esitligi elde edilir.

c) (3.98) ile tanmimli seride u yerine U+ + 7z alinirsa,

9{:}(U +T+7r,T)= Zn:exp{(mrgjz mit

) £ £
2iln+=||U+xz+ar——71
gy e

2 . gt . .
= expin mr+ngmr+Imr+2un|+2nm

n

.. , . . . é‘é‘l .
+2n7TTI—In87T+U8I+7T8I+7n‘8|—77rl}
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esitligi elde edilir.

2

(—1)8 Zexp{nzﬂir +Nermit + %ﬂ'if + 2uni + 2nzri

L . . 88' .
—ing 7z + el + mrei —77”}

esitligi elde edilir. (3.98) ile verilen seri toplaminda n yerine n+1 alinirsa,

49|:j:|(u,2') = Zn:exp{(n +1+§j2 7zir+2i[n +1+§j(u —%;;J}

s & ne ¢ .
= Zexp N“zizc+ it +—rit+2| N+—+— |7t
n 4 2 2

: . . L g€ .
+2un|+2m+u¢9|—ng7z|—|g7r—7m}

2
: .t i . :
= Zexp {nzmr + it + Imr +2nzit +nexri + enti

n

. . . oL L EE .
+2un|+ZU|+Ug|—ngm—lg;z—Tm}

= (-1 g‘ex 2ui + z7i exp{n?zir + nerir
(=1)" exp{ } 2 exp]

n

& . . . . EE .
+—+42uni+2nzzl —Ing +uel+7rrgl—77rl}

esitligi elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitliklerinden ,

em(u +r+mr,r)=(-1)" exp{—(2ui +mi)}em(u,r)
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&
Teorem 4. 2: r e N* olmak lizere 6’{ .}(u, 7) fonksiyonu asagidaki bagintiy: saglar:
&

fofsezez Tj=exp{W}zexp{W}em{[mgm

20 2 -

g5

Ispat 4. 2: (3.98) ile taniml seride u yerine u+§+§ aliirsa,

2nzi 2nrit  erni  ermi
+ + + +
2r 2r 2r 2r

ol s

+ 2ni (1+7)+ 827? (1+ r)}

r
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= exp {%{Jﬁ)} Zn:exp {%}H)} exp {(n + %)z it

Aot 0

- I 11 . . 2zni 2znri
_Zexp n7m+T+n7m+2um+7+ >

N A B <2 1
—aNi+Ui+ =+ —-—
2 2 2

= exp{—% ni}zn:exp(—imz)exp {(n + %)2 zit

. 1 T 7T
+2n+—[|[U+—+—
o355
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- —izn:(—l)” exp {(n + %JZ it

+2i(n+%j(u +§+§j} (4.9)

esitligi elde edilir.

£ 1
(4.8) esitliginde { }:{ } alinirsa ,
£ 0
1 T nr 1Y .
0 U+—+—,7 (=) exps|n+=| 7l
M( 27 Tj 2 p{( 2j’”

+2i(n+%)(u +2—7€+§j} (4.10)

esitligi elde edilir. (4.9) ve (4.10) esitliklerinden,

(4.12)

11 T T

-6 U+—r+—r,T ,nZZkEZ
1 P 0 2" 2
o u+ =
1 11

—+—,7|=
2" 2

doniigiimleri elde edilir.

0
(4.8) denkleminde F}ZL} alinirsa
&

0
0 (u+£+ﬂ,r]=2exp nznir+2in(u+£+z—£)
1 Y - 22 2

_ : )’ . . 27zni 27znTi
=> exp{-zni}exp<n 7m+2un|+T+ >

n . . 27zni 2znTi
=(-1 2 2 - 4. 1)
(-1) Zn:exp{n T+ 2uNi + ==+ = } (4.1)%

esitligi elde edilir.
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& 0
(4.8) denkleminde [ }:[0} alinirsa,
£

0
0{0}(U+§+%,rj Zexp{n 7m'+2ln( +2_+§j}

) . 2zni 2znti
= 2 2 4.13
Zn:exp{n AT +2uni + ==+ = } (4.13)
denklemi  elde edilir.  (4.12) ve (4.13) denklemlerinden,
0 T T
0| u+Z+Z8 ¢ |= 4.14
M( I fj (410

-0 0 u+£+ﬂ,r N=2k+1leZ
0 2" 2

donisiimleri elde edilir.

Gergekten, (4.8) esitliginde r=2 alinirsa,

oz ) sl
+2i(n+gj{u +%+%-%ﬁ} (4.15)

esitligi elde edilir. (3.98) ile verilen seri toplaminda u yerine u+ 7z alinirsa,

e{j(u +%,rj :Zn:exp{(n+§j2 ﬂir+2i(n+§j(u +%—%n] (4.16)

esitligi elde edilir.
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s e| [0
(4.15) esitliginde = 0 aliirsa ,
£

0
o| lu+Z+Z8 ¢ = expqn’zir +2in u+Z+ 22
0 4 4 4 4

n

) . . 2zni 2znti
= exp n7z|r+2un|+T+ 2

n

zni 2 - . znTi
:Zexp{7}exp{n ziT + 2uni + 5 }

n

- ) . . zhti
=>i exp{n it + 2uni + 5 }

esitligi elde edilir.

&£ 0
(4.16) esitliginde { }2[0} alinirsa,
&

6{8}@ +%,rj = Zn:exp{nzfzir+ 2in(u +%)}

_ 2 . . 7nTi
—Zexp{n ziT + 2uni + 5 }

n

esitligi elde edilir.
(4.17)ve (4.18) esitliklerinden,

0
o U+E,rj,n:4k e 7
0 4

e
ie{ (U+E,rj,n:(4k+l)eZ
0 4

Bl

U+T,rj,n=(4k+2)eZ

—iem[u +E,z’j,n —(4k +3) eZ
0 4

60

(4.17)

(4.18)

(4.19)



dontistimleri elde edilir.

] & 0
(4.15) esitliginde { }2[1} alinirsa,
£

O e

ani znzi .
=Zexp{n 7m+2|nu+7+ 5 —|n7r}

inz 2 oo nti
=Zexp{—7}exp{n 7Tl + 2inu + 5 }

=> () exp{nzmi +2inu + ﬁgri} (4.20)

n

&£ 0
esitligi elde edilir. Eger (4.16) esitliginde { }2{1} alinirsa,
&

QM(M_ ,) Zexp{n m.+2m[u+§‘9}

. znzi .
:Zexp{n zrri + 2inu +T—|n7z}

n

_ r 2 i o ﬂ'm'i}
Zn:exp{ m;z}exp{n 27l +2inU + =

=>(-1)' exp{nzmi +2inu + m;i} (4.21)

n

esitligi elde edilir.
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(4.20) ve (4.21) esitliklerinden ,

0|, |[u+ 20 ) n=@ksn ez
BN 1 (. S e
B e

—i@[o}(u+— z‘j n=(4k+3)eZ

1

doniisiimleri elde edilir.

£ 1
(4.15) esitliginde {}:{0} alinirsa,
£

U+=—+—

gm(l”f_ T) Zexp{(m jﬂir+2i(n+%j( z,m

2 LT .
=>expin 7m+n7m+zr|+2un|

zni  znti

. T . /2.
+Ui+=i+—7i
4 4 }
_exp{ 2” }exp{zl}Zexp{n 7t +nzri
T . znti }
+—71+2uni + ——+ui
2 2
_=n ﬁ - 2 - . T .
=1 X=(1+1 expin‘zit+nzrl +—7l
5 (L) exp >

. 7znti ]
+2uni +T+U|}
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(4.22)

(4.23)



esitligi elde edilir.

& 1
(4.16) denkleminde { }:[0} alinirsa,
£

em(w— rj Zexp{(m j ﬂir+2i[ﬂ+%j(u+%}}
- Zexp{nzzir+ nzzi +%ri

n

+2uni+%+ui} (4.24)

esitligi elde edilir. (4.23) ve (4.24) esitliklerinden,

1 T
0 u+—,7 |,n=4k eZ

0 4

11

. |9{0}(u+— rj n=(4k+1)eZ

0 [u+z+ﬂ,rj:f(1+i)
4 4

° N -em u+ T e j _(4k+2)cZ

2
1
6{ (u+ﬂ,rj,n:(4k+3)ez
0 4

N

(4.25)

1
dontistimleri elde edilir. (4 15 eslthglnde { :L} alinirsa,

TS (A PR IS

) . . T . ni
=) expsn‘rit+zanri+—+2uni+ —
4 2

n

anzi . .ol omrl .
e —inT+Ui+—+ =i
2 4 2
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3znzi i N V2 I 2
+—+2uni ———+ui——I
2 2 4

= ZEXp{nzﬁir +

1-i)> (i)’ exp{nzﬂir + 3”2mi + %ﬂ +2uni + ui}

N &

>

3znzi

= (—i)" (—i)?(u i)zn:exp{nznir+

+2uni +ui} (4.26)

£ 1
esitligi elde edilir. (4.16) esitliginde { 12[]] alinirsa,
&

[ ) gonl(veif mea(oe o -5

5 . . 7Tl .
:Zexp{n T +NTl +——+ 2uni
. 4
nt

i . <4 B
+——inz+Ui+——=i
2 4 2 }

3znri 7z A o7 B
+—+2uni ———+ui——i
2 2 4

= Zexp{n"wir +

3znzi

= ()" ?(1—i)zn:exp{n27zir+
+7[—Ti+2uni +ui}
2

3znzi

= (i)’ (-i)%(n i)zn:exp{nzﬁir+
+7[—Ti+ 2uni +ui}
> (4.27)
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esitligi elde edilir.

(4.26) ve (4.27) esitliklerinden,

otpene
QH( L3 ]:%(m) H(”+—f]n=(4k+1)ez

[} u+—r =(4k+2)eZ

—iQH(mﬂ,rj,nzmk +3)eZ
1 4

(4.28)

donisiimleri elde edilir.
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TARTISMA VE SONUC

Kompleks analizde 6nemli bir arastirma sahasini teskil eden eliptik fonksiyonlarin ¢ifte
periyodik ve meromorf olmasindan yola ¢ikilarak, &#-Teta fonksiyonlarinin
periyotlarinin katlar1 kullanilarak ¢ifte periyodik oldugu ispatlanabilirse 6 —Teta

fonksiyonlar1 yoluyla da ¢esitli eliptik fonksiyonlar kurulabilir.
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