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OZET

KESIRLI INTEGRALLER iCiN OSTROWSKI-GRUSS ESITSIZLiGi

Nagihan BASAK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY A
Temmuz 2012, 59 sayfa

Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, kesirli integral ve kesirli
tiirev kavramlarinin nasil olustugu, nasil gelistigi ile ilgili birtakim bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde, calismamiz igin gerekli olan tanim ve temel teoremlerden soz
edilmistir. Ugiincii boliimde, kesirli integraller ve kesirli tiirevlerin elde edilisi ve bu
konu hakkindaki ¢6ziim yontemleri incelenmistir. Dordiincii boliimde, kesirli integraller
kullanilarak Ostrowski-Grliss tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Kesirli integraller ve Kesirli Tiirevler, Ostrowski-Griiss Esitsizligi.



ABSTRACT

OSTROWSKI-GRUSS TYPE INEQUALITY FOR FRACTIONAL INTEGRALS

Nagihan BASAK
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAY A
July 2012, 59 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, there is definitions and the
basic theorems have been mentioned which is necessary in this work. In the second
chapter, there is information about how the concepts of fractional integral and fractional
derivative are consist and how it evolves. The third chapter is about obtaining the
fractional integrals and fractional derivatives and the solution methods about them. In
the fourth chapter is divided into the implementation of Ostrowski-Griiss type inequality
for the fractional integrals.

Keywords: Fractional Integrals and Fractional Derivatives, Ostrowski-Griiss Inequality.



EXTENDED ABSTRACT

OSTROWSKI-GRUSS TYPE INEQUALITY FOR FRACTIONAL INTEGRALS

Nagihan BASAK
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAY A
July 2012, 59 pages

1.INTRODUCTION

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, there is information about
how the concepts of fractional integral and fractional derivative are consist and how it
evolves. In the second chapter, there is definitions and the basic theorems have been
mentioned which is necessary in this work. The third chapter is about obtaining the
fractional integrals and fractional derivatives and the solution methods about them. In
the fourth chapter is divided into the implementation of the fractional integrals for
Ostrowski-Griiss type inequality.

Recently, several generalisations of the Ostrowski integral inequality for mappings of
bounded variation and for Lipschitzian, monotonic, absolutely continuous and n-times
differentiable mappings with error estimates for some special means and for some
numerical quadrature rules are considered by many authors. For recent results and
generalizations concerning Ostrowski's inequality see the references therein.

Fractional integrals have used for problems of estimating the time and currents which is
formed by rain and snowmelts in Firat river basin and also for financial mathematics.
These are some examples of fractional integrals in applied field. In this study, we obtain

new Ostrowski-Griiss type inequality by using fractional integrals.



1 GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii degerini hesaplamasina
kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte
yer almasi 19. yiizyil sonu 20. yiizyil basini bulmaktadir. “Konvekslik”
kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881’de elde edilen bir sonu-
cun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yayimlanmasiyla ortaya ¢ikmistir.
Hadamard'in 1893 yilindaki caligmasinda konvekslige rastlansa da konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak calisiimasi 1905-1906 yillarinda J.L.W.V.
Jensen ile baglar.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar
Teorisinde egitsizliklerin énemli bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Polya,
Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecaric ve Fink gibi matem-
atikciler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi'ni bir arada inceley-
erek cesitli kitaplar yazmiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel
calisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan yazilan “Inequali-
ties” adl kitaptir (Hardy et al. 1952). Ikinci calisma ise E.F. Beckenbach
ve R. Bellman tarafindan 1961’de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde
edilen yeni egitsizliklerin sonuclarini igeren ve yine “Inequalities” ad1 verilen
kitaptir. Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayimladig: ve ilk iki kitapta bu-
lunmayan farkh konulara da yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitabi
takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler igeren ilk kaynak ise
“Convex Functions: Inequalities” baghigiyla 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan
yazilmigtir. Bu temel kaynaklarin yan sira “Inequalities Involving Functions
and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinovi¢ et al. 1991), “Classical and
New Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et al. 1993), “Mathematical In-
equalities” (Pachpatte 2005) ve “Convex Functions and Their Applications”

(Niculescu and Perssons 2006) literatiirde mevcut olan diger kaynaklardir.
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Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iligkili olan Esitsizlik Teorisi ise C.F.
Gauss, A.L. Cauchy ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamigtir. 19.-20.
yy’da bulunan egitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iligkilendiril-
erek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bunlarin en 6nemlileri 1981 yilinda
Hermite tarafindan elde edilen, Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda
Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard
esitsizligi ile ilgili ¢aligmalarin biiyiik bir kismi S.S. Dragomir ve C.E.M.
Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan “Selected Topics on Hermite-
Hadamard Inequalities and Applications” isimli kitapta; Ostrowski egitsi-
zligi ile ilgili caligmalarin biiyiik bir kismi da S.S. Dragomir ve Themis-
tocles M. Rassias tarafindan 2002 yilinda yazilmig olan “Ostrowski Type
Inequalities and Applications in Numerical Integration” isimli kitapta bir
araya getirilmigtir. Konveks fonksiyonlar icin egitsizlikler iizerine caligsan
diger matematikgiler Ravi Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M.
Fink, Roberts and Varberg, N.S. Barnett, M.E. Ozdemir, U.S. Kirmaci, H.
Yildirim, M.Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen ve P. Cerone
seklinde siralanabilir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari ilk olarak Liouville tarafindan
duyuruldu. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin
sadece tamsayilar i¢in varmidir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya cikti. Euler
kesirli tiirevi ele aldi. 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville ve diger bir ¢cok matematikcinin, kesirli mertebe icin diferansiyel
ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan o¢ncii calismalariyla geligm-
eye baglanmigtir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari,
tamsay1 mertebeli tiirev ve n-kath integralleri birlestiren ve genellestiren
kavramlardir.

Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar1 hakkinda
birgok calisma olmasina ragmen herhangi bir monografi yaymlanmamistir.

Bunun iizerine S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev tarafindan bu



bosluk doldurulmustur. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ile genis
kapsamli bir monografi yayilanmigtir.

Kesirli diferansiyel teorisi cesitli madde ve isglemlerin kalitsal ozellik-
lerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Bu ise tamsay1
mertebeli tiirevlerle karsilagtirildigi zaman, kesirli tiirevler i¢in 6nemli bir
avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektrik-
sel ozelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik
devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada kesirli tiirev kavrami ile konveks fonksiyonlar kavramlarini
birlikte ele alarak caligmamizin son kismini olusturacak olan Ostrowski-
Griiss tipli integral esitsizlikleri elde edildi. Sonuclarin elde edilmesi igin
klasik olarak bilinen Montgomery o6zdesligini kesirli integraller igin elde

edildi.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitlikler ve
temel ozellikler verilecektir. Gerekli goriilenler icin ispatlar yapilarak birer
ornek verilecektir.

Tanim 2.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniigiimlere
fonksiyonel denir.

Tanmim 2.2. Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren
doniisiime operator denir.

Tanim 2.3 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 igin

o0

I'(n) = /x"lexdx

0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi
onemli ozelliklerini soyle siraliyabiliriz.

il'(n+ 1) =nl'(n) = n!

i T(1) = /7

i, [ 2de = T()P(1—p) = 5=, 0<p<1

iv. §2n—1r(n)r(n +3) = /7l (2n).

Tanim 2.4 (Konveks Fonksiyon). f : [a,b] C R — R konveks

fonksiyon ise z,y € [a,b] ve A € [0,1] igin agagidaki esitsizlik saglanir:

fz+ (1 =Ny) <Af(x)+ 1 =N f(y)

Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri:
i. k tane fonksiyon R” — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

k

f(z) :Zajfj(k:),aj >0;(j=1,23,...k)

j=1

fonksiyonuda konvekstir.



ii. g:R*" — R konkav ve S = {z:g(z) >0} olsun. f : S — R,
f(x)= ﬁw) olmak {izere f, S’ de konvekstir.

ili. ¢ : R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h : R" —
R konveks olsun. Bu takdirde; f : R* — R, f(z) = (goh)(z) olarak
tanimlanan f bileske fonksiyonu da konvekstir.

iv. g : R™ — R konveks ve h, h(z) = Az + B formunda h : R* — R

konveks olmak iizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

v. f ve g J_ konveks ise f (z)+ g (x) de J_ konvekstir.

vi. f, I ’de J_ konveks ve g, I” de J_ konveks ise bu takdirde f (z) g (z)
de T =1 N1" de J_ konvekstir.

Tanim 2.5. [ : L;a,b] olsun. J& f ve J7* f Riemann-Liouville inte-

gralleri o > 0 ile a > 0 i¢in tanimladigimizda,

7 f () = ﬁ [ @it fa o>
JE f(z) = ﬁ/ (t—z)* " fO)dt, x<b

dir. T' () bir Gamma fonksiyonu ve J?, f(z) = Jj_f(x) = f(z) dur.
Tanim 2.6 (Beta Fonksiyonu). m,n > 0 igin

1

B (m,n) = /xm—l (1—2)" da

0
bi¢iminde tanimlanan 3 fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.
Tanim 2.7. V bog olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki
onermeler dogru ise, V' kiimesi K cismi iistiinde bir vektor uzayidir, denir.
(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem

tanmimlanmigtir ve (V) +) degismeli gruptur.



(1) Her u,v € V igin, u + v tammhdir ve u +v € V dir. Sozle ifade
ettigimizde, V' kiimesi toplama iglemine gore kapalidir.

(2) Her w,v,w € V iin, (u+v) + w = u + (v+w) dir. Sozle ifade
ettigimizde, V' kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.

(3) [0 €V, (Vu eV igin, u+0=uve 0+ u =u)| dir. Sozle ifade et-
tigimizde, V' kiimesinde toplama igleminin etkisiz (birim) elemani vardir.
Bu etkisiz eleman1 0 simgesi ile gosterdik.

(4) Her u € V i¢in, V kiimesinde —u € ile gosterilen ve
u+(—u)=0ve (—u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u elemanm vardir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesindeki her bir u elemaninin toplamaya gore tersi vardir. v nun tersi
—u ile gosterilmistir.

(5) Her w,v € V igin, u + v = v + u tir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesinde toplama igleminin degigsme 6zelligi vardir.

(V2) K xV — V (a,u) — au bigiminde, adina skalerle ¢arpma iglemi
denilen bir fonksiyon tanimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki onermeleri
dogrular:

(a) Her a € K, her u,v € V i¢in, a (u +v) = au + av.

(b) Her a,b € K, her u € V igin, (a + b) u = au + bu.

(¢) K nm garpmaya gore birim elemam 1 olduguna gore, V' nin her
elemani icin, 1u = u dir.

(d) Her a,b € K, her u € V icin, (ab) u = a (bu).

Tanmim 2.8. V| reel say1 cismi iistiinde vektor uzay: ise, bu vektor uza-
yina reel vektor uzayr denir. V), karmasik say1 cismi iistiinde vektor uzayi
ise bu durumda V' ye kompleks vektor uzayr denir.

Tanim 2.9. Q) = [a,b],Q =[c,d] —co<a<b< oo, —c0<c<d<

oo ve f(x,y), Q1 x Q iizrinde tanimli olsun. Bu durumda,

b b

/ jf(w)dy o [ /bf<x,y>dx dy

a a
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seklindeki esitlige Dirichlet formiili denir.
Tanim 2.10 (Mutlak Siireklilik). I C R, f : I — R bir fonksiyon
ve (Zg,yx) sonlu bir aralik olsun. Bu durumda, € > 0 i¢in en az bir 6 > 0

vardir oyleki,

Dol — ] <6= D [f () — fme)| <e

dir.
Tanmim 2.11. z,y € R,

|z +y| < x| + |yl

seklindeki esitsizlige ticgen egitsizligi denir.
Tanim 2.12 (Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu). f, [a,b]

araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[r@ai < [lr@lds @<b)
b a
esitsizligi gecerlidir.

Tanim 2.13. E olgiilebilir bir kiime olmak tizere f bu kiime {izerinde
tanimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi
icin f (z) > K olan x € E degerlerin kiimesi olgiilebilirse f fonksiyonuna
Olgiilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1 (Lebesque integralinin varlik teoremi). Sonlu dl¢iimlii
E kiimesi iizerinde f fonksiyonu sinirh ve olgiilebilir ise Lebesque integrali
vardir.

Tanim 2.14. [ C R, f : I — R bir fonksiyon ve Vz € [ igin
|f ()] < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna
swmarly fonksiyon denir.

Tanim 2.15. 1 < p < oo olmak tizere
1

P p

=1, - f:/U@WM <00 b fll. = /uuww
E

E
normuna gore bir Banach uzayidir.

10



Tamim 2.16. f(z), (—7,n) arahginda tamimh ve 27 peryotlu bir
fonksiyon olsun.

1. f(x),(—m, ) araliginda siirekli veya parcal siirekli bir fonksiyondur.

2. f (x) fonksiyonu bir peryot icerisindeki maksimum ve minumum sonlu
sayida olmalidir.

3. f (=) fonksiyonu bir peryot icerisinde mutlak integrallenebilir olmalidir.

Yani,
/ 1f (@)] dr < oo

olmalidir. Bu yukaridaki sartlara Dirichlet sartlar: denir.
f (t) fonksiyonu Dirichlet sartlarim saglar ve (—oo,c0) aralig: iizerinde

mutlak integrallenebilirse
/ f (@) de < M
olacak sekilde bir M sayis1 varsa

F(w) = /f (t) e ™tdt

veya
[e.@]

Ft) = / F (w) e duw
integrallerine Fourier integrali denir. Burada F' (w) ya f (t) fonksiyonunun
Fourier dontisumi denir.
Tanim 2.17. n € N igin,

AC™ [a,b] = {f [a,b] = Cve (D"7'f) (z) € AC'[a, ] (D = %)}

dir.
Teorem 2.2 (Ostrowski Esitsizligi). f : 1 C [0,00) — R, I?" de

diferansiyellenebilir bir déniigiim olsun. f € L [a, b] olacak sekilde I smirh

11



olsun. Burada a < b ve a,b € I dir. Eger }f’ (x)| < M ise

1
b—a

F @) = — [ () du

<M (b—a)

egitsizligi saglanir. Bu egitsizlik literatiirde Ostrowski Esitsizligi olarak
bilinir.
Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak,

L
IA

, a<t

P (z,t) :=

~ o
S Q

x
b

IN A

t

IN

, X

(=

s)

Peano c¢ekirdegi yardimiyla Montgomery 6zdesligi olarak bilinen

b

b
fa) =y [Fdes [P f o

a

ifadesi elde edilebilir. Burada | f (t)] < M kullambhrsa,

f@) -y [10d] < [I1Pol|r o]
< b]‘fa /x(t—a)dtJr/b(b—t)dt
_ %[(m—aﬁ—l—(b—xﬂ

elde edilir. Boylece

m_a+b+a+b_a2+ b_a+b+a+b_x2
9 2 9 2

(
= (xa;rb2>2+2(xa;b> (b;a)+(b;a>22
() () () (5 )
= 2<x—a_2’_b) +2<b;a)

(:c—a)2+(b—x)2 =

i ap

12



kullanilarak ispat tamamlanmig olur.
Teorem 2.3 (Griiss Esitsizligi). f ve g, [a, 0] lizerinde integrallenebilen

iki fonksiyon olsun. m,n, M, N € R ve Vx € [a, ] igin

1 b b b 1
maff(f)g(x)dl"—maff(f)dl“afg(x)df SZ(M—m)(N—n)

dir. Bu egitsizlik literatiirde Griiss Esitsizligi olarak bilinir.

13



3 MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde kesirli Riemann-Liouville integral ve kesirli tiirev operator-

lerinin elde ediligini ve baz ¢zelliklerini verecegiz.

3.1 KESIRLI RIEMANN-LIOUVILLE INTEGRAL VE
TUREVLERININ ELDE EDILiSi

Kesirli Riemann-Liouville integral operatoriinii elde etmek igin ilk olarak

n-kath

T o1 02

/ / / / F(on)dondo,_1...dosdoy (1)

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini ve buna baglh sinir-

lar1 degistirelim. Bunun igin;

a<o, <z oy < 01 < T

a <oy <oy 02 <01 <Z

(2)
4<0p1<0Op_g Op<0,_1<T

A< 0, <Op1 a<op,<T

siir degigimleri altinda (1) ifadesi,

On—1

f flon)dopdo, 1...dosdoy

(f ( f f <fx d01> d02...> dan_1> do,,
o 2 (3)

seklinde yazilir. (3) ifadesinin sag tarafi terim terim hesaplanirsa

I

@%S
QHS

I
9\&

T 01 032

/ / / / R / flow) = o) o,

(4)

14



esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! olusu kullanilirsa,

i // U/ F(o)dondon y...dosdos — ﬁ / Hou) (@ — o) Vo,

(5)
yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiy-
onu tamsayilar diginda da ifade edilebildiginden, n nin tamsay1 olmamasi
durumunda (5) esitliginin sag yan i¢in agagidaki kesirli Riemann-Liouville
integral operatoriiniin tanimi verilebilir.

Tanim 3.1.1. f(z) € Ly(a,b) olsun. Bu durumda,

(e ) = = /} _oeld, w>a (6)

(e @) = /} _ g m<b

integrallerine o > 0 icin a.. mertebeden kesirli integral denir. Bu integral

Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinir. Burada (J, f) (z) = f (z)
e (J-f) (z) = [ (z) dir.

Simdi f(t) = (t—a)2 ve o = 5 olmak tizere agagidaki Riemann-Liouville

kesirli integralini gozoniine alalim.

(Joo f /f —t)*tdt, x> a.

Ele alinan bu integral kabuller altinda;

xT

<éﬁmw=ﬁ%/ﬁ—w

1
2
a

N[

(x—t))_%dt, r>a

olarak yazilir. Sayet burada
t=a+ (z—a)r

degisken degistirmesi yapilirsa,
1

/Tp_l(l — 7)Y = B(p,q)

0

15



seklindeki Beta fonksiyonu yardimiyla,

e (S HCE IR Y
1

= \/E(x_a>B<%’%)l

:L(aj—a)r(% TI(3)
VA ERY

:7(1’—@)

esitligi elde edilir.
n. mertebeden tiirevlerin

f(), df(x) df(x) df(z) d"f(z)

de = dx? 7 dx® 777 dam 7T

sonsuz dizisini gozoniine alalim. Bu dizi, keyfi mertebeden diferensiyel

diisiincesi altinda tekrarlanan diferensiyelin bir genellestirilmesidir. Burada
temel amag d% semboli ile gosterilen operatoriin n tamsay1 degerli parame-
tresini, tamsay1 olmayan bir a parametresiyle yer degistirmektir.

Genel kesirli tiirevleri vermeden 6nce yarim tiirev de denen bir tiirev
formiilii elde ederek bir uygulama yapalim ve daha sonra daha genel kesirli
tiirev formiilleri verelim.

Bunun i¢in, f(x) = 2" seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif

bir tamsayidir. Ele aldigimiz fonksiyonun a. mertebeden tiirevini alirsak,

fl@) = o

fllw) = ka*t

f"(z) = k(k—1)2"?
() = k(k—1)(k—2)a2"3

FO@) = k(k—1)(k—2).(k—a+1)2"




yazilir. Yine burada I'(n) = (n — 1)! oldugundan

I'k+1
FO(z) = IR Gl B
I'k—a+1)
esitligini yazariz. Buradaki a sayisin1 herhangi bir pozitif say1 olarak segerek
fonksiyonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz.

Bir an icin kabul edelimki a = % ve k = 2 olsun. Bu durumda fonksiy-

onun % mertebeden tiirevini hesaplayalim.

9 1

flx) = z* ve a= 5 ise,
Mk+1
f@ () = ﬁxk“ esitliginden yararlanarak,
dz (3
f% (l’) — 2 1,2 — (1) 372_%

dz 2 s 5 3. 3 1. 3.1 3
= 3 D) =T+ =r+>)==:"r:=)==:
d2 9 8 3
T = xT2.
dx? 3ym

elde edilir. Simdi elde edilen yarim tiirevin tekrar yarim tiirevi alinirsa

ds [ dz d2 ( 8 )
- | —2° | = r2 | =2
dxz \ dxz doz \3JT

oldugu kolayca goriiliir.

N

N

Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak, f(z) = 3\%x% alalim ve

bu fonksiyonun a = % mertebeden kesirli integralinin f(z) = z? oldugunu

gosterelim. a = 0 olmak {izere Riemann-Liouville kesirli integrali

(1 f) () = ﬁ / f)(@ -t td, x>0

olarak yazihr. Kabuller altinda f(z) = 3\8/Ex% fonksiyonunun @ = § mer-
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tebeden kesirli integralinin,

= 5 7°B(5:3)

BTN L HIOr)
R RN

—_= x2

oldugu goriiliir.

Simdi kesirli tiirev i¢in 0 < o < 1 olmak {izere,
x

! ] /(p(t)(x — ) dt, v>a (7

f(x):m

~—

a

Abel integral denklemini ele alalim.

(7) ifadasindesinin her iki yaninda x yerine ¢,t yerine s yazarak, den-

07

klemini her iki yanim (x — ¢)~ ile ¢arparak a dan x e kadar integralini

alirsak;
x T

/ (z ﬁtt)“ / (t ipis))ladSZF(a) / (mf_(ti)adt

a a a

olur. Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen (Integral sinirlarinin yer degigimi)

b b

/ / flag)dy | do = [ /b F(@,y)de | dy

a a

seklindeki sinir degisimi formiiliinii uygularsak,

[ et [ e T [ o

a

oldugunu goriiriiz. (8) ifadesindesindeki i¢ integralde ¢t = s + 7(z — s)

degisken degistirmesi yapilirsa,

/x dt _ ]Ta_l(l —7)%dr = B(a,1 - a) = T(a)T(1 - )

/ (x —t)*(t — s)l—@ /




oldugu goriiliir. Bu esitlik (8) de kullamlirsa,

T

F(a)F(l—a)/go(s)ds = F(a)/ J(0) dt

/ J (x —t)®
r S T ()
a/ e / SO

elde edilir. Buradaki son egitligin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa,

x

o(x) = F(ll—oz)%/ (xf_(ti)adt, 0<a<l 9)

a

elde edilir. Elde edilen (9) ifadesine «. mertebeden kesirli tiirev denir. Bu
tireve Riemann-Liouville kesirli tiirevi de denmektedir.

Bu tiirev formiilii daha genel olarak su sekilde ifade edilir.

Tanim 3.1.2. f fonksiyonu her sonlu (a,x) araliginda siirekli ve inte-
grallenebilir olsun. m € N, m — 1 < o < m olmak iizere = > a igin reel bir
f fonksiyonunun «. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 am
—a) dz™

D/ () = f [o@—omea o

seklindedir.
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3.2 SINIRLI BiR ARALIK UZERINDE RIEMANN-
LIOUVILLE KESIiRLI INTEGRALLER VE KE-
SiRLi TUREVLER

Ik olarak, asagida toplanabilir ve siirekli fonksiyonlar uzayimda reel eks-
enin smirl bir araligl tizerinde Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ve kesirli
integrallerin tanimlarini ve mevcut olan baz 6zelliklerini verecegiz.

Q = [a,b] (-00 < a < b < o0) iizerinde smurh bir aralik olsun. Bu
durumda, yukarda elde ettigimiz gibi o inc1 mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrallerini;

@ = [0 eewr@>0
gne= [T @0 o

T

seklinde alalm. Burada oo € C ve R () > 0 dur. ' (o) bir Gamma fonksiy-

onudur. Bu integrallere kesirli integrallerin sol ve sag kisim integralleri
olarak da tamimlanir. @ = n € N oldugunda (11) ve (12) tammlar1 yukar-

daki kisimda ele aldigimiz gibi n-katl integral olarak asagidaki sekilde ver-

ilebilir:
(") (z) = / dt, / dts... / dt, (13)
_ (n_ll)!/(m—t)”_lf(t)dt (n€N)

() (2) = /bdtl/dtg.../dtn (14)

— (nil)!/(t—x)”_lf(t)dt (n € N)




a. mc1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevleri, « € C (R () > 0)

olmak fizere

e = (£) G ) (15

= F(nl—a) (%)n/x$dt (n=R()]+1;2 > a)

a

ve

pnw = (-5) G 6

_ Fn_&< )/b MH (n = [R ()] + Lz < b)

seklinde tanimlanir. Burada [R(a)], % (a) mn tam degeri anlamindadir.

Ozellikle, o = n € Ny olarak alinirsa,

(Do f) () = (Dp-f) (@) = f(2); (Dgef) (@) = f* (),  (17)

(Dp-f)(z) = ()" f" () (neN)

dir. Burada f™ (r) adi anlamda tiirevlerdir. Eger 0 < R (a) < 1 ise, bu

durumda
(Dg;f)(x)zr(ll_a)%/#(ﬁ[wdt, 0<R(a) <1; > a)
a (18)
(Dy-f) (x) ! %/ t, 0<R(a) <1z <)
(19)

dir. @ € RT iken, (15) ve (16) ifadeleri agsagidaki sekilde yazilabilir:

PO B X AN S () nelol tlasa
(Da+ )() F(H—Oé) (dm) /<x_t)a_n+1dt, ( G[ ]"—1, > )
(20)
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ve

PN AN A0 |
(Dy-f) ($>—m <—£) x/mdt, (n € la]+1;z<b)

(21)
oldugundan, (18) ve (19) verildiginden,

xT

(D;a)(x)zr(;d/ IO 4 (O<a<tizsa) (22

1—a)dz ) (z—1)°
(D2 f) (x) = —ﬁ%/ (tf_(%adt O<a<lz<b) (23)

olarak yazilabilir.
R(a) =0 (a#0) ise, (15) ve (16) ifadelerindeki kesirli tiirevlerin yal-

nizca sanal kismi saglanilir:

P0) )= gy | ot OFRVOha> 0 e

a

ve

(Di2f) (@) = ‘ﬁ%/ (tf—(je))wdt R =

Benzer sekilde; (z —a)’ ™" ve (b— )" kuvvet fonksiyonlarmm (11),
(15) Riemann-Liouville kesirli integral ve (12), (16) Riemann-Liouville ke-
sirli tiirev operatorleri kolayca gosterilebilir. Bunun icin asagidaki 6zelligi

verelim:

Ozellik 3.2.1. R(a) >0ve f € C (R(B) > 0) ise,

(e =) (0) = 15 0= 0™ R@) >0, 0

(D5 =0 (@) = g =" @@z 0, (@)

(00 @) = g - 0™ R@ >0, @9
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ve

(D8 0-2") (@) = g =) RE@)20) (29

dir. (26) ve (27) esitliklerinin ispatin agagida verelim: Bu durumda, t =

a+ (x — a) o degigken degistirmesi yapilirsa,

(7 (- ) (@) = o / (t—a)* (¢ — )™ L dt

(a: _ a)ﬂ+oz—1
F—B(5.0)
(z—a)™ ' T (BT (a)
I'(a)  D(a+p)
gy IO
I'(a+pB)

ve

xT

Do t—af ) @) = L [0 -t
'l—a)dx

= T (11_ 3 %/ (z—0a)’ " 0P Nz —a) 1 —0)"(x—a)do

1 d o / 1 —a
= m@ ((xa)ﬁ /O”B (1—o0) da)

0

I'(l—a)
_ 1 o T(B)T (1 —a)
= Ti—aP-oe- ) T(B—a+l)
e e DAL= 0)
B vy ey
— (x_a)ﬁfoﬁl F(@)
'3 —a)



olarak elde edilir.
Ozel olarak, 3 = 1 ve R () > 0 alinirsa, bu durumda Riemann-Liouville
kesirli tiirevleri sabittir. Genel olarak sifira egit degildir.

(x—a)™

r'l-—a)

@=L 0<R@<1) (30

(Dg:1) () = I'(1—0)

dir. Diger yandan j = 1,2,...,[R (a) + 1], i¢in

(D2 (t=a) ) (@) =0, (D (b= 1)) (2) =0 (31)

dir. (28) ve (29) esitliklerinde benzer olarak yapilabilir.
Lemma 3.2.1.
a. J2 ve Ji* kesirli integral operatorleri R (o) > 0igin Ly, (a, ) (1 < p < 00)

tizerinde siirhdir. Yani,

et < KL 1 fl < KL (= 8= ) g
arllp < KWy 1l < K7L\ K= Sy e

dir.

b.0<oz<1vel<p<§iSeq:(L

—— olmak {lizere J, ve J;*
ap) a b
operatorleri L, (a,b) den L, (a,b) ye smirhdir.

ispat.

a. Holder esitsizligi yardimiyla,

« 1 r _ el
T8 @) < ’”a”a/(m 0 (6)] di

T

1 r 2)|P T — q(a—1)
o a/|f()|dt [ @ty

a

A i S 1 O ) S
Tla)l | wemon (@) (g(a—1)+ 1)

IN
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olarak yazilir. Buradan da,

B =

A (r—a)® g

/ (@) (q(a—1)+1)a

7, [
Tl @1+ a/< o

= KIfl,

[Je f @], <

SAL

elde edilir.
b. J2 f kesirli integrali 1 < p < é vel<r<gq= 1%@ icin L, den L,

ya sinirh oldugunu ispatlamak icin, 1 < p < é olmak {fizere L, den L, ye

11
sinirli oldugunu ele alalim ve ¢ = @ segelim. Bu durumda,

P

o LT 21502 AT
IJa+f(w)!§ma/(($—t) FOF) @0 If 0P ar

dir. O halde Holder esitsizligini kullandigimizda

x T

P gf @ < ([ (="l r)

T /

x i|f(t)|pdt /(x—t)gp,ldt p

a

S =
Sl

x T

KIAILE{ [ (@0 ir )

a

IN

olur. Buradan da

b b T
o 172 re—
et @l < KIFIL / F@P / ot da

1-2

K fll, W11z, = KA, -

IN

ispat tamamlanir.
Lemma 3.2.2. R (o) > 0ven = [R(a)]+ 1 olsun. f(x) € AC"[a,D]

ise D%, ve Dy~ kesirli tiirevleri [a, b] tizerinde hemen-hemen her yerde var
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. - n—1 f® (a) o 1 FO0 (1)
(Da+ )(x)_kzzgr(1+k_a)( - ) +F(n—0&)/(g: t)a n+1dt
' (33)
e SN OB e (D
DFN@ =3 oy ¢~ 4 g | Gl
' (34)
dir.

Ispat. (34) ifadesi ise herhangi bir g (z) € AC™ [a,b] fonksiyonu icin

o (t) = g™ (t) ve dy = % olmak tizere,

b
'/t—:c dt—i—de "(b—x)* (35)

yazilir.

Sonug 3.2.1. Eger 0 < R(a) <1 (a #0) ve f(z) € AC [a, b] ise

A N O A
(Da+ )(IL’)— F(l—Oé) _(x_a)a+/( dt] (36)

ve

waﬂszﬂﬂw a+/£ﬂx ] (37)

dir.

J% ve J;t kesirli integral operatorlerinin yarigrup ozelligini asagidaki
Lemma ile verelim.

Lemma 3.2.3. R (a) >0ve R(B) > 0ise f (z) € L, (a,b) (1 <p < o0)
ve her € (a,b) igin

(el f) @) = (1578) @) ve (g f) @) = (F70F) @) (38)

dir.
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ispat.

T t

/ (x— 1) dt / (t— VP f(r)dr, atB> 1

a a

( 5+Jf+f> () = m

yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-

lanip t = 7 + s (¢ — 7) degisken degistirmesi uygulanirsa,

()@ = mr / i / (w0 =) ()i

S x 7)dr 13:—70‘_1 — ) P (e — ) (2 — 1) ds
r@r(g)/f“dO/( P ) )

= L rx et e 7 Tlsﬁl s)* 1ds
- r<a>r<5>a/( ) f()do/ (1—s)d
_ BB [ ey
- F(a) 08)3/( ) f( )d

L(B)I(e) z
_ I'(a+B) o — )P dr = a+ T
- s [ e = (2278) @)

elde edilir. <J§_ Jf_ f) (x) ifadeside yukaridaki sekilde ispat edilir.

Eger a+ [ > 1 ise (38) ifadesi [a, b] nin herhangi bir noktasinda saglanir.
Agagidaki Lemma kesirli tiirevlerin kesirli integrallerin soldan tersi olarak
ifade edilebilecegini gosterir.

Lemma 3.2.4. R(a) >0 ve f(z) € L, (a,b) (1 <p < o0) ise hemen-

hemen her z € [a, b] i¢in,

(D Jae f) (x) = f () ve (Dy-Jy-f) (x) = f (x) (R() >0)  (39)

dir.
ispat.

! - n—o—1 a—1
F<a>F<n—a)dxn/<f”—f> dt/(zﬁ—s) f(s)ds

(Dg+ g f) () =



yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-

lanip t = s+ 7 (z — s) degisken degistirmesi uygulanirsa,

(D23e0)@0) = Frro—a | ] 6

/ (z—s)" Q=7 e (= 8)* (z = s)dr

S

~ Blayn—a) d" xx—s”_l o) ds
B F(a)F(n—a)dx”/( )7 S (s)d

a

1 dn [ o
- W%/(“S) £ (s) ds

a

elde edilir. (4) ifadesini yukaridaki esitlige uyguladigimizda ispat tamam-
lanmig olur. (Dg“_ J f ) (x) ifadesi de benzer gekilde ispatlanir.

Ozellik 3.2.2. R(a) > R(B) > 0ise, f(z) € L, (a,b) (1 <p < o00) ve
her z € [a, b] i¢in

(D2 g ) (@) =I5 F @) ve (D]JEf) (@) = (~)F T2 (2) - (40)
dir.

Ozel olarak, 3 =k € N ve R (a) > k aldigimizda,

(D} f) (@) = e () ve (DRI F) () = (D o (@) (41)

olur.

ispat.

B8 7 o 1 - f _ p\n—p-1 / a1
(D272-) @) = srmpa—gya | =07 [ =T (s

yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-
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lanip t = s 4+ 7 (z — s) degigken degistirmesi uygulanirsa,

(PL72) @ = T ! [ s

/ (z—s)" PP A =) e (= 8 (@ — s) ds}

s

T

1 dr

" T()T (n—B)da" /(37 — )" f () dso/ral (1-

a

_ Blan-p) d& r— 8" () ds
N F(a)F(n—B)dm”/( ) fls)d

a
x

B 1 ar nta—p—1
— F(n—f—a—ﬁ)d:c”/(x_s) f(s)ds

ispat tamamlanir.
Ozellik 3.2.3. m e N ve D = 4 jgin R (a) > 0 olsun.
a. (D2 f) (z) ve (D™ f) (x) kesirli tiirevleri varsa,

(D" Dgs f) (x) = (D™ f) (x) (42)

elde edilir.
b. (Dgf) (z) ve (Dg?™ f) (x) kesirli tiirevleri varsa,

(D™D f) (z) = (=1)" (D™ f) (2) (43)

elde edilir.

Ozellik 3.2.4. >0, >0icmnn—1<a<n,m-—1<8<mve
a+ B <n (n,m € N) olmak tizere f € Ly (a,b) ve fn_oAC™ ([a,b]) vardir.
Bu durumda,

o B _ (peig (6 (x—a)_j_a
<Da+Da+f> (l’)— <Da ) Z(DaJr f) F(l—]—@) (44)

J=1
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elde edilir.
Ispat. n > a + B igin (15) ve (38) de yarigrup ozelligi kullanildiginda,
(D202 f) (2) = (%) (Jzonlif) () = (%) (ue? D 1)) @)
(45)
elde ederiz.
f € Li(a,b) ve fr_o € AC™ ([a,b]) igin Lemma 3.2.4 de « yerine

yazdigimizda,

5. DP - ( - ) "~ (at) B 46
(72.02.5) (1) = -2 ) (46)
(m—j) .
elde ederiz. (46) esitliginde (15) e gore [(J;rfrﬁf) ’ } (x) = (Df;”f) (x)
esitligini (46) de yerlestirdigimizde (44) i elde ederiz.

3.3 YARIDUZLEM UZERINDE RIEMANN-LIOUVILLE
KESIRLI INTEGRALLER VE KESIiRLI TUREVLER

Bu boliimde yar: diizlem {izerinde Riemann-Liouville kesirli integrallerin ve
kesirli tiirevlerin tamimlarini ve baz 6zelliklerini verecegiz. Reel eksenin
bir sinirh araligr tizerinde (11), (12) Riemann-Liouville kesirli integralleri
e (15), (16) Riemann-Liouville kesirli tiirevleri reel eksenin pozitif bol-

gesindedir. (11) ve (12) kesirli integralleri agagidaki formlar: saglar:
1 [ f
(Jo ) (2) = / : ! (t)ladt (2> 0:R(a)>0)  (47)
x

[a) )

ve
o)

() (2) := F(l&) / i ! it))ladt (x>0 R(a)>0)  (48)

n=[R()]+1 R(a) > 0; x>0 igin (15) ve (16) kesirli integrallerinden

yararlanilarak,

T

050w = () G 0= () [

0
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ve

(D2 f) (2) = (-%) (1) (@) = ﬁ (—%) / %dt
) (50)
formlar1 verilebilir.

(47) de J§. f, (48) de J* f, (49) de Dg. f, ve (50) de D f, ifadeleri i¢in
reel eksen iizerinde sag ve sol degerli Riemann-Liouville kesirli integralleri

ve kesirli tiirevleri vardir. @ = n € Ny i¢in ve f(x) in n inci mertebeden

tiirevini aldigimizda f™ (z);

(D) () = (D2f) (@) = f(x); (DY) (@) =f"(2)  (51)

(D2f) (@) = ()" " (2) (neN)

elde edilir.

0<R(a) <1lvex>0ise

. A 0
D500 = gy | e (52)
. S ()
) 0= ~rioma | Gy (53)
dir.

R(a) =0 (a#0) ise (52) ve (53) de Riemann-Liouville kesirli tiirev-
lerinde « yerine sanal kismi aldigimizda,

T

(D9 0= gy | ot @RV Ohsr>0) (50

(z —

ve

oL d [ f@ .

xT

formlar elde edilir.
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J§: ve D, Liouville kesirli operatérleri a = 0 igin (26) ve (27) esitlikleri
saglanir. J ve D® Liouville kesirli operatérlerinde @ nin yerine 2°~! kuvvet

— {istel fonksiyonu aldigimzda aym esitlik saglanir.

fonksiyonu ve e
Ozellik 3.3.1. R (a) > 0 olsun.

a. R(H) >0 ise

(Jot?) (z) = Prﬂxﬁﬂl (R (a) > 0;R(B) >0) (56)

(B +a)
(D347°) (1) = iy oy (R(a) 2 0R(5)>0) (57)
b. € Cise
(J2P7) (2) = Wﬁ”ﬂ_l R(a) >0;R(a+8) <1) (58)
'(l4+a—p)

(D7) () = 2?7 (R (@) > 0;R(a+ B — [R(a)]) < 1)
(59)
dir.
c. R(A) >0 ise
0<a<lvel<p<ioldugunda, f(z) € L, (R") fonksiyonu i¢in

Jo f ve Jof integralleri
(J%e ) (2) =A% (R(a) > 0) (60)
(D¥e™) (z) = A% (R(a) >0) (61)
tanimlanir.

Ispat. (26) ve (27) da a = 0 icin (56) ve (57) formiilleri saglanir. (50)
ve (58) ifadelerini kullanarak, « yerine n — o aldigimizda (n = [R ()] + 1)

(D27 (x) = (_%) (J27t7) () (62)

_ (_%)" {F (1 P_(Tll J_r g)— B) s+n-a-1

FA-nta-pPLF+n=-—a) 5,
T'(1-7) I'(B—a)
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elde edilir.

F(l—n—f—@_ﬁ)F(ﬂ_’—n_Q)_Sin[(ﬁ_ﬂa+n)7r] _Sin&_ﬁl)—n;)ﬂ'}
(63)
1 _ F(1+a—6> :P(l—i‘a_B)Sin[(ﬁ_O‘)ﬂ-] (64)
FB—a) TB-a)T(1+a-7) m

esitlikleri vardir.
Lemma 3.3.1 (Hardy-Littlewood teoremi). 1 < p < o0, 1 < ¢ <
oo ve a > 0 olsun. J% ve J® operatorleri L, (R*) dan L, (R*) ya siirhdur.

Yani,
p
1—ap

1
O<a<l, l<p<—veq= (65)
a

dir.
Ispat. Lemma 3.2.1 (b) sikkinin ispatina benzer olarak yapilir.

3.4 REEL EKSEN UZERINDE RIEMANN-LIOUVILLE
KESIRLIi INTEGRALLER VE KESIiRLi TUREVLER

Bu kisimda R = (—o00, 00) ekseni tizerinde Riemann-Liouville kesirli inte-
gralleri ve kesirli tiirevlerin baz 6zelliklerini ve tanimlarini verecegiz. Riemann-
Liouville kesirli integralleri ve kesirli tiirevleri R tizerinde boliim 3.2 ye ben-

zer sekilde tanmimlanir. € R ve R (o) > 0 igin

a _ 1 f(t)
(J-‘rf) (I) T F(O‘)é ($ . t)l—adt (66)
e L [ I
(‘]—f) (l‘) T F (Oé) m/ (t o w)l—adt (67)
dir. n € [R(a)]+ 1, R(a) > 0 ve z € R igin,
@ = (5) N e = () [ oS

—00

(68)
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ve

—00

dur.

(66), (67)’deki J¢ f ve J f icin ve (68), (69)’deki D¢ f ve D f R ekseni
tizerinde Riemann-Liouville sag ve sol degerli kesirli integralleri ve kesirli
tiirevleri de R ekseni tizerindedir. Ozellikle, o = n € Ny oldugunda y () in

n. mertebeden tiirevini aldigimizda, bu durumda,

(DLf) () = (DVf) (@) = f (x); (70)

(D1f) () = f™(z), (D"f)(x) = (-1)" f™ (z) (n€N)

elde edilir.

0<R() <lvexeRise

. Lod [ I
(D) (@) = mdxéwdt (71)
(01 (0) = ~F =i / T (72)
dir.

R(a) = 0 (a#0) oldugunda (71) ve (72) Riemann-Liouville kesirli

tirevlerin sanal kisminm aldigimizda,

(D f) (x) = ;d/ f(t)iedt @R\ {0};zeR)  (73)

I'(1—140) dx, (x —1)
P20 =~ gz | o g R Oha€R) (0

T
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Ozellik 3.3.1 (b) ye benzer olarak, J¢ ve D¢ Riemann-Liouville kesirli
operatorlerinde fonksiyon olarak e*® iistel fonksiyonunu aldigimizda esitlik
saglanir.

Ozellik 3.4.1. R ()\) > 0 olsun.

0<a<1 1<p<+ignJ¢f ve Jof integralleri f(z) € L, (R)
fonksiyonu i¢in vardir. Bu durumda,

a. R(a) > 0ise

(JeeM) (z) = A% (75)

b. R () >0 ise
(D$e) (z) = X% (76)

dur.

Lemma 3.4.1. 1 <p<o00,1<¢qg<0o0vea>0olsun. (60) ifadesinin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart J¢ ve J operatorlerinin L, (R) den
L, (RT) ya siirh olmasidir.

R ile sonsuz araligin birlegsimi R olsun. Yani, R = RU {co} dir. Burada
L,. (1 <p< o0)uzaymnda f (z) fonksiyonunun normunun R {izerinde {istel

olarak nasil ifade edildigini agagida gosterecegiz. 1 < p < oo ve w € R i¢in,

1

o0

Ly (R) =4 f < 1], = / erfWPd] <ot (T7)

o0

tammmlanir. Lo, = C, uzayinda e ™ f (x) € C(R) i¢in f (z) fonksiy-

onunun normunu aldigimizda,

L (B) = Cu(R) = { 151, = maxe "I (0] < o0f (79

dir.
(77) ve (78) uzaylar1 J¢ ve J* Riemann-Liouville kesirli integrallerine
gore degismeyendir.

Lemma 3.4.2. 1 <p <00, a >0 vew >0 olsun. Bu durumda,
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a. J¢ operatorii Ly, uzaymda simirhdir. Yani,

17281l S 6Dl k= (2)" 1 <p <o) k=w® p=o0) (79)

dir.

b. J% operatorii L, _,, uzayinda simirhdir. Yani,

92 0y S E 1Dy = (7)1 p<00) k= ful” (=0

|w
(80)
dir.
Lemma 3.4.3. « >0,8>0,p=21vea+f> % olsun. f(x) € L, (R)

ise bu durumda,
(szf f) () = (Jj_“rﬁ f) () ve (JSJE f) (z) = (J‘_”ﬂ f) (@) (81)

dir.

(DYy) (z) ve (D*y) (z) Riemann-Liouville kesirli tiirevlerindeki f (z)
fonksiyonu iyi fonksiyondur. Ornegin, f (z) fonksiyonu C° (R) uzayinda R
ile karmasik sayilar {izerinde sonsuz tiirevlenebilen fonksiyondur.

Lemma 3.4.4. o > 0 ise f (x) iyi fonksiyonu igin

(D2I2F) @) = F (@) ve (D2I2F) (@) = f (&) (82)

dogrudur. Ozellikle f (x) € Ly (R) igin bu formiiller saglanir.
Ozellik 3.4.2 . a > > 0 ise iyi f (z) fonksiyonu icin

(D2a2r) (@) = (127F) (@) ve (D2a2f) () = (12777 ) (@) (83)

formiilleri saglanir. Ozellikle f (z) € Ly (R) icin saglanir. Dahas1 3 =k € N
ve R () > k oldugunda,

(DRI F) (2) = (J2FF) (x) ve (DFJ2f) (z) = (—1)" (J27Ff) (2) (84)

dir.
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4 BULGULAR VE TARTISMA

f i [a,b] — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve tiirevi de sinirh olsun. O
halde Vx € [a,b] i¢in
1 ( a+b\2

S ¥ T e
4 (b—a)?

] (b—a) /'l

@)= s [ 10| <

Ostrowski esitsizligi saglanir. Ayrica buradaki i sabiti en iyi sabittir.
f :[a,b] — R, (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir ve f* de [a, b] iizerinde
integrallenebilir olsun. O halde

f@) = [0+ [P@or @

a

Montgomery 6zdegligi saglamlir. Burada P; (z,t) Peano gekirdegi

L
IN
IN

a<t

P (x,t) ==

T T

x
b

|
[SES]

t

|
IN
IN

, T

(=

S}

seklinde tanimlanir.
Griiss egitsizligini kullanarak, Cheng (2001) agagidaki teoremi vermistir:
Teorem 4.1. [ C R, a,b € I, a < b olmak iizere I° agik aralik olsun.
f : I° — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise v,I" € R sabitleri olmak

tizere v < f (z) < T, z € [a,b] dir. O halde tiim = € [a, ] igin

ploy - =G T 2 [ o)

(z—a)’+ (b—2z)
- 8(b—a)

(T'—7)

elde edilir.
Teorem 4.1°de elde edilmig olan esitsizlik agsagidaki Ostowski-Griiss tipli
integral esitsizliginin bir genellestirilmis halidir. Ilk olarak Dragomir ve

Wang (1997) tarafindan bulundu ve Matic (2000) tarafindan geligtirildi.
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Teorem 4.2. Teorem 4.1’in gartlar saglansin. O halde tiim z € [a, ]
icin

b

f () — f(a) a+b 1
r - L0 (o2 )—b_aa/f(t)dt (56)
< $0-a)-7)

elde edilir.

4.1 KESIRLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI-
GRUSS ESITSIZLIGI

Ana sonuclarimizi elde etmek igin kullanacagimiz, kesirli integraller igin

asagidaki genellestirilmis montgomery 6zdesligini verelim.

Lemma 4.1.1. f : I ¢ R — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir
fonksiyon ile a,b € I (a < b) ve f* € L [a,b] olsun. O halde

f @)= (b= o) Jef (0) =T (Po (2,0) f )42 (P (w,b) f (8), a =1
(87)
dir. Burada P, (z,t) kesirli Peano gekirdegi

~+

t

IN

—2(h— )T (a), a

PEOZ mp et ), .

~ o

x
b

(SRS

t

Il
IN
IN A

S]

seklinde tanimhdir.

Ispat. Biz bu Lemmanin ispatin iki sekilde yapacagiz. Ik olarak

L
Q
IA
~
IN

I
I
[\

P (x,t) ==

T T

x
t<b

IN

il
S
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¢ekirdegini kullanarak

P(a) s (P t) S (1) = / (b—1)*"" Py (z,t) f (t) dt (88)
- ](b—t)a” dt+/b —talt f(6) dt
_ blaV(bt)alta /bb—t ]
- = h-

seklinde yazabiliriz. Burada I, — af(b ) (b —a) f () dtve I = fb (b—0)° f (£)dt

olsun. Simdi /; ve I integrallerini hesaplayalim:

T

I = /(b — ) (t—a)f (t)dt

a

integralinde kismi integrasyon uygularsak,

xT

+(a—1)/(b—t)°‘_2(t—a)f(t)dt

a

L= [(b-t"" (t—a)f (1)

Q—8

T

- / (b— )" f (1) dt

a
T

= -0 @S @+ - [ -0 -0 f @) d

a
T

- / (b— )" f (1) dt

a

elde ederiz. Diger yandan

@:/(b—t)af’ (t) dt
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integralinde kismi integrasyon uygulanirsa,

olur.

b

b= 0=0"f@+a [0-itraa

— -0 S @ ra [ 6ot @ d

T

Buldugumuz I; ve I integrallerini (88)’da yerine yazarsak,

r()Je (Pt £ ()

bia{wx)“%xa)f(xwa1>/<bt)“<ta>f<t>dt

a

T b
—/(b—t)o‘1f(t)dt—|—(b—x)°‘f(x)—a/(b—t)alf(t)dt}

a x

—/(b—t)o‘_lf()dtJr (b—2)° a/bb—tal }

a

bla{wa)(bw) 1f<x>+<a—1>/<b—t>“2<t—a>f<t>czt

+(a—1)/(b—t)“‘2(t t)dt — ( a—l/ O (t—b) f(t)dt
—a/(b—t)a_lf(t)dt— b—tal }

x a
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- bla{<ba><bx>alf<x>+<ba)(a1>/<bt>“p1<x,t>f<t>dt

T

b
—/(b—t)o‘lf(t) dt—/(b—t)alf(t) dt}

a

= -2 f@)+(a-1)

_1£/b

= (b—2)"" f(2) + T () 77 (Pr(a,b) f (b)) —

b
/ (b—1)*"> Py (x,t) f (t)dt

L),
e f ()

elde ederiz. P; ¢ekirdegini P, gekirdegine doniigtiirelim. Bunun i¢in her iki

tarafi T (o) (b — z)' ™ ile carparsak,

Tg (Pela) £ 0)) = F (@)= =00 (b= ) " T f (0417 (Pa(ab) £ (8)

yazilir. Buradan da

F@) =I5 (Pot) £ )4 (6= e (0= S (o) £ )

(89)
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Ozdesligin bir diger ispatin1 da asagidaki sekilde verebiliriz. P, (z,t)
¢ekirdegi yardimiyla,

Je (P (eb) 1 ) (90)

b

— /b—to‘ngxtf(t)dt

a

_ / 07 S (b )T () f (1) de

+/(b—t)a lz_z(b—x)l_al“(a)f'(t)dt

x

41



= 5 /(bt)al(tb+ba)f’(t)dt/(bt)af’(t)dt]

T x

= T1”a —/(b—t)“f'(t)dwr(b—a)/(b—t)“‘lf’(t)dt

L a a

- / (b1 F (1 dt]

T

_ ;f)aa { / (b— 1) £ () dt + (b— a) / (b—1)"f (1) dt]

a a

yazilir. Buradan da kismi integrasyon uygulanirsa,

Je (Pa(eb) 1 ()

b

S e { o= 00 [ 0= F @

a

b
= S -a /(b—t>“1f(t)dt (92)
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elde edilir. (90)’de f' — f ve @ — o — 1 yazilirsa,

JoH (Py(,) f ()

L a a

_ (O‘_lb_b;f” {/ (b=t f dt+(ba)/(bt)°‘2f(t)dt]

a

x

_ b_a / dt+(a—1)(b—a:)l_o‘/(b—t)o‘_zf(t)dt

a

yani,

Jomntsma = i (B T 6) (09

+(b_a)/(b—t)"‘_ £(t)dt

a

bulunur. Simdi buldugumuz (93) ifadesini (92)’de yerine yazdigimizda (89)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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Simdi Kesirli integraller i¢in daha genel bir 6zdesligi asagidaki sekilde
verelim.

Lemma 4.1.2. f : I C¢ R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir
fonksiyon olsun. a,b € I (a<b), @ > 1 ve f € Lla,b] olmak iizere
kesirli integraller i¢in genellestirilmis Montgomery 6zdesligi olan agagidaki
ifade saglanilir:

(b—=2)""

Gyl ()= T (B (0) £ )

f@) = (a+DT(a)

_(b_w)%a o) Jo-t _
ST @) T )

(b—2)""(z ~a)
(b . a)2fa

fla) (94)

2o <K1 (z,b) f (b)) .
Burada K (z,t) kesirli Peano ¢ekirdegi

(t— “”) =)L), telan)

2 b—a
Kl (Ilf, t) = 1—-a (95)
b+x\ (b—2x)
(t— 5 ) P I'(a), te€]lz,b]
seklinde tanimhdir.
Ispat. K (z,t) tammu yardmyla
Je (Ko (. b) £ 0)
. b
= —— [ (b=t)"" K (x,t) f' () dt
i -0 K £ )




esitlikleri kullanilirsa,

T2 (K0 1 (0)
_ %(b ;j")a_ [/ b—1t* " (t—a)f (1) dt+/(b—t)‘“ (t =) f (t)dt

a a

+/ (b—t)"""(t—0b)f (t)dt + / b—t)"""(t—2)f (t) dt]

T xT

1—a y :
:%(bb"” [/(bt)“ta dt+/ (b=t)*"(t=b) [ (t)dt
—a

a

/b b—0)*"'(t—2x)f (t)dt]

- §<b ;j”a_a [/ bt (t—0b)f () dt+/(b—t>‘“ (b—a)f (t)dt

a a

/ b—t)*"(t—0b)f ()dt+/(bt)a1(tw)f'(t)dt]

a
x

S 1l [ Jo-vrfwdeso-a) [©-07f 0

a a

b

/b—t dt+/(bt)“1(tm)f'(t)dt]

- SO oy wa- 2 o
+<b_§> _a/<b_t>a‘1f’ (t) dt + %(b Zf)a_a/w—t)“‘l (t—a) f (t)dt

a a

_ %“’ Zi_a / (b—1)* f (£)dt + (b_;"’) - / b0 f (t)dt (96)

S}
S}




elde ederiz. Ayrica Lemma 4.1.1’den

e (P2 (e.0) f ()

— b_tOL].
b—a /

(=

(b—1)"

— bg_“:a /b—t‘“t—b dt+ b_a /b—t‘”b—a "(t) dt
_( ;f)a a/(b—t)af () dt
_ _(b;f)aa / (b— ) f (t)dt + (b— 2)"° / (b= (1) dt
Ny ab a
(-2

e L RACL

T

yazabiliriz. Her tarafi % ile carpalim:

<b_§) - / (b—1)°7" f (1) dt

a

o b
= (P s )+ 522 fo-or wa

esitligini (96) ’de yerine yazarsak

(b_x)l_a / a—1 !
m/(b—t) (t— o) (t)dt

a

72 (R ) £ () = T2 (Pa(e, D) () +

(97)

seklinde elde ederiz. (97)’tin sag tarafindaki terim i¢in kismi integrasyon
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uygularsak;

b

/ b—0)*""(t—x)f (t)dt

b b

- (b—x)/@—t)“‘lf' (t)dt—/(b—tf‘f/ (t) dt

a a

= (b—2) {(b — 0" (1) i +(a—1) / (b—t)* f (1) dt]

QL —

- [(b =) f @)+ a/ b—t)*""f(t) dt]

a

b

- —(b—:p)(b—a)alf(a)—oz/(b—t)o‘1f(t)dt

b

+(b—az)(a—1)/(b—t)a2f(t)dt+(b—a)af(a)

a

~ (b—a) (1—Z:z)f(a)—ar(a>%/b<b—t)a—1f(t>dt

a)a

+(b—x)(a—1)F(a—1)ﬁ/(b—t)a_2f(t)dt

seklinde buluruz. Burada ol (o) =T'(a+1) ve (a —1)I'(a —1) = I'(«a)
oldugu gozoniine alinirsa ve kesirli integrallerin tanimi kulanilirsa

b

/ (b— 1) (t—x) [ (t)dt (98)

a

= (b—a)* (e —a)f(a) =T (a+ 1) J7f () + (b—a)T () J77' (b)

elde ederiz. $Simdi (96’)de Lemma 4.1.1°de buldugumuz J¢ (P (z,b) f* (b)) 'y
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ve (98)’1 yerine yazarsak,

Je (K (w.0) ()

-1 { F@) ) g )+ e (Pt )
(62(_5 *’f);—)a [(b—a)* " (x—a) f(a) =T (a+1) JF (b) + (b—2)T (@) J2 £ (B)]
= G0 G (=) I )4 G (Pl )
=) ey G g
)0z 0

(b—z)°
2(b—a)

- 1f (z) — (a+1)T (a) Jof (b) + %Jg_l(Pz(% b) f(b))

2

(b—xz)*

(b—2)""(z—a)
* 20— a)

5 NOR0

(b—a)* " f(a) +

elde edilir. Buda ispat1 tamamlar.
Sonug 4.1.1. (94)'da o = 1 aldigimizda,

b

b
Lo =D == @), [
(@) (b_a)a/m)m + [ K £ 0

2 2(b—a)

a

esitligini elde etmis oluruz.

Teorem 4.1.1. f, [a,b] aralig: iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
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ve her € [a,b] i¢in |f' (z)| < M olsun. O halde a > 1 igin

1 (b—a)"

Sf(z) = (a+ 1)F(a)m

: T2 F(6) + 502 (Bale, ) £(8)

(99)
(b—2)""(z—a)
2(b—a)*"

—T()JaL () + f(a)

<

M(b—z)'"° {(b— a)(x—a)+(b—2)"(a+b— Qx)}
(b—a) 2

vardir.

Ispat Lemma 4.1.2’deki 6zdeslik yardimiyla

1 (b—ﬂﬁ)l_a a |
§f (z) = (a+ 1)F(Oé)m=]a fb) + §Ja (Pa(z,0) f(b))

(b . x)?—a
2(b—a)

(b—2)""(z—a)
2(b—a)*®

+ () Jg 1 f (b) + f(a)

e
' (e)

/ab (b—t)* " Ky (x,t) f () dt’

yazabiliriz.

f fonksiyonun sartlar1 gozoniinde bulundurulursa,

3 ) = (o D) G T 0) 4 35 (Pulo ) 0)

(b . x)2—0¢

i+ CSD T e

2(b—a)*"

f(a)

(100)

b+ x

t— dt

+/ (b—1t)*"

xT

yazilir. (100)'min sol tarafindaki kisma I dersek, sag tarafi da kismi inte-
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grasyon yardimiyla tek tek bulup toplarsak ispat1 tamamlariz. Oncelikle

atx

/z(b—t)o“1 (a;x—t> dt

a+x

b=0)""((a—t)+ (x—t)dt

N | —

(b—t)al(a—b—l—b—t)dt—i—% / b—t)*""(x—b4+b—t)dt

a

/2

a

atx a+tx
/2

a

atx atx

-1 /(b—t)”‘_l(b—t)dt+(a—b)/(b—t)”‘_ldt

+% (z —b) 7(1)—15)0‘_1 dt + 7z(b—t)a‘1 (b—t)dt
— % 2 7(17—75)” dt + (a — b) 7(19— O dt + (z —b) 7(b—t)a1 dt
_ %T%(G_b)<<b;w“f) 5 -b) (@O
ey

+%(x—l—a—2b) Kb—a;””)a—(b—a)a}
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buluruz. Diger integrali de benzer olarak,

7(b—t)°“‘1 (t—a;x> dt

1
= 5/(b t)afl((t—a)+(t—x))dt
a—‘z—z
1 f a—1 1 f a—1
_ 5/(b—t) (t—b+b—a)dt+§/(b—t) (t—b+b—xz)dt
a-QHc tz-!—Tx
1] 7 y
= 3 /(b—t)o‘_l(t—b)dt—i—(b—a)/(b—t)o‘_ldt
a«;z a«;z
1 ’ y
+5 (b—m)/(b—t)a1dt+/(b—t)a1(t—b)dt
a-‘Q—m (L-gm
1 i y
- - —2/(b—t)adt+(b—a+b—x)/(b—t)a_ldt
(= | +(Qb—a—ac)(b—t)“ T
N a+1 atx 2 « atx

+% (26— a—x) <(b —a) - (%_#) a)
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bulunur Ayrica

_ %/ﬁb_wl%@_w (x— 1)) dt
- %/(b—t)a 1(b—t)dt+/(b—t)°‘ H(z=b)+(—1)d

\‘+
|
H~
Q
L

a+1 2c0
1 (b—x)*™ (x=0b) [ (b—2a)
_ 1
a+1 20+1 + 200 20 (103)

b
b
/ —tal( Hj)dt
[

I
| —
|
=t
Q
,_.
i~
|
@‘
m‘ \@
@‘
|
=
Q
)—l
-~
|
0“
—~
S
8
~
~
QU
I
—_———

| —

b b
- ; !/ /‘b—t dt + (b— )

\ -
|
@4.
Q
L
&
—_———
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) -

bulunur. (101), ( 102), (103) ve (104) degerleri toplanarak (100)’da yerine

yazarsak
R ((”‘ 5 <b—a>°‘“>
—i—%(m—i—a—%) Kb_ “;””>a_(b_a)a}
TG i 1 ((b— )" - (W%)Ml)
g (o - (257
() ()
i () -2
yani,
[ M ;ng__xi;‘“ [(b —a)°® - b2 (O j)a-i-l]

bulunur. Sonug olarak

< M(b—2z)" {(b—a)a(:c—a)—|—(b—x)a(a—|—b—2$)]
— 2(b—a) 2a

dir. Bu da ispat1 tamamlamig olur.
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Sonug 4.1.2. (99) formiiliinde o = 1 olarak alimirsa,

b

1 1 (x —0) f(b) — (z —a)f(a)
34 (@) = g [ £ - e
M (x—a)2+(b—x)2]
~ (b—a) 2

seklinde Ostrowski-Griiss tipli esitsizligine baglh bir esitsizlige indirgenmis

olur.

a+b

Eger v = %37 olarak alimirsa bu esitsizlik

() S0 1,

< M (b—a)
- 4

seklinde yazilabilir.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Kesirli integraller icin Ostrowski-Griiss tipli egitsizlikleri elde etmek i¢in elde

etmis oldugumuz

F@) = G (=) g 0T (B () F )+ (P b) £ (1) 0> 1

ve

P = @+t @) - g (B £ 0)

_(b_f)Q_a o) Jol _
G T

Dy <K1 (,b) f (b)) .

seklindeki genellestirilmis montgomery 6zdeslikleri kullanilarak bircok yeni
Ostwroski-Griiss tipli sonuclar elde edilebilir. Bu sonuglarin elde edilmesi

acik bir problem olarak verebiliriz.
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6 EKLER

Tezin olusumunda ¢nemli bir rol oynayan kesirli integraller icin farkhi bir
yontem kullanilarak elde edilmis olan sonuclarimiz;

1) M.Z. Sarikaya, E. Set, H. Yaldiz and N. Basak, Hermite -Hadamard’s
inequalities for fractional integrals and related fractional inequalities, Math-
ematical and Computer Modelling, DOI:10.1016/j.mcm.(2011).12.048.

baglik ile basilmigtir.

Tezin ana sonuclar1 yeni bir ¢aligma olarak hazirlanmis ve yayima gon-
derilmigtir.

2) M. Z. Sarikaya, H. Yaldiz and N. Basak, New fractional inequalities

of Ostrowski-Griiss type, submited.
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