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OZET

HiPERBOLIK-SCHRODINGER DENKLEMLERI iCiN LOKAL OLMAYAN
SINIR DEGER PROBLEMLERI

Mehmet KUCUKUNAL
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildirim OZDEMIR
Temmuz 2012, 74 sayfa

Birinci Béliim giris kismudir. Ikinci Béliim Calismamizda ihtiya¢ duyulan bazi temel
tanim ve kavramlar1 icermektedir. Ugiincii Boliim ii¢ kistmdan olusmaktadir. Bu alanda
yapilan arastirmalar hakkinda kisa bir inceleme, hiperbolik-Schrodinger denklemleri
icin lokal olmayan smir-deger problemlerinin kararliliklar1 hakkindaki temel teoremin
ispatt ve bu soyut sonuglarmn uygulamalar yardimiyla, hiperbolik-Schrodinger
denklemleri i¢in fark semalarmin kararlilik kestirimlerini elde edilmesini saglamasi
birinci kisimda verilmistir. ikinci kistmda bir H Hilbert uzaymnda 6z-eslenik pozitif
tanimli A operatorlii hiperbolik-Schrodinger denklemi i¢in lokal olmayan smir-deger
problemini yaklasik olarak ¢dzen, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu kararli fark
semalar1 sunulmaktadir. Ayrica, hiperbolik-Schrodinger denklemi i¢in karma tipli sinir-
deger problemlerinin ¢oziimlerinin kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Ugiincii
kisimda ise sayisal analizler bulunmaktadir. Dérdiincii Boliim Bu boliimde hata analizi
yapilirken kullanilan formiiller, hiperbolik-Schrodinger denklemi i¢in lokal olmayan
sinir-deeger probleminin tam ¢dziimiiniin ve fark semalar1 yontemiyle birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar1 yardimiyla elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin
grafikleri bulunmaktadir. Bu bdliim ayrica, birinci ve ikinci basamaktan fark semalar:
kullanilarak yazilan matlab programi sonrasinda elde edilen verilerin karsilastirildigi

tablolar1 icermektedir. Besinci boliim sonug ve oneriler kismidir.

Anahtar sozciikler: Hiperbolik-Schrodinger denklemi, Kararlilik, Lokal olmayan sinir-

deger problemleri.



ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR HYPERBOLIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Mehmet KUCUKUNAL
Duzce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assit. Prof. Yildirim OZDEMIR
July 2012, 74 pages

First chapter is the introduction. In the second chapter basic concepts and
definitions that we need in the thesis are given. Third chapter consists of three sections.
A brief survey of all investigations in this area, the proof of main theorem about the
stability of the nonlocal boundary value problem for hyperbolic-Schrédinger equations
in a Hilbert space and in applications this abstract result permits to obtain the stability
estimates for the solution of the difference schemes for hyperbolic-Schrodinger
equations can be found in the first section. In the second section the stable first and
second order of accuracy difference schemes approximately solving the nonlocal
boundary value problem for hyperbolic-Schrodinger equation in a Hilbert space H with
self-adjoint positive definite operator A are presented and the stability estimates for the
solutions of the difference schemes of the mixed type boundary value problems for
hyperbolic-Schrodinger equations are obtained. The last section is the numerical
analysis. The first and second order of accuracy difference schemes are studied. Fourth
chapter a matlab program is given to conclude that the second order of accuracy is more
accurate. The figures and table are included. Fifth chapter is conclusions and
discussions.

Keywords: Hyperbolic- Schrodinger equation; Nonlocal boundary value problems;
Stability



EXTENDED ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR HYPERBOLIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Mehmet KUCUKUNAL
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Yildirim OZDEMIR
July 2012, 74 pages

L.INTRODUCTION

First chapter is the introduction. In the second chapter basic concepts and
definitions that we need in the thesis are given. Third chapter consists of three sections.
A brief survey of all investigations in this area, the proof of main theorem about the
stability of the nonlocal boundary value problem for hyperbolic-Schrédinger equations
in a Hilbert space and in applications this abstract result permits to obtain the stability
estimates for the solution of the difference schemes for hyperbolic-Schrodinger
equations can be found in the first section. In the second section the stable first and
second order of accuracy difference schemes approximately solving the nonlocal
boundary value problem for hyperbolic-Schrodinger equation in a Hilbert space H with
self-adjoint positive definite operator A are presented and the stability estimates for the
solutions of the difference schemes of the mixed type boundary value problems for
hyperbolic-Schrodinger equations are obtained. The last section is the numerical
analysis. The first and second order of accuracy difference schemes are studied. Fourth
chapter a matlab program is given to conclude that the second order of accuracy is more
accurate. The figures and table are included. Fifth chapter is conclusions and
discussions.

It is known that certain problems of modern physics and technology can be
effectively described in terms of nonlocal problems for partial differential equations.
These nonlocal conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be
measured directly.

Methods of solutions of nonlocal boundary value problems for partial
differential equations and partial differential equations of mixed type have been studied
extensively by many researches (see [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D.,
1979], [Karatopraklieva, K. G., 1991], [Bazarov, D. and Soltanov, H., 1995], [Glazatov,



S. N., 1998], [Ashyralyev, A. and Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A. and Ozdemir, Y.,
2005], [Ashyralyev, A. and Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. and Sirma, A., 2008],
[Ashyralyev, A. and Yildirim, O., 2010], [Ashyralyev, A. and Hicdurmaz, B., 2011],
[Ashyralyev, A. and Ozger, F., 2011] and the references given therein).

Our goal in this work is to investigate the stability of difference schemes of
the approximate solutions of the nonlocal boundary value problems for equations of

hyperbolic-Schrodinger type.



1 GIRIS

Modern fizigin ve teknolojinin baz1 problemlerinin lokal olmayan kismi diferansiyel den-
klemler tizerinden etkili bir bicimde ifade edilebilir oldugu bilinmektedir. Bu lokal
olmayan kosullar ¢ogunlukla simirdaki veriler dogrudan olgiilemedigi zaman ortaya
gikar. Kismi diferansiyel denklemler ve karma tipli kismi diferansiyel denklemler i¢in
lokal olmayan sinir-deger problemlerinin ¢oziim yontemleri tizerine bir ¢ok aragtirmaci
tarafindan galigmalar yapilmigtir. (bkz. [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D.,
1979], [Karatopraklieva, K. G., 1991}, [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S.
N., 1998], [Ashyralyev, A. ve Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005],
[Ashyralyev, A. ve Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. ve Sirma, A., 2008], [Ashyralyev,
A. ve Yildirim, O., 2010], [Ashyralyev, A. ve Hicdurmaz, B., 2011], [Ashyralyev, A. ve
Ozger, F., 2011]).

Bu calismadaki amacimiz hiperbolik-Schrodinger tipindeki denklemler icin lokal
olmayan smir-deger problemlerinin yaklagik ¢oztimleri igin kurulan fark semalarinin
kararliligini incelemektir.

Bilindigi gibi hiperbolik-Schrodinger denklemler i¢in karma tipli problemler, Fourier
serileri yontemi ile, Fourier doniigimii yontemi ile ve Laplace doniigimii yontemi ile
¢oziilebilir.

Simdi bunlara ornekler verelim.

Ilk olarak hiperbolik-Schrédinger denklemi icin

( 0%u  O*u _
+u=costsinz,0<t<1,0<z <,

o2 a2

0 0?
i—u ——u+u: (2cost —sint)sinz, —1 <t < 0,0 <z <,

ot Ox? (1'1)

1 1
u(l,x) = §u(—1,x) + 5 cos Isinz,0 <z <m,

L u(t,0) =u(t,m)=0,-1<t<1,

lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

(1.1) probleminin ¢éziimii i¢in, degiskenlerine ayirma yontemi ya da ”Fourier Seri-
leri Yontemi” adiyla bilinen ¢oziim yontemini kullanilacaktir. Problemin ¢oziimii igin
u(t, x)fonksiyonu

u(t,z) = v(t,z) +w(t, x),



seklinde iki fonksiyonun toplami olarak ifade edilir. Burada,

( 0%v 0%
w_@+7j:0,0§t§1,0<x<7r,
2
2 O 0 1<t<00<a<n,
ot  0x2 (1.2)

1
v(l,z) = év(—l,x),() <z<m,

v(t,0) =v(t,7) =0,-1<t<1

ve
(Fw_Dw tsinz,0<t<1,0<z <
—— — —— +w =costsinz r<m
o2 0x? o ’
0 0?
i—w——w—l-w:(QCost—isint)sinw,—l<t<0,0<x<7r,
ot Ox? (1.3)
1 1 .
w(l,x):§w(—1,$)+§coslsmx,()§x§7r,
( w(t,0) =w(t,7)=0,-1<t<1
dir.

Oncelikle, (1.2) probleminin ¢éziimiinii elde edecegiz. 0 < ¢ < 1 olsun. Degiskenlerine

ayirma yontemi ile,

v(t,x) =T(t)X(x) #0

ve
") +Tt) _ X"(2) _
T(t) X(z)
elde ederiz. Buradan,
T AT X)L
T o X@)
yazilir. Oyleyse,
k k
N O
L s
ve
X"(z)+Kk*X(z) =0
olur. Yani,

Xi(x) = sinkzx
seklinde bulunur. Simdi, 7' (¢) ifadesini elde etmek igin,

T'(t) + T(t) = —K°T(t)

ya da
T"(t) + (L +k)T(t) =0

6



yazabiliriz. Buna gore,
Tk(t) = Ak sinv1+ k2t + Bk cosv1+ k2t

olarak buluruz. Boylece,

v(t,x) =T(t)X(z) = Z (Ak sin V1 + k%t + By cos V1 + k2t> sin kz

k=1
olur.

Simdi, —1 < ¢ < 0 durumu incelenecektir. Benzer sekilde degigskenlerin ayrilmasi
yontemini kullanarak

v(t,x) =T(t)X(x) #0

T+ T  X'(x)
T(t) X(z)

esitligini elde ederiz. Bu yiizden,

ifadesini ve

= k=

X"(x) + kX (x) = 0

veya
Xi(x) = sinkz

olarak yazilir. Simdi de,

T'(t) —i(1+ k)T(t) =0

denklemini yazalim. Boylece,

olarak elde edilir. Dolayisiyla,

Z (C’ ei(1+K?) >Sink‘:p

00
k=1

¢ozimi bulunmus olur.
Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kogullari,

p

v(l,z) = %v(—l,x),
(0T, z) =v(07, x),

[ V(01 2) ='(07,x),

bir arada kullanilarak
A, =B, =C,L, =0

elde edilir. Bundan dolayi, v(t,z) = 0 olur.



Daha sonra, (1.3) ifadesinin ¢dziimii bulunacaktir. Oncelikle, 0 <t <1 durumunu
inceleyelim.

w(t,z) = Z Dy(t) sinkx
k=1

olsun. Ardindan,

e}

Wy — Wy + W = Z (D,Z(t) +(1+ kQ)Dk(t)) sin kx = costsinx
k=1

yazilabilir. Bu da,

DY (t) + 2D, (t) = cost eger k =1 ise,
Dy(t) + (1 4+ k*)Di(t) = 0 eger k # 1 ise

oldugunun gostergesidir. Bu sebeple,

Dy(t) = c1sin V1 + k%t + cocos V1 + k2t

elde edilecektir. Sonrasinda, —1 <t < 0 durumunu goz oniine alalim. Benzer olarak,
w(t,r) = Z Ex(t) sin kz
k=1

olur. Ardindan,

Wy — Wy + W = Z (iE,(t) + (1 4+ k*)Ex(t)) sinkx = (2cost — isint) sinz
k=1

yazabiliriz. Bu da,

iE] (t) +2F (t) = 2cost —isint eger k = 1 ise,
iEL(t) + (1 + E*)Eg(t) = 0 eger k # 1 ise

oldugu anlamina gelecektir. Bu durumda,
Ey(t) = cgei(1+k2)t

elde edilecektir. Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kogullari
1
Dy (1) = §Ek (—1) eger k # 1 ise,

\ Dy (0) = E, (0), Vk

( D3 (0) = E3(0), VK

birlikte kullanilirsa, ¢; = ¢o = ¢3 = 0 elde edilir. Bu nedenle, tiim k& # 1 i¢in Dy(t) =
Ex(t) =0 olur.
Eger k = 1 olursa,
DY (t) + 2D (t) = cost

8



denklemi ortaya ¢ikacaktir. Dolayisiyla, D (t) ifadesi

D (t) = ny sin V2t 4+ ny cos V2t 4 cost
seklindedir. Boylece,

w(t,z) = <n1 sin V2t + ny cos V2t + cos t) sin x
olur. Benzer sekilde £ = 1 olursa,
El(t) 4+ 2FE; (t) = 2cost —isint
yazilir. O halde, F; (t) formiili
Ey (t)=e " (ng — 1) + cost
bigiminde olacaktir. Boylece,
w(t,z) = [e* (n3 — 1) + cost] sinz

yazilir. Lokal olmayan siir kogulu ve siireklilik kogullar:

(

D (1) = % (cos1+ By (—1)),

D, (0) =L (0) )

(D1 (0) = E1(0)
kullanilarak ny = ny = 0 ve ng = 1 bulunur. Bu yiizden,
w(t,x) = costsinx
olacaktir. Dolayisiyla,
u(t,z) =v(t,z) +w(t,x) = costsinx
ifadesi (1.1) probleminin tam ¢oziimiidiir.

Benzer sekilde agagidaki

( 92u(t, z) B iarﬁzu(t,m)  f(ta)

r=(x1,...,2,) €Q, =T <t <0,
uy (0+, ) = u(0—, ),z € Q,

w(=T,z) =u(T,z)+ p(z), z € Q,

u(t,z) =0,z €S

9



¢ok boyutlu hiperbolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger prob-
leminin ¢oziimii elde edilebilir. Burada, a, > 0 ve f(t,z) (t € [0,7], = € Q),
g(t,z) (t € [=T,0], = € Q),p(x),¥(z) (v € Q) verilmis diizgiin (smooth) fonksiy-
onlardir. Ayrica Q, R” n-boyutlu OKlit uzaymda S ve @ = Q U S smur ile birim agk
kiip olup,

(x:x= (21, ,2,),0<2p <1,1 <k <n)

dir.

Ancak, degigkenlerine ayirma yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmektedir. Oysa ki fark semalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigi durum-
larda da kullanilabilen ¢ok kullanigh bir yontemdir.

Ikinci olarak, hiperbolik-Schrédinger denklemi icin

(U — U +u=—[(1 —x)e *cost,0 <t <1,0<z <00,
iUy — Uge +u = —i [l — (1 + x)e "] sint
+(1 =2 *)cost,—1 <t <0,0 <z <00, (1.4)

1 1
u(l,z) :§u(—1,x)+§[1—(1+x)e‘”]cos1,0§x<oo,

[ u(t,0) =u, (t,0)=0,-1<t<1

problemini ele alalim. (1.4) problemi Laplace doniigiimii yontemi (z’e gére) ile ¢oziilebilir.
Oncelikle, 0 < t < 1 araligin1 goz oniine alalim. Diferansiyel denklemin her iki tarafinin
Laplace Dontigiimiini alalim. Bu durumda,

L{uu} — L{uz} + L{u} = —costL{(1—xz)e "}

veya

(L{ut ) = "L{u )} +ou(t,0) + s (,0) + L{u t2)} = —costrmmg

olacaktir. Burada,
L{u(t,a)} = u(t,s)

olarak gosterelim. Boylece denklem,

S
U (T, S — s%u t,s)+ult,s :—cost( )
w(t.9) = s*u(t.5) + u (k. s) T
veya
S
ug (t,8) 4+ (1 — s*) u(t,s) = —cost —)
olt:9)+ (1= ) ut5) (5
haline gelir. Bu denklemin tamamlayic1 ¢oziimii

/2 __ _ 2_
U (t,8) = creVs M p eVt

10



dir. Kismi ¢oziim igin ise,

(t, 5) cost
Uy (t,8) = ———
P s(s+1)°
yazilacaktir. Buna gore,
Vv /7T cost
w(t,s) = eV e VI T

s(s+1)
olarak elde edilir.

Simdi, —1 <t < 0 durumunu goz oniine alalim. Buna gore,
Uy — Ugy +u=—i [1 — (14 2)e "] sint + (1 — 2¢™) cost
dir. Diferansiyal denklemin her iki tarafinin Laplace dontigiimii alinirsa,
iL{u} — L{uge} + L{u} = —isintL {1 — (1 +x)e "} +costL {1l —2e"}

elde edilir. O halde,

1 —1
iug (t,s) — s*u (t,s) +u(t,s) = —isint (—) — cost (S—)
s

5(3—1—1)2 (s+1)

veya

O et R e )

yazilir. Bu diferansiyel denklemin tamamlayici ¢oziimii
ue (t,s) = 03ei(1_52)t

dir. Kismi ¢oziim icin ise

(t, 5) cost
u,(t,8) = ——
P s(s+1)
yazilir. Boylece denklemin genel ¢oztiimii,
- t
u(t,s) =c gill=s?)t OB
(t,5) = s s(s+1)°

dir. Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kogullar1 kullanilarak,

cost

u(t,s):m

¢oztimi elde edilir. Son olarak, ters Laplace doniigimii uygulanirsa, verilen (1.4) lokal
olmayan sinir-deger probleminin ¢ozimii

w(t,o) = L7 {u(t,s)} = costL™! {;}

s(s+1)

ya da
u(t,z)=[1-(1+z)e "] cost
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olarak bulunur.

Benzer sekilde agagidaki

( Pult,x) zn:a Ou(t, x) — i)

ot? — Oz
x= (21, ,Ty,) €ﬁ+,0<t<T,
Ou(t,r) = 0u(t,z)
ZT - Z;Oéra—x% = g(t, ),
x= (21, ,Ty,) €ﬁ+,—T§t§O,

u(_T7 ZL‘) = u(T’ l‘) + 90(56)7

w0+, ) = u(0—, 2) + p(z), 2 € Q"

L u(t,z) =0, z€ ST

¢ok boyutlu hiperbolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir deger prob-

leminin ¢6ztimii elde edilebilir. Burada, o, > 0 ve f (¢, x) (t €0,7], z € ﬁJr),

g(t,x) (t €[-T,0], z € ﬁ+) o (x), 1 (x) <x € §+> verilmis diizgiin fonksiyonlardir.

Ayrica QF, R n-boyutlu Oklit uzayinda S ve Q@ = QU S ile sirh acik birim kiip olup,
(x:x= (21, ,2,),0<2p < 1,1 <k <n)

dir.

Ancak, Laplace doniistim yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmektedir. Oysa ki fark semalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigi durum-
larda da kullanilabilen ¢ok kullanigl bir yontemdir.

Son olarak, Fourier dontisiimii yontemi ile ¢oziilecek olan

( utt—um+u:(2—4x2)e*m2005t,0§t§1,—oo<x<oo,

Uy — Ugy +U = —isinte™® + (3— 4:U2)e’m2 cost,—1 <t<0,—0c0<x <00,

1 I -
\ u(l,x)zéu(—l,x)+§e T cosl, —o0 <z < o0
(1.5)

bir karma tipli lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

Oncelikle, 0 < t < 1 arah@imdaki ¢oziimii bulahm. Her iki tarafin Fourier doniisiimii
aliirsa

Flug} — Flug}+ F{u} =F { (2 — 4:102) e_mg} cost
esitligi elde edilecektir. Burada,

F{lu(t,x)} =ul(t,s)
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gosterimini kullanalim. Boylece denklem,
uy (t,8) + (14 s*) u(t,s) = s°F {e’ﬁ} cos t
seklinde yazilir. Buna gore, tamamlayici ¢oziim

Ue (t,8) = c1cosVs? + 1t + cosin vVs? + 1t

dir. Kismi ¢ozlim i¢in ise
up (t,s) = Acost + Bsint

yazilir. u, (¢, s) nin tirevleri alinarak denklemde yerine yazilirsa,
—Acost — Bsint + (1+ s%) (Acost + Bsint) = s°F {6_3”2} cost

veya
A:F{e_xQ} ve B=0

elde edilecektir. Bu yiizden,
up,(t,s) =F {6_362} cost
olacaktir. Dolayisiyla,

u(t,s) =cycosVs?+ 1t + cosin vs? + 1t+F{e‘”’2}cost

bi¢iminde bulunur.

Simdi, —1 < ¢ < 0 araligin1 goz ontine alalim. Her iki tarafin Fourier doniigiimii
alinirsa,

iF {ury — F{ug, } + F {u} = —iF {e’””Q} sint+ [F {e"’”z} + F { (2 — 427) 6712}] cost
ya da

i (t,8) + (1+ s*)u(t,s) = —iF {e"’“g} sint + (14 s°) F {67”2} cost
veya

u (t,8) — (i +is*)u(t,s) = —F {e’ﬁ} sint — (i +is*) F {e’xQ} cost
elde edilir. Oyleyse, tamamlayict ¢oziim

ue (t,s) = 03ei(1+82)t

olacaktir. Kismi ¢oziim ise

uy (t,s) = Dcost + Esint

13



seklinde olmalidir. Buradan,
—Dsint+E cost—(i +is°) (Dcost + Esint) = — sintF {e’gc2 } — (i +1is”) costF {e’x
yazilarak,

D=F{e} ve E=0

elde edilir. Buna gore,
upy(t,s) =F {e’x{z} cost

dir. O halde,
u(t,s) = 03ei(1+82>t + F {e‘xQ} cost

dir. Lokal olmayan siir kogulu ve stireklilik kogullar: kullanilirsa,

u(0F,s) =c, + F {e‘xQ} ,
Uy

(07, 8) = cav/s? + 1,

{um—>%+F{wq,

u (07, 8) (1+ 5?)cs,

1
u(l,s):2 u(—1,s)+ F{e }cost

c1 = ¢ = c3 = 0 elde edilir. Boylece,

u(t,s)=F {e‘xz} cost

olur. Son olarak, ters Fourier doniigiimii uygulanirsa, (1.5) lokal olmayan simir-deger

probleminin tam ¢ozimi
2
u(t,z) =e  cost

elde edilir.

Benzer sekilde agagidaki

( 0%u oy
e Z ar—ax? o Oatn f(t, ),

[r|=2m
0<t<T,x,reR"|r|=r1+ -+,

—T<t<0,z,reR"|r|=r1+ -+,

w(—T,z) =u(T,z)+ ¢(z),r € R",

[ w(0+,2) = 4 (0—,x), x € R"
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¢ok boyutlu hiperbolik-Schrédinger denklemleri igin lokal olmayan sinir deger prob-
leminin ¢oziimii elde edilebilir. Burada «,., f(t,z) (t € [0,T], x € R"), g(t,z) (t €
[—T,0],z € R"),p(z),¥(x) (x € R™) verilmis diizgiin fonksiyonlardur.

Ancak, Fourier dontigiim yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmektedir. Oysa ki fark semalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigi durum-
larda da kullanilabilen ¢ok kullanigh bir yontemdir.

Bu ¢alismada bir H Hilbert uzayinda verilen fark denklemlerinin, 6z-eglenik pozitif
tanmimli A operatorlii lokal olmayan siir-deger problemi

(T 4 ey = f 0 <1< 1),
20 | () = o) (-1 <1 <0),

[ Au(—=1) =ou(p) +,0<pu <1

ele alinmistir. Operator yaklagimi uygulanarak bu lokal olmayan sinir-deger problemi-
nin ¢ozimi i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Uygulamalarda bu soyut sonuglar,
hiperbolik-Schrodinger denklemleri igin fark gemalarinin kararlilik kestirimlerini elde
edilmesini saglamigtir. Bu sonug lokal olmayan siir kogullari tarafindan olusturulan
fark operatoriiniin pozitifligine dayanmaktadir. Bu fark semalarinin ¢oztimii i¢in yapilan
teorik sonuclarin dogrulugu, sayisal denemelerle de desteklenmistir.

Oncelikle, beg bolimden olugan bu ¢aligsmanin igerigini tarif edelim.

Birinci Boliim girig kismidir.
Ikinci Boliim Calismamizda ihtiyag duyulan bazi temel tanim ve kavramlari igermektedir.

I"Jgiincii Bolum ii¢ kissmdan olugsmaktadir. Bu alanda yapilan arastirmalar hakkinda
kisa bir inceleme, hiperbolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-
deger problemlerinin kararliliklar1 hakkindaki temel teoremin ispati ve bu soyut
sonuclarin uygulamalar yardimiyla, hiperbolik-Schrodinger denklemleri icin fark
semalarinin kararlilik kestirimlerini elde edilmesini saglamasi birinci kisimda ver-
ilmigtir. Ikinci kisimda bir H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tammh A op-
eratorlii hiperbolik-Schrodinger denklemi igin lokal olmayan sinir-deger problem-
ini yaklagik olarak ¢ozen, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu kararh fark
semalar1 sunulmaktadir. Ayrica, hiperbolik-Schrodinger denklemi i¢in karma tipli
sinir-deger problemlerinin ¢oziimlerinin kararhilik kestirimleri elde edilmigtir. Uciincii
kisimda ise sayisal analizler bulunmaktadir.

Dordiincii Boliim Bu boliimde hata analizi yapilirken kullanilan formiiller, hiperbolik-
Schrodinger denklemi igin lokal olmayan sinir-deeger probleminin tam ¢oziimiiniin
ve fark semalar1 yontemiyle birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar
yardimiyla elde edilen yaklagik ¢oziimlerinin grafikleri bulunmaktadir. Bu boliim
ayrica, birinci ve ikinci basamaktan fark semalar1 kullanilarak yazilan matlab
programi sonrasinda elde edilen verilerin kargilagtirildigi tablolar1 icermektedir.

Besinci boliim sonug ve oneriler kismidir.
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2 KURAMSAL KAVRAMLAR

Bu boliimde Hilbert uzay: teorisinin segilmis elementer kavramlar ve caligmamizda kul-
lanacagimiz baz temel tanimlar verilecektir (bkz: [Soykan, Y., 2012] ve [Kiziltung, H.,
2007] ).

2.1 Hilbert Uzayinin Elemanlari

Tanim 2.1. Bir M kiimesi tzerinde tanwml bir metrik Va,y,z € M i¢in

(a) d(z,y) > 0;
(c) d(x,y) =d(y, )

(d) d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) (lggen esitsizligi)
ozelliklerini saglayan bir d : M x M — R fonksiyonudur.
Eger d, M iizerinde bir metrik ise o zaman (M, d) ¢iftine bir metrik uzay denir.

Ornek 2.1. Herhangi bir £ > 1 tamsayisi icin,

. 1/2
d(z,y) = (Z |z; — yj|2)

J=1

ile tanimh d : F*xF¥ — R fonksiyonu F¥ iizerinde bir metriktir. Bu metrik F¥ iizerinde
standart metrik olarak adlandirilir.

Tanim 2.2. X = (X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0
icin m,n > ng oldugunda, d(x,,x,) < € olacak sekilde bir ng = ng (€) sayist varsa,
{z,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.3. X = (X, d) bir metrik uzay olsun. X 'deki her {z,} Cauchy dizisi yakinsaksa
yani, x, — x € X ise, (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanim 2.4. L bos olmayan bir kime ve F' bir cisim olsun. + : L X L — L wve - :
F x L — L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglanwyorsa L’ye F cismi
tizerinde lineer uzay (vektor uzayr) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L icin v +y € L dir,

G2. Her z,y,z,€ L i¢in z+(y + 2) = (v + y) + z dir,

G3. Her x € L i¢cin x + 60 = 0 + x = x olacak sekilde 0 € L vardur,

G4. Her x € L i¢in v + (—x) = (—x) + x = olacak sekilde —x € L vardr,
G5. Her z,y € L i¢in v +y =y + x dir.

B) x,y € L ve a,0 € F olmak izere asaqidaki sartlar saglanar:
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L1l. a-x € L dir

L2 a-(x+y)=a-x+a-y dir,

L3 (a+p)-x=a-x+ (- dir,

L4. (aff) -z =« (Bx) dir,

L5. 6 -x =ux dir (Burada 0, F nin birim elemanadir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay denir.

Tanim 2.5. N bir lineer uzay olsun. ||-|| : N — R fonksiyonunun x’deki degerini ||x||
ile gosterelim. Bu fonksiyon igin,

N1 |jz|]| =0 2=0

N2 laz| = fal [lz]| (a € F)

N3 lz+yll < =]l + [lyl]

sartlar saglanwyorsa ||-|| fonksiyonuna N dzerinde norm, (N, ||||) ikilisine de normlu
uzay ady verilir.

Tanim 2.6. L, F' cismi tizerinde bir lineer uzay olmak tizere (-) : Lx L — F fonksiyonu

11 {x + > <f€ z) + (Y, 2)
12. (ax y) ,y) (a € F)
13. (x,y) = < >

L. (x,x) >0 ve (x,2) =0 2=0

sartlary saglanyorsa (-) fonksiyonuna i¢ ¢arpvm fonksiyonu denir.

Tanim 2.7. X bir i¢ ¢arpim uzay ve ||-||, i¢ ¢carpim normu olsun. d(z,y) = ||z — y|| =
(x —y,x —y) olarak tamwmlansin. Bu durumda (X,d) bir metrik uzay olur. X i¢

carpim uzayr, 1¢ carprman normuyla tanimlanan bu d metrigine gore tam ise X ‘e Hilbert
uzayr denir.

N ve N’ normlu uzay ve A : N — N’ bir lineer operator olmak tizere Vo € N icin,
[Az|l < M |||
olacak bigimde bir M > 0 reel sayis1 varsa A’ya sinirli lineer operator adi verilir. Burada,
||Al| = inf M

sayisina A operatoriiniin normu denir.
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3 MATERYAL ve YONTEM

Bu boltimde sirasiyla operator yaklasimi ve sonlu fark yontemleri kullanilmistir. Ayrica
niimerik denemelerde iyilestirilmis-Gauss yok etme yontemi kullanilmigtir.

3.1 HIPERBOLIK-SCHRODINGER DENKLEMLERI ICIN
LOKAL OLMAYAN SINIR-DEGER PROBLEMLERI

Onciiller ve Motivasyon

H Hilbert uzayinda kendine es pozitif tanimli bir A operatori ile

( %jtzélu(t):f(t)wétil),
A0 L ) =g (1< <0), &y

Au(=1) = au(p) +,0 <p <1

\

yukaridaki lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim.

Birgok hiperbolik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan simr-deger problemi (3.1)
problemine indirgenebildigi bilinmektedir.

Eger agagidaki sartlar saglanirsa u (t) fonksiyonu (3.1) probleminin ¢6ziimiidiir:

i. wu(t) fonksiyonu (0, 1] arahiginda iki kez tiirevlenebilir siirekli ve [—1, 1] arasinda
siirekli tlirevlenebilir olmalidir. Araligin ug¢ noktalarinda tiirev tek tarafli tiirev manasindadir.

ii. w(t), her t € [-1,1] igin D (A)'nin elemamdir ve Au(t) [—1,1] arahiginda
streklidir.

iii. u (t) (3.1) probleminin denklemlerini ve lokal olmayan kogula uygundur.

Buradaki amacimiz (3.1) probleminin kararliligini incelemektir. Bu kisimda (3.1)
probleminin ¢oztimiiniin kararlilik kestirimleri elde edilecektir. Uygulamalarda karma
tipli hiperbolik-Schrodinger denklemlerinin ¢oziimleri i¢in kararlilik kestirimleri elde
edilmigtir.

Son olarak bilinmelidir ki hiperbolik-Schrodinger denklemleri fizik ve miithendislikte
onemli bir rol oynamaktadir (Bkz, 6rnegin, [Zheng, Z. ve Xuegang, Y., 2004], [Oblomkov,
A. A. ve Penskoi, A. V., 2005], [Avila, A. ve Krikorian, R., 2006], [Kozlowski, K. ve

Kozlowska, J. M., 2010], ve ayrintili bilgiler kaynaklar kisminda verilmistir.)

Ayrica, baglangig deger problemlerinin niimerik ¢oztimlerinin ve Schrodinger den-
kleminin son on y1l igerisinde kapsamli bir aragtirma faaliyeti konusu oldugu bilinmekte-
dir (Bkz, 6rnegin[Tselios, K. ve Simos, T. E.; 2005], [Sakas, D. P. ve Simos, T. E., 2005,
[Psihosiyos, G. ve Simos, T. E., 2005], [Anastassi, Z. A. ve Simos, T. E., 2005], [Simos,
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T. E., 2009], [Stavroyiannis, S. ve Simos, T. E., 2009] ve ayrintili bilgiler kaynaklar
kisminda verilmistir.)

Temel Teorem

Teorem 3.1. ¢ € D(AY?),9(0) € D(AY?),¢' (0) € D(AY?) ve f(0) € H oldugunu
varsayalim. f(t), [0,1] araliginda strekli tirevienebilir ve g (t), [—1,0] aralginda iki
kez tiirevenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda, (3.1) probleminin tek bir ¢ozimi
vardir ve asaqidaky kararbhk esitsizlikleri saglanir.

max [|u(t)]|,; < M[||A"20|,, + ][4 (0)]],, (3.2)

—1<t<1

T omax |47 (0)]], + max |42 (t)HH} |

—1<¢<0 0<t<1
max du t) + max HAl/Qu(t)” < M {||¢| (3.3)
—1<e<1|] dt ||y —lst<i H — H :
—1/2
1 O+ s 4772 0+ g 1 Ol
du (t) d?u (t)
T |, o] e, e A0l o0

< M [[|AY20]|, + (| A2 (0)| 7 + 19 (O)]l

s 9" Ol + 4777 O]+ g |45 0|

—1<t<0 0<t<1

Burada M, f(t), t € [0,1], g(t), t € [-1,0] ve ¢ ifadelerinden bagimsizdur.

ispat: (3.1) probleminin ¢6ziimii i¢in formiil elde edecegiz. Bilindigi gibi baglangig
deger problemlerinin

Cull) | au) = F) 0 <t <),
dt* (3.5)

du (t
iL)jLAu(t) =g((t)(-1<t<0),
dt (3.6)
u(=1)=u_
tek ¢oziimi vardir ve dolayisiyla,

t

14@=c@uw»+wwwm»+/sa—wfwwmoSts1 (3.7)
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formiilii saglanir. Burada,

a2 a1z L a12 al)a
kosiniis ve sintis operator fonksiyonlar: ve
t

w(t) = ey — i/ei(ty)Ag (y)dy,—1 <t <0, (3.8)

“1
olur. (3.7), (3.8) formiilleri ve (3.1) denklemi kullanilarak agagidaki esitligi yazabiliriz,

w(t) = [c(t) +ids (t)] ] eu_y — i/e —w4 g (y) dy (3.9)

-1

t

—is <t>g<o>+/s<t—y>f<y>dy.

Simdi, lokal olmayan sinir kogulu kullanilirsa,
Au(=1) = au (u) + ¢

operator denklemi .
{I—afAe(p)+is(p)] e} usy (3.10)

elde edilir. Burada,

olsun. Bu durumda, '
I—alA e(p) +is ()] e

seklindedir. Bu operatoriin tersi
T = (I-a[A e (p) +is ()] €4) "
olmak iizere mevcuttur ve agagidaki esitsizligi saglar:

1Ty < M. (3.11)
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Bu kestirimin ispat1 asagidaki kestirime baglidir:

|—a [A e () +is ()] €4]],,_,, < 1.

Kosiniis ve siniis operator fonksiyonlarimin tanimlar1 kullanilarak, A > 61, § > 0 ve
A= Ax, ‘
l=a [A™ e (w)is (W] €]y

< s |- [%cosw’puwﬁsmwm]eﬂ

;cos(\/_u)—i-%sm VPR

< sup |qf ‘ew|

0<p<oo
T T,
<l sup /5 cos (y/om) + = sin’ (/)
§<p<oo V P p
vV1i+p
—p .

<o

elde edilir. Diger taraftan,

V1i+p \/ 1496
p )
oldugundan,

iA 0 Vito
H_ [ —i—zs(#ﬂe HHHH<m. 4]

Dolayisiyla, (3.11) kestirimi elde edilir. Boylece operator denkleminin (3.10) ¢oziimii
icin

= 1.

0

u =T |a{ —id e /—W‘ (3.12)

0
—s(n) [iA7'g (0) + / e™"g (y) dy
—1
m
+A™ /8 (t=y) f(y)dy p + A
0
denklemi yazilir. Sonug olarak, (3.1) lokal olmayan sinir-deger probleminin ¢6ziimii i¢in
(3.8), (3.9) ve (3.12) denklemlerini elde ederiz.
Simdi, (3.1) lokal olmayan sinir-deger probleminin ¢oziimii i¢in (3.2), (3.3) ve (3.4)
kestirimleri ispat edilecektir. A operatoriiniin simetri ozelliginden yararlanilarak,

le ()l gom < 1,]|AY2s (¢t <1,t>0, (3.13)

Ol <

e 4], <1,t>0 (3.14)
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yazilabilecegi aciktir. Oncelikle (3.2) kestirimi elde edilecektir. (3.12) formiilii ve kismi
integrasyon yontemi kullanilarak

u =T (a {—A_Qc 1

) [2(0) = 9 -1
—iA™ls (u) <e“‘g(—1)+/j e (y )dy)

+A1/0 s(h—y) f(y) dy} +A190)

denklemini elde ederiz. (3.11), (3.13) ve (3.14) kestirimlerini kullanarak
luslly < NN (el {HATH] oy e (g (A9 O],
el (1479 O + |47 g (=1) = g(O)]] )

0
[ e 47 )]

il [[AY2s ()] e [ A2

< (A7 O, + 47 (-1 = 5000,
e 47 @l ] 1A

1A = )l 147 W+ A7 A, )

< M [[[A7 ]|, + (|49 (0)

— elAg —

—/Oe wAG (y )dy] (3.15)

-1

zAH
He H—H

[

o 4700+ g 4710,

(3.16)

esitsizligi yazilir. (3.15) formiiliine A'/? uygulanirsa

AYV2u_ =T (a {—A—3/2c (11) [g (0) — g (—1) — /

-1

e WAy (y )dy} (3.17)

0

—ia72s ) [y (-1 + [

-1
o
+A‘1/2/ s(u—y) f(y) dy} + A‘I/Qso)
0
denklemi bulunur. (3.17) formili ve (3.11), (3.13), (3.14) kestirimleri kullamlarak,
142 us ]|y < AT Mg (ol {lle W lamp A7 o (A9 O],

el e (14729 0)

e (y) dy]

I+ 147219 (=1) = 9(O)]]| ;)
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0
e 14725 )] 125 G A7

A 1470 O+ 477l (1) = 501,
[ e 47 )] ]

A [ 1A ) 1A 0 0]

+ A7) < M [llelly + |47 29O,

o 4720, + s 4710

(3.18)
kestirimi elde edilir. (3.8), (3.9) formiilleri ve kismi integrasyon yontemi kullanilarak,
¢

u(t) =My =4 g ) - g (o) -

z(t y)A /( )dy:| _1§t§0’
-1

(3.19)

u(t) = c(t) {u ot (g | Ly () ) } (3.20)

-1

—iAs (1) {e”‘u_l — A (g (0) —eg (—1) — /0 e (y) dy) }

-1

—is<t>g<0>+/Ots<t—y>f<y>dy,oSts1

esitligi yazilir. (3.13) ve (3.14) kestirimleri kullanilarak,
lu Ol < 10| g lluall + (1479 O]+ ([

x[[A7 g (0)||,, + [A" 9 &) — 9 (0)]]|

e g 1A g (1) = g O]

t
b 47 Gl )

<M {I!ulllHJr A" g(0)||,, + max [|[A~"g )HH} ~1<t<0 (3.21)

HH Z1<t<0
ve

lu @l < Nle Ol L€ | g a1l
+ ||e‘

AT (1A ( HH ‘AHHHH
< (|49 )] + |47 g 0)ll[ )]

N /_01 e ™4, 147 W), dy) }
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1A Ol gy Ll i AP0l + A7 29 O)]]

e M (A2 O + A7 19 (=1) = 9 O)]]| )

0
[ e A7 ]}

il A5 O e 14729 O]

t
[ =) 472 @)

< M [[| A 2ua],, + [ A29(0)]),
+ max |47/ (1)), + max AT @], | 0< <1 (3.22)

esitsizligi yazilir. Sonrasinda, (3.16), (3.18), (3.21) ve (3.22) kestirimlerinin kullanilmas:
ile (3.2) bulunur.

Tkinci olarak, (3.3) kestirimi elde edilecektir. (3.17) formiilii ve (3.11), (3.13), (3.14)
kestirimleri yardimiyla,

A 2uy]|,, < [M |l + [|[A729(0)]|,, (3.23)

+ max |47 Ol + g A0

kestirimi yazilir. (3.15) formiiliine A uygulanirsa ve ayni zamanda (3.11), (3.13), (3.14)
kestirimleri kullanilirsa,

14wl < ITWgr (ol Lle )i A7 e Ll O
ey Ng O+ lllg (=1) = g(O)]I] )
1 i U @l o] 145 G0
A2 (e i g O+ g (=1) = (0] ]

0
o Py

1Ay [ 1A = )l 1 @l ] |+ 472 42, )

<M [||A1/2¢I|H+ 19(0)][,y + max [lg'(£)]], + max |]f(t)||H} (3.24)

—1<t<0 0<t<1

esitsizligi elde edilecektir. (3.19), (3.20) formiillerine A2 uygulanr, (3.13) ve (3.14)
kestirimleri kullanilirsa,

142 a 0] < e 14120
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A O+ |47 ka0 -

e (14779 (0)

HH

I+ 14719 0|l )

t
b [y ey <y>Hde}

<M [HA”QU—lHH+ 147 2g(0)]l,; + max [[A729' ()] } 1<t<0 (3.25)
ve '
142 O] < lle Ol el 1472,

Ay (o Ol e Ul Ol + s (-1 = O3]

e 47 )}

+ g Ol + ey g )l + llg (=1) = g (0] ]

0
N e P e s

+1il }Iz‘ll/%(t)lle||9(0)|IH+/0 A2 (t = )] gy 1 W)l dy

—1<t<0 0<t<1

< M ||| Ausllg + g0 + max [|A7Y2g' ()], + max [|f (2 >||H:| ,0<1<1 (3.26)

esitsizlikleri elde edilecektir. Sonug olarak (3.23), (3.24), (3.25), (3.26) kestirimleri
birlestirilerek, (3.3) esitsizligi elde edilir.

Ugiincii olarak, (3.4) kestirimi elde edilecektir. (3.15) formiilii ve kismi integrasyon
yontemi kullanilarak,

u_y =T (a{-A2c(p) [(9(0) — g (—1) +iA™" (3.27)

< g -ty - [ e AT | ) + i )

-1

x [emg(—l) —iA™ (g’ (0) — ey’ (~1) —/01 ™" (y )dy)}
e s - [Cet-n rwa]fare)

denklemi bulunur. (3.27) formiililne A uygulanir ve (3.11), (3.13), (3.14) kestirimleri
ile birlikte kullanilrsa,

lAusllyy < 1Tl —gr (el {lle Ml —ir 1A
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< [Ilg Ol + [l .y (g Ol + g (=1) = g (0)ly

AT (A2 O+ [l
A e (AT HA”Q ’ HH + He’iAIIHHH
< ([|4772g O + A7 0)lll )

# [ e <y>quy)

A Wl 147
X [lle™ || y—sr (lg Ol llg (1) = 9(O)]] )
AT (14720 O] + He |

HH ‘“‘HHHH
X (147729 )|y + 147 L9 0)lll2)

0
I P P <y>Hde)}

AT i UL Oy + 1 () = £ (O + e () r— g 1 (0] ]
T R (TP T P V0 P P P PG

< M [||A72¢]|,, + lg(0)] 5 + | A~24'(0)]],,

—1<t<0 0<t<1

+ max A2 @), + O]+ ma |0 >HH] (3.28)

esitsizligi yazilir. (3.27) formiiliilne A%2 uygulanirsa,

APy =T (a{=A""2c(u) [(g(0) — eg (=1) +iA™!

x {g’ (0) — ey’ (=1) —/01 e " (y )dyD +iAY?s ()

<Jtaen - (g -ty - [ ey

n
A2 p e ) - [Cew-nrwa|frate) e
0
esitligi elde edilir. (3.29) formiili ve (3.11), (3.13), (3.14) kestirimleri kullanilirsa,

14%2u Ly < TN e (d LDl Gl A7 g

< (A2 (14729 (0) HH+ He’AHHHH
< (14729 )] + |4 [g ( 0l[[))]
LA™ ] (lly' (0 >HHHH+ ||e “‘HHHH

<[lg" Ol + 1l (=1) = g'(0)]] ]
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0
b L I @) + 11425 )

<[l N 1477 € + [ A9 0|l 1)

AT gy (U9 O g + [l ]y (g Ol + [l <— >—g< i)
eyl @l )]
Nemw [ (O)[ 7 + [1AY2Lf (1) = f Ol + lle Gl g [[AY2F O]
[ et Dl 14727 @)y o] + 42 1401 )

M (|| Al + [[AY2g(0)]|; + g O

A9 (O]

47 14127 (0)

+ max [|¢"(¢)| 5 + HAI/zf + max HAl/Qf HH] (3.30)

Z1<t<0 HH 0<t<1

esitsizligi elde edilir. (3.19), (3.20) formiilleri ve kismi integrasyon yontemi kullanilarak,

w(t) = Ay _; — A7! g (1) — eltHDAg (1) (3.31)

t
AL <g/<t)_€i(t+1)Ag/<_1)_/ 6( —y)A //( )dy)} —1<t<0,
-1

u(t) = [e(t)+iAs ()] {eu_y — A7 (g(0) — e'g (—1) (3.32)

—iA™! {9’ (0) — ey’ (=1) - /_ 01 ") dyD}

—is () g (0) — AT [f (t) —c(t) £ (0)

t
/c },ogtgl
0

esitligi yazilir. (3.31), (3.32) formiillerine A uygulanir ve (3.13), (3.14) kestirimleri
kullanilirsa, .
lAu (@)l < [le™™ DAY,y lAully

+{|AT2 L A2 (0], + A [9 () — g (0)]
e (1472 O], + |42 [0 (~1) — g (O)]],)]
+ il | A2\ Ul Ol + g () — ¢ ()]l
+ e A, g )y + Nl () — g ()1 )

t
# [ 1 el W)

< M |{[|Au-a]| + [|A29(0)|| + 19Oy + max g/ ()||H:| ,—1<t<0, (3.33)

—1<t<0

I
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ve
1A @)l < e Oll g {lle™ ]|y 1Ay

AT gy 429 Ol [l i 477 9 (1) = g O] ]
A s (9" Ol + e (5" OVl + 19" () = 6 (O)l1 )

[l ]

A O e 4% 0]
{14729 O + [ 1479 (1) = g O)]]
AT [l Ol + e gy (19 Ol + 119" (8) = 3 O)]])

+f ey o <y>quy} }
il [|AY2s(6) ||y 129 (0)]]
HAT2 ) LAY F )+ [[AY2F () = £ (0)]]
Flle )l 1421 O)]],,] + / et = 9l 1 @)l dy

< M [ 4%y, + [A29(0) ], + 16 O

+ max |lg"(t)[|; + ||AY2f(0)]|,, + max ||A1/2f’(t)HH} 0<t <1, (3.34)

—1<t<0 0<t<1

esitsizlikleri elde edilecektir. O halde, (3.28), (3.30), (3.33) ve (3.34) kestirimleri ile

(3.4) esitsizliginin bulunmasii saglar. Dolayisiyla Teorem 3.1 in ispatini tamamlanmig
olur.

Uygulamalar

Simdi, Teorem 3.1 icin bir uygulama verilecektir. Ik olarak;

p

Uyy — (a(x)vy)s +6v = f(y,2),0 <y <1, 0<2 <1,
ivy — (a(z)vg)s + 00 =9g(y,x), -1 <y <0, 0< 2z <1,
—(a(x)v,(=1,2)), + 0v(—=1,2) =v(1,2) + p(x),0 <z <1,
Y v(.0) = v(y, 1), va(y,0) = va(y, 1), -1 <y < 1, (3.35)
v(0+, ) N v(0—,2),v,(0+,x) = v,(0—,2),0 <z <1,
\ af < Nk

karma tipli hiperbolik-Schrodinger denklemi ele alinacaktir. Burada ¢ > 0 olmak
lizere bir sabittir. (3.35) problemi v (y,z) seklinde diizgiin tek bir ¢oziime sahiptir.
Bunun i¢in a (z) > a > 0, (z € (0,1)), ¢ (z) (x € [0,1]), f (y,z) (y € [0,1] ,x € [0,1]) ve
g(y,z) (y € [-1,0],z € [0,1]) seklinde fonksiyonlar olmahdir.

28



Ly [0,1] Hilbert uzayminin [0, 1] araliginda tiim kare integrallenebilir fonksiyonlarin
ve W3 [0,1], W2 [0,1] Hilbert uzaylarim sirasiyla asagidaki normlarla

1 1/2
oo = ( / Iw(w)IQdfﬂ)

1
lelhwzon = ( [ \so(x)ﬁdx)

+ ([ loe P ar) "

2

+([1e. <x>\2dx)l/ |

2

([enora)”

tanimlayalim. Bu sartlar altinda (3.35) karma tipli problemi; Hilbert uzayinda kendine
eg pozitif taniml bir A operatorii ile tanlmlanan, lokal olmayan (3.1) smir-deger prob-

lemine indirgenebilir.

Teorem 3.2. Lokal olmayan swnir-deger probleminin ¢ozimi asaqrdaks kararbibk ke-

stirimlerini saglayacaktir;

max 00, Mgion < M (19l

max, oy (4, )l 100 + _1<y<1
1190, ) o) + _max

—1<y<0

max [[v(y,)|lyzp.q +

—1<y<1 —1<y<0

< M |[¢llwgg0. + 900

+ max
—1<y<0

Burada M, f (y,x) (y € [0,1],z € [0,1]),
den bagimsizdar.

19y (v, ')HLQ[OJ +

max ||Uy<y7 )”Lg[O,l] +

19wy (Y ) Ly10,07 + 170, )l L0y

0<y<1

max || f(y, )HLQ[O,I]] ’

max

02l [[vgy (¥, ')HLQ[OJ}

7')||W21[0,1] + 1194/(0, ')||W21[0,1]

+ max 1 fy(y, ')”LQ[OJ]} ‘

g(y,x) (y € [_1’0] S [07 1]) Uego(l‘) (ZE € [07 1])

Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1. ve problem (3.35) tarafindan tiretilen operatoriin

simetri 6zelligine dayanmaktadr.

Ikinci olarak, cok boyutlu hiperbolik-Schrodinger denklemi icin karma tipli lokal

olmayan sinir-deger problemi

- E ar 'UxT

r=1

= f(y,

= (21, ,Tm) €Q,
m
vy =Y (a,(x)vs,),,
r=1
x:($17"' 7xm) GQ,
m

- Z (ar(z)vg, (-1, x))mr =

z),0 <y <1,

:g(yax)>_1 S Yy S 07

(3.36)

v(l,z) + (), 2 € 1,

U(y,x)zO,xGS,—lgygl
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ele almacaktir. Oyle ki Q, m-bouytlu Oklid uzaymda R™,
([EZZE:(ZL’l,--- 7xm)70<xk<171§kgm>

Sve =0 U S tarafindan smurlanan bir agik birim kiiptiir. Burada, a,.(z),(z €
N),p(z) (x € Q) ve f(y,x) (y € (0,1),2 € Q),9(y,z) (y € (—1,0),x € Q) ifadeleri
[0, 1] x 2 de verilen diizgiin fonksiyonlar ve a,.(z) > a > 0 dir.

Lo () Hilbert uzaymin € iizerinde tiim integrallanebilir fonksiyonlarim
1/2
s = [ [ e da,
z€Q
ve Wy (), W3 (Q) uzaylarm sirasiyla agagidaki normlarla

1/2

ety = Iellia + 8 [+ [ S len P

— r=1
e "

1/2

2dxey -+ - dxy,

ez = ol + 4 [+ [ i,

—_ r=1
ze

1/2

+ /.../Z|gpxrxr|2dxl...dxm :

—_ r=1
€S

tanimlayalim. (3.36) problemi diizgiin a,(z), f(y, z) ve g(y, x) fonksiyonlar: i¢in v(y, z)
bigiminde diizgiin ve tek bir ¢oziime sahiptir. Bu sartlar altinda (3.36) karma tipli
problemi, Hilbert uzayinda kendine es pozitif tanimli bir A operatorii ile tanimlanan,
lokal olmayan (3.1) smir-deger problemine indirgenebilir.

Teorem 3.3. Asaqidaki kararhiik kestirimlerini,

7%%”%(%.)“@(5) + max oy, )llwy@) =M [Hg(O,-)HM@

—1<y<1

s 0 M) + 05 110 ) + gy

“max oy, llwe(ay + _max oy (Y, )l @) + max vy (y: )Ly

< M |llellwy @) + 1900, Mg @y + 195(0: )y @)

+ max {19y (Yl @) + 1Oy @) + max (v, -)HLQ(Q)]

(3.36) lokal olmayan sinir-deger probleminin ¢ozimini saglar. Burada, M, katsayist
fly,z) (y€[0,1],2€Q),9(y,z) (y € [-1,0],2 € Q) vep (x) (x € Q)den bagimsizdur.
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Teorem 3.37in ispat1 Teorem 3.1%e, (3.36) tarafindan tanimlanan operatdriin simetri
ozelligine ve agagidaki Lo (Q) icindeki eliptik diferensiyel problemin ¢oztimiintin koersif
esitsizligine dayanmaktadir[Sobolevskii, P. E., 1975].

Teorem 3.4. Eliptik diferansiyel problemin ¢ozumi i¢in

m

=D (@ (@)u,), =w(z),z e,

r=1
u(x)=0,2 €58,

asagidaki koersif esitsizligi saglanmaktadir:

> lza, |, @y < MWl @) -
r=1
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3.2 HIPERBOLIK-SCHRODINGER FARK DENKLEMLERI

Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

Bu boliimde kolaylik i¢in g > 27 alinmugtir. (3.1) sinir-deger probleminin yaklagik
¢ozUumi i¢in

( Uk+l_27zk+Uk_l+Aukz+1=fk:7fkZf(tk+1),tk=k771Sk‘SN—L
iul;uo — _ Aug + g0, -
i@%—fiuk:gk,gk:g(tk),tk:kT,—N+1SkSO,

| Au_ny = aupy) + ¢

birinci basamaktan dogruluklu fark semasi incelenmistir. Bilindigi gibi, H Hilbert
uzayinda Oz-eglenik pozitif tanimhi A diferansiyel operatorlii lokal olmayan sinir-deger
probleminin bir degigkenli diskritizasyon (discretization) fark semalarii aragtirmak de-
mek, H; Hilbert uzaylarinda h’ye (0 < h < hg) gore diizgiin 6z-eslenik pozitif tanimh
Ay, fark operatorlii cok degiskenli diskritizasyon fark semalarini aragtirmak demektir.

Oncelikle ileriki boliimlerde ihtiyac duyacagimz yardimer teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 3.1. Asagidaki

17 (A | < 1, (3.38)

lr A2 R (£ AV [y < 1, (3.39)
B[y < M (1407)7", (3.40)
|(rirary g rica™| <1 (3.41)

kestirimleri saglanir. Burada M katsayisi1 7’dan bagimsizdir ve
R(£7AY?) = (I +irAV?)
R=R(tA) = —irA)™"
dir.
Yardimci Teorem 3.2. Agagidaki
([ —aA"V[{L [RWA-1 (A1) £ RIWAT (—rA12)]

Q. - +2liA1/2 [R[u/ﬂ—l (TAY?) 4 R/ (—TA1/2)] } RN

+2iiA1/2 (I +72A) [RW/T (=7 AVZ) — RIW/T (7 AV/2)] RN:|

\
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operatorunin tersi

(1= 0™ [{ [RH (A7) R ()
. _i_%Al/Q [R[u/r]—l (TAl/Q) + Rlx/m1-1 (_TAl/Q)} } RN
-1
o AV (I 4 72) [RI7] (< AY2) — B (r A% RND
L 7
vardir ve

T < M (3.42)
kestirimi saglanir. Burada M katasyisi 7 'dan bagimsizdir.

Ispat: (3.42) kestiriminin ispat:

HI oA [{% [RIWA=1 (7 A12) 4 RIW/=1 (—r A1/2)]

_i_%Al/Q [R[M/T]*l (TAl/Q) + R[M/T]fl (—TAl/Z)} } RN
1

<1
H—H

+2%,A1/2 (I +72A) [RW™T (=7 AY?) — RIWT (7 A41/2)] RN]

kestiriminin ispatina dayanir. Bu esitsizlik

e Hl (R (7 AV2) 4 R (7 AY2)]
2

LAV [RIIY (7 AY2) 4 R (—rAV?)] } RN
2i

—l—%Am (I +72A) [RWT (—7AY?) — RW™ (7 AV2)] RN:|
1

1 A1/2 Al/? 1
- _ Afl - . . [w/T]—1 1/2
“ H (2 T T T +iTA1/2> R (r47)
1 A1/2 A1/2 1
— . lw/7]=1 (_ 1+ AV/2 N
+<2+ % I—z'TAl/?)R (= )}R}

aA™! 1/2; 1 -1 1/2
= — 5 {{(1+A/Z<—1+m>)R[M/] (TA/)

. 1 o
+ (1 + AV (1 + m)) Rl/m-1 (—TAl/z)} RN}

seklinde de yazilabilir. A operatoriiniin pozitif ve 6z-eslenik olma 6zellikleri kullanilarak

H—aA—l [{% [R[M/T]—l (TAI/Q) + Rlw/m-1 (_TAl/g)}

33



L LAV (R (A1) 4 R (_r A1) } RV
2i

Lo 2 /) (- AV/2\ _ plu/e] (- A1/2Y] PN
b AV (14 72A) [BH) (e AV2) — B (rAV?)) R

2 H—H
lafp”!
< sup ——— (1+p+1++p)
d<p<oo 2
1+.,/p 5 1+V6 1+V0
= sup |of < : = <1
§<p<oo p 1+6 0 V1+9

elde ederiz. Dolayisiyla, (3.42) kestiriminin ispati tamamlanir.

Teorem 3.5. Eger ¢ € D(A) ise, bu durumda (3.37) fark semasinin ¢ézimii igin
asagrdaki

s Mol < 3 (A2 4 e 4725 (3.3
+||A g0l + e 1A~ (g, — gr—1) TlHH} ,
e, 142 < 0 (Il + mn 1l 341
Floll+_ s, 0= 907
| max 772 (e —2up, + wea)|| (3.45)
R |77 (ue— 1) ||, + _fnax | Aug| 5

< M [ A¢l| + (| A2 ], +

e [AY (f— fi) 7]+ A0

+ ||(go ~9-1) T_1HH + _(Nfrll)égcg_l H(9k+1 — 20k + Gr—1) 7'_2||H

kararhbik kestirimler: saglanir. Burada, M katsayst 7, fr, 1 < k < N,gp,—N < k <0
ve @ ’den bagimsizdar.

Ispat: Herseyden 6nce, (3.37) fark semasimn ¢oziimii icin gerekli formiiller elde
edilecektir. Bilindigi gibi,

772 (Upy1 — 2up + up_1) + Augrr = f,
fk:f(tk+1),tk+1:<k+1)T, 1§]€§N—1, (346)
uy = &, Tﬁl(m—uo) =1,

iT_l (uk - uk:—l) + Auk’ =09k, 9k = g(tk;), (3 47)
ty=kr, — (N —1) <k <0, u_y veriliyor , '
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baglangic deger fark problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve agagidaki formiiller

( U,1:§+T¢,

= (3[R (rA2) R ()
+%A1/2 [qu (TAl/Q) + R+1 (—TA1/2)} }5

+2iiA_l/2 (I +7%A) [Rk (—TA1/2) — Rk (TA1/2)} "

k—1
+3  ZATV2[RES (—rAY2) — RF0 (TAV?)] f,, 2< k<N,

\ s=1

s=—N-+1
saglanir. Buradaki (3.48), (3.49) denklemleri ve

7t (w1 — o) = —Aug + go,up = &, 77" (u —ug) =0

formiilleri kullanilarak,

0
£ =wuy =R u_y — it Z R™*tg,,

s=—N+1
0
Y =7"(ur —up) = —A |RVu_y —ir Y R™Mg| + g
s=—N-+1
formiilleri elde edilir. Bu drurumda,
0
up = (I —7A) |RNu_y — it Z R gs| + 790,
s=—N+1
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wp = {{% [kal (TA1/2) + Rk-1 (_TAl/Q)}
+%141/2 [Rk:—l (TA1/2) 1 Rk-1 (_TA1/2)]}

_%AI/Q (I+ 7'214) [Rk (—TA1/2> — Rk (TA1/2)}}

(3.51)

X

0
RNu_n —iT Z R_SHQS]

s=—N+1

1
—i—ZA_l/Q(I +72A) [Rk (—TAl/Q) — RFk (TA1/2)} g%

k—1
+Z 212.1471/2 [kas (—TA1/2> _ Rk-s (TAW)} fo2<k<N

\ s=1

dir. Lokal olmayan siir kogulu
Au_y = aup + ¢,

kullanilarak,

vy — Al H{% [RI71 (7 A12) 4 RIWA-1 (Zp A1/2)]

_{_%Al/Z [R[M/T]—l (TA1/2) + R[u/‘r]—l (_TAl/z)]}

_% AV (T 4 72 A) [RW/T (7 AV2) — RIn/T) (7 A1/2)] }

X

0
RNu_n —ir Z RSHgS]

s=—N+1
+%A‘1/2 (I +72A) [RWT (=7 AY?) — RW™ (1AY2)] g,

/7)1

+ Z ;A_l/Q [R[M/T]—S (—TA1/2) _ R[M/T]—S (TAl/QH fs] + A_1Q0
7
s=1
operator denklemi elde edilir. Asagidaki

I — oA H{% [RIW/TL (7 41/2) 4 RIW/T-L (7 A1/2)]

+2li AV [RIFITIY (2 AV/2) | RIS (g g12)] }
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— AV (14 72 A) [BW) (e AV2) B (A1) H RN

operatorunin

T, = (1 —aA™! [{{% [RW/T=1 (7 AYZ)  RWTISY (—7 AV2)]

L Rt (r g1y 4 RS (g 102 }
2i

-1

—%AW (I +72A) [RWT (—7AY?) — R (7A12)] H RN)

tersi vardir ve

SR <aA_1 H{% [RIWTIH (rAV2) 4 RIITITE (7 A2 (3.52)
+%A1/2 [R[M/T]*l (TAl/Z) + R[ﬂ/T]*l (_TAl/Q)]}

_% AY2 (T 1 72 A) [RI7) (—7 AY2) — R (AV?)] }

0
x(—ir Z Rs“gs>

=—N+1
LA (17 A) [RV) (e AV2) = R (412)]
[n/7]-1

+ Z QZ 1/2 u/T] ( TA1/2) _R[M/T]—S (TAI/Q)} fs:| +A1¢>

esitligi saglanir.

Simdi, (3.43), (3.44) ve (3.45) kestirimlerini elde edecegiz. Ik olarak, |[u_y||, icin
kestirim elde edecegiz.

Abel formiilii ve (3.52) formiilii kullanilarak,

u_y =T, (aA_l H{% [RW/TI= (7 AV2) 4 RWTITT (—7 A1) (3.53)

L [RI/T=1 (7 AV/2) 1 RIW/TI1 (7 AL2)] }
2

—%AW (I +72A) [RW™ (—7AY?) — RIWT (7 Al/z)]}

0
xAIR7! (RNQ_N+1 —go+ Z Rt [gs - gs—l])

=—N+2

+2%.A—1/2 (I +72A) [RW (=7 AY?) — R (7 AY?)] go

37



[n/7]-1
T A-1/2 [plu/l=s (_ - AL/2\ _ plu/rl=s (- 41/2 1
- ; ;AR (—7AY?) — R (rA )}fs] T A <p>

elde edilir. (3.53) formilii ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42) kestirimleri kul-
lanilarak,

1
ol < 1T (10| { {5 147 L (1 )
+{[RHIT (=AY ||, ]

1, o o
g A7 [P () [ () )}

—l—ﬁ HA*l/z [H (1— + TQA) Rlw/7] (_TAl/z)

l—n I

+ H (I + TQA) R (TAI/Z) HH—>H] }

B s IR A7 9=+ 1A 90

S R, A [gs—gs_lmH)

s=—N-+2
1 — T
o A7 e (N4 2 4) BT (= AR,
+ | (74 72A4) R (r AV ] 1A 0]l
[n/7]—1

T — T]—38
2 g AT (IR (r A 2)
s=1
+ | R (A g AT el ) + 1A A7)
< MJA 20, + 1A g0l +

s 47 o = ) T+ e (ATl (3:54)

elde edilir. (3.53) formiillerine A2 uygulanir ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42)
kestirimleri kullanilirsa,

A2 < M [l + 47200l +

g A ) e AR 69

yazilir. Simdi, —N + 1 < k < N olmak iizere ||uy|ly; igin kestirim elde edecegiz.
— (N —1) <k <0 olsun. Bu durumda, Abel formiilii ve (3.49) formiilii kullanilarak,

up = RN TFu_y (3.56)
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k
+AT' R R g v — e+ Z R g gs_1]]

s=—N-+2

bulunur. (3.56) formiili ve (3.40) kestirimi kullanilarak,
il < [[RYH| Nl

IR g DR i A7 v [+ A g

+ 2 B N 147 e = 9ol

s=—N+2

<M [HU_NHH + “A71g0}|H +  max HA’l (9k — gr—1) TlHH:| (3.57)

—N+1<k<0

elde edilir. 1 < k < N olsun. Bu durumda, Abel formiilii ve (3.50), (3.51) formiilleri
kullanilarak,

u = (I —7A) (R¥u_y + AR [RNg_ni1 — g0 (3.58)
0
+ > R g— ge] ) + 790,
s=—N+42
ug = {{% [RF (7AY?) + RF1 (=7 AY?)] (3.59)

+2iiA1/2 [Rk_l (TAl/Z) + Rk—l (—TAl/Q)}}

_%Alﬂ (I+7%A) [RF (—TA1/2) — RF (TA1/2)]}

X

0
RNu_y+A'R7! <RNg_N+1 —go + Z R™*% g, — gs_l])]

s=—N-+2

g AT 4 T A) [RE (7 AYV?) — B (r A7) gy

k—1
+Zl 2%14—1/2 [Rk—s (—TAl/Z) _ Rk (TAl/z)] f.,2<k<N

bulunur. (3.58), (3.59) formiilleri ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41) kestirimlerinin kul-
lanilmasiyla,
lally < [T =74 RY| oy sl + 1By

<[ =7A) By ATy LA™ 9-nl ] + 14790l ]

0
LY u—rAy R, A ws—gs_ﬂnH]

s=—N-+2

<M {Ilu_NIIH + || AT 2go]|, + Jnax A7 (g% — gr-1) T—luH} (3.60)
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ve

T _ .
ot < {5 147 DR Ay [ (),

bt DR A+ B ()],
+ﬁ (7 + 724) RE (=7 AY2)|[, + |[(T + 724) B (A2, ] }

X< R g 14" ||+ | 1A=

<R N e 1A g + A7 290

LY, A [gs—gs_lm)]

i €

M P
+ﬁ N+ P2 A)RE (=7 AV ||,y + U+ AR (rAY) ||, 1A g0]l
+ ’:_1 ﬁ R (=r A2 |y + 1B (A | ATl 2 <R <N
<M |[|A 2w+ max [[AT2fl |
+[| A g0, + max |[AT (g —ge) T 4] 2 <K< N (3.61)

—N+1<k<0

elde edilecektir. (3.55), (3.57), (3.60), (3.61) kestirimleri birlestirilerek ve iiggen esitsizligi
kullanilarak, (3.43) kestirimi elde edilmis olur.

Tkinci olarak, ||Au_y/||,; icin kestirim elde edilecektir. (3.53) formiillerine A uygula-
yarak ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41) (3.42) kestirimleri kullamlarak,

1Au_nll gy < M [[|A20]|,; + lgoll +

_ -1
Cmax o= ge) 7+ a1 ell (3.62)

yazir. Simdi, —N + 1 < k < N olmak iizere || A"/2uy|| 5 i6in kestirim elde edecegiz.
—(N —1) < k <0 olsun. Formiil (3.49) ’e AY2 uygulayarak ve (3.40) kestirimi kul-
lanilarak,
1/2 N+k 1/2
1A 2| < 1B g 1A 2

1B DR g (AT gl + 14720
k
+ 2 Bl 1A [ - QSI]HH]
s=—N-+2
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<M {4+ 47l + g A7 o= ) 7| @09

bulunur. 1 < k& < N olsun. (3.58), (3.59) formiillerine AY/? uygulayarak ve (3.38),
(3.39), (3.40), (3.41) kestirimlerini kullanarak,

420, = 7 = 74 Ry A2 + 1

il
H—H

<N =7) By (1A g+ A7 290

0
+ Z H(I - TA) R_S—HHH—>H ”A_l/2 [98 B 95_1]HH]

s=—N+42

< 0 [l Al 4 s A7 - o)

ve

o IR () |y | (7))

gt [+ 72) B (7 ) |y 4 (1 72) RE (A,

X< (B g w1 B

<R 147 gl + 147 0]l ]

0
A, S R, A [gs—gs_ﬂ||H)]

s=—N+2

1
o [[[(T +72A)RF (=7 AV ||, + [T+ T AR (A ||, ] llgoll
k—1
.

+Zm |:HR/€75 (_TA1/2)HH~>H + Hkas (TAW)”HHH} HszH
s=1

<
< o1 lAully s 15l

—1/2 —1
+lgolly +  max  {|AT2 (x — g6 7| | 2SR SN (3.65)

bulunacaktir. (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) kestirimleri birlegtirilerek ve tiggen esitsizligi
kullanilarak, (3.44) kestirimi elde edilir.

Uglincii olarak, [[Au_yl|, ic¢in kestirim elde edecegiz. Abel formiilii ve (3.52)
formiilii kullanilarak,

A =T, (| {{G IR0 A7) ¢ ROP (o) (o
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LT [RI/T=1 (7 AV2) 4 RIW/TI1 (7 AL2)] }
2

1 T T
AV (1 72 A) [RW7 (7 AV2) — R (7 Aw)]}
x AR (RNg_ni1—go— i (TAR) ™

x{g9-1— 90 — R (g-n41 — g-n+42)
—1
+ Z R_S+1 (gs—H - 2gs + gs—1 })
s=—N-+2

+%A1/2 (I +72A) [RW™ (—7AY?) — RIW]
AT (R (<o AV R (rA2)]

_éA—l (R (—7AY?) + R (rAY?)] fium

[u/ 71

+ Z ATV [RWTES (—r AVZ) — RWT (rAVP)] { fain = ]}w)

bulunur. (3.66) formiilii ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42) kestirimleri kullanilarak,
1 -
40wl < 1T (Jol [ {5 27 ),

+ HR[#/T]*l (_TAl/Z)

(P

1/2
i) + 53 14

< R A g+ B (A ]

||H—>H

ATy [T+ 72 A4) R (=7 AY2)

l—n iz

+m }
+ H (I + TQA) R (TAI/Z) HH—>H] }
A s sl )

il HR s 1472 e (AT (92 = 90

+||RN e A7 (gt = gon2)

—1
+ Z ”RiSHHH—J{ HAil/z (gs+1 — 295 + gs—l)HH}

—N+2

A (28 B A
+ ” (I + TQA) R (TA1/2> ||H—>H} 190l &

1y, . .
5 1A g (IR (=AY g+ 1B (A ) 1l
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1, .-
+§ ”A 1HHHH [HR (_TAl/Q) HHHH + ”R (TAI/Z) HHHH] Hf[H/T]HH

(w/T]-1
1 _ Hes 7—s
+§ § : ”A 1/2HH—>H [HRW ] (_TA1/2) HHAH + ”RW } (TAI/Q) HHHH}

s=1

[ATY2 (For = £l ] + ATy 1420 )
M[”AI/ZSOthi‘||90||H‘i‘HA_l/2 9-1—90)T 1HH+|’f0l|H

_Nfggfg_l ”A_l/2 (Gks1 — 29k + gr1) T QHH
+1<r]§1<a]%< 1HA 1/2 (fr = fr—1) 71HH (3.67)

elde edilir. (3.66) formiiliine A2 uygulanir ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42)
kestirimleri kullanilirsa,

HA3/2 H =M [HASDHH + HA1/290”H + H 9-1—G0)T 1HH
e [[(geen — 20+ ge0) 7
—i—HAl/?f H + max H<fk_fk71)7'71HH 65)

1<k<N—1
yazilir.

Simdi, —N +1 < k < N olmak iizere ||Auy||, icin kestirim elde edecegiz. Bu
durumda, Abel formiilii ve (3.49) formiilii kullanilarak,

Auk = RN—HCAU,N + R_l (RN—HCQ,NJA — gk +1 (TAR)il (369)

X [RN+k_l (9-N12 — 9-~N+1) — (9 — Gr—1)

HAuilly gy < 1RV, lAu iy + | R

k—1

+ Z Rk_s [gs—i-l - 295 + gs—l]
=—N+2

bulunur. Formiil (3.69) ve (3.40) kestirimi kullamlarak,

<R LA™ 40l 7+ llg-av1 = goll ]
1 .
AT e 1400l + g = gl + il 147 g 1R

A L IR ) o = g0 7 R,

1

X HT (9-Nt2 — g-N+1+ 90 — g1 HH+ ||7' (9t — k-1 + 90 — g1 HH

k—1
R <gs+1—zgs+gs_1>||H])

=—N+2
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M [[|Au-nll g+ [|77" (90 = g-0)]| ; + A% 90]|

+ymax (177 (9o = 208 + 96-0) | (3.70)

yazilr. 1 < k < N olsun. Bu durumda, Abel formiili ve (3.58), (3.59) formiilleri
kullanilarak,

Auy = (I = 7A) (RN Au_y + R [RVg x4 — go — i (TAR)™ (3.71)

X {g-1—90— R¥" ' (g-ns1 — g-ny2) +

—1
Z R_S+1 [gs—I—l + 295 - gs—l]} > + 7-"490

Auy, = {{% [RE1 (TAY?) + R (—7AY?)] (3.72)

ve

+2liA1/2 [qu (TAI/Q) 4+ RF1 (_TAI/Q)}}

AV (14 72 A) [B (7 AV?) — R (A1) }

X [RNAU_N + R_l (RNg_N+1 — Jo — 1 (TAR)il

x{g-1— 90— RV (9-n4+1 — 9-n+2)
—1
+ Z R_8+1 [gs-i-l + 295 - gs—l]} )

—_N42
—|—%A1/2(I + 72A) [Rk (—TA1/2) — RF (TA1/2)} 9o

b [RE (—rAY?) — RS (rA)]

_% [R(—rA?) — R (rAV?)] fi

k—1
Z Rk s A1/2 Rk—s (TA1/2)] {fs+1 o fs}u 2< k<N

=1

+

N | —

»

bulunur.
(3.71), (3.72) formiilleri ve (3.38), (3.39), (3.40), (3.41) kestirimleri kullanilirsa,
|Awilly < (7 =7A) BY |y sl + (| B

< [ =74) By ATy (AT 9-nl] 14790l

L1 N _ _
+ il m HA 1HH—>H ”R 1HH_>H {||g_1 — golly — HRN 1HH—>H l9-~n+1 = g-nrallyy +
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-1
T Z HR_SHHHHH gs+1 + 295 — gs_lHH}

s=—N-+2
< 01 [ IAully + ol + s[4 (00 = gx) 7 (373)
ve 1
ludy < {5 1R A7) |y 1B (ra )]
1 _ _
gt R (A2 |y | (7))}
1
gty [+ 724) B (7 |y 4 (1 72) RE A}
IV A2+ R
X ([HRN”H_)H ||g—N+1||H + ||gO||H}
0
+ 2 B g 147 s —gsl]HHﬂ
s=—N-+2

1
g LI+ AR (e a2y |+ PR AP ] ol

Ly,-

5 1A g DR A+ IR (A ] A2

T

#5147y (1R A g+ IR A ] A5
k—1

T B . .
2 g AT L (R (r A2y + B A ] A
s=1

< 01 Ay 4 ARl + g 14 = S 7

14" g0ll + [1(g-1 = 90) 7"

— -2 <k< :
o max |(grs1 = 206 + gr—1) 72| ;| 2 <k <N (3.74)

elde edilir. Burada, (3.68), (3.70), (3.73), (3.74) kestirimleri birlestirilir ve {iggen
esitsizligi kullanilirsa, (3.45) kestiriminin elde edilecegi agiktr.
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Uygulamalar

Simdi, Teorem 3.5 i¢in iki uygulama verilecektir. Ik olarak, (3.35) karma tipli hiperbolik-
Schrodinger denklemini ele alalim. Temel Teorem 3.5, (3.35) karma tipli smir-deger
problemin tek degiskene gore birinci basamaktan dogruluklu yaklagik ¢oztimiiniin aragtirilmasinda
uygulanmigtir.  (3.35) probleminin diskritizasyonu iki asamada gergeklegtirilir. Ik
asamada,

0,1], ={z: 2, =nh,0<n <M, Mh=1}

ag uzay1 tammlanir. Ardindan [0, 1];, arahiginda tanimlanan ¢"(x) ag fonksiyonlar ve
Loy, = Ly ([0,1],) , W3, = W5 ([0,1],) , W3, = WZ([0,1],) Hilbert uzaylar1 tanimlanir.
Belirtilen uzaylarda norm

], - (MZ wmh) "

, N\ 2

h) |
M-1 5\ Y2 M-1 AN

\wuwgh=\\sohm%+(Z\wm h) +(Z\<w>m,j h)
n=1 n=1

formiilleri ile tammlanir. (3.35) problemi tarafindan olugturulan A diferansiyel op-
eratoru yerine

M-1
1y =, + (Z ().,
n=1

M-1

A (@) = {~(a(@)e)on+ 00, (3.75)

1

formiiliiyle tammlanan A? fark operatérii ahmir. Burada, A7 fark operatorii ¢° =
oM ot — 0 = pM — M =1 gartlarim saglayan " (x) = {¢"}! ag fonksiyonlar: uzayinda
tanimlanmigtir. Bilindigi gibi A} fark operatorii Lo, Hilbert uzayinda pozitif tanimh
Oz-eslenik bir operatérdiir. Bu durumda A7 fark operatoriintin yardimiyla (3.35) lokal
olmayan sinir-deger problemi

[ d*(¢
dv"(t
s ng’ 2 + Apv(y, x) = fM(y,x), -1 <y <0, z €[0,1],,

(3.76)
Apo" (=1, 2) = o"(1,2) + ¢"(2),2 € [0,1],,

dh + dh -
000 = ot ), S )

,x €10,1],,

adi diferansiyel denklem sistemine dontigtiiriilebilir.
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Ikinci asamada ise, (3.76) problemi igin, (3.37) fark semas1 kullanilarak,

U (7) — 2ug(x) + up_y (2)
2

fl?+1(x) = {f(yk-i-laxn)}Jl\/[_layk-&-l = (k+ 1)7_7 1<kE<N-1,NT=1,

;

+ Afup = fi(x), = €[0,1],,

up(z) — uf
NG : 10 | ey — gh(a), 2 € 0,1], (3.77)

a(x) = {g(yr, )} gy = k7, - N +1 < k <0,

Ajul y(2) = uiy(2) + " (2), 2 €[0,1],,,

h

O Arub(z) + gh(x), gh(x) = ¢"(0,2),x € [0,1],,

\ T

birinci basamaktan dogruluklu fark semas: elde edilir.

Teorem 3.6. Eger T ve h yeterince kii¢ik sayilar ise, bu durumda (5.77) fark semasinin
¢coztimi asagidaki

h h 1 h
max H U, — Uyp_1) T H + max H U H
_N+I1<k<N (k= ui_s) Lan ' _N<k<N ( ’“)90 w3,
<C ‘ " max ||f,€ I
zll Ly,  1<k<N-1 Lan

ol + gms N6t~ ot) 7|

h h h 2
max H U —2uy +uy )T H
LA ( k+1 k k 1) Lo

+ max H(uﬁ)
—~N<k<N z/) zllwz

+ max | (w = wi) 7,

(fk:_fk 1 _1HW21h

2<k<N 1 H

19021, + 196 = 922) 7],

()., ]
z/ allwg,

kararhbik kestirimlerini saglar. Burada, C sabiti T, h,p"(x) ve fi(x),1 < k < N —
1,gh, =N +1 <k <0’dan bagimsizdr.

T —N%r-rllgfﬁ—l H (gZ+1 - 292 + 9271) T_2HL2h +

Teorem 3.6'min ispati, Teorem 3.5 ve (3.75) formiili ile tanimlanan AY fark op-
eratoriiniin simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, ok boyutlu hiperbolik-Schrédinger denklem (3.36) icin karma tipli
sinir-deger problemini ele alahm. Burada da (3.36) probleminin diskritizasyonu iki
adimda incelenir. Birinci adimda once,

Qh:{x:xm:(h1m1,~- ,hnmn),m:(mla"' 7mn)7
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0<m, <N, hN.=Lr=1,--- n},
Q=0N0S=0nS
ag uzay1 tanimlanir. Ardindan Oy, kiimesinde tanimlanan
@h(x) = {p(hima, -+ hymy)}

ag fonksiyonlar1 Ly, = Lo(), Wl = WL (Qn), W2, = W2 () Banach uzaylan
tanimlanir. Bu uzaylarda norm,

1/2
”‘Ph”LQ(ﬁh): Z‘SDh(m)‘zhl"'hn ,
€Ny
1/2
n 2
16" g, = Nl + | D2 22|, aoha |
zeQy, =1
1/2
n 2
1" s, = ", + | 22 0|, | e
xeﬁhrzl
1/2
n 2
+ ZZ’@}L)MW hy--h,

wGﬁh r=1

formiilleri ile tanimlanir. Daha sonra, (3.36) problemi tarafindan olugturulan A difer-
ansiyel operatorii yerine
AT Z = — (ar T uh_> 3.78

ot = =3 (wlonl ) (3.78)
formiiliiyle tanimlanan A7 fark operatorii alinir. Burada, A7 fark operatort her x € S,
degerleri i¢in u"(x) = 0 kogullarini saglayan u”(z) fonksiyonlar1 uzayimda tanimlanmisgtir.
Bilindigi tizere Ly(€2),) uzaymda A7 fark operatorii pozitif tanmimli ve 6z-eslenik bir op-
eratordiir. Bu halde, A} fark operatdriiniin yardimiyla

rd2h O
T A () = (), 0y S L s €D,
dv" Q
LD s a (ya) = P'0)~1 Sy S0, 2 €D,

(3.79)
Azyh(—1 ) = v"(1, 2) + "(z), 2 € O,

h((+ h((-
vh(()*,:p):vh(O*,m),dU (0T, z) _dv (0~,z)

r €N
\ dy dy "
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adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Tkinci asamada ise, (3.79) problemi yerine
(3.37) fark semasi kullanilarak,

( “ZH(:E) - 2“2(37) + “2—1( )
2

fl?—i-l(x) - {f(yk—l-l:xn)}i\/lilayk—&-l = <k+ 1>T71 <k<N-1 Nt=1,

+ AhukJrl = fl?(l‘);x € ﬁh,

h(,\ _ ,h _
Z“k(x) uy,_ (v )+Ahuk_gk( ),z € O,

" (3.80)
g(x) = {9,z )Y e =k, - N +1 < k < —1,

Apul y(2) = uy(2) + ¢'(2), @ € Dy,

() = uh(z)

\ T

= —Ajuf(2) + g (), g} (x) = g"(0, @), @ € Oy,
birinci basamaktan dogruluklu fark semas: elde edilir.

Teorem 3.7. Eger T ve |h| yeterince kii¢tik sayilar ise, bu durumda (3.89) fark semasinin
cozuma i¢in asagidaki

—1
| (=) 7 +—§£:\\ .
—N+1<k<N 2h rJr

h
+ max H H
Loy 1<k<N—-1 I Lon

<c [,

+mehﬁ%QW%%ﬂT%J,

h h h -2
max H (uk+l — 2ug + uk_l) T HL%

1<k<N-1
T 9] (RN IR N [ R P
2
n
1 [COPIN R [ A e

(o0 = 92) 7L,

D[R

+omax (gt =208+ 00) 70, + Z H

-Trxr Jr

)

kararhbk kestirimleri saglanir. Burada, C sabiti T,h, o"(z) ve fi(x),1 < k < N —
1,gh, =N +1 <k <0’dan bagimsizdur.
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Teorem 3.7'nin ispat1 Temel Teorem 3.5%, (3.78) formiilii ile tanmimlanan A} fark
operatoriiniin simetri ozelliklerine ve asagidaki Loj, uzayimndaki eliptik fark probleminin
¢Ozimi i¢in koersif kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir (bkz: [Sobolevskii, P.
E., 1975]).

Teorem 3.8. Eliptik fark probleminin

N h _ b
; <ar(x)uxr>%jr w (z),x € Qp,

ul (z) = 0,2 € Sy,

cozUMU 1¢In

m
Dol sl <MW", (3.81)
r=1

koersif kestirimi saglanar.

r-iyilestirilmig Carank-Nicholson Fark Semasi

(3.1) smir-deger problemi ile r-iyilegtirilmig Crank-Nicholson fark semasi tarafindan
tiretilen

(U1 — 22U + U 1 1
s Qk =4 §Auk + ZA(Uk-H +up—1) = fu, fr = f(te),

T

ty, =kr, 1 <k <N,

(I +724) (@) = 2 [fo = Aug] + g0 — Auo],

T Ay = g —N+1<k<—N+r (3.82)
T

w1 1
iM+§Auk+§Auk—1:9ka_N+r+1Skgo’
T

gk:g<tk—g), tk:kT,—N—f—lSkSO,

j Ul /7] — Ulu;/7]-1
Au_ny = « (u[uj/T] + (,uj — [M?]T) - a ) + ¢,

L T

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasini ele alalim. Benzer bir sekilde, birinci
basamaktan dogruluklu fark semasinin kararlilik kestirimlerinin ispatindaki gibi, agagidaki
teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.9. Ejer o € D(A), gy € D(AY?) ve f, € D(AY?) ise, bu durumda (3.52)
fark semasinin ¢cozimi i¢in asagidaki kararlbhik kestirimler:

_NEREN el < M [|AT 0], + A7 20|,

(3.83)
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+ ISKEN HA_1/2kaH + V%o HA_1/2 (9% = gr1) T_IHH} 7

max || AV 2ug||,; < M [l + llgoll (3.84)

—N<k<N

+ max |[/filly;+  max ||(gk—gk1)71HH1,

1<k<N-1 —(N=1)<k<0
—2
Jnax | (k1 —2up + we—1) 772, (3.85)

+ max ||Aw|y + max
—N+1<k<0 1<k<N

A (Uk + Ukl)
2 H

+ e T < MJA], + A2,

e [ A (e fi) 7]+ A0

+ (g0 —g-) 77 s + SR P (k11 — 205 + gr—1) 7'2”4

saglanar. Burada, M sabiti 7, fr,,0 < k < N, g, —N < k <0 ve ¢’den bagimsizdur.
Benzer bicimde (3.82) r-iyilegtirilmig Crank-Nicholson fark semasimi uygulayarak,
(3.35) ve (3.36) simir-deger problemlerinin yaklagik ¢oziimleri i¢in tek degiskene gore

ikinci basamaktan dogruluklu fark gemalar1 kurulabilir. Bu yaklasim bize bu fark
semalariin ¢oziimleri icin kararlilik kestirimleri elde etmemize izin verir.
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3.3 NUMERIK ANALIZ

Bu boliimde hiperbolik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan sinir-deger problemini

(82 82
Y% fta),0<t<1,0<a <1,

o2 9z

ou  0%u

gy~ g = 9(thr), ~1<t<0.0<w <1,

w(0F,2) =u (0, 2); u (07, 2) = u, (07, 2) (3.86)
_Pu(=1lx)

52 =u(l,z)+¢(x),0 <z <m,
x

u(t,0) =u(t,1) =0,—1 <t <1,

ele alahm. Burada

ftz)=(—2+n"+4t%) e sinz,
g(t,z) = (—2it +7°) e sinmx

ve
¢(z)=(r*—1)e 'sinTz

dir. (3.86) probleminin ger¢ek ¢6ztimii
u(t,z) =e ¥ sinmx
dir.

(3.86) probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in, 7 = h = 1/30 olmak tizere birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar1 kullanilacaktir. Ikinci ve dérdiincii mertebeden,
katsayilar1 matris olan, n’ye gore fark denklemleri elde edilecektir. Bu fark denklem-
lerini ¢ozmek i¢in, iyilestirilmig Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir. Sayisal den-
emelerin sonucu olarak ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin birinci basamak-
tan dogruluklu fark semalarina oranla daha dogru oldugu gosterilecektir.

Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

Hiperbolik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan smir deger problemini (3.86) goz
oniine alalim. (3.86) probleminin yaklagik ¢oziimii igin, 7 {izerinden tamiml ag nokta-
lariin ailesini ve

0,1]; x [0, 7] = {(tg, ) 1 tx = k7,1 <k < N—-1 N7 =1,
Tp=nh, 1<n<M-—1, Mh=r}
ifadesini [0, 1], x [0, 7], araliginda goz 6niine alahm. Agagidaki

U (thy1) — 2u (te) +u (th-1)

B () = O(7), (3.87)
) 22l 20t iy — 0 (12)
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ve

(3.88)

formiilleri uygulanarak birinci basamaktan dogruluklu ¢’ye gore, hiperbolik-Schrodinger

denklemi

k+1

(kL ko k=1
Up' ™ = 2uy F Uy Uy

_ 9y k+l k41
20, +u, -

h2

€

N+1<k<0, 1<n<M-—1,

1 1 2 2
()t + (v )i+ (5

1<k<N-1,1<n<M-1,

k+1
unJrl +

ub —2ud +u ' =0, 1<n<M-1,

N __
n—1 " W, =

53

1 = f(tk—‘rl)xn)v

(3.89)

uﬁt% = f (tk—‘rl? In) 3

(7> — 1) e tsinmr,, 1 <n< M -1,



yazilir.

Boylece, (2N + 1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmig olur.Bu
dogrusal denklem sistemi diizenlenerek matris formunda yazilirsa,

{ Aty + Buy +Cupy = Dp,1 <n< M —1,

Uy=0,Upy =0

elde edilir. Burada,

200 00 0 0 0 0 —1]7
b ¢ 000 0 0 0 0 0
0 b ¢ 000 0 0 0 0

B_| 000 b ¢ 0 0 0
10 0 0 d e 0 0
0 0 0 0 d s 0 0
000 000 0 d e s
000 01-21 0 0 0

ve C'= A, D = [I] gy 1)y (@onsy birim matristir. Ayrica,

1 b 1 i+2 d 1
a=——b=—c=—+—,d=—,e=——,s
n2’ T7 T 2 2
( (72 — 1) e tsinma,,
g (te,zn) , N+1 <k <O,
k _
Yn =
f(tk+1,l'n),1§k5§N—1,
| 0.k=N

o4

(3.90)

(2N+1)x (2N+1)

(2N+1)x (2N+1)

1 2
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N A -N 7

o O

—N+1 —N+1

QOTL us

0 0
u
0, = Pn Us = ] s=nx1ln
n 1 ) 1 ) )

Pn Us
N-1 N-1

S%N USN

L P dantnxa L Us J vt

dir. (3.90) matris denkleminin ¢6ztimii igin iyilestirilmis Gauss eliminasyon yontemi
kullanilir. Bu yiizden asagidaki formda,

Un:an+1Un+1—|—ﬁn+1,n=M—1,--- ,2,1,0,

bir ¢oziim aranmaktadir. Oylekia; (j = 1,---, M — 1) ler (2N + 1) x (2N + 1) tipinde
kare matris ve 3; (j = 1,--- , M — 1) ler (2N + 1) x 1 geklinde siitun matris ve a1, 3, :

[0 00 0 ] [0 ]

0 00 0 0
=000 0 B,=1]0

000 - O_(2N+1)><(2N+1) _O_(2N+1)><1

bigimindedir. Asagidaki esitlik
Us = as+1Us+1 + ﬁs+17 ( s=n,n—1 1@111)

ve
Aupiq + Buy + Cuyq = Dy,

esitligi kullamilarak
[A+ Bayq + Conaniq] Upgr + [Bﬁnﬂ + CapfB,, 1 + Cﬁn] = Dy,
yazilabilir. Son denklemin

A+ Bay1 + Cayag,g =0,

BB, +CapnfB, +CB, =Dy, 1 <n<M-1

seklinde secilmesi uygundur. o,41, 3, i¢in formiiller:

Opy1 = — (B+ Cay,) ' A,
B = (B+Ca,) " (Dy, —CB,),n=1,2--- M—1

bi¢imindedir. Bu ytizden,
Uv =0,

Un:an+1Un+1+ﬁn+1,n:M—1,~~~ ,271,0

olacaktir.
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r-Tyilestirilmis Crank-Nicholson Fark Semasi

Asagidaki ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi

( Up+1 — 2Up + Up— 1 1
etk ey SAue + ZA(uk—&—l +ug—1) = fi fro = ftr),

T

tk:k‘T, 1§]€<N,

(I +724) (@) = T o — Auo] + [go — Aug],

i TRl Ay = e, N+ 1<k < —N+r,
T

i L A+ L Awe = g, —N+r+ 1<k <0,
-

N e
Auy =a (uwj/ﬂ + (= [F]r) ——— ) + .
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uygulanirsa, ikinci basamaktan dogruluklu r-iyilegtirilmig Crank-Nicholson fark semasi
(3.86) probleminin yaklagik ¢éziimii i¢in

k+1 k k—1 k _ k k
Uy — — 2un + Uy, - Up 41 2un + Uy _q
T2 2h?

k+1 k+1 k+1 k—1 k—1 k—1
_un+1 - 2un + Up 1 + Upy1 — 2un + Up—1

4h?

= f(tka xn);

Tp=nhty=kr,1<E<N-1,1<n<M-1,

k k—1 k k k
Uy — Uy Upt1 — 2U’n + Uy _ " T
t - =g\k — 5:%n ),

T h? 2

Tp=nhty=kr,—-N+1<k<-N+r,1<n<M-1,

k k—1 k k k k—1 k—1 k—1
Uy —u . Upt1 — 2un + U, + Upi1 — 2un + U,y =g <

T

2

Tp=nhtr=kr,—-N+r+1<k<0,1<n<M-—1,

Zu’}b — Up, g (_“111+1 — 2u, +U111—1) i (1 _ Z) (_U9L+1 — 2u; +Ug—1)

T h? 2 h?
:gf(O,xn)—i—g(O,xn),:L’n:nh,l <n<M-1,
-N N, ,-N
2
Int1 1;; Rl R ul + (72 — 1) e tsinma,, z, =nh,1 <n < M —1,

\

(3.91)
yazilir. Boylece, (2N + 1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmig
olur.Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek matris formunda yazilirsa,

Aun-{-l_’_Bun_’_Cun—l:DQO’lSnSM_]-a
Up=0,Uy =0
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olur. Burada,

0
0

0
0

0
0

0 00 O

a 0 0 0 O

0O 0 0 0 0O0 0

a

0

0 00 O

00 0

0
0

0
0

0
0

0
b

a
b

0 00 O

0 0 O

00 0 0 0

0
b
c

b
c
0

b
0
0

00 0 0 0

00 0 0 0

0 00 O

00 0 0 0

b
c
0

c
0
0

0 00 O b

00 0 0 O

0 0] (2N+1)x (2N+1)

0 p g O

00 0 0 0

A:

4 @N+1)x(2N+1)

0 0 d

€1

€2

do

€2

da

0

0O m n m

[I](2N+1)><(2N+1) birim matristir. Ayrica,

ve C=A,D

1

_+_,
T  h?

——+
=

——, €1 = -+
T T

4

Y

o -
Vi <
e — Il
VI _ ==
— —
: 7T
8 VI -
M e R =2
o~ VI >
R
6 . —~
e - g
S n

— | 5 =
_ < s =2
L = = 4

2

S-
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-N A -N 1
o O
—~N+1 ~N+1
QOTL US
0 0
u
Oy = Pn Us = ] s=nxln
n 1 ) 1 ) )
“n Ug
N-1 N-1
S%N USN
L P Jenviyx«a L % v

yazilacaktir. (3.90) matris denkleminin ¢6ziimi i¢in iyilestirilmis Gauss yok etme
yontemi kullanilmigtir. Bu ytlizden agagidaki formda

Un - an+1Un+l +6n+17n =M — 17 7271707

bir ¢6zlim aranmaktadir. Burada, «; (j=1,---,M —1) ler (2N +1) x (2N +1)
seklinde kare matris, 3; (j=1,---,M —1) ler (2N + 1) x 1 geklinde siitun matris
ve aq, By

000 - 0 0
000 -0 0
a1 = 000 -0 761 - 0 ’
| 000 - 0 (2N+1)x (2N+1) | 0] (2N+1)x1

bi¢imindedir. Asagidaki esitlik
Us - as+1Us+1 + 634—17 (8 =n,n— 1 lgln)

ve
Aupiq + Buy + Cuyq = Dy,

esitligi kullanilarak
[A + BOén+1 + Canan—l—l] Un+1 + [Bﬂn+1 + CanﬁnJrl + Cﬁn} = DSOn

elde edilir. Son esitligin
A + BOén+1 + Oanan+1 = 0,

[Bﬁn-&-l + Can&n-ﬁ—l + Cﬁn} = Dgpm 1 S n S M -1
seklinde secilmesi uygundur. 41, 5, ler i¢in formiiller:
Upp1 = — (B + Can)_l Au
ﬁn—s—l = (B+C()én)_1 (D(pn_cﬁn)vn: 1727"' aM_ 1

bigiminde olacaktir. Bu ytizden,
UM = 07
Un = an+1Un+1 +Bn+1:n =M — 17" ’ 72:170
elde edilecektir.
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4 BULGUL

AR ve TARTISMA

4.1 Hata Analizi

Simdi, sayisal sonuglar verilecektir. Hiperbolik-Schrodinger denklemi igin lokal olmayan
sinir-deger problemi (3.86) i gbz 6niine alalim. (3.86) lokal olmayan smir-deger problem-
inin yaklagik ¢oztimiine, birinci ve ikinci dereceden dogruluklu fark semalarinin farkh
bakalim. Tam ve sayisal ¢oztiimler 1.1, 1.2 ve 1.3 sekilleri ile

7 ve h degerleri icin
verilmigtir.

EXACT SOLUTION

i

i
i e
i

)

Figure 1.1:

FIRST ORDER

i)
D
Wi

30

Figure 1.2:
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SECOND ORDER

| i I
O -f W,ﬁ;;%/[/;%% :‘:“‘3:‘..
| s
0- i =

B0 »
a0

Figure 1.3:

Kargilagtirma hatalar:

M-—1 1/2
2
Ear = e (Z | (t, n) — uy | h)
o n=1

formiili kullanilarak hesaplanmigtir.Bu sayisal sonuclar » = 1 i¢in, N ve M ’nin farkh
degerleri icin bulunmustur. Burada (t,z,) noktasinda u(ty,z,) gercek ¢oziimii, uk
niimerik ¢oziimii temsil etmektedir. Sonuglar Tablo 1’de gosterilmistir.

Tablo 1
Fark semalarinin yakligik ¢oziimlerinin hatalarinin karsilagtirilmasi

Yontem N=10 M=20 N=20 M=40 N=40 M=80

Fark Semas: (3.89) 0.0579 0.0303 0.0160
Fark Semast (3.91) 0.0037 8.6724 x 107*  2.1416 x 104
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Tablo 2’de, ntimerik ¢oztiimler r = 1,2, 3 i¢in N ve M’nin farkli degerleri icin bu-
lunmustur.

Tablo 2
r’nin farkli degerleri i¢in fark semalarinin hatalarinin karsilagtirmasi

Yontem N=M=20 N=M=40 N=M=280
Birinci dereceden F3 0.0313 0.0162 0.0084
1-iyilestirilmis C-N F§ 0.0019 4.7395 x 10~*  1.1805 x 10~
2-iyilegtirilmis C-N F3 0.0214 0.0058 0.0015
3-iyilegtirilmis C-N FS 0.0400 0.0113 0.0029

Tablo 1 ve Tablo 2 elde edilen hatalar incelendiginde, ikinci basamaktan dogruluklu
fark semalarimin birinci basamaktan dogruluklu fark semasina gore daha dogruluklu
oldugu goriilmektedir.
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5 SONUCLAR ve ONERILER

Bu calisma hiperbolik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger prob-
lemlerinin kararliligr i¢in ayrilmigtir. Calisma sonunda asagidaki 0zgiin sonuclar elde
edilmigtir:

e Hilbert uzayimnda hiperbolik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan sinir-deger
problemlerinin ¢oztimii i¢in kararlilik kestirimleri tizerindeki temel teorem ispat-
lanmigtir,

e hiperbolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin
¢Oziimi icin kararlilik kestirimlerindeki teoremler elde edilmistir,

e hiperbolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin
yaklasik ¢ozlimii i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar: sunulmustur,

e hiperbolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin
yaklasik ¢ozlimii i¢in kurulan birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin
yaklasik ¢oztimleri i¢in kararlilik kestirimlerindeki temel teorem kanitlanmistir,

e hiperbolik-Schrodinger denklemleri igin kurulan fark semalarinin ¢oziimii i¢in kararlilik
kestirimlerindeki teoremler elde edilmistir,

e bu fark semalarinin teorik ifadeleri niimerik deneylerle desteklenmistir,

e caligmanin bir boliimi akademik bir dergide yayinlanmigtir. Caligmanin diger
boltimii ise, uluslararasi bir konferansta sunulmak tizere bir bildiri olarak hazirlanmigtir.

Hiperbolik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger problemleri boliimiinde
elde edilen kararli ¢oztimler agagidaki;

(P =) 0<t<)
dt? B - =
du
za—i—Au(t):g(t) (-1 <t<0),
N
Au(=1) =Y aju () + ¢,
j=1
[ 0<p, <1,1<j<N

H Hilbert uzayindaki pozitif tanimli 6z-eslenik A operatorii ile karma tipli diferansiyel
denklemin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi i¢in de elde edilebilir.
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EKLER

5.1 Algoritma

1 1
1. Basamak Zaman artigl 7 = N ve uzay artisit h = U girilir.

2. Basamak Birinci dereceden dogruluklu fark semasini kullan ve matris for-
munda yaz.
Aupiq + Buy + Cuyg = Dy, 0<n < M.
3 Basamak A B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4 Basamak  ay, 3]’i bul.
5 Basamak  «;41,0,,,'1 hesapla.
6 Basamak U,s(n=M—1,---,2/1), <UM = 6) 'i agagidaki formiili kulla-

narak
Un = CVn+1[]n+1 + ﬁn+1

hesapla.

5.2 Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semas: icin Matlab
Programi

function [table,es,p|=firstorder(N,M)
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=1/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
% Lokal olmayan kosulun etkisi
A(1,1)=-1/(h"2);
for i=2:N+1; A(i,i)=-1/(h"2); end; % Schrodinger kisim asil kogegen
for i=N+2:2*N; A(i,i+1)=-1/(h"2); end; % hiperbolik kisim asil kogegen + 1
A;
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
% lokal olmayan kosulun etkisi
B(1,1)=2/(h"2);
%B(1,2*N)=1/tau;
%B(1,2*N+1)=-1/tau-1;
B(1,2*N+1)=-1;
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for i=1:N; B(i+1,i)=-complex(0,1)/tau; end; % Schrodinger kisim asil kogegen - 1
for i=2:N+1; B(i,i)=complex(0,1) /tau+2/(h"2); end; % Schrodinger kisim asil kgegen
for i=N+2:2*N; B(i,i)=-2/(tau"2); end; % hiperbolik kisim asil kégegen

for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2)+2/(h"2); end; % hiperbolik kisim asil kdgegen
+1

for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; % hiperbolik kisim asil kogegen - 1
% stireklilik kogulunun etkisi

B(2*N+1,N)=1;

B(2*N+1,N+1)=-2;

B(2*N+1,N+2)=1;

B;
C=A;

D=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;

'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;

for j=1:M; x=j*h;

%fii(1,j:j)=2%exp(-1)*sin(pi*x);

6i(1,j:)=((pi"2)-1) Fexp(-1) *sin(pi*x);

fii(2*N+1.j:j)=0;

for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau ; fii(k,j:j)=g(t,x); end,;

for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tauttau; x=j*h; fii(k,j:j)=f(t,x); end;

end;

‘alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0;

betha(2*N+1,1:1)=0;

for j=1:M-1;

alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));
end;

U(2*N+1,1,M:M)=0;

for z=M-1:-1:1 ;
U(:,:,z:z)=alpha(:,:,z+1:24+1)*U(:,:,z+1:24+1)+betha(:,z+1:2+1);

end;

for z=1:M; p(:,z+1:24+1)=U(:,:,z:2); end;

'EXACT SOILUTION OF THIS PDE’ ;

68



for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,
es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

% 'ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmatl=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;
fmat3=sum(fmat2,2);
fmatd=fmat3.”(1/2);
sumerror2=max(fmat4)
maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%% % %% %% % % % % % %% N ERROR. ANALY SIS%%% % % % % %% % % %
maxes=max(max(es));
maxapp=max(max(p));
Y%maxerror=max(max(abs(es-p)));
%relativeerror=maxerror/maxapp;

%cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror|
%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %% % %% % % %% % %%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;
titleCEXACT SOLUTION);

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;
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surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

titleCFIRST ORDER’);

%% % % % % % % % % % % END GRAPH %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %
function estx=exact(t,x)

estx= exp(-t"2)*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2+4%t"24pi"2)*exp(-t"2)*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*complex(0,1)*t+pi"2)*exp(-t"2)*sin(pi*x);

5.3 Algoritma

1 1
1. Basamak Zaman artigl 7 = N Ve uzay artigt h = i girilir.

2. Basamak Birinci dereceden dogruluklu fark semasini kullan ve matris for-
munda yaz.
Aupy1 + Buy + Cupy = Dy, 0<n <M.
3 Basamak A ,B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4 Basamak ay, 3]’i bul.
5 Basamak  a;41,0,,,'1 hesapla.
6 Basamak Uys (n=M —1,---,2,1), <UM - 6) i agagidaki formiilii kulla-

narak
Un == an+1Un+1 + 6n+1

hesapla.

5.4 r-Iyilestirilmis Crank-Nicholson Fark Semas: I¢in Matlab
Programi

function [table,es,p]=second(N,M,r)
close;close;
close;close;
if nargin<1;N= 30 ; M= 30 ;end
tau= 1/N; h=1 /M ;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:r; A(i,i)=-1/(h"2); end; %diagonal Schrodinger
for i=r+1:N+1; A(i,i-1)=-1/(2*(h"2)); end; %diagonal alt Schrodinger
for i=r+1:N+1; A(i,i)=-1/(2*(h"2)); end; %diagonal Schrodinger
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for i=N+2:2*N; A(i,i)=-1/(2*(h"2)); end; %diagonal hiperbolik

for i=N+2:2*N; A(i,i+1)=-1/(4*(h"2)); end; %diagonal {ist hiperbolik

for i=N+2:2*N; A(i,i-1)=-1/(4*(h"2)); end; %diagonal alt hiperbolik

'nonlocal kogulun etkisi’ ;

A(1,1)=-1/(h"2);

"stireklilik kogulunun etkisi’ ;

A(2*N+1,N+1)= ((tau/2)-1)*(1/(h"2));

A(2*N+1,N+42)=-tau/(h"2);

A;

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:r; B(i,i-1)=-complex(0,1) /tau; end; %diagonal alt Schrodinger

for i=2:r; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)+(2/(h"2)); end; %diagonal Schrodinger

for i=r+1:N+1; B(i,i-1)=-(complex(0,1) /tau)+(1/(h"2)); end; %diagonal alt Schrodinger

for i=r+1:N+1; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)+(1/(h"2)); end; %diagonal Schrodinger

for i=N+2:2*N; B(i,i-1)=(1/(tau"2))+(1/(2*(h"2))); end; %diagonal alt hiperbolik

for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))+(1/(h"2)); end; %diagonal hiperbolik

for i=N+42:2*N; B(i,i+1)=(1/(tau"2))+(1/(2*(h"2))); end; %diagonal {ist hiperbo-
lik

'nonlocal kogulun etkisi’ ;

B(1,1)=2/(h"2);

B(1,2*N+1)=-1;

'stireklilik kogulunun etkisi’ ;

B(2*N+1,N+1)=(-1/tau)+((2-tau)/(h"2));

B(2*N+1,N+2)=(1/tau)+((2*tau)/(h"2));

B; C=A;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

fi(j) = fi(k,j) hesaplanyor’ ;

for j=1:2*M+1;x=j*h;

fii(1,j:j) =((pi"2)-1)*exp(-1)*sin(pi*x); %mnonlocal kogulun etkisi
fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x); %siireklilik kogulunun etkisi
for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau; t=t-(tau/2);

fi(lc:j) =g(t); end;

for k=N+2:2*N;x=j*h;t=(-N+k-1)*tau;

fii(k,j:j) =f(t,x); end;
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end;

fii;

‘alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;

betha(2*N+1,1:1) = 0 ;

for j=1:M-1;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:j:j))*(R*(fii(:,j:j))-(C*betha(:,j:j)));
end;

U( 2*N+1,1,M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:,z:z ) = alpha(:,:,z+1:z4+1)* U(:;,z2+1:2+1) + betha(:,z+1:2+1);
end;

for z = 1:M;

p(:,z+1:2+1)=U(:,:,2:2);

end;

'EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for q=1:M+1;

for v=1:2*N+1;

t=(-N+v-1)*tau;

x=(q-1)*h; %exact solution on grid points,

es(v,q) = exp(-t"2)*sin(pi*x);

end;

end;

% 'ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmat1=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3.”(1/2);

sumerror2=max(fmat4)
maxerror2=max(max(abs(es-p)))

% %% %% %% % %% %% % %N ERROR. ANALY STS% %% %% % %% %% % %

maxes=max(max(es)) ;
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maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));

%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %% % %% % % %% % %%
figure;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

title((EXACT SOLUTION");

figure ;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

titleCSECOND ORDER’);

%% % %%%% % % % % % END GRAPH %% %% % % % % %% % % % % % %% % % % % % %0 %% % % % %o %o
function estx=exact(t,x)

estx= exp(-t"2)*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2+4%t"24pi"2)*exp(-t"2)*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*complex(0,1)*t+pi~2)*exp(-t"2)*sin(pi*x);
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