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OZET

WEIERSTRASS PE-ELiPTiK FONKSiYONUNUN n.MERTEBEDEN
TUREVLERI iLE ZETA-YARI ELiPTiK FONKSIiYONU ARASINDAKI
BAGINTILAR

Pmar ZENGIN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ismet YILDIZ
Temmuz 2012, 47 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde eliptik fonksiyonlar ve Weierstrass
fonksiyonlarmmn kimler tarafindan olusturuldugu hakkinda bilgi verildi. Ikinci bdliimde
calisma icerisinde kullanilmis olan gerekli tanim ve temel teoremler verildi. Uciincii
bolimde Weierstrass eliptik fonksiyonlar1 tanitilarak aralarindaki bazi iligkiler verildi.
Doérdiincii  bolimde Weierstrass Pe-eliptik  fonksiyonu ile Zeta-yar1 eliptik
fonksiyonunun n. mertebeden tiirevleri arasindaki bagmtilar elde edildi.

Anahtar sozciikler: Eliptik Fonksiyonlar, Weierstrass Pe-eliptik Fonksiyonu,
Weierstrass Zeta-yar1 Eliptik Fonksiyonu, Sigma Fonksiyonu



ABSTRACT

RELATIONS BETWEEN n.th ORDER DERIVATIVE OF WEIERSTRASS
PE-ELLIPTIC FUNCTION AND ZETA-QUASI ELLIPTIC FUNCTION
Pinar ZENGIN
Duzce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
July 2012, 47 pages

This thesis consists of four sections. In the first section, a short literature survey is
given. In the second section, the definitions and basic theorems which are used in this
study are provided. In the third section, firstly Weierstrass elliptic functions are defined
and then some relations between them are given. In the fourth section, relations between
the n.th order derivatives of Weierstrass Pe-elliptic functions and Zeta-quasi elliptic
functions are obtained.

Keywords : Elliptic Functions, Weierstrass Pe-elliptic Function, Weierstrass Zeta-
quasi elliptic Function, Sigma Function



EXTENDED ABSTRACT

RELATIONS BETWEEN n.th ORDER DERIVATIVE OF WEIERSTRASS
PE-ELLIPTIC FUNCTION AND ZETA-QUASI ELLIPTIC FUNCTION
Pinar ZENGIN

Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
July 2012, 47 pages

1.INTRODUCTION

This thesis consists of four sections. In the first section, a short literature survey is
given. In the second section, the definitions and basic theorems which used for this
study are provided. In the third section, firstly Weierstrass elliptic functions are defined
and then some relations between them are given, for example a theorem which gives the
relations between derivative of ¢(z) function and {(z) function. In the fourth section,
relations between odd and even degree of the n.th order derivatives of Weierstrass Pe-

elliptic functions and Zeta- quasi elliptic functions are obtained.



1 GIRIS

Eliptik fonksiyonlar teorisi 18. yiizyil ve 19. yiizyihn baglarinda Euler,
Legendre, Gauss, Abel, Jacobi ve Lioville’in ¢aligmalar: ile geligtirilmigtir.
Abel ve Jacobi bu konuyu, 1827’de ters fonksiyonlar1 ve kompleks diizlem
teorisi galigarak koklii bir degisime ugratmistir. Liouville sinirli tam fonksiy-
onlar iizerine teoremini de kapsayan kompleks degiskenler metodunun sis-
tematik kullanimini ortaya ¢ikarmigtir. Weierstrass’in 19. yiizyilin sonlarina
dogru gelistirdigi versiyon Jacobinin teta fonksiyonlar: ile kurdugu yéntem-
den ¢ok daha basitti. Mittag-Leffler, Neville ve Tricomi, Abel ve Jacobi
teorisini gelistirmek icin teta fonksiyonlar1 yerine Weierstrass fonksiyonlarini
kullanmiglardir.

Bu tezin ikinci boliimiinde caligma icerisinde kullanilmig olan gerekli
tanim ve temel teoremler verildi.

Bu tezin tigiincii boliimiinde Weierstrass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-
fonksiyonu ve Sigma fonksiyonu tanitilmigtir. Ayni zamanda eliptik fonksiy-
onlarin Zeta-fonksiyonu ile olugturulmasi ve Weierstrass tarz eliptik fonksiy-
onlarin olusturulmasi hakkinda bilgi verilmistir. Son olarak eliptik fonksiy-
onlarin cebirsel ve geometrik 6zellikleri hakkinda bilgi verilmistir.

Doérdiincii boliimde tigiincii boliimde verilmis olan g(z) fonksiyonun bir-
inci tiirevi ile € (z) fonksiyonu arasindaki bagintilardan yola ¢ikarak, Weier-
strass g (z) fonksiyonunun yiiksek mertebeden tiirev fonksiyonlari ile ¢ (z)

fonksiyonu arasinda bagintilar elde edilmistir.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 Genel Kavramlar
Bu boliimde calismamiz icin gerekli olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1 (e-Komsuluk): z; € C ve £ > 0 olmak iizere,
B (zp,e) ={z€C:|z— 2| <¢e}
kiimesine zp noktasinin e—komsulugu denir.

Tanim 2.1.2 (I¢ Nokta): A C C herhangi bir kiime ve z, € A olsun.
B (z9,e) C A olacak gekilde bir ¢ > 0 gergel sayis1 varsa, zo noktasina A

kiimesinin bir i¢ noktasi denir.

Tamim 2.1.3 (ig): Bir A kiimesinin biitiin i¢ noktalarimin olugturdugu

kiimeye A kiimesinin ici denir, ve A° ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 (Agik Kiime): Her noktasi bir i¢ nokta olan kiimeye
acik kiime denir. Baska bir deyisle A° = A ise A kiimesi bir acik kiimedir.

Tamim 2.1.5 (Kapali Kiime): Tiimleyeni agik olan kiimeye kapali

kiime denir.

Tanim 2.1.6 (Dis Nokta): A C C kiimesi verilsin. A kiimesinin
tiimleyeninin bir i¢ noktasina A kiimesinin bir dis noktasi denir. Biitiin
dis noktalarmin olugturdugu kiimeye A kiimesinin dig1 denir ve (C — A)O ile

gosterilir.

Tanim 2.1.7 (Yigilma Noktasi): a € C olsun. o’'nin her ¢ > 0
komgulugunda A kiimesine ait sonsuz eleman varsa, a’ya A kiimesinin

yigilma noktasi veya yigilma yeri denir.

Tanim 2.1.8 (Kapamg Noktas1): A C C alt kiimesi ve bir z € C
noktasi verilsin. Eger z noktasinin her komgulugunda A kiimesinin en az

bir eleman1 varsa, z noktasina A kiimesinin kapanis noktasi denir.
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Tanim 2.1.9 (Baglantih Kiime): A, Y ve Z C kompleks sayilar
kiimesinin alt kiimeleri olsun. Eger AC YU Z, ANZ #3, ANY # & ve
ANY NZ = @ olacak bicimde Y ve Z gibi bos olmayan iki ayrik ve
agik kiime bulunamaz ise, A C C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde

baglantisizdir denir.

Tanim 2.1.10 (Basit Baglantilh Kiime): A kiimesi i¢indeki herhangi
iki noktay1 birlegtiren biitiin yollar yine kiime i¢inde kaliyorsa, bu A kiime-

sine basit baglantili kiime denir.

Tanim 2.1.11 (Bélge): Kompleks diizlemde agik ve baglantih kiimelere
bolge denir.

Tanim 2.1.12 (Seri):
art+a+as+---+a,+---

ifadesine seri denir. aq,as, ... sayilarina da serinin terimleri adi verilir.

Bir seriyi gostermek icin

a1+a2+a3+...+an+...:Zan
n=1
veya
a1+a2+a3+...+an+...:Zan
kullanilir.

Tanim 2.1.13 (Yakinsaklik): Kompleks sayilarin bir {z,} dizisi ve
2o € C verilsin. Her € > 0 sayis1 i¢in n > ng oldugunda |z, — 2| < ¢ olacak
bicimde bir ny dogal sayis1 varsa, bu dizi z; kompleks sayisina yakinsiyor
denir. {zp} dizisinin zy noktasina yakisamasi z, — zy veya limz, = 2

bi¢iminde gosterilir.

Tanim 2.1.14 (Diizgiin Yakinsama): A C Cve f, : A — C fonksiy-

onlarmin {f,} dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 ve tiim z € A degerleri igin
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n > ng alindiginda |f, (2) — f (2)] < e olacak bigimde bir ny dogal sayist
varsa, {f,} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.
Tanim 2.1.15 (Mutlak Yakinsaklik): |U,| serisi yakinsak ise

n=1
o)

> U, serisine mutlak yakinsak seri denir.
n=1

Tanim 2.1.16 (Siireklilik): A ¢ C, f: A — C bir fonksiyon ve

zp € A olsun. € > 0 keyfi olmak iizere z € A ve |z — 2| < ¢ igin

1f(2) = f(=0)| <e

olacak bi¢imde 0 (2g,¢) > 0 sayis1 mevcut ise f fonksiyonuna 2y noktasinda

siireklidir denir.

Tanim 2.1.17 (Parcal Siireklilik): A C C, f: A — C tammh
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A’daki siireksizlik noktalarinin sayisi

sonlu ise f fonksiyonuna A iizerinde parcali siireklidir denir.

Tamim 2.1.18 (Analitik Fonksiyon): f, kompleks degiskenli ve kom-
pleks degerli fonksiyonu zy € C noktasinin bir komgulugunda tanimli olsun.

Eger
lim f(z) = f(20)

220 zZ— 20
limiti varsa, bu fonksiyona z; noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. zj
noktasinin bir € > 0 komsulugunda diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna

zo noktasinda analitik fonksiyon denir.

Tanim 2.1.18 (Kutup Noktasi, Sifir Noktalar1): f fonksiyonu,
2z = zp noktasinda analitik degil fakat

lim (z —20)" f(2) = A#0 (1)

zZ—20

olacak gekilde bir n € Z* sayis1 mevcut ise, z = zy noktasina f fonksiy-

onunun bir kutup noktas1 denir. (1) ifadesini gergekleyen en kiigiik n € Z*



sayisina zp kutup noktasinin mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup nok-
tas1 basit kutup noktasi adini alir.

2o € C noktasinda analitik bir f fonksiyonu igin f (zy) = 0 iken

f(z2)=(z=2)"g(2) (2)

kosulunu saglayan bir n pozitif tamsayis1 ve g (zp) # 0 olan, z; noktasinda
analitik bir g fonksiyonu varsa zy sayisina f fonksiyonunun n. mertebeden
sifir1 denir. n = 1 durumunda 2, noktasina f fonksiyonunun bir basit sifir1

denir.

Tanim 2.1.19 (Rezidii): f fonksiyonu, tek degerli olmak iizere C
igindeki bir z = 2y noktas1 hari¢, C'nin iizerinde ve i¢inde analitik olsun. f

fonksiyonunun z = 2, noktasindaki Laurent acilima,

F(2)=) an(z=20)"+> balz—2)" (3)

seklindedir.
Bu acilimdaki ﬁ teriminin katsayisina f fonksiyonunun z = zy nok-
tasindaki rezidiisii denir ve Rez(f, z9) ile gosterilir.
(3) ifadesinden
Rez (f,20) = b1

seklinde tanimlanir. Bu rezidii ayrica

o

bl—i/f(z)dz

integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

b
f(Z)ZZ 1Z +(10+CL1<Z—Z())+(12(Z—ZO)2+"'
— <0

acilimi var olup burdan

by = lim [(z — 20) f (2)]

zZ—20



limiti ile de rezidii hesaplanabilir.

Tamim 2.1.20 (Periyodik fonksiyon): Kompleks diizlem iizerindeki
her noktada taniml ve reel sayilar cisminde lineer bagimsiz vektorler olan
wy ve wo kompleks sayilar olmak iizere iki periyoda sahip olan fonksiyona
cifte periyodik fonksiyon denir.

Tiim kompleks z sayilari i¢in w; ve ws’nin f’in periyodlar: olmasi

ft+w)=f(z+tw)=f(2)

seklinde ifade edilir.

Tanim 2.1.21 (Meromorf Fonksiyon): Bir B bolgesinde kutup nok-
talarindan bagka singiiler noktasi olmayan fonksiyona meromorf fonksiyon

denir.

Tanim 2.1.22 (Eliptik Fonksiyon): Agk z—diizleminde meromorfik,
cifte periyodik fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Tanim 2.1.23 (Modiil): C kompleks sayilar ciimlesinin bos ciimleden
farkli ve toplama iglemine gore degismeli her alt grubuna, Z tam sayilar

halkas: iizerinde bir modiil denir.

Tanim 2.1.24 (Latis): Sonlu diizlemde yigilma noktasi bulunmayan
bir modiile latis denir.

Sifirdan farkli bir yigilma noktasi olan her modiil i¢in sifir da bir yigilma
noktasidir. O halde bir £ latisi igin sifir bir yigi1lma noktas1 degildir. Buna
gore sifirdan farkli elemanlar1, mutlak degerce alttan sinirli olan her degismeli

grup bir latis olmalidir.



Diizlemsel latisler:
a)Lo={mw:m=0,w=#0,me Zwe C}
seklinde taniml latise, sifir boyutlu ya da sifir latis denir.

b)Ly = {mw:m #0,w #0,m € Z,w € C}

olarak tanimlanan latise bir boyutlu veya basit latis denir.

c)Ly = {mw1+nw2 :(m,n) #(0,0)w #0, m, nEZ,wl,wQEC,%:T¢R}

ciimlesi ile tanimlanan latise de iki boyutlu ya da ¢ift latis denir.

Burada wy, wy kompleks sayilar lineer bagimsiz olup (wq, ws) ¢iftine £

latisi i¢in bir baz denir ve

alinir.

Tanim 2.1.25 (Kalan Smifi): u € C olmak iizere
v+ L={ut+w:weL}

ctimlesine, mod L’ye gore bir kalan sinifi denir.

Tanim 2.1.26 (Temel Bolge): Her kalan simifinin yalmz bir tek ele-
manini iceren basit baglantili bolgeye, ilgili latisin temel bolgesi denir.

L latisinin kendisi de bir kalan sinifidir. Buna gore, £, diizlemsel latisinin
temel bolgesi biitiin diizlem, £, latisinin temel bolgesi iki paralel iki dogru
ile simirlanmig, sonsuz bir serit ve Ly latisinin temel bolgesi ise, degisik

geometrik sekillerde olabilir.

D ={aw; +bws : 0 <a, b< 1}

10



paralel kenar1, bu geometrik sekillerden biridir. Bir £ latisinin biitiin w € £

noktalari, sifirdan farkli bir A € C kompleks sayisi ile carpildiginda yeni bir
L={w:weL}
latisi tanimlanabilir.

Teorem 2.1.1: Eliptik fonksiyonlarin toplami, farki, béliimii ve ¢arpim-

lar1 da yine bir eliptik fonksiyondur.

Teorem 2.1.2: En fazla bir kutbu olan 1. dereceden bir eliptik fonksiyon
sabittir.

11



3 MATERYAL VE YONTEM

3.1 Weierstrass Pe-Fonksiyonu (p(z2)):

Eliptik fonksiyonlarin Weierstrass teorisini geligtirmek icin, Weierstrass Pe-

Fonksiyonu p(z) veya daha net sekilde p(z;wi,ws) yi ele almaliyiz.
Tanim 3.1.1 :
Qo # 0, Qi = m2w1 + n2ws = 0(mod 2wy, 2ws)

iken ve > > toplami (m,n) # (0,0) icin tiim pozitif ve negatif m,n tam-
sayilari ile alindiginda, Weierstrass Pe-Fonksiyonu

o) =5+ X ety - o) )

mn

cifte serisi ile tanmimlanir.

Konunun devaminda
)SEDIDIED 3

ile gosterilecektir.
Stiphesiz ki ©(2), Qm,’de 2. dereceden bir kutba sahip ve temel kismi

m olan diizgiin meromorf fonksiyondur ve p(z) serisi yakinsaktir.
NOT: (4) ifadesinde homojenlikten her A # 0 i¢in
o(Az; dwr, dwa) = A 2p(2; wi, wo)

oldugu aciktir.

Teorem 3.1.1 : @(z) serisi €, digindaki tiim z’ler i¢in mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

Ispat: |, > 2|z| olmak tizere her m,n € Z* igin

12



1 1 _ 20,z — 22
(2 = Qun)? Q% B Q2,.(2 = Qn)?

{2[Qnn| + |21} |7]

ol - (5]

(2 || +- % |an‘) |2|

2

Ol 1 o
< 5z 1
()
10|z|
B ‘an|2

esitsizliginden |Q,,,| > 2 |z| igin

ZZ’{u—émn)fQ;m}

mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu yiizden p(z) serisi €2,,, diginda tiim z’ler

icin mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 3.1.2: p fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur.

ispat:
1 1 1 1 1
SERED W e Bl DI (e B
burada
an == m2w1 + n2W2, Q;nn = —m2W1 — n2(A)2 = —an

m bir pozitif tamsay1 ve n herhangi bir tamsay1 ve > toplami hem
m pozitif tamsayist ve herhangi bir n tamsayisi i¢in ayn1 anda m = 0 ve

n = 0 olmadig1 duruma genisletilebilir. Eger yukaridaki o(z) ifadesindeki z

13



yerine —z yazilirsa

p(=2) = %*ZZ”{ - _1 n)2_Q;n }+ZZ//{(_Z_1Q'

esitligi elde edilir ve yukarida goriildiigii glbl terimi degismez, sadece iki
serinin yerleri degisir.

Boylece ¢ bir ¢ift fonksiyondur.

NOT: p(z) fonksiyonu tiim §2,,, noktalarinda sifir rezidiilii ¢ift kutba
sahiptir.

Teorem 3.1.3: p(z) fonksiyonu 2wy, 2w, periyotlarima sahip ¢ifte periy-
odik bir fonksiyondur.

ispat:
1 1 1
p(Z) = ?+ZZ/{(2—an)2_ann}
1 1 1 ! 1
= a2t (z — 2wy)? - (2wy)? +ZZ”{(2_an)2 - QTZ’W}

burada (m,n) = (0,0) ve (m,n) = (1,0) digindaki tiim m ve n’ler i¢in
> >" bir toplamdr.

1 1

1 1
+2 = —+ - + Z -
p<z WI) 22 (Z + 2W1>2 (2W1)2 Z Z { (Z + 2&)1 - an>2

- ;+ZZ’{(2_§zmn>2 _Q;ﬂ}

= p(2)

14
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Benzer gekilde

o0 = XN ey @)
- éuz_zm o +ZZ~{ o)

2w mn
burada (m,n) = (0,0) ve (m,n) = (1,0) digimndaki tiim m ve n’ler igin
> 5°" bir toplamdur.

1 1 1
2 = — — 17 —
Plet2e) = et w2 2+ZZ {z+2wz D)2 %}
1 1
N §+ZZ/{(2_an)2_ng}
= p(2)

Sonuglar 3.1.1

(1) p(z) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur, boylece eliptik fonksiyonlar
sinifi bog degildir.

(2) Bir ifte periyodik fonksiyon eliptik olmak zorunda degildir, 6rnegin
e??) cifte periyodik oldugu halde eliptik degildir. e®(*) meromorf fonksiyon
olmadigindan eliptik de olamaz. Bu yiizden eliptik fonksiyonlar sinifi, ¢ifte

periyodik fonksiyonlar sinifinin 6zel bir alt sinifidir.

Teorem 3.1.4: z = 0'1n bir komsulugunda

age = (2k + 1)) Y 10, R
iken
1 o0
Z) = ; + Za%zzk
k=1

seklinde bir Laurent serisine agilabilir.

Ispat: ¢(z) — & fonksiyonu z = 0'm bir komgulugunda analitiktir ve

bu yiizden |2w| = min (|2w:|, |2ws]|) igin |z| < |2w| oldugu yerde p(2) — %

22
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fonksiyonu z'nin kuvvet serisine doniigtiiriilebilir.

ZZ’{@—;zmn)fQ;m}

1 2z 3z 1
@, o, o, @,
- 2z 322
- Z Z 03 N Q;lrm

Weierstrass p fonksiyonunun bir ¢ift fonksiyon oldugunu gormiigtiik.

Dolayisiyla

1
ar = (k+1)ZZ/Q 41_12

k
m

ifadesinde £’'nin tiim tek tamsay1 degerleri i¢in a; = 0’dir.

Boylece sonuctan yola ¢ikarak;

Teorem 3.1.5: Eger p(w;) = e1, p(wa) = ez ve p(wy + wy) = e3 ise

e1, e ve ez farkli olmalidir.

ispat:

Yar1 periyotlarda ¢ift bir eliptik fonksiyonun kutup ya da sifirlarinin mer-
tebesi ¢ifttir. Bu yiizden f (z) = p(z) — e; ¢ift fonksiyonu ikinci dereceden
bir sifira sahiptir. Eger e; = e5 ise f’nin bir latis i¢inde 4 sifira sahip olmasi

gerekir ki bu da bir ¢eligkidir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

16



Tanim 3.1.2 (p(2)'nin tiirevleri): > > toplami tiim pozitif ve negatif
tamsay1 degerleri ve m ve n’nin sifir degerlerine genigletildiginde p(z)’nin

tiirevi

oy 2 2 _ 1
p<z)_ ~3 ZZ,(Z_an)?)_ 2ZZ(Z_an)3

ile tanimlanir.
©(2) serisi mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu ve p(z) serisi analitik

oldugu i¢in, ¢'(z) serisi de aynm1 zamanda mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Sonuclar 3.1.2
1) ¢/(z) fonksiyonu her €,,, noktasinda sifir rezidiilii ii¢iincii dereceden

kutba sahiptir.
2) o(z) fonksiyonunda homojenlikten her A # 0 igin
0 (Az; dwi, dwa) = A2 p(2; w1, ws)
oldugu aciktir.

Ozellikler 3.1.1

1) p(z)’nin tiirevi olan ¢'(z) fonksiyonu p(z) ile ayni periyotlara sahip,
bir tek eliptik fonksiyondur.

2) Yar periyotlar (wq,w; + ws ve ws) ©'(z) nin sifirlaridir.

3) ©'(z)’nin kutuplarmin toplami sifira egittir veya daha dogrusu 0’a
denktir.

4) Eger a; ve oy noktalart p(z) — C ’nin iki sifir1 ise bu durumda
a; = —ag(mod 2wy, 2ws).

5) p(z1) = p(22) <= 21 = 29(2w1, 2ws)
Teorem 3.1.6: p(z) veya ©'(z)'nin ,,, diginda kutuplar1 yoktur.

Ispat: o(z) ve ¢/(z)’nin tanmmmlarindan gelir.

17



Teorem 3.1.7: z = 0 komsulugunda, ag, = (2k+1) > Q282 jken

@' (z)’nin Laurent serisi a¢ilim
2
O (2) = 3 + 2a0z + 4ag2® + -

seklindedir.

Ispat: Teorem (3.1.4)’ten

1 oo
p(2) = 2 + ;G%Z%

2 |« -
o' (z) = =t kz; 2keagy,z k1)

3.2 Weierstrass Zeta-Fonksiyonu(( (2))

Tanmim 3.2.1: Zeta fonksiyonu agagidaki ¢ifte seri ile tanimlanir.
1 1 1 z
= — !/
=1+ X8 et )

Burada €2,,,,, = 2mw; + 2nwy ve (m,n) # (0,0) seklinde tamsayilardir.

S5 toplami (m,n) # (0,0) oldugu tiim tamsayr degerleri icin tanimhdir.

Acgiklama 3.2.1: Q,,,’lerin {(z)’'nin basit kutuplar1 oldugu aciktir ve

bu nedenle fonksiyon meromorftur.

Teorem 3.2.1:
1 1 1 z
— /
SODNIEE WS whd N
serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
Ispat: |Q,,,| > 2|z| olmak iizere
1 n 1 n Z B 22
2= Qom Qn 2| Q2 (2 — Q)
2
3 g
- 3(q _ I
Ll (1= 27
2|2’
[

18



oldugu i¢gin (5) ile verilen seri mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 3.2.2: ( (z) fonksiyonu bir tek fonksiyondur.

ispat:
1 1 1 ¢
_1 1 1 z
= o G+ Qo) Dn Q%mH

Burada {€,,,} ve {Q_,,_,} kiimelerinin denk olduguna dikkat edelim.

Teorem 3.2.3: (z) ve ((z) fonksiyonlar arasinda p(z) = —( (2)

esitligi vardir.

Ispat: ¢ (z) serisi, analitik fonksiyonlarin diizgiin yakinsak bir serisi
oldugundan her terimi ayr1 ayr tiirevlenebilir.
Boylece,

R T 3 e el EEE

mn

elde edilir.

Teorem 3.2.4:

19



seklinde kuvvet serisine acilabilir.
ispat:
I 1 __11+z+z2+
(Z - an) B an 1 - Qann B an an an
bilgisini kullanarak
() = Ly SN Lo L2
Tz (Z - an) Qi Q2
1 1 z 2\’ 1 z
= - / — 1 oo - R
PR { Qo ( o (Qm> i > T +Qz,m}
1 1 z 22 1 z
- 14 — _ _ e
S22 { Qo 2, 3 T Q?m}
R 35 30T [ A S
Tz o
1
- /Q*}— { Ll S
SR O D) DL TR P Pt

((2) tek fonksiyon oldugundan her k& € Z* igin 2% terimlerinin kat-
sayilar1 sifir olacaktir.

Boylece
= > ik +1)Q 0 k=246, ...

oldugu yerde

elde edilir.
Teorem 3.2.5: (5) ifadesinde homojenlikten her A # 0 igin
¢ (Az; Awy, Adws) = AT (z; w1, wa)
oldugu aciktir.

Ispat: Bu ((z)nin tammindan dogrudan elde edilir. ((z) fonksiyonu

(—1) . dereceden homojen bir fonksiyondur.

20



Teorem 3.2.6: Tanmiml olduklar yerlerde

C(z+42w1) =C(2) +2n;,  ((2+2w2) = (2)+2n,

esitlikleri vardir.

Burada

= ((w1) veny = ((w2)

ispat:

C’<Z+2wl)— C’/(Z):—p(z+2wl)+p(z):0

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla C' sabit olmak iizere ¢ (z 4+ 2w;) = ((z)+C

olur.
Buradan z = —w; igin
C=((w1) = ¢(—w1) =2¢(w1)
ve boylece

¢ (2 +2w1) = ¢ (2) +2¢ (w1)

elde edilir.

Benzer geklide

C(2+2w2) =C(2) +2m, ve Ny = ((wo)
elde edilir.

Yardimci Teorem 3.2.1: Teorem 3.2.6'nin tekrar tekrar uygulanmasi
ile

C (2 + 2mwy + 2nwq) = ( (2) + 2mn, + 2nn, (7)

elde edilir.
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Teorem 3.2.7: 7, ve n, sabitleri
.
w2 =71 = 51

seklinde Legendre bagintisi ile birbirlerine baghdir.
Rezidii teoremi ile

[ ¢(2)dz = 2mi x((z)'nin (20) latisinde bulunan ,,,’deki rezidiisii
(20)

2mi = /C(z)dz
(20)

2042w1 Zo+2w1+2ws 20+2ws 20
= /—|— / + / + / ((2)dz
(20) (z0+2w1) (z0+2w1+2w2)  (242w2)
20+2w32 20+2w1
= [ etz —ya- [ (gl - @) iz
(20) (20)

= 4nwa — 4nywy

Buradan
.
Wz — 1)W1 = 52

bulunur.

Acgiklama 3.2.2

Teorem 3.2.6’dan ((z) ’nin gifte periyodik olmadigi agiktir ve bu se-
beple eliptik bir fonksiyon degildir. Bu ayni zamanda 1. dereceden sabit
olmayan bir eliptik fonksiyon olmadigi i¢in beklenen bir sonuctur. Legendre
bagmtisindan, 7, ve 7,'nin aym anda sifir olamayacaklar1 agiktir. Ama ((z)
fonksiyonu periyodiklige baglh olarak davranisinda bazi diizenlere sahiptir:
Qmn arttikca 2 gibi bir toplama sabitine bagl olarak fonksiyon degeri degisir.
Fonksiyonlarin bu ¢zelligi genelde yar1 (veya pseudo) toplam periyodikligi

olarak bilinir.
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3.3 Eliptik Fonksiyonlarin ¢(z) Cinsinden Ifade Edilmesi:

Teorem 3.3.1: f eliptik fonksiyonunun sadece 3, 3,, ..., 3, noktalarinda
basit kutuplarinin oldugu bir latis i¢cinde bu kutuplardaki rezidiileri sirasiyla

Ay A,y, ..., A olmak tizere Ay’'in sabit oldugu yerde

F(2)=A0+) Al(z—B,)

r=1

Ispat: f eliptik bir fonksiyon oldugundan,

> A =0 (8)
r=1
esitligi vardir.
¢(2)=> Al(z—B,)
r=1

fonksiyonunu ele alalim.
¢ fonksiyonu sonlu sayida meromorf fonksiyonun toplami oldugundan
meromorftur.
(8) esitligi yardimiyla
s
¢ (2 + 2mwy + 2nws) = Z A€ (2 + 2mwy + 2nwy — ;)

r=1

Yardimc: Teorem 3.2.1’den faydalanarak

6 (2 4 2mwn + 2nws) = Y A {C(z — B,) + 2mm, + 20y}
r=1

= > AL(z—-8,)
r=1

Dolayisiyla ¢ fonksiyonu cifte periyodik bir fonksiyondur ve acikga elip-
tiktir. Boylece ¢ ve f fonksiyonlari, kutuplarda baglantili rezidiileri ile ayni
kutuplara sahip iki eliptik fonksiyondur. Boylece Ag’in sabit oldugu yerde

F(2) = Ao+ 6(2) = Ao+ 3 AC(z - B,)

r=1
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denklemine sahibiz.

Teorem 3.3.2: ( fonksiyonu yar1 cebirsel toplam teoremini saglar:

iy ey 1[G )] L[ () = (2
(et m)— (o) = C(22) z{m)—p(m} 2{ <'<z2>—<'(z1>}

ispat:
¢ (2)
o (2) —p(21)
fonksiyonu 27, — 21, 0 noktalarinda kutbu olan ve bu noktalarda sirasiyla
1, 1, -2 rezidiilerine sahip bir eliptik fonksiyondur. Eger z;, —z1,0 nokta-
lar1 bir latisin icinde degillerse latis i¢inde o noktalarin denk noktalarini

alabiliriz. Teorem 3.3.1 ile

= Ao+ (2 — 21) + ((2 + 21) — 2¢(2) 9)

elde ederiz.

2 yerine —z yazarak

‘% = Ao —((z+21) = ((z — =) + 2((2)
veya
o' (2)
)

9 (2) = p (=)

elde ederiz.

= —Ao+((z+21) +((z — 21) — 2((2) (10)

(9) ve (10)’den agik¢a Ag = 0’dur. (9) esitliginde z = 2, i¢in

o' (22)
P (22) — o (21)

ve buradan z; ve z9'nin yerleri degistirilerek

= (22 +21) + (22 — 21) — 2((22)

21>

p/
P (21) — 9 (22)

= (21 + 22) + (21 — 22) — 2((21)

24



elde edilir. Dolayisiyla

1 K)/(ZQ)—p/(Zl) — s o o .
2{@(22)—p(z1)]_<(1+ 2) = ((21) = ((z) (11)

bulunur.
((2)=—p(2)

sonucunu kullanarak

(a4 2) ~ (o)~ () = {i E:; -

oldugunu goriiriiz.

Agiklama 3.3.1: ((z) ve ('(z) higbir cebirsel iligkiyi saglamadigindan
yukarida elde ettigimiz sonug ¢'(21+22), ((21) ve ((22) arasinda bir cebirsel
baglantiya yol acmaz. Bu yiizden bu teorem yari cebirsel toplam teoremi

olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem 3.3.1: o fonksiyonu asagidaki sekillerdeki toplama

teoremlerini saglar.

o _ 1 8 p/ Z1) — p/ (Zg)

p(Zl‘i_ZQ)_p(zl) 28 { o (=1 _p(22>
(1 +2) = p(2)— 5 :

P21 T 22) = P22 294 o

Ispat: (11) esitliginin sirasiyla 2z, ve z’ye gore tiirevleri alinarak bu

yardimc1 teorem goriiliir.

Teorem 3.3.3: Herhangi bir f eliptik fonksiyonu, > bir latis i¢indeki
tiim farkh (3, kutuplar icin genellestirilmig bir toplam ve C' bir sabit ve 3,

kutbundaki temel kism

A, na 2 (=) (K, — 1)1 4k

=B, G-p) sy T G-B)F
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olmak iizere;
FR)=C+)Y {AC(=8)+ A (z=8)+ -+ A (z-8,)}
seklinde yazﬂ;bilir.

Ispat: ¢ fonksiyonu

$(2)=> {AC(z=B)+ A (z=B,) +---+ A" (2= 8,)}

seklinde verilmig olsun.
¢ sonlu sayida meromorf fonksiyonun toplami oldugundan meromorftur.
Ayn1 zamanda

¢ (2 4 2mw; + 2nws) = ¢ (2)

oldugu i¢in ¢ (2) fonksiyonu gifte periyodik ve dolayisiyla eliptiktir.
3.4 Sigma Fonksiyonu (o (z))

Tanim 3.4.1:

z—0 z

saglanmas sart1 ile

@ ogo (2] = ¢ (2)

z

bagintisi ile tanimlanir.

Teorem 3.4.1: o (z) fonksiyonu

o(z) = zH/ { (1 — Q;) e(ﬂifr%ﬂin)}

formunda sonsuz sayida carpan ile ifade edilebilir. Burada carpim m ve

n’lerin ayn1 anda sifir olmadiklar: tiim pozitif ve negatif sayilara genisletilebilir.

Ispat: o (2)’nin tammindan elde edilen

1

< flogo ()} — 1 = C(2) -
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esitliginin iki tarafinin integralini alarak

log%:/z{g(z)—é}dz

0

elde ederiz. ¢ (z)'nin tanimindan

w2 - [T

/ 1 1
B ZZ//{(Z_an)+an+Q;n}dZ
2
- Yy {log( o)+ ot e )

burada A integral sabitidir ve ¢ (z) — 1, z = 0 komsulugunda analitiksir
ve her bir terimin integrali alinarak serinin, analitik fonksiyonlarin diizgiin

yakinsak serisi oldugu goriilebilir.

Boylece A bir sabit iken

:AzH/{(l— QZ )e(®+§sél)}

z—0 z

olur.

oldugundan A = 1’dir.

Acgiklama 3.4.1: o (z) fonksiyonu €2,,,,’de sifirlar1 olan integral fonksiy-
onudur. Bu yiizden eliptik fonksiyon degildir. Baz yazarlar o (z)’yi Teorem

3.4.1 ile tammlarlar.

Yardimci Teorem 3.4.1: o fonksiyonunda homojenlikten her A # 0
icin
o (Az; w1, Aws) = Ao (25w, ws)

oldugu aciktir.
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Ispat: Bu Teorem 3.4.1 ile dogrudan ispatlanir. o (z) fonksiyonu birinci

dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 3.4.2: o (z) fonksiyonu z = 0 komgulugunda

a2 Qy

b = —_—— T — e e s
! 1272 30

olmak {izere
0(2) =24 b12° +boz” - £ b2 4
seklinde kuvvet serisine acilir.

Ispat : ¢ (2)’nin tammindan

1og"<;> :/Z{C(z)—é}dz

oldugunu biliyoruz. ¢ (z)nin (6) ile gosterilen seri agilimindan

o(z) F 3 5 ,2n+1
log > = /{_@3_@43_“'_@2”271—-}-1_'” dz
0
_ _%4_%6_...:_4<@ a4 2 >
2° 30" MASTRET

elde edilir. Dolayisiyla

P(z)=a 452+

olmak iizere
—24P(z)

— z{l—z4P(z)+;—TP2(z)+~~}

CL25 a47

12 30

olur. Buradan
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(05} Qy
12 30

olmak {izere

0(2) =24+b12° +by2" 4 -+ 022"

olur.
Yardimci Teorem 3.4.2: o (z) tek fonksiyondur.

Ispat: Kuvvet serisi aciliminda z yerine —z yazildiginda

o(=2) = (=2)+b (=2 +by(=2)" 4+ +b, (—2)"""

= — (24 b2° +boz" + - 45,27 )
= ()
oldugu goriiliir.
Teorem 3.4.3: o ve p fonksiyonlar1 arasinda

02 (2) —o(2)0" (2)

ole) =~ {logo ()} = T2 E

bagintis1 vardir.

ispat:

() =3¢ (2)

e  dz
oldugunu biliyoruz. Buradan
d2
p(z) = A {logo (2)}

0% (2) =0 (2) 0" (2)
B o?(2)

bulunur.

Teorem 3.4.4: 2n,,, = 2mmn, + 2nn, olmak {izere

0 (2 4 Q) = (—1)"™ 7 2 (2 25%) 5 ()
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esitligi vardir.
Ispat: Teorem 3.2.6’dan elde edilen

veya

o' (24 Q) 0’ (2)
oot ) o (z)

egitliginin iki tarafinin da integrali alinarak, A bir integral sabiti olmak
lzere,

logo (z + Qun) = logo (2) + 2n,,,2 + A

ve boylece

o (Z + an> — e2nmnz+AO_ (Z)

e2imn (5 )HA ()

N CE T

elde edilir. Burada A" = A— 1,,, Q. ve C' = e’ birer sabittir. C sabiti

asagidaki sekillerde elde edilebilir:

Durum 1:
m ve n ayni anda ¢ift olmadigi zaman % bir periyot degildir.

Son elde edilen denklemde z = —% yazildiginda

oo o)

()

elde edilir.
Durum 2:

m ve n ayni anda ¢ift oldugu zaman % sayist o (z)'nin bir sifiridir.

Boylece L'Hospital Kurali ile

acy

—— =41
o’ (—%=)
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elde edilir.

o fonksiyonunun ¢2,,,,’de basit sifira sahip olmasina ragmen, ¢’ fonksiy-

Qn?
2

onu bir ¢ift fonksiyondur ve de hig sifir1 yoktur. Bu yiizden

an

0 (2 4 Q) = (=1)" " 20 (5 ) g (1)

Yardimci Teorem 3.4.3: Teorem 3.4.4’ten asagidaki 6zel sonuglar elde

edilir.
0 (2 +2wy) = —PnE g ()
0 (2 4 2wq) = —?REHw2) g (2) |
0 (2 4 2ws) = —?BE3) g (2) |

Teorem 3.4.5: (Legendre Bagintisi):

w1
wl,w2% <—) >0
)

i¢in £ latisinin baz1 olsun. Bu durumda zeta fonksiyonunun n; = 7 (w;) yar
periyotlar:

Wiy — Waly = 270
ifadesini saglar.

Ispat: 0’1 F’in bir i¢ noktasi olarak kabul edelim. Bu durumda ¢ (z) F

icerisinde 1. dereceden kutba sahiptir. Bu yiizden rezidii teoreminden

omi :alg(z) dz

bulunur.
Zeta fonksiyonunun doniisiim formiiliinii kullanarak ve zit koseler iiz-

erindeki integralleri birbirine ekleyerek Teorem 3.4.5’1 ispatlayan

ol Ytw2
- / Nydz — / Ndz = winy — wany
yHwi ¥

elde edilir.
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3.5 Weierstrass Tarz1 Eliptik Fonksiyonlarin

Olusturulmasi:

Sabit olmayan bir f eliptik fonksiyonu, modul £’de mertebesi 0’dan farkl
olan sonlu sayida noktaya sahiptir. Bu noktalar mertebeleri m;, ..., m4 olan

aiy, ..., as noktalar: olsun.

ij:O ve ijajeﬁ (12)
j=1 j=1

oldugu bilinmektedir.
Aksine, (12)’yi saglayan a; € C ve m; € Z igin

s

g(z) =[] (0 (z —ay))™ (13)

j=1
f ile aym1 derecelere, sifirlara ve kutuplara sahip bir eliptik fonksiyon tanim-
lanir. Bunu gérmek i¢in w € £ i¢in o fonksiyonunun doéniigiim formiillerini

kullanacagiz.
g (Z + w) =y (w)zmj ew(ijaj)*—w*(ijaj)g (Z)

Bu noktada, e’nin kuvveti, Legendre bagntisi ve > mja; € L bagn-
tisina gore 27¢’nin bir garpanidir. Dahasi kabule gore Y m; = 0’dir. Boylece
g (2 +w) = g (2)’dir. Bu yiizden g eliptiktir.

Teorem 2.1.2’den 5 fonksiyonu sabit olmalidir ve asagidaki teoremi is-

patlamig oluruz.

Teorem 3.5.1(Abel-Jacobi)

ay,...,as € C ve my,...,m, € Z\ {0} olsun. Oyle bir eliptik f fonksiy-
onu vardir ki ancak ve ancak (12) sart1 saglandiginda a;’ler mod £L’de f ’in
derecesinin sifirdan farkli ve m;’ye esit oldugu noktalardir. Bu sekilde sabit
bir garpana sahip olan her fonksiyon (13)’teki ¢arpima esittir.

Ornek olarak, a € C\ L i¢in p (2)—¢ (a) fonksiyonunu ele alalim. Burada

a; = a, ag = —a, azg = 0; m; = my = 1, mg = —2’dir. Bu yiizden Teorem
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3.5.1 ve C sabiti ile

olur. C’yi bulmak igin, denklemin her iki tarafin1 da o (2)2 ile carpalim

ve z — 0 i¢in limit alahm. Bu C = U;(Z) oldugunu gosterir ve siradaki

teoremin ilk iddiasin ispatlar. Ikinci kismu ispatlamak icin ilk formiilii

z — a ’ya bolelim ve a — z icin limit alalim.

Teorem 3.5.2
(i) a € C\L igin

£ (Z) - (CL) = ) (Z) o2 (CL)
7O="50)

Agikca, bir latise bagh eliptik fonksiyonlarin kiimesi toplama ve garp-

maya gore bir cisimdir. Konunun devaminda bunu C, ile gosterecegiz.
Teorem 3.5.3

Cr, C iizerinde p ve @' : C, = C(p, ¢') ile iiretilir.

Ispat: Ilk olarak her eliptik fonksiyonu, ¢’nin rasyonel fonksiyonu olarak

gosterecegiz. Bu nedenle agsagidaki ifadeye ihtiyacimiz olacak.

Lemma 3.5.1: f , C.\C iginden bir ¢ift fonksiyon olsun ve 2a € L

olacak gekilde a € C olsun. Bu durumda a’da f ’in derecesi 2 ile tam

boliiniir.
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ispat:

f ’in a’da Taylor aciliminmi yazarsak

f@)=cmz—a)"+cmp(z—a)" "+, cn#0

f)=f(=2420)=fla+(@a—2)=(=1)"cn(z—a)" +---
buluruz.

Bu yiizden m ¢ift olmahdir.

Lemma 3.5.2: ¢ (2) 3.mertebedendir ve

w_wl w_w1+wQ w_UJQ
1 — 5 2 — 3 — &
27 2 ’ 2

yar1 periyotlarinda 3 tane basit sifir1 vardir.
a € C\L igin p (z) — p (a) fonksiyonu, 2a ¢ L ise, her bir +a noktasinda

basit sifir;; 2a € £ ise a’da 2. dereceden sifir1 vardir.

Ispat: ¢ tek fonksiyon oldugundan Lemma 3.5.1’in ispatindaki Taylor
agilimini kullanarak ¢’ (z)’nin sifirlarinin yari periyotlar oldugu sonucuna
variriz. Dahasi ¢’ derecesi 3 oldugu i¢in bunlar £ moduna gore sifirlardir.

Lemma 3.5.2’nin p hakkindaki iddias1 g'nin derecesi 2 oldugu icin goriiliir.

Teorem 3.5.3’iin ispati:
[k once f derecesi m; # 0 olan, mod L'e gore tiim noktalart ay, ..., a,

olan, sabit olmayan cift eliptik bir fonksiyon olsun. 2a; € £ oldugunda,

m; = m; ve 2a; € L oldugunda m) = 5L olarak alahm. Bu durumda

Lemma 3.5.2 ile
g(2)=F @[ (0() —p@)™
j=1
fonksiyonunu £ ic¢inde sadece sifirlara ya da kutuplara sahiptir ve g sabittir,

bu yiizden f, 'nin rasyonel bir fonksiyonudur.
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Simdi, f herhangi bir eliptik fonksiyon olsun. Biz f fonksiyonunu tek ve

¢ift fonksiyonlarin toplami olarak yazalim

TR L5 (S FRCERC

bu 1 ve ¢ katsayilar: ile 1 ve @’ nin lineer kombinasyonlarindan olusan, ¢

icindeki ¢ift ve dolayisiyla rasyonel fonksiyonlardir.

3.6 Eliptik Fonksiyonlarin Cebirsel ve Geometrik
Ozellikleri:

L latisinin Eisenstein serisi

mutlak yakinsaktir.

Teorem 3.6.1:

o ve ¢ fonksiyonlar
" =40 — gap — g3
cebirsel denklemini saglar.
P(X)=4X% - g, X — g3
polinomu w; yar1 periyodu ile {i¢ ikili farkh sifira sahiptir.
e =p(w), j=1,23

Diskriminant:



Tiim latisler i¢in

ve

elde edilir.

Ispat: Teorem 3.1.4’ten

z = 0’mn bir komsulugunda

age = (2k + 1) Y 10, R

iken
1 o
p(z) = 22 + kg_l agz"

seklinde bir Laurent serisine acilabildigini biliyoruz.

9(2) = 0% = (40° — 920 — 93)
fonksiyonunu Laurent agilimi cinsinden yazarsak, ¢’nin hi¢ kutbu olmadigini
ve ¢ (0) = 0 oldugunu goriiriiz. Boylece ilk iddiamiz ispatlariz, g = 0’dir.
Kalan iddialar ispatlamak icin, her w; yar1 periyodu i¢in Lemma 3.5.2’ye
gore
¢ (wi) =0

oldugu i¢in 4X3 — go X — g3 polinomunun sifirlarn1 j = 1,2, 3 i¢in p (w;)’dir.
Dahast bunlar ¢’ (w;) = 0 oldugundan farkh ikilidir ve p, w;’de 2. dereceye
sahiptir.

Bu Teorem 3.6.1%in ispatini tamamlar.
Teorem 3.6.1, C/L ve

E={(t:x:y) € P*(C) |y*t = 42° — gouwt® — gt* }
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izdiistimsel egrisi arasinda

- (1:9p(2):¢'(2)) 2z¢ L iken
Z+£'—>Q<2)_{(@,+Z)I§/(é))il> ¢ (2) # 0 iken

seklinde bir birebir ¢rten eslemeye sebep olur.

Tanimdan
Q(z1)+Q(22) =Q (21 + 22)

E, sonsuzdaki @ (0) = (0: 0 : 1) noktas: ile notr eleman olarak bir grup
yapisi ile verilmigtir. Bu grup yapisinin cebirsel 6zellikleri elde edecegimiz
©'nin toplam formiiliinden elde edilmektedir.

Toplam formiiliiniin analitik kaynag1 Teorem 3.5.2°deki ilk formiildiir.

(z4+2)o(z—2)

o(z) 0 ()

o(2)—p(z) = =2

Her iki tarafin z ve 2z’ 'ne gore logaritmik tiirevini alirsak;

%ﬂ(ﬂz’)ﬂ@—%)—%(z)

o (2) —p(2)
__9E) z+2)—C(z—72)—2C (¢
I ) - ) -2

elde edilir ve iki formiilii toplarsak;

Teorem 3.6.2 (¢ fonksiyonunun toplam formiilii)

2,2/ € C\L,z 2 £z’ mod L icin

et /)= () + () + 55 =T

Teorem 3.6.2°deki formiiliin z ve z"’ye gore tiirevlerini alarak,




Dahasi, Teorem 3.6.1°deki cebirsel denklemin tiirevi alinarak

elde edilir.
@ (z + 2’) i¢in olan formiilleri toplayarak ve " ifadesini p kullanarak

ifade edersek, son formiil ile;

Teorem 3.6.3 (p fonksiyonunun toplam teoremi)

2,2/ € C\L,z 2 £z’ mod L icin
(@’ (2) — ¢ (2')>2
p(z) —p(2)

plz+2)=—p(2) —p )+

| =

ve 2z 22 +0mod £ igin
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4 BULGULAR VE TARTISMA

Teorem 3.3.2 ile p(z) fonksiyonunun 1. tiirevi ile ¢ fonksiyonu arasindaki
bagintilar verilmisti. Bu boliimde, Weierstrass p fonksiyonunun n. mer-
tebeden tek ve ¢ift mertebeli tiirev fonksiyonlar: ile ¢ fonksiyonu arasinda
bagintilar elde edilmistir.

L alt grubunun elemanlarinin, g fonksiyonunun periyodlar ciimlesini

teskil ettigi bilinmektedir. O halde;
p(z + 2w1) = p(2)

(2 + 2wa) = p(2) (14)

ifadelerinin integralleri alindiginda;

(2 + 2w1) = ¢(2) + 2m, (15)

((2 4 2w2) = ((2) + 2,
esitlikleri bulunur. z = —w olmakla 1, ve n, sabitleri;
m=Cw) ve my=((ws)

olarak yazilabilir.

((#) fonksiyonunu,

g(z>:§+zzx{<z_1gmn>+ﬂl +Qj } (16)

mn mn

seklinde tanimlamigtik.

(16) esitliginin tiirevinin ters isaretlisi olan p(z) fonksiyonu da

p(z)—Z—IQ—i-ZZ/{(Z_;ZmnP—Qi } (17)

mn

seklinde tanimlamigtik.
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(17) ifadesinden ardigik tiirevler alinirsa

o) Z——+ZZ{ 1.2 }

p”(Z

e

pI// (Z

S

o) = (R e AR )

fonksiyonlari elde edilir.

n. mertebeden tiirevi igeren (18) esitligi yardimiyla,

) =G - Y ) 09

@(Qn_Q)(Z):%JFZZ/{&;))!%} (20)

tek ve ¢ift mertebeli tiirev fonksiyonlarini gostermek iizere, (19) ile (20)

ifadelerine gore asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1: Her n € NT igin z; ve 29, (18) ile ifade edilen fonksiyonun
kutup yerleri olmak iizere, (19) ile (20) esitlikleri arasinda,
i.
P (1) + 9" (20)
P2 (21) — ) ()

=20 (21— 22) — 2n(C (21) — ( (22))

p(2n—1)(21) - @(Zn_l)(ZQ)
P2 (z1) — o2 z)

= 2( (21 + 22) +2n.(C (21) + ( (22))
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bagintilar saglanir.

Ispat: Eliptik fonksiyonlarin toplami, farki, bsliimii ve carpimlarinin da

bir eliptik fonksiyon oldugu gercegi ile,

p(2n—1)(z)
onD(z) — oD (z)

ifadesi bir eliptik fonksiyon olup, bu fonksiyonun z,, —z5 ve sifir noktalarin-

(21)

daki rezidiileri sirasiyla; 1,1 ve —2n olur.
Bu noktalar ve bu noktalara kargilik gelen rezidiiler icin Teorem 3.3.1°e

gore

P (z)
p(2n—2) (Z) _ p(Qn—Q) (ZZ)

bulunur. (22) esitliginde z yerine —z yazilir ve p’nin ¢ift, ('nin da tek

= Ao+ (2= 2) +((z+2) =2nC(2)  (22)

fonksiyon olduklar1 dikkate alinirsa;

(2n-1)
gy~ A= S )~ (e = )+ 20 (2

prD(z)
GBI

Ao+t m) () — () (23)

elde edilir. (22) ve (23) esitliklerinden Ay = 0 oldugu agik¢a goriilmektedir.

(22) ’de Ap = 0 alnir ve z yerine z; aliirsa,

p(2n—1) (21)
P (21) — pn=2)(z)

bagintis1 yazilir.

= ( (21 + 22) + ((21 — 22) — 2n( (21) (24)

Benzer sekilde
p(Qn—l) ( Z)

o (2) = o ()

eliptik fonksiyonunun z;, —z; ve sifir noktalarindaki rezidiileri sirasiyla; 1,1

(25)

ve —2n oldugu dikkate alinarak Teorem 3.3.1 uygulanirsa,

p(2n—1) (z)
o2 (z) — oD (z1)

= Ao+ C(z—2) +((z+2) —2n((2)  (26)
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olur. z yerine —z yazilir ve p (2)’nun ¢ift, ¢ (z)'nun da tek fonksiyon olduk-

lar1 goz ontinde bulundurulursa,

(2n—1)
_p(Qn—2)?Z) _ p(é,)l_z)(zl) = Ao —C(z—21) = C(z = 21) +2n( (2)

p(2n—1)(z)
p(Qn—2) (2) _ p(Qn—Z) (Zl)

=—Ag+C(z+21)+(z—2z)—2nl(2) (27)

elde edilir. (26) ve (27) esitliklerinden Ay = 0 olup (26) ifadesinde z yerine

25 yazmakla,

p(2n—1)<22>

(2n—1)
_p(gn 2)21) — Z@i D (2,) =( (214 22) — ((21 — 22) — 2n( (22)
O ()

= —( (21 + 22) + ((21 — 22) + 2nC (22) (28)

bulunur. (24) ve (28) egitliklerinin taraf tarafa toplanmasi ve taraf tarafa

¢ikarilmasi ile istenilen bagintilar elde edilir.

Sonug olarak

oldugundan

yazilabilir. Buna gore;

¢®" (21) + ¢ ()
<(2n—1) (Zl) _ g(2n—l) (22)

=20(z1 — 22) = 2n(C(21) — (%)) (29)

42



(P (21) = (B (29)

C(2n71) (Zl) — C(2n71) (22) =2¢ (21 + 22) —2n (C (21) +¢ (22)) (30)

p D (21) + 9"V (22) _ C (21— 22) —n(C(21) = C(22))
P (21) — U () ( (214 22) —n(C(21) + ((22))

(31)

COM (21) = ¢ (z) (214 22) —n(C(21) +( (22))

C(zn) (21) + C(Qn) (Zz) C(Zl - 22) -n (C (21) - (Zz)) (32)

esitlikleri elde edilir. Boylece bu teorem ile Weierstrass ¢ eliptik fonksiy-
onunun n. mertebeden tek ve ¢ift mertebeli tiirev fonksiyonlari ile, ¢ fonksiy-

onu arasinda genel bir baginti kurulmus oldu.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Weierstrass g eliptik fonksiyonun n. mertebeden tek ve ¢ift mertebeli tiirev
fonksiyonlar: ile ¢ fonksiyonu arasinda genel bir bagint1 kuruldu.
Bu fonksiyonlar ve tiirevleri kullanilarak yeni ve farkl eliptik fonksiyon-

lar elde edilebilir.
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