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ÖZET 

WEİERSTRASS PE-ELİPTİK FONKSİYONUNUN n.MERTEBEDEN 
TÜREVLERİ İLE ZETA-YARI ELİPTİK FONKSİYONU ARASINDAKİ 

BAĞINTILAR 

Pınar ZENGİN 
Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. İsmet YILDIZ 
Temmuz 2012, 47 sayfa 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde eliptik fonksiyonlar ve Weierstrass 
fonksiyonlarının kimler tarafından oluşturulduğu hakkında bilgi verildi. İkinci bölümde 
çalışma içerisinde kullanılmış olan gerekli tanım ve temel teoremler verildi. Üçüncü 
bölümde Weierstrass eliptik fonksiyonları tanıtılarak aralarındaki bazı ilişkiler verildi. 
Dördüncü bölümde Weierstrass Pe-eliptik fonksiyonu ile Zeta-yarı eliptik 
fonksiyonunun n. mertebeden türevleri arasındaki bağıntılar elde edildi. 

Anahtar sözcükler: Eliptik Fonksiyonlar, Weierstrass Pe-eliptik Fonksiyonu, 
Weierstrass Zeta-yarı Eliptik Fonksiyonu, Sigma Fonksiyonu 
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ABSTRACT 

RELATIONS BETWEEN n.th ORDER DERIVATIVE OF WEIERSTRASS 
 PE-ELLIPTIC FUNCTION AND ZETA-QUASI ELLIPTIC FUNCTION 

Pınar ZENGİN 
Duzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. İsmet YILDIZ 
July 2012, 47 pages 

    This thesis consists of four sections. In the first section, a short literature survey is 
given. In the second section, the definitions and basic theorems which are used in this 
study are provided. In the third section, firstly Weierstrass elliptic functions are defined 
and then some relations between them are given. In the fourth section, relations between 
the n.th order derivatives of Weierstrass Pe-elliptic functions and Zeta-quasi elliptic 
functions are obtained. 

    Keywords : Elliptic Functions, Weierstrass Pe-elliptic Function,  Weierstrass Zeta- 
quasi elliptic Function, Sigma Function 
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EXTENDED ABSTRACT 

 

RELATIONS BETWEEN n.th ORDER DERIVATIVE OF WEIERSTRASS 
 PE-ELLIPTIC FUNCTION AND ZETA-QUASI ELLIPTIC FUNCTION 

Pınar ZENGİN 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. İsmet YILDIZ 

July 2012, 47 pages 

 

 

1.INTRODUCTION 

    This thesis consists of four sections. In the first section, a short literature survey is 

given. In the second section, the definitions and basic theorems which used for this 

study are provided. In the third section, firstly Weierstrass elliptic functions are defined 

and then some relations between them are given, for example a theorem which gives the 

relations between derivative of ℘(z) function and ζ(z) function. In the fourth section, 

relations between odd and even degree of the n.th order derivatives of Weierstrass Pe-

elliptic functions and Zeta- quasi elliptic functions are obtained. 

 

 

 

             

     

      

 

 



1 G·IR·IŞ

Eliptik fonksiyonlar teorisi 18. yüzy¬l ve 19. yüzy¬l¬n başlar¬nda Euler,

Legendre, Gauss, Abel, Jacobi ve Lioville�in çal¬̧smalar¬ile geli̧stirilmi̧stir.

Abel ve Jacobi bu konuyu, 1827�de ters fonksiyonlar¬ve kompleks düzlem

teorisi çal¬̧sarak köklü bir de¼gi̧sime u¼gratm¬̧st¬r. Liouville s¬n¬rl¬tam fonksiy-

onlar üzerine teoremini de kapsayan kompleks de¼gi̧skenler metodunun sis-

tematik kullan¬m¬n¬ortaya ç¬karm¬̧st¬r. Weierstrass�¬n 19. yüzy¬l¬n sonlar¬na

do¼gru geli̧stirdi¼gi versiyon Jacobinin teta fonksiyonlar¬ile kurdu¼gu yöntem-

den çok daha basitti. Mittag-Le er, Neville ve Tricomi, Abel ve Jacobi

teorisini geli̧stirmek için teta fonksiyonlar¬yerineWeierstrass fonksiyonlar¬n¬

kullanm¬̧slard¬r.

Bu tezin ikinci bölümünde çal¬̧sma içerisinde kullan¬lm¬̧s olan gerekli

tan¬m ve temel teoremler verildi.

Bu tezin üçüncü bölümündeWeierstrass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-

fonksiyonu ve Sigma fonksiyonu tan¬t¬lm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda eliptik fonksiy-

onlar¬n Zeta-fonksiyonu ile oluşturulmas¬veWeierstrass tarz¬eliptik fonksiy-

onlar¬n oluşturulmas¬hakk¬nda bilgi verilmi̧stir. Son olarak eliptik fonksiy-

onlar¬n cebirsel ve geometrik özellikleri hakk¬nda bilgi verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde üçüncü bölümde verilmi̧s olan }(z) fonksiyonun bir-

inci türevi ile � (z) fonksiyonu aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lardan yola ç¬karak, Weier-

strass } (z) fonksiyonunun yüksek mertebeden türev fonksiyonlar¬ile � (z)

fonksiyonu aras¬nda ba¼g¬nt¬lar elde edilmi̧stir.
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2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 Genel Kavramlar

Bu bölümde çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 ("-Komşuluk): z0 2 C ve " > 0 olmak üzere,

B (z0; ") = fz 2 C : jz � z0j < "g

kümesine z0 noktas¬n¬n "�komşulu¼gu denir.

Tan¬m 2.1.2 (·Iç Nokta): A � C herhangi bir küme ve z0 2 A olsun.

B (z0; ") � A olacak şekilde bir " > 0 gerçel say¬s¬varsa, z0 noktas¬na A

kümesinin bir iç noktas¬denir.

Tan¬m 2.1.3 (iç): Bir A kümesinin bütün iç noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu

kümeye A kümesinin içi denir, ve A0 ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.4 (Aç¬k Küme): Her noktas¬bir iç nokta olan kümeye

aç¬k küme denir. Başka bir deyi̧sle A0 = A ise A kümesi bir aç¬k kümedir.

Tan¬m 2.1.5 (Kapal¬Küme): Tümleyeni aç¬k olan kümeye kapal¬

küme denir.

Tan¬m 2.1.6 (D¬̧s Nokta): A � C kümesi verilsin. A kümesinin

tümleyeninin bir iç noktas¬na A kümesinin bir d¬̧s noktas¬ denir. Bütün

d¬̧s noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kümeye A kümesinin d¬̧s¬denir ve (C� A)0 ile

gösterilir.

Tan¬m 2.1.7 (Y¬¼g¬lma Noktas¬): � 2 C olsun. ��n¬n her " > 0

komşulu¼gunda A kümesine ait sonsuz eleman varsa, ��ya A kümesinin

y¬¼g¬lma noktas¬veya y¬¼g¬lma yeri denir.

Tan¬m 2.1.8 (Kapan¬̧s Noktas¬): A � C alt kümesi ve bir z 2 C

noktas¬verilsin. E¼ger z noktas¬n¬n her komşulu¼gunda A kümesinin en az

bir eleman¬varsa, z noktas¬na A kümesinin kapan¬̧s noktas¬denir.
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Tan¬m 2.1.9 (Ba¼glant¬l¬Küme): A; Y ve Z C kompleks say¬lar

kümesinin alt kümeleri olsun. E¼ger A � Y [Z; A\Z 6= ?; A\ Y 6= ? ve

A \ Y \ Z = ? olacak biçimde Y ve Z gibi boş olmayan iki ayr¬k ve

aç¬k küme bulunamaz ise, A � C kümesine ba¼glant¬l¬d¬r denir. Aksi halde

ba¼glant¬s¬zd¬r denir.

Tan¬m 2.1.10 (Basit Ba¼glant¬l¬Küme): A kümesi içindeki herhangi

iki noktay¬birleştiren bütün yollar yine küme içinde kal¬yorsa, bu A küme-

sine basit ba¼glant¬l¬küme denir.

Tan¬m 2.1.11 (Bölge): Kompleks düzlemde aç¬k ve ba¼glant¬l¬kümelere

bölge denir.

Tan¬m 2.1.12 (Seri):

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � �

ifadesine seri denir. a1; a2; ::: say¬lar¬na da serinin terimleri ad¬verilir.

Bir seriyi göstermek için

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � � =
1X
n=1

an

veya

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � � =
X

an

kullan¬l¬r.

Tan¬m 2.1.13 (Yak¬nsakl¬k): Kompleks say¬lar¬n bir fzng dizisi ve

z0 2 C verilsin. Her " > 0 say¬s¬için n > n0 oldu¼gunda jzn � z0j < " olacak
biçimde bir n0 do¼gal say¬s¬varsa, bu dizi z0 kompleks say¬s¬na yak¬ns¬yor

denir. fz0g dizisinin z0 noktas¬na yak¬nsamas¬zn ! z0 veya lim zn = z0

biçiminde gösterilir.

Tan¬m 2.1.14 (Düzgün Yak¬nsama): A � C ve fn : A! C fonksiy-

onlar¬n¬n ffng dizisi verilsin. E¼ger her " > 0 ve tüm z 2 A de¼gerleri için

6



n > n0 al¬nd¬¼g¬nda jfn (z)� f (z)j < " olacak biçimde bir n0 do¼gal say¬s¬

varsa, ffng fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬ns¬yor denir.

Tan¬m 2.1.15 (Mutlak Yak¬nsakl¬k):
1P
n=1

jUnj serisi yak¬nsak ise
1P
n=1

Un serisine mutlak yak¬nsak seri denir.

Tan¬m 2.1.16 (Süreklilik): A � C, f : A ! C bir fonksiyon ve

z0 2 A olsun. " > 0 key� olmak üzere z 2 A ve jz � z0j < � için

jf (z)� f (z0)j < "

olacak biçimde � (z0; ") > 0 say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna z0 noktas¬nda

süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.17 (Parçal¬Süreklilik): A � C; f : A ! C tan¬ml¬

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A�daki süreksizlik noktalar¬n¬n say¬s¬

sonlu ise f fonksiyonuna A üzerinde parçal¬süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.18 (Analitik Fonksiyon): f , kompleks de¼gi̧skenli ve kom-

pleks de¼gerli fonksiyonu z0 2 C noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda tan¬ml¬olsun.

E¼ger

lim
z!z0

f (z)� f (z0)
z � z0

limiti varsa, bu fonksiyona z0 noktas¬nda diferansiyellenebilirdir denir. z0

noktas¬n¬n bir " > 0 komşulu¼gunda diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna

z0 noktas¬nda analitik fonksiyon denir.

Tan¬m 2.1.18 (Kutup Noktas¬, S¬f¬r Noktalar¬): f fonksiyonu,

z = z0 noktas¬nda analitik de¼gil fakat

lim
z!z0

(z � z0)n f (z) = A 6= 0 (1)

olacak şekilde bir n 2 Z+ say¬s¬mevcut ise, z = z0 noktas¬na f fonksiy-

onunun bir kutup noktas¬denir. (1) ifadesini gerçekleyen en küçük n 2 Z+
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say¬s¬na z0 kutup noktas¬n¬n mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup nok-

tas¬basit kutup noktas¬ad¬n¬al¬r.

z0 2 C noktas¬nda analitik bir f fonksiyonu için f (z0) = 0 iken

f (z) = (z � z0)n g (z) (2)

koşulunu sa¼glayan bir n pozitif tamsay¬s¬ve g (z0) 6= 0 olan, z0 noktas¬nda

analitik bir g fonksiyonu varsa z0 say¬s¬na f fonksiyonunun n: mertebeden

s¬f¬r¬denir. n = 1 durumunda z0 noktas¬na f fonksiyonunun bir basit s¬f¬r¬

denir.

Tan¬m 2.1.19 (Rezidü): f fonksiyonu, tek de¼gerli olmak üzere C

içindeki bir z = z0 noktas¬hariç, C�nin üzerinde ve içinde analitik olsun. f

fonksiyonunun z = z0 noktas¬ndaki Laurent aç¬l¬m¬,

f (z) =
1X
n=0

an (z � z0)n +
1X
n=1

bn (z � z0)�n (3)

şeklindedir.

Bu aç¬l¬mdaki 1
z�z0 teriminin katsay¬s¬na f fonksiyonunun z = z0 nok-

tas¬ndaki rezidüsü denir ve Rez(f; z0) ile gösterilir.

(3) ifadesinden

Rez (f; z0) = b1

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu rezidü ayr¬ca

b1 =
1

2�i

Z
C

f (z) dz

integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

f (z) =
b1

z � z0
+ a0 + a1 (z � z0) + a2 (z � z0)2 + � � �

aç¬l¬m¬var olup burdan

b1 = lim
z!z0

[(z � z0) f (z)]
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limiti ile de rezidü hesaplanabilir.

Tan¬m 2.1.20 (Periyodik fonksiyon): Kompleks düzlem üzerindeki

her noktada tan¬ml¬ve reel say¬lar cisminde lineer ba¼g¬ms¬z vektörler olan

!1 ve !2 kompleks say¬lar olmak üzere iki periyoda sahip olan fonksiyona

çifte periyodik fonksiyon denir.

Tüm kompleks z say¬lar¬için !1 ve !2�nin f�in periyodlar¬olmas¬

f (z + !1) = f (z + !2) = f (z)

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 2.1.21 (Meromorf Fonksiyon): Bir B bölgesinde kutup nok-

talar¬ndan başka singüler noktas¬olmayan fonksiyona meromorf fonksiyon

denir.

Tan¬m 2.1.22 (Eliptik Fonksiyon): Aç¬k z�düzleminde meromor�k,

çifte periyodik fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Tan¬m 2.1.23 (Modül): C kompleks say¬lar cümlesinin boş cümleden

farkl¬ ve toplama i̧slemine göre de¼gi̧smeli her alt grubuna, Z tam say¬lar

halkas¬üzerinde bir modül denir.

Tan¬m 2.1.24 (Latis): Sonlu düzlemde y¬¼g¬lma noktas¬bulunmayan

bir modüle latis denir.

S¬f¬rdan farkl¬bir y¬¼g¬lma noktas¬olan her modül için s¬f¬r da bir y¬¼g¬lma

noktas¬d¬r. O halde bir L latisi için s¬f¬r bir y¬¼g¬lma noktas¬de¼gildir. Buna

göre s¬f¬rdan farkl¬elemanlar¬, mutlak de¼gerce alttan s¬n¬rl¬olan her de¼gi̧smeli

grup bir latis olmal¬d¬r.
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Düzlemsel latisler:

a)L0 = fmw : m = 0; w 6= 0;m 2 Z; w 2 Cg

şeklinde tan¬ml¬latise, s¬f¬r boyutlu ya da s¬f¬r latis denir.

b)L1 = fmw : m 6= 0; w 6= 0;m 2 Z; w 2 Cg

olarak tan¬mlanan latise bir boyutlu veya basit latis denir.

c)L2 =
n
mw1 + nw2 : (m;n) 6= (0; 0)w 6= 0; m; n 2 Z; w1; w2 2 C; w2w1 = � =2 R

o
cümlesi ile tan¬mlanan latise de iki boyutlu ya da çift latis denir.

Burada w1; w2 kompleks say¬lar¬lineer ba¼g¬ms¬z olup (w1; w2) çiftine L

latisi için bir baz denir ve

Im

�
w2
w1
= �

�
> 0

al¬n¬r.

Tan¬m 2.1.25 (Kalan S¬n¬f¬): u 2 C olmak üzere

u+ L = fu+ w : w 2 Lg

cümlesine, modL�ye göre bir kalan s¬n¬f¬denir.

Tan¬m 2.1.26 (Temel Bölge): Her kalan s¬n¬f¬n¬n yaln¬z bir tek ele-

man¬n¬içeren basit ba¼glant¬l¬bölgeye, ilgili latisin temel bölgesi denir.

L latisinin kendisi de bir kalan s¬n¬f¬d¬r. Buna göre, L0 düzlemsel latisinin

temel bölgesi bütün düzlem, L1 latisinin temel bölgesi iki paralel iki do¼gru

ile s¬n¬rlanm¬̧s, sonsuz bir şerit ve L2 latisinin temel bölgesi ise, de¼gi̧sik

geometrik şekillerde olabilir.

D = faw1 + bw2 : 0 � a; b < 1g

10



paralel kenar¬, bu geometrik şekillerden biridir. Bir L latisinin bütün w 2 L

noktalar¬, s¬f¬rdan farkl¬bir � 2 C kompleks say¬s¬ile çarp¬ld¬¼g¬nda yeni bir

L̂ = f�w : w 2 Lg

latisi tan¬mlanabilir.

Teorem 2.1.1: Eliptik fonksiyonlar¬n toplam¬, fark¬, bölümü ve çarp¬m-

lar¬da yine bir eliptik fonksiyondur.

Teorem 2.1.2: En fazla bir kutbu olan 1. dereceden bir eliptik fonksiyon

sabittir.
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3 MATERYAL VE YÖNTEM

3.1 Weierstrass Pe-Fonksiyonu (}(z)):

Eliptik fonksiyonlar¬n Weierstrass teorisini geli̧stirmek için, Weierstrass Pe-

Fonksiyonu }(z) veya daha net şekilde }(z;!1; !2) yi ele almal¬y¬z.

Tan¬m 3.1.1 :


mn 6= 0;
mn = m2!1 + n2!2 � 0(mod 2!1; 2!2)

iken ve
P
m

P
n

toplam¬(m;n) 6= (0; 0) için tüm pozitif ve negatif m;n tam-

say¬lar¬ile al¬nd¬¼g¬nda, Weierstrass Pe-Fonksiyonu

}(z) =
1

z2
+
X
m

X
n

�
1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
(4)

çifte serisi ile tan¬mlan¬r.

Konunun devam¬nda X
m

=
X
;
X
n

=
X

0

ile gösterilecektir.

Şüphesiz ki }(z);
mn�de 2. dereceden bir kutba sahip ve temel k¬sm¬
1

(z�
mn)2 olan düzgün meromorf fonksiyondur ve }(z) serisi yak¬nsakt¬r.

NOT: (4) ifadesinde homojenlikten her � 6= 0 için

}(�z;�!1; �!2) = �
�2}(z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 3.1.1 : }(z) serisi 
mn d¬̧s¬ndaki tüm z�ler için mutlak ve

düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat: j
mnj � 2 jzj olmak üzere her m;n 2 Z� için

12



���� 1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

���� =

���� 2
mnz � z2

2mn(z � 
mn)2

����
� f2 j
mnj+ jzjg jzj

j
mnj4
���1� � z


mn

����2
�

�
2 j
mnj+ 1

2
j
mnj

�
jzj

j
mnj4
���1� z


mn

���2
� 5 jzj

2 j
mnj2
1����1� ��� z

mn

�������2
� 10 jzj

j
mnj2

eşitsizli¼ginden j
mnj � 2 jzj içinXX
0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r. Bu yüzden }(z) serisi 
mn d¬̧s¬nda tüm z�ler

için mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.1.2: } fonksiyonu bir çift fonksiyondur.

·Ispat:

}(z) =
1

z2
+
XX

00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
burada


mn = m2!1 + n2!2; 
0mn = �m2!1 � n2!2 = �
mn

m bir pozitif tamsay¬ ve n herhangi bir tamsay¬ ve
PP00 toplam¬ hem

m pozitif tamsay¬s¬ve herhangi bir n tamsay¬s¬ için ayn¬anda m = 0 ve

n = 0 olmad¬¼g¬duruma geni̧sletilebilir. E¼ger yukar¬daki }(z) ifadesindeki z

13



yerine �z yaz¬l¬rsa

}(�z) =
1

z2
+
XX

00
�

1

(�z � 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(�z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
=

1

z2
+
XX

00
�

1

(z + 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(z + 
0mn)
2
� 1


02mn

�
=

1

z2
+
XX

00
�

1

(z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
+
XX

00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= } (z)

eşitli¼gi elde edilir ve yukar¬da görüldü¼gü gibi 1
z2
terimi de¼gi̧smez, sadece iki

serinin yerleri de¼gi̧sir.

Böylece } bir çift fonksiyondur.

NOT: }(z) fonksiyonu tüm 
mn noktalar¬nda s¬f¬r rezidülü çift kutba

sahiptir.

Teorem 3.1.3: }(z) fonksiyonu 2!1; 2!2 periyotlar¬na sahip çifte periy-

odik bir fonksiyondur.

·Ispat :

}(z) =
1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+

1

(z � 2!1)2
� 1

(2!1)
2 +

XX
00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
burada (m;n) = (0; 0) ve (m;n) = (1; 0) d¬̧s¬ndaki tüm m ve n�ler içinPP00 bir toplamd¬r.

}(z + 2!1) =
1

z2
+

1

(z + 2!1)
2 �

1

(2!1)
2 +

XX
00
�

1

(z + 2!1 � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= }(z)

14



Benzer şekilde

}(z) =
1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+

1

(z � 2!2)2
� 1

(2!2)
2 +

XX
00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
burada (m;n) = (0; 0) ve (m;n) = (1; 0) d¬̧s¬ndaki tüm m ve n�ler içinPP00 bir toplamd¬r.

}(z + 2!2) =
1

z2
+

1

(z + 2!2)
2 �

1

(2!2)
2 +

XX
00
�

1

(z + 2!2 � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= }(z)

Sonuçlar 3.1.1

(1) }(z) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur, böylece eliptik fonksiyonlar

s¬n¬f¬boş de¼gildir.

(2) Bir çifte periyodik fonksiyon eliptik olmak zorunda de¼gildir, örne¼gin

e}(z) çifte periyodik oldu¼gu halde eliptik de¼gildir. e}(z) meromorf fonksiyon

olmad¬¼g¬ndan eliptik de olamaz. Bu yüzden eliptik fonksiyonlar s¬n¬f¬, çifte

periyodik fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬n özel bir alt s¬n¬f¬d¬r.

Teorem 3.1.4: z = 0�¬n bir komşulu¼gunda

a2k = (2k + 1)
XX

0
�(2k+2)mn

iken

}(z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

şeklinde bir Laurent serisine aç¬labilir.

·Ispat: }(z) � 1
z2
fonksiyonu z = 00¬n bir komşulu¼gunda analitiktir ve

bu yüzden j2!j = min (j2!1j ; j2!2j) için jzj < j2!j oldu¼gu yerde }(z) � 1
z2

15



fonksiyonu z�nin kuvvet serisine dönüştürülebilir.XX
0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

XX
0
(

1


2mn(1� z

mn

)2
� 1


2mn

)

=
XX

0
(

1


2mn

 
1 +

2

1!

z


mn
+
3 � 2
2!

�
z


mn

�2
+ � � �

!
� 1


2mn

)

=
XX

0
�

1


2mn
+
2z


3mn
+
3z2


4mn
+ � � � � 1


2mn

�
=

XX
0
�
2z


3mn
+
3z2


4mn
+ :::

�
=

XX
0
(X

k

(k + 1)
zk


k+2mn

)

=
X
k

�
(k + 1)

XX
0 1


k+2mn

�
zk

=
X
k

akz
k

Weierstrass } fonksiyonunun bir çift fonksiyon oldu¼gunu görmüştük.

Dolay¬s¬yla

ak = (k + 1)
XX

0 1


k+2mn

ifadesinde k�n¬n tüm tek tamsay¬de¼gerleri için ak = 0�d¬r.

Böylece sonuçtan yola ç¬karak;

Teorem 3.1.5: E¼ger }(!1) = e1; }(!2) = e2 ve }(!1 + !2) = e3 ise

e1; e2 ve e3 farkl¬olmal¬d¬r.

·Ispat:

Yar¬periyotlarda çift bir eliptik fonksiyonun kutup ya da s¬f¬rlar¬n¬n mer-

tebesi çifttir. Bu yüzden f (z) = }(z)� e1 çift fonksiyonu ikinci dereceden

bir s¬f¬ra sahiptir. E¼ger e1 = e2 ise f�nin bir latis içinde 4 s¬f¬ra sahip olmas¬

gerekir ki bu da bir çeli̧skidir. Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.
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Tan¬m 3.1.2 (}(z)0nin türevleri):
PP

toplam¬tüm pozitif ve negatif

tamsay¬de¼gerleri ve m ve n�nin s¬f¬r de¼gerlerine geni̧sletildi¼ginde }(z)�nin

türevi

}0(z) = � 2
z3
�
XX

0 2

(z � 
mn)3
= �2

XX 1

(z � 
mn)3

ile tan¬mlan¬r.

}(z) serisi mutlak ve düzgün yak¬nsak oldu¼gu ve }(z) serisi analitik

oldu¼gu için, }0(z) serisi de ayn¬zamanda mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Sonuçlar 3.1.2

1) }0(z) fonksiyonu her 
mn noktas¬nda s¬f¬r rezidülü üçüncü dereceden

kutba sahiptir.

2) }(z) fonksiyonunda homojenlikten her � 6= 0 için

}0(�z;�!1; �!2) = �
�3}(z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Özellikler 3.1.1

1) }(z)�nin türevi olan }0(z) fonksiyonu }(z) ile ayn¬periyotlara sahip,

bir tek eliptik fonksiyondur.

2) Yar¬periyotlar (!1; !1 + !2 ve !2) }0(z)�nin s¬f¬rlar¬d¬r.

3) }0(z)�nin kutuplar¬n¬n toplam¬ s¬f¬ra eşittir veya daha do¼grusu 0�a

denktir.

4) E¼ger �1 ve �2 noktalar¬}(z)� C �nin iki s¬f¬r¬ise bu durumda

�1 � ��2(mod 2!1; 2!2):

5) }(z1) = }(z2)() z1 � z2(2!1; 2!2)

Teorem 3.1.6: }(z) veya }0(z)�nin 
mn d¬̧s¬nda kutuplar¬yoktur.

·Ispat: }(z) ve }0(z)�nin tan¬mlar¬ndan gelir.
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Teorem 3.1.7: z = 0 komşulu¼gunda, a2k = (2k+1)
PP0


�(2k+2)
mn iken

}0(z)�nin Laurent serisi aç¬l¬m¬

}0(z) = � 2
z3
+ 2a2z + 4a4z

3 + � � �

şeklindedir.

·Ispat: Teorem (3.1.4)�ten

} (z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

}0(z) = � 2
z3
+

1X
k=1

2ka2kz
(2k�1)

3.2 Weierstrass Zeta-Fonksiyonu(� (z))

Tan¬m 3.2.1: Zeta fonksiyonu aşa¼g¬daki çifte seri ile tan¬mlan¬r.

�(z) =
1

z
+
XX

0
�

1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

�
(5)

Burada 
mn = 2m!1 + 2n!2 ve (m;n) 6= (0; 0) şeklinde tamsay¬lard¬r.PP0 toplam¬(m;n) 6= (0; 0) oldu¼gu tüm tamsay¬de¼gerleri için tan¬ml¬d¬r.

Aç¬klama 3.2.1: 
mn�lerin �(z)�nin basit kutuplar¬oldu¼gu aç¬kt¬r ve

bu nedenle fonksiyon meromorftur.

Teorem 3.2.1:

1

z
+
XX

0
�

1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

�
serisi mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat: j
mnj > 2 jzj olmak üzere���� 1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

���� =

���� z2


2mn(z � 
mn)

����
� jzj2

j
mnj3
�
1� jzj

j
mnj

�
<

2 jzj2

j
mnj3
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oldu¼gu için (5) ile verilen seri mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.2.2: � (z) fonksiyonu bir tek fonksiyondur.

·Ispat:

� (�z) = �1
z
+
XX

0
�

1

(�z � 
mn)
+

1


mn
� z


2mn

�
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z + 
mn)
� 1


mn
+

z


2mn

��
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
�m�n)
+

1


�m�n
+

z


2�m�n

��
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

��
= �� (z)

Burada f
mng ve f
�m�ng kümelerinin denk oldu¼guna dikkat edelim.

Teorem 3.2.3: }(z) ve � (z) fonksiyonlar¬ aras¬nda }(z) = �� 0 (z)

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat: � (z) serisi, analitik fonksiyonlar¬n düzgün yak¬nsak bir serisi

oldu¼gundan her terimi ayr¬ayr¬türevlenebilir.

Böylece,

� 0 (z) = �
�
1

z2
+
XX

0 1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= �}(z)

elde edilir.

Teorem 3.2.4:

ak =
XX

0(k + 1)
�(k+2)mn

olmak üzere, � (z) fonksiyonu

� (z) =
1

z
� a2
3
z3 � a4

5
z5 � � � � � a2n

2n+ 1
z2n+1 � � � �
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şeklinde kuvvet serisine aç¬labilir.

·Ispat:

1

(z � 
mn)
= � 1


mn

 
1

1� z

mn

!
= � 1


mn

 
1 +

z


mn
+

�
z


mn

�2
+ � � �

!

bilgisini kullanarak

�(z) =
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
=

1

z
+
XX

0
(
� 1


mn

 
1 +

z


mn
+

�
z


mn

�2
+ � � �

!
+

1


mn
+

z


2mn

)

=
1

z
+
XX

0
�
� 1


mn
� z


2mn
� z2


3mn
+ � � �+ 1


mn
+

z


2mn

�
=

1

z
�
XX

0
�

z2

(
3mn)
+

z3


4mn
+ � � �

�
=

1

z
� z2

nXX
0
�3mn

o
� z3

nXX
0
�4mn

o
� � � �

�(z) tek fonksiyon oldu¼gundan her k 2 Z+ için z2k terimlerinin kat-

say¬lar¬s¬f¬r olacakt¬r.

Böylece

ak =
XX

0(k + 1)
�(k+2)mn ; k = 2; 4; 6; :::

oldu¼gu yerde

�(z) =
1

z
� a2
3
z3 � a4

5
z5 � � � � (6)

elde edilir.

Teorem 3.2.5: (5) ifadesinde homojenlikten her � 6= 0 için

� (�z;�!1; �!2) = �
�1� (z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

·Ispat: Bu �(z)�nin tan¬m¬ndan do¼grudan elde edilir. �(z) fonksiyonu

(�1) : dereceden homojen bir fonksiyondur.
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Teorem 3.2.6: Tan¬ml¬olduklar¬yerlerde

� (z + 2!1) = � (z) + 2�1; � (z + 2!2) = � (z) + 2�2

eşitlikleri vard¬r.

Burada

�1 = � (!1) ve �2 = � (!2)

·Ispat:

� 0 (z + 2!1)� � 0 (z) = �} (z + 2!1) + } (z) = 0

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla C sabit olmak üzere � (z + 2!1) = �(z)+C

olur.

Buradan z = �!1 için

C = � (!1)� �(�!1) = 2� (!1)

ve böylece

� (z + 2!1) = � (z) + 2� (!1)

elde edilir.

Benzer şeklide

� (z + 2!2) = � (z) + 2�2 ve �2 = � (!2)

elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 3.2.1: Teorem 3.2.6�n¬n tekrar tekrar uygulanmas¬

ile

� (z + 2m!1 + 2n!2) = � (z) + 2m�1 + 2n�2 (7)

elde edilir.
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Teorem 3.2.7: �1 ve �2 sabitleri

�1!2 � �2!1 =
�

2
i

şeklinde Legendre ba¼g¬nt¬s¬ile birbirlerine ba¼gl¬d¬r.

Rezidü teoremi ileR
(z0)

�(z)dz = 2�i ��(z)�nin (z0) latisinde bulunan 
mn�deki rezidüsü

2�i =

Z
(z0)

�(z)dz

=

264 z0+2!1Z
(z0)

+

z0+2!1+2!2Z
(z0+2!1)

+

z0+2!2Z
(z0+2!1+2!2)

+

z0Z
(z+2!2)

375 �(z)dz
=

z0+2!2Z
(z0)

f�(z + 2!1)� �(z)g dz �
z0+2!1Z
(z0)

f�(z + 2!2)� �(z)g dz

= 4�1!2 � 4�2!1

Buradan

�1!2 � �2!1 =
�

2
i

bulunur.

Aç¬klama 3.2.2

Teorem 3.2.6�dan �(z) �nin çifte periyodik olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r ve bu se-

beple eliptik bir fonksiyon de¼gildir. Bu ayn¬zamanda 1. dereceden sabit

olmayan bir eliptik fonksiyon olmad¬¼g¬için beklenen bir sonuçtur. Legendre

ba¼g¬nt¬s¬ndan, �1 ve �2�nin ayn¬anda s¬f¬r olamayacaklar¬aç¬kt¬r. Ama �(z)

fonksiyonu periyodikli¼ge ba¼gl¬olarak davran¬̧s¬nda baz¬düzenlere sahiptir:


mn artt¬kça z gibi bir toplama sabitine ba¼gl¬olarak fonksiyon de¼geri de¼gi̧sir.

Fonksiyonlar¬n bu özelli¼gi genelde yar¬(veya pseudo) toplam periyodikli¼gi

olarak bilinir.
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3.3 Eliptik Fonksiyonlar¬n �(z) Cinsinden ·Ifade Edilmesi:

Teorem 3.3.1: f eliptik fonksiyonunun sadece �1; �2; :::; �s noktalar¬nda

basit kutuplar¬n¬n oldu¼gu bir latis içinde bu kutuplardaki rezidüleri s¬ras¬yla

A1;A2; :::; As olmak üzere A0�¬n sabit oldu¼gu yerde

f (z) = A0 +

sX
r=1

Ar�(z � �r)

·Ispat: f eliptik bir fonksiyon oldu¼gundan,
sX
r=1

Ar = 0 (8)

eşitli¼gi vard¬r.

� (z) =
sX
r=1

Ar�(z � �r)

fonksiyonunu ele alal¬m.

� fonksiyonu sonlu say¬da meromorf fonksiyonun toplam¬oldu¼gundan

meromorftur.

(8) eşitli¼gi yard¬m¬yla

� (z + 2m!1 + 2n!2) =
sX
r=1

Ar� (z + 2m!1 + 2n!2 � �r)

Yard¬mc¬Teorem 3.2.1�den faydalanarak

� (z + 2m!1 + 2n!2) =
sX
r=1

Ar f�(z � �r) + 2m�1 + 2n�2g

=

sX
r=1

Ar�(z � �r)

Dolay¬s¬yla � fonksiyonu çifte periyodik bir fonksiyondur ve aç¬kça elip-

tiktir. Böylece � ve f fonksiyonlar¬, kutuplarda ba¼glant¬l¬rezidüleri ile ayn¬

kutuplara sahip iki eliptik fonksiyondur. Böylece A0�¬n sabit oldu¼gu yerde

f(z) = A0 + � (z) = A0 +
sX
r=1

Ar�(z � �r)
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denklemine sahibiz.

Teorem 3.3.2: � fonksiyonu yar¬cebirsel toplam teoremini sa¼glar:

�(z1+ z2)� �(z1)� �(z2) =
1

2

�
}0 (z2)� }0 (z1)
} (z2)� } (z1)

�
=
1

2

�
� 00 (z2)� � 00 (z1)
� 0 (z2)� � 0 (z1)

�

·Ispat:
}0 (z)

} (z)� } (z1)

fonksiyonu z1;�z1; 0 noktalar¬nda kutbu olan ve bu noktalarda s¬ras¬yla

1, 1, -2 rezidülerine sahip bir eliptik fonksiyondur. E¼ger z1;�z1; 0 nokta-

lar¬ bir latisin içinde de¼gillerse latis içinde o noktalar¬n denk noktalar¬n¬

alabiliriz. Teorem 3.3.1 ile

}0 (z)

} (z)� } (z1)
= A0 + �(z � z1) + �(z + z1)� 2�(z) (9)

elde ederiz.

z yerine �z yazarak

� }0 (z)

} (z)� } (z1)
= A0 � �(z + z1)� �(z � z1) + 2�(z)

veya

}0 (z)

} (z)� } (z1)
= �A0 + �(z + z1) + �(z � z1)� 2�(z) (10)

elde ederiz.

(9) ve (10)�den aç¬kça A0 = 0�d¬r. (9) eşitli¼ginde z = z2 için

}0 (z2)

} (z2)� } (z1)
= �(z2 + z1) + �(z2 � z1)� 2�(z2)

ve buradan z1 ve z2�nin yerleri de¼gi̧stirilerek

}0 (z1)

} (z1)� } (z2)
= �(z1 + z2) + �(z1 � z2)� 2�(z1)

24



elde edilir. Dolay¬s¬yla

1

2

�
}0 (z2)� }0 (z1)
} (z2)� } (z1)

�
= �(z1 + z2)� �(z1)� �(z2) (11)

bulunur.

� 0 (z) = �} (z)

sonucunu kullanarak

�(z1 + z2)� �(z1)� �(z2) =
1

2

�
� 00 (z2)� � 00 (z1)
� 0 (z2)� � 0 (z1)

�
oldu¼gunu görürüz.

Aç¬klama 3.3.1: �(z) ve � 0(z) hiçbir cebirsel ili̧skiyi sa¼glamad¬¼g¬ndan

yukar¬da elde etti¼gimiz sonuç � 0(z1+z2); �(z1) ve �(z2) aras¬nda bir cebirsel

ba¼glant¬ya yol açmaz. Bu yüzden bu teorem yar¬cebirsel toplam teoremi

olarak adland¬r¬l¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.3.1: } fonksiyonu aşa¼g¬daki şekillerdeki toplama

teoremlerini sa¼glar.

} (z1 + z2) = } (z1)�
1

2

@

@z1

�
}0 (z1)� }0 (z2)
} (z1)� } (z2)

�

} (z1 + z2) = } (z2)�
1

2

@

@z2

�
}0 (z2)� }0 (z1)
} (z2)� } (z1)

�

·Ispat: (11) eşitli¼ginin s¬ras¬yla z1 ve z2�ye göre türevleri al¬narak bu

yard¬mc¬teorem görülür.

Teorem 3.3.3: Herhangi bir f eliptik fonksiyonu,
P
bir latis içindeki

tüm farkl¬�r kutuplar¬için genelleştirilmi̧s bir toplam ve C bir sabit ve �r

kutbundaki temel k¬sm¬

Ar
z � �r

� 1!A0r
(z � �r)

2 +
2!A00r

(z � �r)
3 � � � �+

(�1)kr�1 (kr � 1)!Akr�1r

(z � �r)
kr
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olmak üzere;

f (z) = C +
X
r

�
Ar� (z � �r) + A0r� 0 (z � �r) + � � �+ Akr�1r �kr�1 (z � �r)

	
şeklinde yaz¬labilir.

·Ispat: � fonksiyonu

� (z) =
X
r

�
Ar� (z � �r) + A0r� 0 (z � �r) + � � �+ Akr�1r �kr�1 (z � �r)

	
şeklinde verilmi̧s olsun.

� sonlu say¬da meromorf fonksiyonun toplam¬oldu¼gundan meromorftur.

Ayn¬zamanda

� (z + 2m!1 + 2n!2) = � (z)

oldu¼gu için � (z) fonksiyonu çifte periyodik ve dolay¬s¬yla eliptiktir.

3.4 Sigma Fonksiyonu (� (z))

Tan¬m 3.4.1:

lim
z!0

� (z)

z
= 1

sa¼glanmas¬şart¬ile
d

dz
[log � (z)] = � (z)

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Teorem 3.4.1: � (z) fonksiyonu

� (z) = z
Y
m;n

0
(�

1� z


mn

�
e

�
z


mn
+ 1
2

z2


2mn

�)

formunda sonsuz say¬da çarpan ile ifade edilebilir. Burada çarp¬m m ve

n�lerin ayn¬anda s¬f¬r olmad¬klar¬tüm pozitif ve negatif say¬lara geni̧sletilebilir.

·Ispat: � (z)�nin tan¬m¬ndan elde edilen

d

dz
flog � (z)g � 1

z
= � (z)� 1

z
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eşitli¼ginin iki taraf¬n¬n integralini alarak

log
� (z)

Az
=

zZ
0

�
� (z)� 1

z

�
dz

elde ederiz. � (z)�nin tan¬m¬ndan

log
� (z)

Az
=

zZ
0

XX
0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
dz

=
XX

0
zZ
0

�
1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
dz

=
XX

0
�
log

�
z � 
mn
�
mn

�
+

z


mn
+
1

2

z2


2mn

�

burada A integral sabitidir ve � (z) � 1
z
; z = 0 komşulu¼gunda analitiktir

ve her bir terimin integrali al¬narak serinin, analitik fonksiyonlar¬n düzgün

yak¬nsak serisi oldu¼gu görülebilir.

Böylece A bir sabit iken

� (z) = Az
Y
m;n

0
(�

1� z


mn

�
e

�
z


mn
+ 1
2

z2


2mn

�)

olur.

lim
z!0

� (z)

z
= 1

oldu¼gundan A = 1�dir.

Aç¬klama 3.4.1: � (z) fonksiyonu 
mn�de s¬f¬rlar¬olan integral fonksiy-

onudur. Bu yüzden eliptik fonksiyon de¼gildir. Baz¬yazarlar � (z)�yi Teorem

3.4.1 ile tan¬mlarlar.

Yard¬mc¬Teorem 3.4.1: � fonksiyonunda homojenlikten her � 6= 0

için

� (�z;�!1; �!2) = �� (z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.
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·Ispat: Bu Teorem 3.4.1 ile do¼grudan ispatlan¬r. � (z) fonksiyonu birinci

dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 3.4.2: � (z) fonksiyonu z = 0 komşulu¼gunda

b1 = �
a2
12
; b2 = �

a4
30
; � � �

olmak üzere

� (z) = z + b1z
5 + b2z

7 + � � �+ bnz2n+3 + � � �

şeklinde kuvvet serisine aç¬l¬r.

·Ispat : � (z)�nin tan¬m¬ndan

log
� (z)

z
=

zZ
0

�
� (z)� 1

z

�
dz

oldu¼gunu biliyoruz. � (z)�nin (6) ile gösterilen seri aç¬l¬m¬ndan

log
� (z)

z
=

zZ
0

�
�a2

z3

3
� a4

z5

5
� � � � � a2n

z2n+1

2n+ 1
� � � �

�
dz

= �a2
12
z4 � a4

30
z6 � � � � = �z4

�a2
12
+
a4
30
z2 + � � �

�
elde edilir. Dolay¬s¬yla

P (z) =
a2
12
+
a4
30
z2 + � � �

olmak üzere

� (z) = ze�z
4P (z)

= z

�
1� z4P (z) + z

8

2!
P 2 (z) + � � �

�
= z � a2

12
z5 � a4

30
z7 � � � �

olur. Buradan
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b1 = �
a2
12
; b2 = �

a4
30

olmak üzere

� (z) = z + b1z
5 + b2z

7 + � � �+ bnz2n+3 + � � �

olur.

Yard¬mc¬Teorem 3.4.2: � (z) tek fonksiyondur.

·Ispat: Kuvvet serisi aç¬l¬m¬nda z yerine �z yaz¬ld¬¼g¬nda

� (�z) = (�z) + b1 (�z)5 + b2 (�z)7 + � � �+ bn (�z)2n+3 + � � �

= �
�
z + b1z

5 + b2z
7 + � � �+ bnz2n+3 + � � �

�
= �� (z)

oldu¼gu görülür.

Teorem 3.4.3: � ve } fonksiyonlar¬aras¬nda

} (z) = � d2

dz2
flog � (z)g = �02 (z)� � (z)�00 (z)

�2 (z)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat:

} (z) = � d

dz
� (z)

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan

} (z) = � d2

dz2
flog � (z)g

=
�02 (z)� � (z)�00 (z)

�2 (z)

bulunur.

Teorem 3.4.4: 2�mn = 2m�1 + 2n�2 olmak üzere

� (z + 
mn) = (�1)m+n+mn e2�mn(z+

mn
2 )� (z)
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eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 3.2.6�dan elde edilen

� (z + 
mn) = � (z) + 2�mn

veya
�0 (z + 
mn)

� (z + 
mn)
=
�0 (z)

� (z)
+ 2�mn

eşitli¼ginin iki taraf¬n¬n da integrali al¬narak, A bir integral sabiti olmak

üzere,

log � (z + 
mn) = log � (z) + 2�mnz + A

ve böylece

� (z + 
mn) = e2�mnz+A� (z)

= e2�mn(z+

mn
2 )+A0� (z)

= Ce2�mn(z+

mn
2 )� (z)

elde edilir. Burada A0 = A� �mn
mn ve C = eA
0
birer sabittir. C sabiti

aşa¼g¬daki şekillerde elde edilebilir:

Durum 1:

m ve n ayn¬anda çift olmad¬¼g¬zaman 
mn
2
bir periyot de¼gildir.

Son elde edilen denklemde z = �
mn
2
yaz¬ld¬¼g¬nda

C =
�
�

mn
2

�
�
�
�
mn

2

� = �1
elde edilir.

Durum 2:

m ve n ayn¬anda çift oldu¼gu zaman 
mn
2
say¬s¬� (z)�nin bir s¬f¬r¬d¬r.

Böylece L�Hospital Kural¬ile

C =
�0
�

mn
2

�
�0
�
�
mn

2

� = +1
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elde edilir.

� fonksiyonunun 
mn�de basit s¬f¬ra sahip olmas¬na ra¼gmen, �0 fonksiy-

onu bir çift fonksiyondur ve 
mn
2
�de hiç s¬f¬r¬yoktur. Bu yüzden

� (z + 
mn) = (�1)m+n+mn e2�mn(z+

mn
2 )� (z)

Yard¬mc¬Teorem 3.4.3: Teorem 3.4.4�ten aşa¼g¬daki özel sonuçlar elde

edilir.

� (z + 2!1) = �e2�1(z+!1)� (z) ;

� (z + 2!2) = �e2�2(z+!2)� (z) ;

� (z + 2!3) = �e2�3(z+!3)� (z) :

Teorem 3.4.5: (Legendre Ba¼g¬nt¬s¬):

!1; !2=
�
!1
!2

�
> 0

için L latisinin baz¬olsun. Bu durumda zeta fonksiyonunun �j = � (!j) yar¬

periyotlar¬

!1�2 � !2�1 = 2�i

ifadesini sa¼glar.

·Ispat: 0�¬F�in bir iç noktas¬olarak kabul edelim. Bu durumda � (z) F

içerisinde 1. dereceden kutba sahiptir. Bu yüzden rezidü teoreminden

2�i =

Z
@F

� (z) dz

bulunur.

Zeta fonksiyonunun dönüşüm formülünü kullanarak ve z¬t köşeler üz-

erindeki integralleri birbirine ekleyerek Teorem 3.4.5�i ispatlayan

�
Z

+!1

�2dz �
+!2Z


�1dz = !1�2 � !2�1

elde edilir.
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3.5 Weierstrass Tarz¬Eliptik Fonksiyonlar¬n

Oluşturulmas¬:

Sabit olmayan bir f eliptik fonksiyonu, modul L�de mertebesi 0�dan farkl¬

olan sonlu say¬da noktaya sahiptir. Bu noktalar mertebeleri m1; :::;ms olan

a1; :::; as noktalar¬olsun.

sX
j=1

mj = 0 ve

sX
j=1

mjaj 2 L (12)

oldu¼gu bilinmektedir.

Aksine, (12)�yi sa¼glayan aj 2 C ve mj 2 Z için

g (z) =
sY
j=1

�
eza

�
j� (z � aj)

�mj (13)

f ile ayn¬derecelere, s¬f¬rlara ve kutuplara sahip bir eliptik fonksiyon tan¬m-

lan¬r. Bunu görmek için ! 2 L için � fonksiyonunun dönüşüm formüllerini

kullanaca¼g¬z.

g (z + !) = 	 (!)
P
mj e!(

P
mjaj)

��!�(
P
mjaj)g (z)

Bu noktada, e�nin kuvveti, Legendre ba¼g¬nt¬s¬ve
P
mjaj 2 L ba¼g¬n-

t¬s¬na göre 2�i�nin bir çarpan¬d¬r. Dahas¬kabule göre
P
mj = 0�d¬r. Böylece

g (z + !) = g (z)�dir. Bu yüzden g eliptiktir.

Teorem 2.1.2�den f
g
fonksiyonu sabit olmal¬d¬r ve aşa¼g¬daki teoremi is-

patlam¬̧s oluruz.

Teorem 3.5.1(Abel-Jacobi)

a1; :::; as 2 C ve m1; :::;ms 2 Zn f0g olsun. Öyle bir eliptik f fonksiy-

onu vard¬r ki ancak ve ancak (12) şart¬sa¼gland¬¼g¬nda ai�ler modL�de f �in

derecesinin s¬f¬rdan farkl¬ve mi�ye eşit oldu¼gu noktalard¬r. Bu şekilde sabit

bir çarpana sahip olan her fonksiyon (13)�teki çarp¬ma eşittir.

Örnek olarak, a 2 CnL için } (z)�} (a) fonksiyonunu ele alal¬m. Burada

a1 = a; a2 = �a; a3 = 0; m1 = m2 = 1; m3 = �2�dir. Bu yüzden Teorem
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3.5.1 ve C sabiti ile

} (z)� } (a) = C� (z � a)� (z + a)
�2 (z)

olur. C�yi bulmak için, denklemin her iki taraf¬n¬da � (z)2 ile çarpal¬m

ve z ! 0 için limit alal¬m. Bu C = �1
�2(a)

oldu¼gunu gösterir ve s¬radaki

teoremin ilk iddias¬n¬ispatlar. ·Ikinci k¬sm¬ispatlamak için ilk formülü

z � a �ya bölelim ve a! z için limit alal¬m.

Teorem 3.5.2

(i) a 2 CnL için

} (z)� } (a) = �� (z � a)� (z + a)
�2 (z)�2 (a)

(ii)

�0 (z) = �� (2z)
�2 (z)

Aç¬kça, bir latise ba¼gl¬eliptik fonksiyonlar¬n kümesi toplama ve çarp-

maya göre bir cisimdir. Konunun devam¬nda bunu CL ile gösterece¼giz.

Teorem 3.5.3

CL, C üzerinde } ve }0 : CL = C (}; }0) ile üretilir.

·Ispat: ·Ilk olarak her eliptik fonksiyonu, }�nin rasyonel fonksiyonu olarak

gösterece¼giz. Bu nedenle aşa¼g¬daki ifadeye ihtiyac¬m¬z olacak.

Lemma 3.5.1: f , CLnC içinden bir çift fonksiyon olsun ve 2a 2 L

olacak şekilde a 2 C olsun. Bu durumda a�da f �in derecesi 2 ile tam

bölünür.
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·Ispat:

f �in a�da Taylor aç¬l¬m¬n¬yazarsak

f (z) = cm (z � a)m + cm+1 (z � a)m+1 + � � � ; cm 6= 0

f (z) = f (�z + 2a) = f (a+ (a� z)) = (�1)m cm (z � a)m + � � �

buluruz.

Bu yüzden m çift olmal¬d¬r.

Lemma 3.5.2: }0 (z) 3.mertebedendir ve

w1 =
!1
2
; w2 =

!1 + !2
2

; w3 =
!2
2

yar¬periyotlar¬nda 3 tane basit s¬f¬r¬vard¬r.

a 2 CnL için } (z)�} (a) fonksiyonu, 2a =2 L ise, her bir �a noktas¬nda

basit s¬f¬r¬; 2a 2 L ise a�da 2. dereceden s¬f¬r¬vard¬r.

·Ispat: }0 tek fonksiyon oldu¼gundan Lemma 3.5.1�in ispat¬ndaki Taylor

aç¬l¬m¬n¬kullanarak }0 (z)�nin s¬f¬rlar¬n¬n yar¬periyotlar oldu¼gu sonucuna

var¬r¬z. Dahas¬}0 derecesi 3 oldu¼gu için bunlar L moduna göre s¬f¬rlard¬r.

Lemma 3.5.2�nin } hakk¬ndaki iddias¬}�nin derecesi 2 oldu¼gu için görülür.

Teorem 3.5.3�ün ispat¬:

·Ilk önce f derecesi mj 6= 0 olan, modL0e göre tüm noktalar¬a1; :::; as

olan, sabit olmayan çift eliptik bir fonksiyon olsun. 2aj 2 L oldu¼gunda,

m0
j = mj ve 2aj 2 L oldu¼gunda m0

j =
mj

2
olarak alal¬m. Bu durumda

Lemma 3.5.2 ile

g (z) = f (z)
sY
j=1

(} (z)� } (aj))�m
0
j

fonksiyonunu L içinde sadece s¬f¬rlara ya da kutuplara sahiptir ve g sabittir,

bu yüzden f , }0nin rasyonel bir fonksiyonudur.
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Şimdi, f herhangi bir eliptik fonksiyon olsun. Biz f fonksiyonunu tek ve

çift fonksiyonlar¬n toplam¬olarak yazal¬m

f (z) =
f (z) + f (�z)

2
+
f (z)� f (�z)

2}0 (z)
}0 (z)

bu 1 ve }0 katsay¬lar¬ile 1 ve }0 nin lineer kombinasyonlar¬ndan oluşan, }

içindeki çift ve dolay¬s¬yla rasyonel fonksiyonlard¬r.

3.6 Eliptik Fonksiyonlar¬n Cebirsel ve Geometrik

Özellikleri:

L latisinin Eisenstein serisi

Gm (L) =
X
!2L

0 1
!2m

; m > 2

mutlak yak¬nsakt¬r.

g2 = g2 (L) = 60G2 (L)

g3 = g3 (L) = 140G3 (L)

Teorem 3.6.1:

} ve }0 fonksiyonlar¬

}02 = 4}3 � g2}� g3

cebirsel denklemini sa¼glar.

P (X) = 4X3 � g2X � g3

polinomu !j yar¬periyodu ile üç ikili farkl¬s¬f¬ra sahiptir.

ej = } (wj) ; j = 1; 2; 3

Diskriminant¬

�(L) = 16 (e1 � e2)2 (e1 � e3)2 (e2 � e3)2
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Tüm latisler için

�(L) 6= 0

ve

�(L) = g32 � 27g23

elde edilir.

·Ispat: Teorem 3.1.4�ten

z = 0�¬n bir komşulu¼gunda

a2k = (2k + 1)
XX

0
�(2k+2)mn

iken

}(z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

şeklinde bir Laurent serisine aç¬labildi¼gini biliyoruz.

g (z) = }02 �
�
4}3 � g2}� g3

�
fonksiyonunu Laurent aç¬l¬m¬cinsinden yazarsak, g�nin hiç kutbu olmad¬¼g¬n¬

ve g (0) = 0 oldu¼gunu görürüz. Böylece ilk iddiam¬z¬ispatlar¬z, g = 0�d¬r.

Kalan iddialar¬ispatlamak için, her !i yar¬periyodu için Lemma 3.5.2�ye

göre

}0 (!i) = 0

oldu¼gu için 4X3� g2X � g3 polinomunun s¬f¬rlar¬ j = 1; 2; 3 için } (!j)�dir.

Dahas¬bunlar }0 (!i) = 0 oldu¼gundan farkl¬ikilidir ve }; !j�de 2. dereceye

sahiptir.

Bu Teorem 3.6.1�in ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 3.6.1, C=L ve

E =
�
(t : x : y) 2 P 2 (C)

��y2t = 4x3 � g2xt2 � g3t3	
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izdüşümsel e¼grisi aras¬nda

z + L 7�! Q (z) =

�
(1 : } (z) : }0 (z)) z =2 L iken�
1

}0(z) :
}(z)
}0(z) : 1

�
}0 (z) 6= 0 iken

şeklinde bir birebir örten eşlemeye sebep olur.

Tan¬mdan

Q (z1) +Q (z2) = Q (z1 + z2)

E, sonsuzdaki Q (0) = (0 : 0 : 1) noktas¬ile nötr eleman olarak bir grup

yap¬s¬ile verilmi̧stir. Bu grup yap¬s¬n¬n cebirsel özellikleri elde edece¼gimiz

}�nin toplam formülünden elde edilmektedir.

Toplam formülünün analitik kayna¼g¬Teorem 3.5.2�deki ilk formüldür.

} (z)� } (z0) = �� (z + z
0)� (z � z0)

� (z)2 � (z0)2

Her iki taraf¬n z ve z0 �ne göre logaritmik türevini al¬rsak;

}0 (z)

} (z)� } (z0) = � (z + z
0) + � (z � z0)� 2� (z)

� }0 (z0)

} (z)� } (z0) = � (z + z
0)� � (z � z0)� 2� (z0)

elde edilir ve iki formülü toplarsak;

Teorem 3.6.2 (� fonksiyonunun toplam formülü)

z; z0 2 CnL; z � �z0modL icin

� (z + z0) = � (z) + � (z0) +
1

2

}0 (z)� }0 (z0)
} (z)� } (z0)

Teorem 3.6.2�deki formülün z ve z0�ye göre türevlerini alarak,

} (z + z0) = } (z)� 1
2

}00 (z) (} (z)� } (z0))� (}0 (z)� }0 (z0))}0 (z)
(} (z)� } (z0))2

} (z + z0) = } (z0)� 1
2

�}00 (z0) (} (z)� } (z0))� (}0 (z)� }0 (z0)) (�}0 (z0))
(} (z)� } (z0))2
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Dahas¬, Teorem 3.6.1�deki cebirsel denklemin türevi al¬narak

}00 (z) = 6} (z)2 � g2
2

elde edilir.

} (z + z0) için olan formülleri toplayarak ve }00 ifadesini } kullanarak

ifade edersek, son formül ile;

Teorem 3.6.3 (} fonksiyonunun toplam teoremi)

z; z0 2 CnL; z � �z0modL icin

} (z + z0) = �} (z)� } (z0) + 1
4

�
}0 (z)� }0 (z0)
} (z)� } (z0)

�2
ve 2z � �0modL için

} (2z) = �2} (z) + 1
4

�
}00 (z)

}0 (z)

�2
:
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4 BULGULAR VE TARTIŞMA

Teorem 3.3.2 ile }(z) fonksiyonunun 1. türevi ile � fonksiyonu aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar verilmi̧sti. Bu bölümde, Weierstrass } fonksiyonunun n. mer-

tebeden tek ve çift mertebeli türev fonksiyonlar¬ile � fonksiyonu aras¬nda

ba¼g¬nt¬lar elde edilmi̧stir.

L alt grubunun elemanlar¬n¬n, } fonksiyonunun periyodlar cümlesini

teşkil etti¼gi bilinmektedir. O halde;

}(z + 2!1) = }(z)

}(z + 2!2) = }(z) (14)

ifadelerinin integralleri al¬nd¬¼g¬nda;

�(z + 2!1) = �(z) + 2�1 (15)

�(z + 2!2) = �(z) + 2�2

eşitlikleri bulunur. z = �! olmakla �1 ve �2 sabitleri;

�1 = �(!1) ve �2 = �(!2)

olarak yaz¬labilir.

�(z) fonksiyonunu,

�(z) =
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
(16)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬k.

(16) eşitli¼ginin türevinin ters i̧saretlisi olan }(z) fonksiyonu da

}(z) =
1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
(17)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬k.
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(17) ifadesinden ard¬̧s¬k türevler al¬n¬rsa

}0(z) = �1 � 2
z3

+
XX

0
�

�1 � 2
(z � 
mn)3

�

}00(z) =
1 � 2 � 3
z4

+
XX

0
�

1 � 2 � 3
(z � 
mn)4

�

}000(z) =
1 � 2 � 3
z4

+
XX

0
�

1 � 2 � 3
(z � 
mn)4

�

...

}(n)(z) = (�1)n (n+ 1)!
zn+2

+
XX

0
�
(�1)n (n+ 1)!
(z � 
mn)n+2

�
(18)

fonksiyonlar¬elde edilir.

n. mertebeden türevi içeren (18) eşitli¼gi yard¬m¬yla,

}(2n�1)(z) = � (2n)!
z2n+1

�
XX

0
�

(2n)!

(z � 
mn)2n+1

�
(19)

}(2n�2)(z) =
(2n� 1)!
z2n

+
XX

0
�
(2n� 1)!
(z � 
mn)2n

�
(20)

tek ve çift mertebeli türev fonksiyonlar¬n¬ göstermek üzere, (19) ile (20)

ifadelerine göre aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 4.1: Her n 2 N+ için z1 ve z2, (18) ile ifade edilen fonksiyonun

kutup yerleri olmak üzere, (19) ile (20) eşitlikleri aras¬nda,

i.

}(2n�1)(z1) + }
(2n�1)(z2)

}(2n�2)(z1)� }(2n�2)(z2)
= 2� (z1 � z2)� 2n (� (z1)� � (z2))

ii.

}(2n�1)(z1)� }(2n�1)(z2)
}(2n�2)(z1)� }(2n�2)(z2)

= 2� (z1 + z2) + 2n (� (z1) + � (z2))
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ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r.

·Ispat: Eliptik fonksiyonlar¬n toplam¬, fark¬, bölümü ve çarp¬mlar¬n¬n da

bir eliptik fonksiyon oldu¼gu gerçe¼gi ile,

}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z2)
(21)

ifadesi bir eliptik fonksiyon olup, bu fonksiyonun z2;�z2 ve s¬f¬r noktalar¬n-

daki rezidüleri s¬ras¬yla; 1; 1 ve �2n olur.

Bu noktalar ve bu noktalara kaŗs¬l¬k gelen rezidüler için Teorem 3.3.1�e

göre

}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z2)
= A0 + � (z � z2) + �(z + z2)� 2n� (z) (22)

bulunur. (22) eşitli¼ginde z yerine �z yaz¬l¬r ve }�nin çift, ��n¬n da tek

fonksiyon olduklar¬dikkate al¬n¬rsa;

� }(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z2)
= A0 � � (z + z2)� �(z � z2) + 2n� (z)

}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z2)
= �A0 + � (z + z2) + �(z � z2)� 2n� (z) (23)

elde edilir. (22) ve (23) eşitliklerinden A0 = 0 oldu¼gu aç¬kça görülmektedir.

(22) �de A0 = 0 al¬n¬r ve z yerine z1 al¬n¬rsa,

}(2n�1)(z1)

}(2n�2)(z1)� }(2n�2)(z2)
= � (z1 + z2) + �(z1 � z2)� 2n� (z1) (24)

ba¼g¬nt¬s¬yaz¬l¬r.

Benzer şekilde
}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z1)
(25)

eliptik fonksiyonunun z1;�z1 ve s¬f¬r noktalar¬ndaki rezidüleri s¬ras¬yla; 1; 1

ve �2n oldu¼gu dikkate al¬narak Teorem 3.3.1 uygulan¬rsa,

}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z1)
= A0 + � (z � z1) + �(z + z1)� 2n� (z) (26)
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olur. z yerine �z yaz¬l¬r ve } (z)�nun çift, � (z)�nun da tek fonksiyon olduk-

lar¬göz önünde bulundurulursa,

� }(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z1)
= A0 � � (z � z1)� �(z � z1) + 2n� (z)

}(2n�1)(z)

}(2n�2)(z)� }(2n�2)(z1)
= �A0 + � (z + z1) + �(z � z1)� 2n� (z) (27)

elde edilir. (26) ve (27) eşitliklerinden A0 = 0 olup (26) ifadesinde z yerine

z2 yazmakla,

}(2n�1)(z2)

}(2n�2)(z2)� }(2n�2)(z1)
= � (z2 + z1) + �(z2 � z1)� 2n� (z2)

� }(2n�1)(z2)

}(2n�2)(z1)� }(2n�2)(z2)
= � (z1 + z2)� �(z1 � z2)� 2n� (z2)

}(2n�1)(z2)

}(2n�2)(z1)� }(2n�2)(z2)
= �� (z1 + z2) + �(z1 � z2) + 2n� (z2) (28)

bulunur. (24) ve (28) eşitliklerinin taraf tarafa toplanmas¬ve taraf tarafa

ç¬kar¬lmas¬ile istenilen ba¼g¬nt¬lar elde edilir.

Sonuç olarak

} (z) = �� 0 (z)

oldu¼gundan

}(2n�1) (z) = ��(2n) (z)

}(2n�2) (z) = ��(2n�1) (z)

yaz¬labilir. Buna göre;

a.

�(2n) (z1) + �
(2n) (z2)

�(2n�1) (z1)� �(2n�1) (z2)
= 2� (z1 � z2)� 2n (� (z1)� � (z2)) (29)
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b.

�(2n) (z1)� �(2n) (z2)
�(2n�1) (z1)� �(2n�1) (z2)

= 2� (z1 + z2)� 2n (� (z1) + � (z2)) (30)

c.

}(2n�1) (z1) + }
(2n�1) (z2)

}(2n�1) (z1)� }(2n�1) (z2)
=
� (z1 � z2)� n (� (z1)� � (z2))
� (z1 + z2)� n (� (z1) + � (z2))

(31)

d.
�(2n) (z1) + �

(2n) (z2)

�(2n) (z1)� �(2n) (z2)
=
� (z1 � z2)� n (� (z1)� � (z2))
� (z1 + z2)� n (� (z1) + � (z2))

(32)

eşitlikleri elde edilir. Böylece bu teorem ile Weierstrass } eliptik fonksiy-

onunun n. mertebeden tek ve çift mertebeli türev fonksiyonlar¬ile, � fonksiy-

onu aras¬nda genel bir ba¼g¬nt¬kurulmuş oldu.
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5 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Weierstrass } eliptik fonksiyonun n. mertebeden tek ve çift mertebeli türev

fonksiyonlar¬ile � fonksiyonu aras¬nda genel bir ba¼g¬nt¬kuruldu.

Bu fonksiyonlar ve türevleri kullan¬larak yeni ve farkl¬eliptik fonksiyon-

lar elde edilebilir.
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