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OZET

TETA FONKSIYONLARININ PERiYOTLARININ - KATLARINA

GORE DEGER DEGISIMLERI VE BU YOLLA ELDE EDIiLEN
ELiPTiK FONKSiYON

Nihal Sule ERKOC
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Agustos 2012, 57 sayfa

Bu tez ii¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tezin igerigi ve yapilan ¢aligmalar
hakkinda kisaca bilgi verildi. Ayrica ¢alisma icerisinde kullanilmis olan tanimlar
verildi. Ikinci bdliimde, Teta Fonksiyonunun tanimi ve q-Notasyonu verilerek Genel
Teta Fonksiyonu Ozdesligi ve Kiibik Teta Fonksiyonu Ozdeslikleri elde edildi. Ug
Terimli Teta Fonksiyonu Ozdeslikleri elde edildi, Weierstrass Pe Eliptik fonksiyonu
icin toplam formiiliiniin ispat: verildi. Ugiincii boliimde ise Teta fonksiyonlarmm

(%,%) periyot ¢iftlerine gére dontistimleri elde edildi.

Anahtar sézciikler: Ilk Teta Fonksiyonu, g-Notasyonu, Kiibik Teta Fonksiyonu
Ozdeslikleri, Weierstrass Pe Eliptik Fonksiyonu



ABSTRACT

TRANSFORMATIONS OF THE THETA FUNCTIONS FOR THE PERIODS Tl_
AND THE ESTABLISHED ELLIPTIC FUNCTIONS

Nihal Sule ERKOC
Duzce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
August 2012, 57 pages

That Theta Function Identities consist of three part. First part includes about the study
and it’s informed. And given definitons using in study. Second part given definition of
Theta Function and g-Notation. Theta Function with Three Term Identities was
obtained. Given summation formula for Weierstrass Pe-elliptic Function was obtained.

In third part Transformations of the theta functions for the period pairs (%,%j was

obtained.

Keywords : First Theta Functions, g-Notation, Cubic Theta Function Identities
Weierstrass Pe-elliptic Function



EXTENDED ABSTRACT

TRANSFORMATIONS OF THE THETA FUNCTIONS FOR THE PERIODS ﬂ—lv
AND THE ESTABLISHED ELLIPTIC FUNCTIONS

Nihal Sule ERKOC
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
August 2012, 57 pages

1.INTRODUCTION

This thesis consist of three parts. In first part information given about thesis. And
definitions was explained due to understood easily. In second part it was given integral
represantations for continued fraction and some important theta functions. General theta
function elliptic functions complex theory it’s obtained four factor. It’s given definition
of Jacobi theta function and it used three factor theta function quintuple product identity

that found Ramanujan’s lost notebook was used for find Eisenstein series. In third part

r

. . . . nT nT .
Transformations of the theta functions for the period pairs (—,Z—rj was obtained.



1 GIRiS
Bu tezin iigiincii boliimiinde siirekli kesirler i¢in integral gosterimi verildi.

Integral gosterimini verirken agsagidaki ozdeslik elde edildi.

(69)e 3 Z 4m + g™ 2(dm +2)¢" 2 (dm + 3)gtm
( q; q) 4m+1 1 — q4m+2 1 — q4m+3

(1)
Daha sonra bu 6zdeglik kullanilarak, bazi énemli teta fonksiyonu 6zdeglikleri
elde edildi. Genel teta fonksiyonu ¢zdegligi, eliptik fonksiyonlarin kompleks
degisken teorisi kullanilarak dort degigken ile kuruldu. Bunlar1 yaparkende
Jacobi teta fonksiyonu 6zdegliginden faydalanildi. Ayni zamanda, baz1 diger

kiibik teta fonksiyonu tzdeglikleri de elde edilip
[[a=a

‘nin gosterimi verildi. Eliptik fonksiyonlarin kompleks degiskenli teorisi kul-
lanilarak ii¢ terimli teta fonksiyonu 6zdeglikleri elde edildi. Begli carpim
ozdesliginden ve beginci dereceden modiiler denklemlerle ve diger teta fonksiy-
onu dzdeglikleriyle alakali genel bir teta fonksiyonu 6zdegliginden bu 6zdes-
likler elde edildi. Ayrica Weierstrass g eliptik fonksiyonu i¢in toplam teo-
reminin ispat1 verildi. Dortlii teta fonksiyonu carpimini iceren 6zdeslik ver-
ildi. Shen ve McCullough bu 6zdeglikten bir teta fonksiyonu 6zdegligi elde
etmigtir.

Doérdiincii boliimde ise Teta fonksiyonlarinin (;—M %) periyot ciftlerine

gore dontisiimleri elde edildi.



1.1 KURAMSAL KAVRAMLAR

Bu kisimda tezin igerigi ve yapilan ¢aligmalar hakkinda kisaca bilgi verip,

calisma igerisinde kullanilmis olan tanimlar verecegiz.

1.1.1 Genel Kavramlar

Tanym 1.1.1.1 (Yakinsaklik): Kompleks sayilarin bir {z,} dizisi ve zp € C
verilsin. Her ¢ > 0 sayis1 i¢in n > ng oldugunda |z,, — zy| < ¢ olacak bigimde
bir ng dogal sayisi varsa, bu dizi zp kompleks sayisina yakinsiyor denir. {z}
dizisinin 2z, noktasina yakinsamasi z, — zo biciminde gosterilir.

Tarnwvm 1.1.1.2 (Sireklilik): A C C, f: A — C bir fonksiyon ve zy € A

olsun. £ > 0 keyfi olmak iizere z € A ve |z — zy| < ¢ i¢in

| f(2) = Flz0) <€

olacak bi¢imde § (zg,£) > 0 sayis1 mevcut ise f ye zg noktasinda siireklidir

denir.

Tanwm 1.1.1.3 (Seri):
a1+a2—|—a3—|—...—i—an+...

ifadesine seri denir. aq, as, ... sayilarina da serinin terimleri adi verilir.

Bir seriyi gostermek icin

a1+a2—|—a3+...+an+...22an
n=1
veya
a1+a2+a3+...+an+...:Zan
kullanilir.

Tanwm 1.1.1.4 (Analitik Fonksiyon): f, kompleks degiskenli ve kompleks

degerli fonksiyonu zy € C noktasinin bir komsgulugunda tanimh olsun.



Eger

lim f(2) = f(20)

z—20 z— 2
limiti varsa, bu fonksiyona zg noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.
Eger f(2), zo noktasinin bir komgulugunda diferansiyellenebilirse, f ye 2

noktasinda analitik fonksiyon denir.

Tanym 1.1.1.5 (Tam Fonksiyon): Biitiin sonlu z diizleminde analitik olan

fonksiyonlara tam fonksiyonlar denir.

Tanwm 1.1.1.6 (Analitik Devam): Bir f(z) fonksiyonu, a merkezli C4

yakinsaklik cemberi icinde
ap+a1(z —a) +as(z —a)® + ...

ile tanimlanan Taylor serisi ile gosterilebilir. ;] ¢emberi iginde segilmis
bir b noktasi igin; yukaridaki agihmdan, f(z) fonksiyonunun b noktasindaki

tiirevleri ve f(z) fonksiyonunun degeri bulunabilir. Boylece

serisi yeni bir seri olup Cy yakinsaklik dairesine sahip olur. Eger C}’den
oteye bir Cy varsa o zaman f(z)'nin degeri ve tiirevleri bu parca uzamasi
icinde bulunabilir ve boylece f(z) ile ilgili fazla bilgiye sahip oluruz. Bu
durumda; f(z) fonksiyonunun analitikliginin C} egrisinin 6tesine genigleye-
bildigini soyleyebiliriz. Buna analitik devamlilik denir.

Tanwm 1.1.1.7 (Rezidii): f(z) fonksiyonu, tek degerli olmak iizere C
icindeki bir z = zp noktasi harig, C’nin {izerinde ve i¢inde analitik olsun.

f (z) fonksiyonunun z = zy noktasindaki Laurent acihmi, n = 0, £1,+2, ...

igin
f(z)= Zan (z —20)" + an (2 —20) "
n=0 n=1
seklindedir.



Bu agilimdaki negatif iislii ilk terimin katsayisi olan b; terimine, f(z)

fonksiyonunun z = 2, noktasindaki rezidiisii denir ve
Rez (f,z0) = by

ile tamimlanir. Bu rezidii ayrica

integrali ile de hesaplanabilir. Eger bu nokta bir basit kutup ise o zaman

b
f(Z): ! +CL0+(I1(Z—Z())+(12(Z—Z())2+...
zZ— 20

acilimi var olup burdan

by = lim [(z — 20) f (2)]

Z2—20
limiti ile de rezidii hesaplanabilir.
Tanam 1.1.1.8 (Meromorf Fonksiyon): Bir B bolgesinde kutup nokta-

larindan bagka singiiler noktasi olmayan fonksiyonlara meromorf fonksiyon-

lar denir.

Tanwm 1.1.1.9 (Eliptik Fonksiyon): Agk z—diizleminde meromorfik,
cifte periyodik fonksiyonlar eliptik fonksiyonlardir.

Tanwm 1.1.1.10 (Jacobi Teta Fonksiyonu): Jacobi teta fonksiyonu

(Z | . qu/S Z n nn+1 )/2 (2n+1) _2q1/8z n n(n+1)/ sin (Zn—i—l)z

n=-—o00 n=0

seklinde tanimlanmigtir



2 MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde 6 fonksiyonunun tanimi ve ¢ notasyonunu verilip, genel teta
fonksiyonu ¢zdesliginin ve kiibik teta fonksiyonu ozdesliklerinin ispatlar:

yapildi.

2.1 o-NOTASYONU

|qk| < 1 i¢in;

(a;¢")n = (1 —a)(1 — ag®)..(1 —ag"" V), n> 1
(a; qk)o =1
(a1, g, -y @ ) = (a1;¢%)n(a2; ¢ (@ @)

> dir.
2.2 0,(z|q) § FONKSIYONUNUN TANIMI

Ik 6 fonksiyonu 6;(z | q) asagidaki gibi tammlanir; ¢ = > ve J(7) > 0
oldugu yerde

o0

01(z | q) = —igs > (—1)ng" 5 e@nHDiz @)
veya
(z|q) =2q 5 Z n(nz+1 sin(2n + 1)z (3)
n=0
" dir.

01(z | q) asagida verildigi gibi sonsuz ¢arpimlar cinsinden ifade edilebilir:

2iz 72iz; CI) (4)

01(2 | q) = 245 sin 2(q; @)oo (7€¥; @)oo (e

ool

105 (45 )0 (€775 @)oo (€% @)oo (5)



2.3 OZDESLIKLERIN iLK GRUBU

Burada ispatlanacak olan ¢zdesliklerin ilk grubu

—3+4i 2%(27T7'\q4)—%(7ﬂ'|q4) +4 %(%HQ“)—%(WW) :
61 01 91 91

o ()

_ (¢ 9)% _ q 2 (01 (q) (7)

(~aa)k 1601 (7 | ¢*) 6, (277 | ¢4))°

ile verildi.
Yukaridaki 6zdegliklerin ispatini vermeden o6nce, bunlarla ilgili diger
sonuclar1 ispatlayalim.

(5)" de q yerine ¢* alinip, z = 77 ve z = 277 yazilirsa,
0r(r7 | ¢*) = (% "o (650%) (0% 0o (8)
ve
o1 2
01277 | ¢") = iq 2 (¢" ¢V (0% 4") (9)
elde edilir.
(8) ve (9) carpilirsa,
_1 2
1 (r7 | ¢901277 | ¢*) = —q7 2 (¢% M2 (16" (6% 0N)oo (5 0Y) 2,
_1 _1
= =0 () (%5 0") . (0"000 — 02 (4 )2 (— @ @)oo (10)
bulunur.
(4)’ de 2’ ye gore tiirev alip, z = 0 yazlirsa;

600 q) = 61(q) = 24 (¢; 9)’ (11)

elde edilir.
Ayni zamanda (2)’ den

o0

e2i291(4z + o | q4) _ —iq% Z (_1>n€2izq2n2+2e(2n+1)i(4z+7r7—)
_ iq% Z (_1>n62izq2n2—26(2n—1)i(4z+7r7)



[e.o]

— Z (_1)nq2n2—26(8n—2)iz (12)

n=—oo
2’ ye gore iki kez tiirev alinip, z yerine z = 0 yazilirsa sol taraf

= —40, (77 | ¢*) + 16i0r, (77 | ¢*) + 1601, (77 | ¢*)

2’ ye gore iki kez tiirev alinip, z yerine z = 0 yazilirsa, sag taraf, Jacobi’ nin

tiglii carpim ozdesligi kullanilarak

> 2n2—n
= —i ) (-1)"(8n-2)%¢ > (13)
= —i 4+32qi i (—1)g?
dq n=-—oo

. d
= —1 (4 + 32qd_q) (q,qg,q4;q4)oo

elde edilir.
Yine, (2)’ den

e*#0,(4z + 277 | ¢*) = —iq_% Z (—1)”q2"26i8"'z (14)

n=—oo
bulunur.

Her iki tarafin 2’ ye gore iki kez tiirevi alinip, z = 0 yazilirsa;
—160,(2r7 | q¢*) + 32i0n (277 | ¢*) + 1601, (277 | ¢*) (15)

d
<32qd—q) (. % q%q")

=

g Zq_
elde edilir.

Sag tarafa logaritmik tiirevi uygulayarak (13) ve (15) sadelestirilip,
.on

4 —16i— (77 | q¢*) —16——(77 | ¢*) (16)
91 91
0 4nq4n (47l o 1)q4n—1 (4Tl _ 3>q4n—3
= 4-—32
; (1 _ q4n + 1 — q4n71 + 1 — q4n73
ve
/ on
16 — 32i—~(277 | q¢*) — 166—1(27r7 | ¢*) (17)
1 1
dng'™  2(4n — 2)gin2
= -32
; (1 _ q4n 1 q4n72



i elde etmek i¢in (8) ve (9) kullanhr.
(17)” den (16) c¢ikarilirsa,

01, o

12 + 162'%(7TT | ¢*) — 2%(271'7' | ) +16 [ —(77 | ¢*) — =277 | ¢*)
01 01 01 01

o0 4n 1 2(471_2)(]47172 (4n_3>q4n73
:_4<1_8Z{ ]__q4n1 T2 - 1 gin—3 }

veya

C3eai (220 2rr 1) = e 1 g 4 4 (P2 | ) = P r | )
0, 0, 0, 0,

_1_3g (4n + 1)g* ™ 2(4n + 2)¢*" ™2 (4n + 3)¢*" T3 18
T Z 1— q4n+1 1 — gint2 1 — gint3 (18)

bulunur.

(1)’ den, (6) 6zdesligine, (10) ve (11) den, (7) dzdesligine ulagilir.
2.4 DIGER OZDESLIiKLER

(i)
(5)510-(5) G 1o

oo 4 1 4m~+1 2(4 2 Am+2 4 4m+3
:1_8Z<(7n+ ) 204m 4 2)g™ T (4m+ 3)g ) (19)

1 — q4m+1 1 — q4m+2 1— q4m+3
_ (@9
(—¢; )%,
(ii)
— 3444 (2%(%7 | ¢*) — 2%@7 | q4)>+4 (%(27” | q*) — %(M | q4)>
1 1
9/1 T 9,1 T
— =) /(= — (==
(51) 510 (3)Gla

(i)’nin Ispat1: Asagidaki 6zdeslikle baglayalim

(99’11) 12| q) —cotz—|—4z

’Vl

sin 2nz (21)
—q"

11



Her iki tarafin 2’ ye gore tiirevi alinirsa

o1 0 Ima™
( 911) I(z]q) =— csc? 2+ 4 ; . ﬁqqn cos 2nz (22)

bulunur.

(22) ’de art arda z = 7 ve z = %TF yazilirsa ve birinden digeri ¢ikarilirsa;

()10 () G 10t g (o o)

n, mod 4’ e gore alinirsa; sonugta ortaya ¢ikan ifadelerin toplanmasiyla,

0/1 m 0/1 ™
(= =)=
()5 1 0= (3) Gl
s 2 ((dm 4 D¢t 2(4m +2)¢" 2 (4m + 3)ghm TS
-t Z 1—gimtl 1 — ghmt2 1 — gim+3

elde edilir.
Bu (19)’ u ispatlar ve (1)’ den (20) elde edlir.
(ii)’nin Ispati: (6) ve (19) birlestirilerek (ii) elde edilir.

2.5 DIGER ¢, OZDESLIKLERI

(1)
on, on,
— (= - — (= 2
7G5 G (23)
o 4m—+1 9 4m+2 4m+3
— (1 _ q4m+1) (1 _ q4m+2) (1 _ q4m+3)
(ii)
0/1 A <0/1> A 00 ( q4m+1 2q4m+2 q4m+3 >
— )V T —| —= ) n(2rT =1 — +
(91) (71 4) 01 @7 | 4) mzzl (1—gmt)? (1 —gimt2)? (1 — gimt3)?
(24)
(iii)

PG 0- G 1= | () 1) () e )] 9

12



(i)’ nin Ispat1: Asagidaki, bilinen 6zdeslikte

01

0 —(z]q) = —1—|—1GZ COS2TLZ+8Z

L—q"
artardaz = 7 vez = %TW alinarak, birinci bagintidan ikinci bagint1 ¢ikarilirsa,
O, O, > nm q"
—(— | )——(— | q) =16 (cos——cosmr)—
; 2 (1-¢")°
bulunur.
Sag taraftaki n toplamini mod 4’ te n’ e bélelim. Buradan (i)’ yi ispat-

layan

o Oy 0 eias! 2+ gim+s
TGI0-FG 0 - Z( _ |

4m+1) (1- gim+2)? (1- q4m+3)2

elde edilir.
(ii)’ nin Ispat1: (5)’ in logaritmik tiirevi almip, ¢ — ¢* yazihp art
arda z = 77 ve z = 27T yazilirsa;

4n+l o 4n+3

(8/1) ™7l = 42 gin+1)? Z i) (26)

O

4n+2 o0 4n+2

(99/11) (277 | ¢*) = 42 GT“ Z e 27

:0

(26)’ den (27) cikarilirsa (ii)’ yi ispatlayan

0 A s 92¢4"+2 g8
(9_1) (77 | q )—( ) 1277 | ¢*) = 42 ( T A e q4n+3)2)

bulunur.

(iii)’ iin Ispat1 : (23) ve (24)’ in sol taraflar1 birbirine esitlenerek (iii)’

i bulunur.

Im (7) > 0 i¢in exp (27i7)’yu ¢ ile gosterecegiz. Benzer notasyon olan

o0

(200 = [ [ (1 = 2" (28)

n=0
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i kullanildi. Bunun yaninda bazende (28)

(a,0,¢50) 00 = (030) o (030) 0 (65 Q) g - (29)

yazildi.

Her m > 0 tamsayis! icin

(z,zq, o 2g™ L qm)oo = (219) (30)

oldugu gortiliir.

27

Eger w, w = exp (T) ile verilen birlesimin basit kiipkokii olarak tanim-

lanirsa, (1 — ) (1 — 2w) (1 — 2w?) = 1 — 2® 6zdesligi kullamlarak
(2 0, 20) = (7). (31)

bulunur. Bilinen Jacobi iiglii carpim 6zdegligi

(0:2,0/% @) = Y, (=1)" "Dz (32)
" dir.
Jacobi teta fonksiyonu 6; (z | 7)
0, (,Z ’ 7_) _ _Z-ql/S Z (_1)n qn(n+1)/2e(2n+1)iz — 2q1/82 (_1)n qn(n+1)/2 sin (2n + 1) e
n=-—00 n=0

(33)

ile taniml Jacobi teta fonksiyonu 6,(z | 7)’ nun baz temel durumlarina

ihtiyacimiz var.

Buradan

O1(z+m|7)=—01(2| 1)
ve
01(z 4+ 77 | T) = —q 2e 220, (2 | 7) (34)

elde edilir.

Iyi bilinen Jacobi iiclii carpim 6zdesligi kullanilarak

n(n—1)

(0:2,0/% Qe = > (=1)"q 2 2" (35)

n=—oo

14



bulunur.

01(z | T) igin sonsuz ¢arpim gosterimini anlayabiliriz. Yani,

—2iz

1 . 1z
01(z | 7) = 2¢% (sin2)(q, €7, g¢"**; @)oo

R g 12 —21z
=igse " (q,**, ¢ @)oo (36)

01 (z | 7), 01(z | 7)’ nun 2’ ye gore kismi tiirevini gostermek igin kul-

lanildi. (36)" nin 2’ ye gore tiirevi alimp z = 0 yazlirsa,

0,0 | 7) = 2% (q; 9% (37)

elde edilir.

Genel teta fonksiyonu tzdesliklerini olugturmak igin, eliptik fonksiyon-
larin kompleks degigken teorisini kullanilir. Besinci dereceden modiiler esit-
liklerle iligkili baz1 onemli teta fonksiyonu o6zdeglikleri tiiretilip; ozellikle,
Rogers-Ramanujan siirekli kesirleri ile kargilanan iki temel 6zdegligin yeni

ispatlarini verecegiz.

2.6 GENEL TETA FONKSiYONU OZDESLiGININ
KURULUSU

Teorem 2.6.1: Kabul edelimki f(z)
flztm)=—f(2) ve f(z4mr) = —q 2/ (2) (38)

fonksiyonel egitlikleri saglayan tam fonksiyonlar olsun. Boylece asagidaki

ozdeslikler saglanir.
{f(Z) = f(=2) 0 (@[ 1) (y | T) 0 (x+y [7)01(z -y |T)

={f(y) = f(=9)} O (x[7)02(z[7) 02 (z +2[7)01 (x—2]|T)

—{f@) = f=0) by [ T) 0L (z | T) 0L (y+2 | T)0(y—2|7)  (39)
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Teorem 2.6.1° in Ispati:

Teoremi ispatlamak i¢in agagidaki Lemma2.6.1’e ihtiyacimiz var. Lemma2.6.1
eliptik fonksiyonlarin esas teoremidir.

Bir ¢ok 6nemli teta fonksiyonu 6zdesligini olugturmak i¢in Lemma2.6.1’i
kulandik.

Lemma 2.6.1: Eliptik fonksiyonun tiim rezidiilerinin toplami, periyo-
dik paralelkenarda sifirlanir.

Ispat: Kabul edelim ki f(u), (38)’deki fonksiyonel esitlikleri iceren bir
fonksiyon olarak verilsin. O zaman

01 (2u | 7) f(u)
w| )0 (u—x | T)0(u+a|7)0(u—y|T)01(u+y]|T)01(u—2]|T)01(u+2]|T)
(40)

g(u) = 0

fonksiyonunu goz oniine alalim.
Burada biz gegici olarak 0 < z,y,z < 7 'nin 61 (2u | 7) f(u)’ nun sifir

noktalarindan farkli, ayr1 parametreler oldugunu kabul edelim.
01 (z+7|7)=—01(z|7)ve Oy (z 4+ 77 | 7) = —¢ Y2720, (2 | ) (41)

fonksiyonel esitliklerini kullanarak g(u + 7) = g(u) ve g(u + n7) = g(u)
oldugunu dogrulayabiliriz. Buradan g(u), = ve 77 periyodlu eliptik fonksiyon-
dur. Sadece x, 7 — z, y, T — y, 2, ™ — 2’ nin bunun kutuplar1 oldugunu ve
tiim kutuplarinin basit kutup oldugunu kolayca bulabiliriz. Bu calismada,

¢'nin o’daki rezidiilerini; res(g : «) ile gosterecegiz. Boylece Lemma2.6.1

res(g; x)+res(g;m—x)+res(g;y)+res(g; m—y)+res(g; z)+res(g;m—z) =0
(42)

i1 verir.
Bu galismada «’ ya gore kismi tiirevi gostermek icin w/ kullanacagiz.

Simdi asagidaki basit hesaplama vardir.

res(g;x) = lim (u — x)g(u)

U—T

= lim b Qul7) f(u) slim — 2~
u—a Oy (u [ 7)01(u+ 2 | 7)01(u—y | T)0(u+ty|7)0i(u—z|T)0h(u+z2]|T) woubi(u—a]|T)
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) (@)
(0] 7)01(x | T)01(z —y | T)01(x+y | T)bi(x — 2| T)01(x+ 2| T)

(43)
Ayn yoldan
res(g;m—x) = —f(z)
’ 00| 7)01(z | )01 (x —y | T)01(z+y | T)01(x—2 | T)01(z+2|T)
(44)
oldugunu gosterebiliriz.
res(giy) = it
7 00 [ 7)01(y | T)01(z —y | T)0i(z +y [ T)0:(y — 2 | 7)1 (y + 2 | T)
(45)
res(g;m—y) = f(=y)
’ 010 [ 7)01(y | T)01(z —y [ T)0(z +y | T)0i(y — 2 | T)0i(y + 2 | 7)
(46)

" yi elde etmek i¢in, g(u)nun x, y ve 2’ ye gore simetrik oldugunu belirterek,
(43) ve (44)’de x ve y’ yi degigtokus ettik.

Benzer sekilde;

res(g;z) = 1(2)
' 00| 7)01(z | 7)01(x — 2z | T)01(z+ 2 | )01 (y — 2 | )01 (y+ 2 | T)
(47)
res(g;m—z) = —f(=2)
' 010 | 7)01(z | )01 (x — 2 | T)01(x+ 2 | 7)1 (y — 2 | )01 (y + 2 | T)
(48)

‘u buluruz.

(42)’ de, (43) ve (48)’ u yerine koyarak, bazi sadelestirmelerden sonra,
(40)’ i elde ederiz. Analitik devam ile (40)’ in tiim x, y ve 2’ ler igin
saglanacagini biliyoruz. Buda Teorem2.6.1’ in ispatini1 tamamlar.

Teorem 2.6.2: 0 (z|7) (33) ile tamimlanan Jacobi teta fonksiyonu

olsun. Boylece her z, y, 2 icin
T
01 (y \ g) 0 (x| 7)01 (2| 7)01(x—2]|7)01 (z+2]|7)
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(2] 3) w70 G0z 0(y+z]7)
=01 (213) 0@ |0y D)o@ —y | DO +y] ) (49)

" u elde ederiz.
Ispat: 0:(z | 7)’ iin Teorem2.6.1” in tiim kosullarim sagladigini kanit-
lamak kolaydir. Teorem2.6.1' de f(x) = 01(x | ) alarak, Teorem?2.6.2 yi

cabucak elde ederiz; ve boylece Teorem?2.6.2’nin ispatini tamamlariz.

2.7 UC TERIMLI TETA OZDESLiGININ

KURULUSU

Teorem 2.7.1:

f(2), f(z+m) = f(2)vef(z +77) = q "™ f(2) (50)

fonksiyonel esitliklerini saglayan tam fonksiyonlar olsun.

O halde z’den bagimsiz bir C' sabiti vardir 6yle ki
f(z) = f(=2) = CO(22 | 7) (51)
Teorem 2.7.2:
h(2), h(z + 7) = —h(z)veh(z + 77) = —q e %7D(2) (52)

fonksiyonel egitliklerini saglayan tam fonksiyonlar olsun.

O halde,
. 01(22’ | 7')

h(z) 4+ h(—2) = mh( ) (53)

“dir.
Buradan begli carpim 6zdegliginin ve bazi1 énemli teta fonksiyonu 6zdes-

liklerinin tiirevini bu teorem sayesinde aliriz.
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Teorem 2.7.1 ’in Ispati:

Teoremi ispatlamak igin, asagidaki Lemma 2.7.1'1 verecegiz. Lemma
2.7.1, eliptik fonksiyonlarin temel teoremidir.

Lemma 2.7.1: Herhangi bir periyodik paralelkenar iizerinde bir elip-
tik fonksiyonun kendi kutuplarinda ki rezidiileri toplami sifirdir. Simdi
Lemma2.7.1’i kullanarak Teorem2.7.1’i ispatlamaya baslayabiliriz.

Ispat: f(u) ile verilen fonksiyon, (50)’deki fonksiyonel esitlikleri saglasin.

f ()

Wu—y |70 (u+y| T)0(u— 2| T)0(u+ 2| 7) (54)

gu) = 5

fonksiyonunu gtz oniine alalim.

Burada, gegici olarak, 0 < y,z < 7 ’'nin f(u) nun sifir noktalarinda
farkl iki parametre oldugunu kabul edecegiz.(34) 'deki fonksiyonel egitlikleri
kullanarak, g(u+7) = g(u) oldugunu dogrulayabiliriz. Bundan dolay1 g(u),
m ve w7 periyotlu bir eliptik fonksiyondur. y, @ — y, z, @ — 2z ’'nin onun
kutuplar1 oldugu ve biitiin kutuplarinin basit kutup oldugu aciktir.

Bu galigmada ¢ 'nin o 'daki rezidiisiinii res(g; «) ile gosterecegiz. Boylece

Lemma2.7.1
res(g;y) +res(g;m —y) +res(g;z) +res(g;m—2) =0 (55)

'yi verir.

Simdi rezidiileri hesaplamaya baslayalim. I’Hospital kurali ile,

| | f(w) m Y
res(giy) = lmu=y)g () = lim & T 0= 2 [T 2 1) o G lu—y 1)

B ()
= IO 0@y [Doaly — = | oy + 7] (56)

7)
y yerine m —y yazip, elde edilen denklemde f(r—y) = f(—y), 01(27 —2y) =
=012y | 7), Or(y—m—2 | 7) = =Or(y+2 [ 7), Ou(y—7+2 [ 7) = =O1(y—2 | T)
bagintilarim1 kullanarak

_ f(=y)
0r(0 [ 7)01(2y | 7)01(y — 2 | T)0:(y + 2 [ T) (57)

res(g;m —y) =
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't buluruz.
g(u)’nun y ve z’de simetrik oldugunu unutmayalim. (42) ve (43)’de y ve
z’nin yerlerini degistirirsek, sirasiyla

f(2)

T ) = G O T 2 Ty — 2 [tz
. £()
T S GO T [y G )
'ya ulagiriz. (56) ve (59)’y1 (55)’de yerine koyup sonrada
010 | 7) 01(y — 2| 1) 01(y + z | 7) faktoriinii sadelegtirisek
f(Z) B f(—Z) o f(y> B f(_y) (60)

012z |7)  0u(2y|7)

'yi elde ederiz.
Bu ozdeglik f(2) — f(—2)/601(2z | 7)’nun z’den bagimsiz oldugunu gos-
terir. O halde bu sabit olmalidir. Bu sabite C' diyelim. Boylece (36)’y1 elde
ederiz. Analitik devam ile (36)’nin her z igin saglandigin biliyoruz. Bu da

Teorem2.7.1’in ispatini tamamlar.

Teorem 2.7.2’nin Ispati: h(z) fonksiyonu (52)’daki esitlikleri saglar
ve 01(z | 7)’da (34)’deki esitlikleri saglar. Bu nedenle
h(z)01(z | 7)’'nun (50)’deki fonksiyonel esitlikleri sagladigim biliyoruz.

01(z | 7) (h(z) + h(—2)) = CO1(22 | ) (61)

i elde etmek icin f(z) = h(z)01(z | T) olarak alabiliriz.
Her iki tarafi ;(z | 7)’ya bolerek

01(2z | 7)

h(z) + h(—2) = C’W

(62)

'yi buluruz.
Bu esitlikte z = 0 yazarak C' = h(0)’1 buluruz. (62)’de C' = h(0)"1 yerine

yazarak (53)’e ulagiriz ve buda Teorem2.7.2'nin ispatin1 tamamlar.
Teorem 2.7.3: Eger ,fi1(z) ve fa(z) iki farkl,

flz+m) = —f(2)vef(z +n7) = ¢ 3 f(2) (63)
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fonksiyonel esitliklerini saglayan tam fonksiyonlar ise z’den bagimsiz bir C'

sabiti vardir oyle ki

Co1(z | 7)01(22 | 7) = f2(0) (, fi(2) + fi(=2)) = f1(0) (; fo(2) + fo(—2))
(64)
“dir.

Ispat: fi(2) ve fo(2)'nin (63)’deki fonksiyonel esitlikleri sagladigimi
varsayalim. O halde {f2(0)f1(2) — f1(0)f2(2)} /61(2 | 7)’da (50)’deki esit-
likleri saglar. Boylece Teorem2.7.1°de
f(z) = {f200)f1(2) — f1(0) f2(2)} /01(z | 7) alabiliriz ve Teorem2.7.1’deki
(51) Teorem2.7.3’deki (64)’e doniigiir. Buda Teorem2.7.3’iin ispatin tamam-

lar.
Teorem 2.7.4:

91 2z ‘ T
: =2 ngEnt /2 cos(6n + 1 65
(4 @)oo D) Z 2 cos(6n + 1)z (65)

"diir.
Ispat: (34)ii kullanarak €¥?6,(3z + 77 | 37)'nun (52)'u sagladigin
soyleyebiliriz, boylece (53)’de h(z) = €*#0,(3z+7T | 37) alabiliriz. 6;(z | )

i¢in sonsuz carpim gosterimini ve dogrudan hesaplamay1 kullanarak
.1
h(0) = 61(m7 | 37) = iq"5(¢; @)os
‘u buluruz. Buradan

2 ; J
iq 5 (q; q)oo—61< 217 _ €*#0,(3z + 7 | 31) — e 201 (3z — 77 | 37) (66)
(91(2 ’ T)

=

olur.

1(z|7) —2q1/82 )" 2 sin (20 4 1) 2

'de 61(z | 7) igin seri agilimim kullanarak

622'7;‘91(32 + T | 37_> _ iq_é Z(_1)nq(3n2+n)/26—(6n+1)zi (67)

—00
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sonucuna u1a§1rlz.

z yerine —z yazarak

672”91(32 T | 37_) _ —iq*é Z(_1)nq(3n2+n)/2€(6n+1)zi (68)

—0o0

'y1 buluruz. Euler 6zdesligi 2 cos z = €** + e~ ’yi kullanarak

e*0,(3z + 77 | 37) — e 2*0,(3z — w7 | 37)

o
1

= 2iq" s Z(—l)”q@”%”)/2 cos(6n + 1)z (69)

—00

'yi kolayca buluruz. (65)’i elde etmek igin (66)’iin sag tarafinin yerine
(69)’yi yazip iq~s faktoriini sadelestiririz.
Boylece Teorem2.7.4’1in ispatini tamamlamig oluruz.

Teorem 2.7.5:

091(2 + x4 ’ T>91(Z+l’2 ’ 7')91(2"‘1'3 | T)¢91<Z — X1 — T2 — I3 ’ 7')

—01(z—x1 | 1)01(z—22| 7)1 (2 — 23 | T)01(2 4+ 21 + 22 + 23| T)

= —91(1’1 + 29 | 7-)91(561 + 23 | T)(91<£132 + 23 | 7')(91(22 ‘ T) (70)

"diir.
Teorem 2.7.5’in Ispatu:
Or(u+z | 70 (u+ 22 | 7)1 (u+ 23 | )01 (0 — 21 — 29 — 23 | T)
fonksiyonu (50)’deki fonksiyonel esitlikleri saglar ve boylece (51)’da
fu) =01(u+mz | )01 (u+mo | )01 (u+23 | T)01(U—27 —20 — 23 | T) (71)
alabiliriz. Buradan
O1(z+ 21 | 7)01(2+ 22 | )01 (2 + 23 | T)01(2 — 21 — 22 — 23 | T)

—91(2—$1 ’ 7')61(2—.’13'2 ‘ T)el(Z—.Z'g ’ 7)91(2+$1+$2+$3 ’ 7') = 001<2Z ‘ T)
(72)
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z = x7 dersek ve 61(0 | 7) = 0 1 kullanirsak
=012z | T)01 (21420 | T)O1 (21423 | T)O1 (22423 | T) = COL(221 | T) (73)
't buluruz. Buradan
C=—01(zv1+z2| 7)01(x1+ 23| )01 (22 + 23 | T) (74)

"ii buluruz. Bunu (71) ile birlegtirerek (70)’e ulagiriz. Bu da Teorem2.7.5’in
ispatin1 tamamlar.
Simdi logaritmik tiirev metodunu ve Teorem?2.7.5’i kullnarak Teorem?2.7.1.1°1

ispatlamaya geldik. (70)’deki 6zdeglik agagidaki bi¢imde yazilabilir.
2.7.1 Jacobi Ozdesliginin Elde Edilmesi

Teorem 2.7.1.1:

(1 | 7)o@ | )+ (@ | 7) — (@1t a3 | T)
61 01 01 01
— 9/1(0 | 7_) 91(1’1 + x5 | 7')91<£E1 + 3 ’ 7')(91<£L‘2 + 5 ’ 7_) (75)

91(331 | 7')(91(.%2 | 7')91(1‘3 ‘ 7')91(331 + To + X3 | 7')
Bu, Sezgo tarafindan caligilmig halkanin cekirdegi olan, Shen ve McCul-
lough’un 6zdesligidir.

Teorem 2.7.1.1’in Ispat1:
f(z) ve C’nin sirasiyla (71) ve (74) ile tamimli oldugu yerde,

f(2) = f(=2) = COL(22 | 7) (76)
Yukaridaki esitligin z’ye gore tiirevini alip, z = 0 dersek;
f1(0) = COn(0 | 7) (77)

sonucuna variriz. Logaritmik tiirev metodunu kullanarak

$1) = FO{ Gt | 1)+ Ghle a1 1)+ G b | 1) 4 G = = 1)
79
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'yi buluruz. Bunu

$100) = FO{ Ghlar 170+ a1 1)+ G 1) = Ghor o 1)}
1)

takip eder. (71)’den
f(O) = —91(331 | T)(91<l’2 ‘ ’7')91(553 ’ 7')61<£U1 + 22 + T3 ‘ T) (80)

'u kolayca elde ederiz.
(74), (77), (79) ve (80)’u birlegtirerek (70)’e ulagiriz. Teorem2.7.1.1’in

ispat1 tamamlanmig olur.

Teorem 2.7.1.2:
(0.2.4/% Q) (220, 0/ 2% 7)o = Y _ q"E (2700 — 5 (81)

"dir.

(34)%i kullanarak, 6,(z +x | 7)01(2 +y | 7)01(2 — 2 — y | 7)’nun Teo-
rem?2.7.2'nin sartlarini sagladig1 gosterilir. Teorem2.7.2’de
h(z) =601(z+x | 7)01(2 +y | 7)01(2 —x —y | 7) alarak asagidakini elde
ederiz.

Teorem 2.7.1.3:

Or(z+z | T)01(z4y | )01 (z—z—y | T) =01 (2= | T)0(z—y | T)01(242+y | 7)

0,(22 | 7)
01(2 | 7)

f(z) = 0}(2 + Z | 7)’nun Teorem2.7.2'nin tiim sartlarim sagladigini kontrol

= —01(z | 7)1 (y | )01 (z +y | T) (82)

edebiliriz. 0;(z | 7) igin sonsuz ¢arpim gosterimini kullanarak

s 1
91(§ | 7) = V3¢5(¢%; ¢*)oo

oldugunu gormek kolaydir. Buradan sonraki 6zdegligi elde ederiz.
Teorem 2.7.1.4:

01(2z | 7)

63 z _03 _z :323% 3.300
1(Z+3 |T) 1(2’ 3 |7—) \/_q <Q7Q) 01(Z|’7')

(83)
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"dur.

Teorem 2.7.1.5: 01 (x| 7) (33)’daki gibi tanimli Jacobi teta fonksiyonu
olsun ve a(q)’da

3n+1

q3n+2
=1+ 62 ( g3t 1= q3n+2> (84)

ile tanimli Ramanujan fonksiyonu olsun. Boylece

6 (x+§17)+0§ (x—gyT) — 03 (x| ) =3a(q) 01 (32| 3r)  (85)

«9? (x| 37‘)—q_1/262m0? (x + 77 | 37’)—q_1/26_2m9:{’ (x =77 |37)=a(q)0 (x| 1)
(86)

i elde ederiz.

Teorem 2.7.1.5%in Ispati: 6,(z | 7) icin (2, 2q, 2¢% ¢*) . = (2;q) ve

sonsuz carpim gosterimini kullanirsak,

T (q1/3’q1/3) T T
0 )= —">0 0 — 01(z — — 87
121 3) @ 1z [ )0z + [ )0z =5 | 7)  (87)
i ve

T . 2T
91(? | T) =iq ey (q1/37q1/3)oo ve 6’1(T | 7) =g ®/®Y <q1/37q1/3)

'yi kolayca bulabiliriz.

3n+1

P2
=1+ 62 ( g3t 1 q3n+2> (89)

Ramanujan fonksiyonunu hatirlayalim.

01(2 | 7) = 2¢"*(sin 2) (¢, 4™, qe 7% q) = iq"/®e ™% (q,9€*", qe ¥ q)

‘de logaritmik tiirevi uygularsak,

—2iz

9/1 qn€212 q e
(Z ’ 7)== 2 Z e2zz Z ne— 21z (90)
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i1 elde ederiz.
Yukaridaki iki esitligi kargilagtirirsak,
o1
alq) =—2+ 3¢9—1<m | 37) (91)
1

sonucuna variriz.

01(z | 7)'nun logaritmik tiirevi igin trigonometrik seri agiliminin

01 ="
g—ll(z\r)zcotz—i—élnz:;lzqn sin 2nz (92)
oldugu iyi bilinir.
Boylece
9/1 m 1
—(= | 7)——=a 93
75 1 7)za0) 93
vardir.

Simdi Teorem?2.7.1.5’1 ispatlamak i¢in haziriz.

Ispat: (39)’un her tarafinin z’ye gore tiirevini alip z = 0 yazarsak
00 | 7){f(y) — fF(=y)} 05z [ ) = On(0 | 7) {f(2) — f(=2)} 6i(y | T)
=2f10)01(zx | )01 (y | T)01(z —y [ T)01(z +y | T) (94)
i elde ederiz. Yukaridaki esitlige 6/,(0 | 7) = 2¢'/%(q; q)2, "u eklersek
0¥ (@:0)% (@) = F=9)} 03 | 7) — ¢ (@:0)% {f(2) — f(=2)} 6y | 7)
= f1(0)01(z [ 7)1 (y | T)01(x —y [ T)Or(z +y | 7) (95)
‘u buluruz.

03(z+% | 7)’nun (38)'i karsilacdigim dogrulamak kolaydir, o halde (95)’da
f(z) = 6i(z + Z | 7) alabiliriz. 61 (% |7) = v3¢"%(¢*;¢*), (93) ve direkt
hesaplama ile

110 =308 (5 17) 2 (5 17) =36 (ol (90)
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u buluruz ve boylece

0% (6% %) a(@bi(x | )0y | 0@ —y | T)(z+y 7))  (97)

’i elde ederiz.

Yukaridaki esitlikte y = Z alarak ve 6 (3 | 7) =61 (& | 7) = v3¢"® (¢% ¢%) o,

oldugunu belirterek

3. 3
T T ;5 4°%) o T
x| )63 (a: + 3 | T) —63 (x -3 | 7') = 3a(q)—((q;q)%o O1(z | 7)61 (x + 3 | T
(98)
'yi elde ederiz.
(¢*;4%) u U
0132 37) = ————==201(z | 1)01 (z+ = | 7)1 (z2— = | T
(%(1)20 < 3 ) ( 3 )

"den

0,(3z | 37) = —%91@ B (x + g | T) 0, <a: - g | 7) (99)

'ii buluruz. (85)’yi elde etmek igin (98)’nin sag tarafinin yerine yukaridaki
esitligi yazariz.

Ancak daha 6nce oldugu gibi aym adimlarla ilerleyerek, (95)’da
flz) = %63 (v + I | ) alrsak ve sonra y = =T yazarsak ve (87), (88) ve
(91)’i kullanirsak;

03 (x| 7) — ¢V/0e?eh? <a: + % | 7') — /6 22y} <£L‘ — % | ’7')

-
= alq"")os (= | 5) (100)

i buluruz.
q yerine ¢* yazarak, (86)’ii elde ederiz. Boylece Teorem?2.3.5’in ispatin

tamamlariz.

Teorem 2.7.1.6+
(:9)% 03 (x| 7) 653y |37) — (0)% 05 (y|7) 03 (32| 37)

=3¢ (¢%¢"), 61 (x|7) i(y|7) br(@—y|7) ba(a+yl7) (101)
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ve
G 0@ 1o (y]5) — (@l o (a]5)
= V0D (¢3¢ 0 (x| 7) 61 (y | T) (e —y|T) Oz +y|T)
(102)
‘e sahibiz.

Teorem 2.7.1.6’min Ispati: Teorem2.6.1’de z = 7 alarak ve

(5@ )og (. | 70, (+517)0 (2 =% 17)

0132 | 37) = — @d

ve

2
G-n (1) i,

'u kullanarak

V30" (g; )% {f (2) = f(=2)} 013y | 37) = V3¢"*(a5 0)2% {f () — F(—)} 02(3x | 37)

+{f(g>—f(—g

’i elde ederiz.

)01 (2| )01y | 7)0s (e +y | ) 0n (e —y | )} (103)

03(z | 7)nun Teorem2.6.1’in tiim sartlarimi saglar. f(z) = 63(x | 7)
seger ve sonra
™ 27
01 (— | T) =0, (=5 |7) = V3% (% ¢°)
3 3 o0
'yi ¢oziim esitliginde kullanarak (101)’t elde ederiz.
Teorem2.1.1’de z = &~ alip ve (87) ve (88)’yi kullanarak;

iq (g )% (@) = F(=)} 0uly | 5) = iq P @ 0% (T (9) ~ Fw)} a(ar | )
-{rE -5

'yi elde ederiz.

)91(13|T)91(y|T)91(ﬂf+y|7)91($—y|7)} (104)

f(z) = 6 (x| 7) secip ve (88)’yi coziim esitliginde kullanirsak, (102)’i
elde ederiz. Buda Teorem2.8.6'nin ispatini tamamlar.

Teorem 2.7.1.7: Her z, y i¢in
T T
¢/ (q,q)2, 01(z | 5)91(33/ |37) — ¢/ (q,9)2%, 61 (y | 5)91(31’ | 37)
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=01(x | T)0(y [ )0 (z —y | T)0(z+y|T) (105)
ozdesligi vardir.

(33)’min her iki tarafinin z’ye gore diferansiyelini alip, sonra z = 0 dersek;

o

0 (0| 7) =¢"® Y (—=1)"(2n + 1)g"" T2 (106)

n=—oo

oldugunu kolayca buluruz, ve ard arda alinan diferansiyellerle

o (0| 1) = —¢*/® Z (20 + 1)3gnint1/2 (107)

n=—0oo

’i elde ederiz.

1/8

01(z | 7) = 2¢"3(sin 2) (g, qe®*, qe ;1 q) _ = iq"e > (q,qe™*, qe **;q)

‘un diferansiyeli
0n(0 | 7) = 24" (4, 9)2, (108)

'y1 verir.

(106) ve (108)’y1 karsilagtirarak
1 o0

n=—oo

Jacobi 6zdegligini elde ederiz.

2.8 HIRSCHHORN - GARVAN - BORWEIN’in iK1
DEGISKENLIi KUBIK TETA FONKSIYONLARI
ICIN BAZI OZDESLIiKLER

O1(x —y | 7) = —01(y — x | 7) oldugunu belirterek, (105)’i
T T
""" (q,0)% 01y | 3)01(32 | 37) = ¢/ (g, ), 02(x | 5)02(3y | 37)

=01(x | )01 (y | T)01(x —y | T)0(z +y | T) (110)
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olarak yeniden yazabiliriz.

01(z | 7) = 2¢'3(sin 2) (¢,qe*, qe ™% q) = iq"/®e ™" (q,qe**, qe > q)

o

‘nin ikinci esitligini yukaridaki esitlikte kullanarak ve ¢oziim esitliginde
e? = g ve €*™ = y degisken degistirmesi yaparak asagidaki sonsuz carpim
ozdegligini elde ederiz.

Teorem 2.8.1:
(0.9)% (¢"2 2,42 /2:¢'®) (0%, & /v %)
—yr (0. 0)% (6% 0,07 Jy;0'?) (4,2, % Ja% 6%)

=(¢,7,9/79) o (0, Y, /Y5 Do (¢ Y/7, 42/ Y5 Q) oo (0, 7Y, ¢/ 2Y50) o (111)

Jacobi’nin fi¢lii carpim 6zdesligine bagvurarak

o0

(0. 0)% (6% 2,3 a0 7%) Y (=1)" g*rinD/2yn
—yr " (g, 0)% (6%, 2%, %)% %) D (1) gDy

= (¢,7,q/7;9)4 ( > =" Q”(””/2y"> (112)

X ( Z (_1)n qn(n—l)/2yn$—n) ( Z (_1)” qn(n—l)/2ynxn>
Yukaridaki egitligin, sag tarafinda y’'nin katsayisinin
_ <q’ x, Q/$; q)oo Z qm2+mn+n27mfnxnfm (113)

oldugu ve sol tarafinda y’nin katsayisinin

—27 (g, )% (¢, 2%, ¢* /2% ¢°) (114)
oldugu kolayca goriiliir. Yukaridaki iki sayiy1 egitleyerek;

i 3,.3 ,3/..3. .3
S gt - (g (), (1t a) (Zar’ qq//:f q)q -

(115)

m,n=—00
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'ya ulasiriz

Indislerde m — —m ve n — —n degisimleri yaparak

oo 3,3 43 /3. 43
m2 mn TL2 m-n, . n—m — q € 7q X ;q o0
S e (g (), (et b (g q//:c-q> |
’ (116)

'yi elde ederiz.

(112)’de y’den bagimsiz terimleri esitleyerek,

o 3,3 43 /3. 43
Z qm2+mn+n2xm—n _ q1/3 (Q7q)oo <q3’q3)oo (1 4+ l'_l) (q T, q /.CE’ 14 )oo

m,n=—o0 (Q$, Q/xﬂ q)oo
1/3.. 1/3/,.—1. 1/3
(¢"32, "3 a5 ¢11?)
+(0,9) (0% ¢ 0 117
(@0 ) (97, 9/75 ) ()
i buluruz. Yukaridaki iki esitligi birlestirerek
U3y g3 s 1/3)
1/3. 1/3 (¢, q 4 )
) (07754 118
(.0 ( )os (g7, 9/75 ) (118)
m2 mn TL2 m—n m2 mn n2 m-n, . n—m
_ Z gttty _q1/3 Z g™ tmntnttmn
'u buluruz.

21

W, W = exp (T) ile verilen birlegimin basit kiipkokii olsun. (118)’un sag

tarafinin
o0

Z q(m2+mn+n2)/3$nwm—n (119)

m,n=—00

"a esit oldugunu kolayca buluruz. Dolayisiyla

00 1/3,. 1/3/,.—1. 1/3
2 2 _ (q x,q /:L‘ 14 )
glmsemmen®)fagngmen — (g, q)., (¢"% ¢"/* =
W;OO ( )= (g7, q/7:q)
(120)

vardir. ¢ yerine ¢® yazarak,

o0

3 3/,.—1.,.3
m2+mn+n2_n, m—n 3. .3 (q Z,q /(L’ ) 4 )oo
§:q Tw =(9,9) 3¢ 121
(0.0 (¢57).. ¢z, ¢* /75 ¢%) (121)

m,n=—00

'yi elde ederiz.
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Eger;

m2 mn TL2 m—n
a(qg,z) = Z gty (122)
blgx)= Y gmrmmnignymen (123)
c(q, l’) _ q1/3 Z qm2+mn+n2+m+nxm—n (124)

ise, Hirschhorn, Garvan ve Borwein’in énemli 6zdegliginden elde edilebilen

(117)

a(q, ) =c(q,z)+b (q1/3, :U) (125)
olarak yazilabilir.
Teorem 2.8.2:
a’(q,z) = (¢, ) +b° (1,z) + b (¢, 2%) (126)
vardir.

2.9 WIERSTRASS ¢ FONKSIYONU iCIN TOPLAM
TEOREMI

Ik olarak Teorem?2.7.1.3%i ve logaritmik tiirev teknigini kullanarak asag-

daki lemmay1 ispatlayacagiz.

Lemma 2.9.1:
0,1 9/1 9/1 2
{9—1@ )+ G - Sty r)}
2. ng" 01, o1, or,
— 1424 (2 B e (=
EDME (5) 10— (52t 11 = (52 o+
(127)
"dir.
ispat:
) =0(z+x | 1)0i(z+y | T)01(z—x—y|T) (128)
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fo(2) =01z —x | T)01(z—y | T)01(z+ 2+ y | T) (129)

f(e) ~ D021

(=] 7) (130)

. Teorem6’da (82) dzdesligini

fi(2) = fo(2) = =01(x [ 7)01(y | T)01(x +y | T)f3(2) (131)

formunda yazariz. (131)’'nin z’ye gore iki kez tiirevini alip z = 0 yazarsak;

J1(0) = f112(0) = =01 (2 [ 7)01(y | 7)01(x +y [ 7)f115(0) (132)

'y1 elde ederiz.
Simdi f171(0),f115(0) ve f113(0)’1 hesaplamaya baglayalim. f;(z)nin 2’ye
gore iki kez tiirevini alip, logaritmik tiirev metodunu kullanarak

on 0 01,

91(z+x|7') Hl(z—l—y|7) el(z—x—yh) (133)

¢(2) =
oldugu yerde
frn(z) 2){6(2)* + ¢1(2)} (134)

'yi kolayca buluruz.

Bunu

fi(0) = =61 (z [ )0 (y | T)0(z +y | T)x

(e 17 Gt = Gresw i (G ) ot (G 0+ (G ) o o)
(135)

takip eder.

Dogrudan hesaplama yontemi ile

f112(0) = — fr11(0) (136)

u buluruz.

(134)’deki gibi ilerleyerek
6,(22 | 7) o1, 0r, 2 01, 0n,
m(z) = A=) { (e 1n-Fe1n) + (25es 0 -Feln) /}
(137)
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’i elde ederiz.

01,  — k Do 2%—1

71 — - 1 E

1T =L D () G Ea ()

"den
2%(22 | 7) — %(2 |7)=—Ey(1)2+ 0O (23) (138)
1 1
'yi buluruz. Bundan dolay1

f115(0) = —Es5 (1) (139)

"diir.

(127)’i elde etmek igin (135), (136) ve (139)%i (132)’ya yerlestiririz ve
—01(x | 7)01(y | 7)01(x + y | 7)’yi sadelestiririz. Buda Lemma2.9.1’in
ispatini tamamlar.

Weierstrassgp fonksiyonunun 7 ve 77 periyotlarinin gosterimi i¢in
©(z | 7)’yu kullnacagiz. Boylelikle p(z | 7) i¢in agagidaki toplam formiiliinii

buluruz.

Teorem 2.9.1:

ol )+ ol | )+ olaty |7 = 7 (LB =D
ispat:
o(z | ) = csc? —82 17?7;71 cos2nz — 1Ez (7)
— 3= ()1 (141)

"dir ve boylece

(517 = () w17 = oo 22 LD £ )

201z +y[7)0i(z —y|T)
01(a | )05y | 7)

ple]7)—ply|7)=—-0n0]7) (142)
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seklinde yeniden yazilabilir.
x yerine x + z ve y yerine y + z yazarak

GO (z—y|T)0i(r+y+22]|7)

a2 |7) = ply+ 21 7) = ~0n(0] 7P G LN

(143)
'yi elde ederiz. z civarinda logaritmik tiirev
/ — ol
pllet+z|n)—ply+z|7) _ (144)
plr+z|7)—ply+z]7)
o1 01 i
2 (et )+ S 2T - i@yt 22| 7)
0, 0, 0,
i verir. z = 0 yazarsak, esitlik;
(| 7) — oy [ 7) (ml on o1 )
=2|—@@|1)+—-—W|7)—F(r+y|T
o in el \e DT Wi vl
(145)

haline gelir.

(141) wginda, (127)’deki dzdeslik

8/1 0/1 0/1 2
{Fein+ Fuln-Feryn

-5 - () et = (F) twim) - () e +u )

=p@|1)+py|7)+pl@+yl|T) (146)

seklinde yazilabilir.
Yukaridaki egitlikleri birlegtirerek (140)’e ulagiriz. Buda teoremin is-

patini tamamlar.
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3 BULGULAR VE TARTISMA

3.1 TETA SERILERI

P(n) keyfi bir polinom; a, b, ¢; n’den bagimsiz olmak iizere

o0

io: T, = Z P(n)exp {An® + Bn + C}

n=—oo n=—oo

serilerini gz oniine alahm. Eger Re(A) < 0 ise,

T, P,
= |22 exp {(2n + 1) Re(A) + Re(B)}
1, P,
ve
. Pn+1
1 =1
wes | P,
oldugu i¢in
. Tn+1
1 =0
oo | T,
ve benzer sekilde
Tn—l
li =0
oo | T,

olur. Boylece (147) ile taniml seri mutlak yakinsaktir.

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)

P(n)’deki katsayilar ve A, B, C farkli degiskenlerin fonksiyonlar ise,

bu katsayilarin sinirh oldugu ve S € R olmak iizere Re(A) < —¢ oldugu

degisken uzayin herhangi bir bolgesinde tanimh seriler mutlak ve diizgiin

yakinsaktir. Bizim simdi ¢caligacagimiz serilerde bagimsiz degiskenler 7 ve u

olup; A = mit; B ve C'; 7 ve u degigkenlerine gire yazilmig lineer polinom-

lardir. Eger Im(7) > 0 ise Re(A) < 0 olur ki 7 ve u degigkenlerinin smirh

oldugu ve herhangi bir S € R" i¢in Im(7) > ¢ oldugu uzayin herhangi bir

bolgesinde seri diizgiin yakinsaktir. Bu seri u, C kompleks diizleminin el-

emant; 7, H iist yar1 diizlemin eleman1 olmak {izere analitik bir fonksiyon

tanmimlar. Bu tip serilere Teta serileri denir.
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Herhangi iki €, ¢ reel sayisi icin genellestirilmis Teta fonksiyonu

€ 2 /
0 p (u,7) = ;exp{<n+ g) mIT + 20 (n+ %) <u+ %71’)} (152)
€
seklinde tamimlanir. Burada gosterimine Teta fonksiyonunun karak-
6l

teristigi ve 7 (Im(7) > 0) degerine de fonksiyonun periyodu denir. Yukari-

daki esitlikte ¢ = €™ alirsak Teta fonksiyonu

0] | g = Yo glrs ) (e (153)
¢ n
olur.

a ve b sayilari reel sayilar olmak iizere 7 = a + bi alirsak, Im(7) > 0
icin ¢ = ™" = (e‘”bi)m = e*™e ™ olacag i¢in |q| = [e™™| < 1 esitsizligi
elde edilir. Buradan ueC, Im(7) > 0 olmak iizere 7¢C ve ¢, 0 < |¢| < 1

olan birim ¢emberin yakinsaklik bolgesinde bulunmak iizere (152) ile tanimh

Teta fonksiyonu analitiktir.

3.2 BIRINCI DERECEDEN GENELLESTIRILMIS
TETA FONKSIYONU

u kompleks sayisi, diger 7 kompleks sayis1 Im(7) > 0 olacak sekilde iist

€
yar1 diizlemde ve elemanlar1 tamsayilardan olugan 2 x 1’lik #-Teta

6/

karakteristigi verilsin. Argiimenti u olan, #-Teta periyodu 7, karateristigi

€
olan birinci dereceden f-Teta fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimh
E/
olsun.
o | =3 expri (+€)2+2<+€) P RGN
u,T) = exp mi n+ - n+—)(u+—=
T P A 2 2

Teta fonksiyonunun isareti; € ve € degerlerinin rezidii siniflar ile belirlenir.

(Rauch, 1973)
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Teorem 3.2.1: Eger ¢ = 20’ + E ve € = 20/ + ' ise
0 (u;7) = (=1)7 (u,T) (155)

esitligi elde edilir.
Ispat: (154)’den

/

ex2 2
/ (u;7)z§expm’{r<n+gil) +2(n+§:l:1> (u—i—%)}

€

=0 (u;T) (156)
6/
esitligi bulunur. Buradan
€ E
0 (u;7) = | (u,T) (157)
e £

'ya ulagilir.

/

o | = Zexpm’{7‘<n+§> +2<n—|—§> (u+€§i1)}

€ +2 n

— Zexpﬂ'i{T (n+§)2+2 (n—l—%) <u+%)}exp{m(2n+e)}

=(-1)6 (u;7) (158)

esitligi bulunur. Boylece (155) esitligi bulunmug olur.

€ €
0 (u+71;7) = q texp{—2ui}exp {cui} b (u; T)
¢ ¢

€
= exp{—n7i+ €mi — 2ui} 0 (u;T)
6,

ile tamiml teta fonksiyonlarinin v ve 7'nun analitik fonksiyonlar1 oldugunu
ispatlamak igin (154) ile verilen serinin yakimsakligini gostermeliyiz. u dii-

zleminin ve 7 iist yar1 diizleminin kompakt alt kiimelerinde v ve Im (1) > 0
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esitsizligini saglayan 7 igin (154) ile verilen serinin diizgiin yakinsak oldugunu

kabul edelim. O halde asagidaki teorem vardir.

€
Teorem 3.2.2: u € C ve 7 € H olmak {izere, ¢ (u; 7) fonksiyonu

6/

kompleks analitik bir fonksiyondur.
Ispat: Weierstrass M- testi ile M > 0, A > 0 olmak iizere |u| < M,
Im (7) > X olan (154) ile taniml serinin terimlerinin, yakinsak pozitif serinin

terimlerinden mutlak degerce kiiciik oldugunu gostermeliyiz.

lexpiz| = lexp{iRez —Imz}| = |exp{—Imz}exp{iRez}
= |exp{—Imz}||exp {iRez}|

= lexp{—1Imz}|

=exp{—Imz} (159)

esitligini serideki her bir terime uygularsak

exp{m (7‘ <n+§>2+2<n+§> (u+g))}‘
= e (1w (0 5) 42 (04 §) )}

= exp {—ﬂ' ImT (n + §>2} exp {(—2%) (n + %) Imu} (160)

esitligini elde ederiz. Im 7 > X oldugundan

€2 €2
-\ > e
ImT <n—|— 2) > A (n—l— 2) (161)
veya
€\ 2 €\2
~tm7(n+5) 2 -a(n+ ) (162)
2 2
ve

-2 <n+ %) Imu < ‘27? <n + %) Imu‘

€\ 2 €\ 2
=27 <n+§> Imu| < 27 (n—|—§> M (163)
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esitsizlikleri vardir. M ve \ degerlerine bagl sonlu sayida n harig

€ eN2 AM
“| = — - 164
‘n+2 (n—|—2)>)\ (164)
esitsizligi saglandiginda
2M 1
1— —— 3 (165)
A/ (n+ %)

olmak iizere iistel fonksiyonunun monotonluk 6zelligi kullanihirsa, (154) ile

taniml serinin n. teriminin mutlak biiytikliigii icin iist sinira ulagiriz.

exp {—w ()\ (n+ %)2 —oM <n+ %)2)}
oM
M/ (n+£)?

< exp {—w% (n + §>2} (166)

esitsizligini elde ederiz. O halde (154) ile tamimh serinin her bir teriminin

€\ 2
= exp —7r)\(n+§> 1-—

mutlak degerce biiyiikliigii i¢in bir tist sinir buldugumuzdan ve

3 exp {—w% (n + %)2} (167)

serisi Cauchy n. kok testi ile yakinsak oldugundan Weierstrass M testine
gore (154) ile taniml seri yakinsak olur.
Teorem 3.2.3: Teta fonksiyonu i¢in asagidaki fonksiyonel denklemler

saglanir.

a)

o | wrtr) =10l | (168)
€ €
b) i )
€ . €
0 (u+7;7)=(—1)° emi(=2u=T)g (u;T) (169)
e €
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ISPAT: a) (154)’den
o] S wrtn = Sewlsi(r(ne ) w2 (e g) (ve145))

- Sew{n (- ( +5) +2(0+5) (s+5) ) o tmizn s
_1>E;exp{m- (g w2 (e g) (e )} a0

esitligini buluruz. (154) ve (170) esitliklerinden,

N

N |

‘ (171)

7 (u+1;7)=

6/

esitligini elde ederiz.

b) (154) ile tamimh seride n yerine n + 1 yazarsak,

18 (u;T)ZZeXp{m(T<"“+§>2+2<"+H ( %)>}

€ n

:;exp{m(f(mg)zwf(m%)+2<”+ (0+3) Y

exp{mi (7 + 2u+€)}

esitligini buluruz. (154) ile tanimh seride u yerine u + 7 yazarsak,

p (U+T;7):;expm{ <n+2> +2<n—|—§> (u—i—T—i-%/)}

2

, €2 € € €
:Zﬂ:expﬂz{T <n—|——> + 27 (n—|—§> +2 <n+§> (u+§)} (173)
esitligini buluruz. (172) ve (173) esitliklerinden
€

‘ (u+7;7) =exp{—mi (T +2u+¢€)}0 / (u; T)

0

esitligini buluruz.
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3.3 60— TETA FONKSIYONLARININ (Z, 17) PERIYOT

ory 9r

CIFTLERINE GORE DONUSUMLERI

Teorem 3.3.1:
€
0 [ (u;7)
6/
fonksiyonu agagidaki bagintilar: saglar.
a)
€ €
0 [ ] (u+m7)=(-1)0 [ ] (u; ) (174)
6/ 6/
b)
€ / o €
0 |: ] (u+ 775 7) = (—1)° e~ (miTH+2iu)g |: ] (175)
€ ¢

6/

0 [ ‘ ] (u+m+77;7) = (=1) exp {— (2ui + 77i)} 0 |: ‘ } (u;T)

Ispat: a) Birinci mertebeden teta fonksiyonu

0 [ E/] (u;T):;eXpﬂ'i{T (n+§>2+2<n+§> (u+%)} (177)

9 [ 6/] (u;7’)=2€xp{<n+%>2ﬁi7’+2i <n+§> (u—gﬂ)} (178)

n
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ile tamimhidir. Bu seride u yerine u + 7 yazarsak,

/

0 6/ (u+mr) = Zexp{(n+§)2wi7+2i<n+§) (u—l—ﬂ—%ﬂ)}

€ n

= ZeXp{(n+§)2ﬂiT+2i <n+§> (u—gﬂ) +2in7r—|—i67r}
= Sew{ (s 5) wir+2i (e ) (u-5r) )

n

olur. Boylece (174) esitligini elde etmisg oluruz.

b) (178)’de u yerine u + m7 yazarsak,

/

0 E/ (u+7T,7) :Zexp{<n+§)2ﬂi7+2i (n—l—%) (u—i—wr—%w)}

€ n

n2mwiT + nemit + %mﬁ' + 2unt + uetl
= exp (179)

+2nmTie + TTEL — ine — %/m'
esitligi bulunur. (178)’de n yerine n + 1 yazarsak,

/

0 6/ (u,7) = Zexp{<n+1+§>2m7+2@'(n—|—1+%> (u—%w)}

€

n2miT + miT + %m'T +2 (n + 2+ %) T + 2uni + 2ui

= Zexp

. ;. .y e -
n +tuer —nem — e — S

. . 2 . . . .
n2miT + miT + EZﬂ'ZT + 2nmiT + newTi + enTe
= E exp
n

. . . . . / .
+2uni + 2ui + uei — ne'wi — ieT — i

. 2 . . . .
n2miT + EZMT + 2nmiT + nenti + enTi

_ (_1)6/ €(2ui+7rTi) Z exp

. . . . / .
+2uni + uei — ne'i — ne'mi — &

(180)
esitligini buluruz. (179) ve (180)’den

E ' . .
0 (u477;7) = (—1)° e~ (mir+2iu)g
¢ ¢
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elde ederiz.
c) (178)’de u yerine u + m + 77T yazarsak,

/

€ 2
0 / (u+m+7nr;T) = Zexp{<n+§> m’7’+22’<n+§> (u+7r+7r7’—%7r)}

€ n

. . 2 . . .
n2miT + nenTi + EZTFZT + +2unt + 2nm1

- Yew

. . . . . / .
+2nmiT — ne'mi + uel + wei + enTi — %m

. . 2 . . .
n2miT + nenti + EZTI'ZT + 2uni + 2nmiT

(181)

= (=1)°) exp

esitligini buluruz. (178)’de n yerine n + 1 yazarsak,

. . . / .
—ne'Ti + uei + enTi — i

/

0 6/ (u; 7) Zexp{<n+1+§>2m'7+2@'(n—|—1+§> (u—%w)}

€ n

2, . e . ne € .
n7TZT+7TTZ+Z7TZT+2(TL+7+§)7TZT

= Zexp

. . . . . ! .
n +2uni + 2ui + uei — ne'wi — €T — S

2
= e

. . 2 . . . .
n2miT + TTi + %mr + 2nmiT 4+ nemiT + enTi

. . . . . / .
+2uni + 2ui + uei — ne'wi — e T — &

. 2 . . . .
n2miT + EZMT + 2nmiT + nemiT + €nTL

= (—1)6/ exp {2ui + 77i} Z exp

. . . / .
+2uni + uet — ne'i — i

(182)

esitligini buluruz. (181) ve (182)’den
€ o €
0 (ut+m+rr;7)=(=1)" exp{— (2ui +77i)} 0 (u;T)
/

€ €

elde ederiz.

€
Teorem 3.3.2: r € N* olmak iizere (u; 7) fonksiyonu agagidaki

EI

baginyiti saglar.

€ T T B mie(1+7) 2nmi (1+7)
0 (u—i-—r—i-—,T) = exp< o >Zn:eXp{ or 183)

esp{ (n+5) mirt 2wt 5) (w-57) )
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Ispat: (178)’de u yerine u + o + 5 yazarsak,

€
ol (et gt 5)
) u+2r+2

(n+ & — &+ &) mir
- e +2i n+——2i2+2)(u+) +IT— <)
L L mir
- Yew +2m+2—,—2%+;><u—6—;w>
2n7m 2n7rzr + 62_7:7/ + ET(TZ

7rz¢+2@(n+ )(u—%ﬂ)
+8E(14+7)+ F(1+7)

- (m’e(;—l— T>> e {mm él + 7)}

n

wp{ (n+5) mir 21 (04 5) (w5 }

€
esitligini buluruz. Bu egitlikte = yazarsak,

= Zexp

1 T T
0 , <u—|—§+?;7> = ;exp

(n+%)2m'7'+2i (n—l—%) (u—i—%—i—%)
121 (n+3) (~4)

27‘

ni 27r7, iy’
or 2

1
= exp {—am} exp(—inm) exp

=—i) (—1)"exp { <n+ %>2m'7+ 2i (n + %) (u+ o T 7;—T>} (184)

n
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n?nri + w + nwTi 4 2uni + 27;” + 2mnTi

(n + %)2 T

/

€

Zex —>2m7'—|—2z<n+5> u—l———i—ﬂ——w
P 2 > o2

1
2

S I ST Y
n 5 LT 11 n 5 Uu or or s

)}

+2i(n+ 1) (u+ &+ %)



€ 1
esitliigini elde ederiz. (183)’de = yazarsak,
¢ 0

1 ? 1
0 . (u—l———|—2r; ) Zexp{( —) m’7—|—22’<n+§><u+§+g)}
(185)
esitligini buluruz. (184) ve (185) esitliklerinden,

(
1
—16 (u—l—%—i-g—:;T),n:Zk,kEZ
1 T T 0
0 (u + =+ 7') =
1 r 1
it (u+g+257),n=2k+1,keZ
0
\
(186)
doniistimlerini elde ederiz.
€ 0
(183)’de = yazarsak,
€ 1

0 T 9 T 0w
o T ‘ 2 ( >}
0 (u+ o T o ) En exp {n T + 2in u+ o + o T 3

2mna L 2mnT?
r r

- Z exp {—mni}exp {n27rz'7' + 2uni +

n

2mni  2wnTi
= Z exp { n2miT + 2uni +

187
2+2’“ (187)

€ 0
esitligini elde ederiz. (183)’de = yazarsak,
0

0
0 X <u+2T+2 ):zn:eXp{”QMT+2m<“+2r+7;—)}

(188)

2mne  2TnTi
= Z exp { n’miT + 2uni +

2+27"
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elde ederiz. (187) ve (188) denklemlerinden

(
0
0 (u+%+¥;r),n:2k,kez
0 T T 0
0 (U+—+—'T):

0
—0 (u+ +%,T> n=2k+1,keZ
0

(189)
doniistimleri elde ediilir.

(183)’de r = 3 yazarsak,

€ 2 !
0 y (u+ + ) Zexp{( —) 7rz'7‘+2i(n—|—%> <u+8+%—%w)}
(190)
esitligini buluruz. (178)’de u yerine u + %~ yazarsak,

/

€ T €2 . . € T €
0 / <u—|—§,7>—;exp{<n+§> mr—|—22<n+§> (u+§—§7r)}

€

(191)
esitligini buluruz.
€ 0
(190)’da = yazarsak,
¢ 0
G EED {niwir -+ 2in (ur 5+ ) }
u+—+—;7) = n“miT + 2in (u —
0 g8 8" b 88
m™mi  TNTL
= Zexp n?mit + 2uni + — +
{ iy
™ T
= Zexp{ }exp {n miT + 2uni + }
4 4
= Z exp {%m} exp {HQWiT + 2uni + WZ—Z} (192)

esitligini buluruz.
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0
(191)’de = yazarsak,
¢ 0

0 ! (u—l—%n’) :Zn:exp{n27rz'7'+2m (u—l—%)}

= Z exp {n27ri7' + 2uni + WZ—Z } (193)

n

esitligini buluruz.
(192) ve (193) esitliklerinden,

(

0
0 (u+Z7), n=8k kel
0

0
*/75(1—1—@')9 . (u+257),n=8k+1,keZ

0
i (u+Z57),n=8k+2,keZ

0
\/i o 0 T
— (1 —1)0 (u+§;7),n:8k+3,k€Z
0 T T 0
0 (u—i———i——;T): -
0 8 8 0
—0 (u+Z57),n=8k+4,keZ
0
vieg gl
—2(1+10)0 (u+’;—T;T),n:8k+5,k€Z
0
0
—10 (u+%;r),n:8k‘+6,k€Z
0

0
2(1—i)f . (u+7), n=8k+T7,keZ

(194)

doniistimlerini elde ederiz.
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€ 0
190) esitliginde, = azarsak,
( sitlig y
/

0
0 X (u—l—%—i—%n’) = Zexp{n%ﬁ—l—%n(u—l—%—l—%—g)}

n

9 . . TNi  TNTL _
= Zexp n mT + 2unt + — + — Tl

- 4 4
3mni 9 . . TNTL
= Z exp s — exp § n°miT + 2uni +
- 4 4
3 . .
= Z exp § — e exp { n’miT + 2uni + LLCOLL (195)
- 4 4 4
esitligini buluruz.
€ 0
(191) esitliginde = yazarsak,
€ 1

0
0 , (u—i—%;r) = Zn:exp{nQWz’T—i-%n(u—l—%—g)}

5 . . TTN 4
= Zexp n miT + 2inu + o e

= Z exp {—mni} exp {n27ri7 + 2uni + WZ—Z }

= Z(—l)” exp {n2m'7' + 2uni + Wzﬂ} (196)

n

esitligi bulunur.
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(195) ve

;

(196) esitliklerinden

0 (u+%57),n=8k keZ

0
£(1+2)9 (u+257),n=8k+1,keZ
1

10 (u+%;7),n:8k—l—2,k€Z

0
—Y2(1-4)0 (u+27), n=8k+3, ke

0 T T 1
0 (u+—+—;7>:
1 8 8 0
—0 (u+%;7),n:8k+4,k‘€Z

1

N 0

—2(1+14)0 (u+Z7), n=8k+5 ke
1

0
—if (u+%Z57),n=8k+6,keZ

1
@(1—2’)0 0 (u+%;7),n:8k+7, keZ
1
\ (197)
doniisiimleri elde edilir.
(190) esitliginde = yazarsak,

7

1
0

1 2
<u~|—%+%;7) = Zexp{(n+§) T + 20

+1(+7T+
"y "y

n*miT 4+ nari 4 I 4 2inu + T2

- Yew

TL2

= exp — Z eXp — exp

™mi n2miT 4+ nwTi + S5 3””

exp — Z exp — exp
+2inu + % + ui

50

i T TT1
+ 1 +U/l+ S + 3

+2inu + T2 + ui

(198)

T

8

)}



esitligini buluruz.

€ 1
(191)’de = yazarsak,
¢ 0

0 (1) <u+%;7> :zn:exp{(n+%)2m‘7+2i (n+%) <u+%>}

3 :
Z exp {nzm‘T + nmTi + WT” + 2inu + ut + m:-z } (199)

esitligini elde ederiz. (198) ve (199) esitliklerinden

.
1

0 (u+%;7’),n:8k,k€Z

1
0

i (u+Z57),n=8k+2,keZ

1

0 1 <+7T+7TT ) T 0
U+—+—:7) =exp —
3 g’ p
—0 (u+%;7),n:8k+4,k€Z

1
0

1
—if) (u+Z57),n=8k+6,keZ

(200)

51

Y2 (144)0 (u+257), n=8k+1,k€Z

V2 (1 44)0 (u+%57), n=8k+3,keZ

—Y2(144)0 (u+257), n=8k+5keZ

1
\/75(1—1')9 (u+257), n=8k+T7, kel



€ 1
doniigiimleri elde edilir. (190) esitliginde = yazarsak,
1

1 T T 1\? . , 1 T 7T 0w
0 X (u—i—g—ir?n') = Zexp{(n+§) 7TZT+22(TL+§) (u+§+§—§)}

n7rz7’+n7rm+ﬂ+2mu+%
= g exp
n

™mi v’ Tl . s
+5 u+ g+ —nme— 5

5n7r'rz + 3nTi

n2mit 4 20IT 3
- Yew

+2mu—¥+ui—%

5n7r7'1 + 3T

33 3ni nlmwiT 4 200
= exp _om Z exp — nm exp 8
8 n 4 +2inu + wt

5n7r7'z + 3nTi

n2mwit + == 4 ==
= exp { 377@} Z exp { Sn } exp ‘ 8 (201)

+2inu + ui
e : . € 1
esitligini elde ederiz. (191) egitliginde = yazarsak,
¢ 1

0 1 (u+%;7’) = ;exp{<n+%>2m’7+2i<n+%> (u—l—%—g)}

n2miT + nuTi 4 ﬂ + 2uni
- Yew

n2mwiT + m + 3”” + 2uni

- +n7;zT nmwi 4+ wi + T 7rTz _omi
—nmi 4 ui — &

2
= Y exp
n 2

, SN
= (—%) ; exp {—nmi} exp {n27m'7 + nzﬂ + 7;” + 2uni + uz}

, 5 3
- (_%Z> Z (—1)" exp {n2m’T + nzlrm + 7T8ZT + 2uni + UZ} (202)

n
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(201) ve (202) esitliklerinden

1 m T
0 <u+—+—;7‘):exp
1

8 8

doniisiimlerini elde ederiz.

3
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IS

(1+1)6

(u+%;7),n:8k’,k€Z

1
1

(u—l—%;7’),n=8k+1,k€Z

(u+%;7),n:8k+2,k€Z

1
1

(u+%;7),n:8k+3,k’€Z

(u+%;7’),n:8k+4,k€Z

1
(u+%;7),n:8k—l—5,k€Z

1

(u—l—%;T),n:Sk—l—G,kEZ

(u+7‘é—7;7),n:8k~|—7,k‘€Z

(203)



4 SONUCLAR VE ONERILER

(1) Ozdegligi kullamlarak, cnemli § fonksiyonlar1 ézdeslikleri elde edildi.
Genel teta fonksiyonu o¢zdesligi kullanilarak Hirschhorn-Garvan ve Bor-
wein’in kiibik teta fonksiyonlar: ile ilgili baz1 énemli 6zdeslikleri yeniden
elde edildi.

Eliptik fonksiyonlarin kompleks degiskenli teorisi kullanilarak ti¢ terimli
teta fonksiyonu ¢zdeslikleri olusturuldu. Bu sekilde basit 6zdeslikler tama-
men kullanigh hale geldi.

f- Teta fonksiyonlarimin katlar1 kullanilarak cesitli eliptik fonksiyonlar

elde edilebilir.
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