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OZET
KESIRLI INTEGRALLER iCiN HERMITE-HADAMARD ESITSIiZLiGi

Hatice YALDIZ
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Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
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Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, kesirli integral ve kesirli tiirev
kavramlarinin nasil olustugu verildi. Ikinci béliimde,calismamiz i¢in gerekli olan tanim
ve temel teoremler verildi. Uciincii boliimde, kesirli integraller ve kesirli tiirevlerin elde
edilisi ve bu konu hakkindaki ¢6ziim yontemleri verildi. Dordiincii boliimde, Hermite-
Hadamard tipli esitsizlige kesirli integrallerin uygulanmasi elde edildi.

Anahtar sozciikler: Kesirli Integraller ve Kesirli Tiirevler, Hermite-Hadamard
Esitsizligi, Konveks Fonksiyonlar.



ABSTRACT

ON THE HERMITE-HADAMARD INEQUALITY FOR FRACTIONAL
INTEGRALS

Hatice YALDIZ
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA
June 2012, 48 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of
fractional integral and fractional derivative is given. In the second chapter, all the
necessary definitions and basic theorems for this study have been given. The third
section, the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods
of solution on this issue are given. In the fourth chapter, the implementation of the
Hermite-Hadamard-type inequalities for fractional integrals are obtained.

KEY WORDS : Fractional Integrals and Fractional Derivatives, Hermite-
Hadamard's Inequality, Convex Functions.
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ON THE HERMITE-HADAMARD INEQUALITY FOR FRACTIONAL
INTEGRALS
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Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA
June 2012, 48 pages

[.INTRODUCTION

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of
fractional integral and fractional derivative is given. In the second chapter, all the
necessary definitions and basic theorems for this study have been given. The third
section, the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods
of solution on this issue are given. In the fourth chapter, the implementation of the
Hermite-Hadamard-type inequalities for fractional integrals are obtained.

Fractional integrals have used which currents consist from snowmelt and rain and
problem of estimating the time that Firat to basin and financial mathematics. Fractional
integrals are some of examples that applied fields. In this study, we obtain new

Hermite-Hadamard type inequality by using fractional integrals.



1 GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ilk olarak Liouville tarafindan
duyuruldu. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin
sadece tamsayilar i¢in varmidir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya cikti. Euler
kesirli tiirevi ele aldi. 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville ve diger bir ¢cok matematik¢inin, kesirli mertebe igin diferansiyel
ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan o¢ncii calismalariyla gelism-
eye baglanmigtir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari,
tamsay1 mertebeli tiirev ve n-katli integralleri birlestiren ve genellestiren
kavramlardir.

Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar1 hakkinda
bir¢ok caligma olmasina ragmen herhangi bir monografi yayinlanmamigtir.
Bunun iizerine S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev tarafindan bu
bosluk doldurulmustur. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ile genis
kapsamli bir monografi yayimlanmigtir.

Kesirli diferansiyel teorisi cesitli madde ve isglemlerin kalitsal ozellik-
lerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Bu ise tamsay1
mertebeli tiirevlerle kargilagtirildigi zaman, kesirli tiirevler i¢in 6nemli bir
avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektrik-
sel ozelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik
devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Doérdiincii boliimde ise ele aldigimiz konveks fonksiyonlarin tarihi gok
eskiye dayanmakla birlikte baglangici 19. yiizyilin sonlar1 olarak goster-
ilebilir. 1893’te Hadamard’'in ¢alismasinda agikca belirtilmese de bu tiir-
den fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra lit-

eratiirde konveks fonksiyonlar: ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen

konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V.
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Jensen tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’in bu ¢ncii caligmalarindan itibaren
konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmek-
tedir. Beckenbach ve Bellman (1961) ve Mitrinovic (1970) gibi pek ¢ok
aragtirmaci, konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele
almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri iceren ilk kaynak
(Convex Functions Inequalities) 1987 yilinda Pecaric tarafindan yazilmigtir.

Bu caligmalarin bircogunu integral esitsizlikleri olusturmaktadir.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitlikler ve
temel ozellikler verilecektir. Gerekli goriilenler icin ispatlar yapilarak birer
ornek verilecektir.

Tanim 2.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniigiimlere
fonksiyonel denir.

Tanmim 2.2. Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren
doniisiime operator denir.

Tanim 2.3 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 igin

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi
onemli 6zelliklerini gsoyle siraliyabiliriz.

il'(n +1) =nl'(n) = n!

i T(1) = V7

iii. fﬁ—pmdle"(p)l“(l—p): - 0<p<1
0

sin pm?
iv. 22710 (n)T'(n + 3) = /7L (2n).
Tanim 2.4 (Konveks Fonksiyon) f : [a,b] C R — R fonksiyonu her
z,y € la,b] ve X € [0,1] igin

fOz+ 1 =XNy) <Af(x)+ (1= N)f(y)

esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte
">" olmas1 halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki

esitsizlikte t = % aliirsa

f<x;ry> < f(w);f(y)

olur bu tip esitsizlikleri saglayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.



Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri:

i. k tane fonksiyon R” — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
f (.I’) = Z ajfj (.T) y Ay > 07 (] =1, 27 37 D) k)
j=1

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g:R*" — R konkav ve S = {z:g(z) >0} olsun. f : S — R,
f(z)= ﬁ olmak tizere f, S" de konvekstir.

ili. ¢ : R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h : R" —
R konveks olsun. Bu takdirde; f : R — R, f(z) = (goh)(z) olarak
tanimlanan f bilegske fonksiyonu da konvekstir.

iv. g : R™ — R konveks ve h, h(z) = Az + B formunda h : R* — R

konveks olmak iizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.
vi. f ve g fonksiyonlar1 J-konveks ise f (z) + g (x) de J-konvekstir.
vii. f, I' "de J-konveks ve g, I" de J-konveks ise bu takdirde f (z) g (z)
de T =1 N1I" de J-konvekstir.
Tanim 2.5 f : L [a,b] olsun. Ust ve alt J% f ve J& f Riemann-Liouville

integralleri sirasiyla o > 0 ve a > 0 i¢in,

@) = s [ @0 s o>
o f(x) = ﬁ / (t— )" f()dt, =< b

olarak tammlanir. Burada I'(a) bir Gamma fonksiyonu ve J?, f(z) =

Jy—f(x) = f(z) dur.



Tanim 2.6 (Beta Fonksiyonu): m,n > 0 i¢in

B(m,n)= [a™1(1—2)" " dz
/

bi¢ciminde tamimlanan S fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Tanim 2.7 V bog olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki
onermeler dogru ise, V' kiimesi K cismi tistiinde bir vektor uzayidir, denir.

(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem
tanmmlanmigtir ve (V, +) degismeli gruptur.

(1) Her u,v € V i¢in, u + v tammhdir ve u + v € V dir. Sozle ifade
ettigimizde, V' kiimesi toplama iglemine gore kapalidir.

(2) Her u,v,w € V igin, (u+v) + w = u + (v+w) dir. Sozle ifade
ettigimizde, V' kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.

(3) [F0 eV, (Vu eV igin, u+0=wu ve 0 + u = u)] dir. Sozle ifade et-
tigimizde, V' kiimesinde toplama isleminin etkisiz (birim) eleman vardir.
Bu etkisiz eleman1 0 simgesi ile gosterdik.

(4) Her u € V i¢in, V kiimesinde —u € ile gosterilen ve
u+(—u)=0ve (—u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u elemam vardir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesindeki her bir u elemaninin toplamaya gore tersi vardir. v nun tersi
—u ile gosterilmistir.

(5) Her w,v € V igin, u + v = v + u tir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesinde toplama isleminin degisme 6zelligi vardir.

(V2) K xV — V (a,u) — au bigiminde, adina skalerle ¢arpma islemi
denilen bir fonksiyon tanimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki énermeleri
dogrular:

(a) Her a € K, her u.v € V icin, a (u 4+ v) = au + av.

(b) Her a,b € K, her u € V i¢in, (a + b) u = au + bu.

(c) Her a,b € K, her u € V icin, (ab)u = a (bu).
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(d) K n1 garpmaya gore birim elemani1 1 olduguna gore, V' nin her elemam
icin, lu = u dir.

Tanim 2.8 V, reel say1 cismi tistiinde vektor uzayi ise, bu vektor uzayima
reel vektor uzay: denir. V, karmagik say1 cismi iistiinde vektor uzay ise bu
durumda V' ye kompleks vektor uzayr denir.

Tanim 2.9 Q; = [a,b],Qs =[c,d] —c0c <a<b<oo,—0<c<d<
ve f(z,y), 1 x Qy iizrinde taniml olsun. Bu durumda,

b b

/ /rf(x,y)dy i [ /bf<x,y>das dy

seklindeki egitlige Dirichlet formiilii denir.
Tanim 2.10 (Mutlak Siireklilik) / € R, f : I — R bir fonksiyon
ve (zk, yx) sonlu bir aralik olsun. Bu durumda, ¢ > 0 i¢in en az bir § > 0

vardir oyleki,

D e =zl <5= D [f () = f(w) <e

dir. AC™ [a, b] kiimesi mutlak stirekli bir kiimedir.

Tanim 2.11 z,y € R,
|z +y| < |z + Jy|

seklindeki esitsizlige iicgen esitsizligi denir.
Tanmim 2.12 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a, D]
araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b

[t@ai < [17@ldr @<y

b a
esitsizligi gecerlidir.
Tanim 2.13 (Hoélder Esitsizligi) a = (a1, as, ..., a,) ve b = (by, by, ..., by)
reel veya kompleks sayilarin iki n-lisi olsun. Bu takdirde

1 1
4+ =1
P q

9



olmak iizere

a. p>1ise,

1 1
D labi| < (Z |ak|p> (Z |bk|q> 7
k=1 k=1 k=1

b. p <0 veya q < 0 ise,

S bl < (Z) (fw)

k=1 k=1 k=1

Q=

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).
Tanim 2.14 (integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve i—l—% =1
olsun. f ve g, [a,b] arahginda tamimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a, D]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

q

/blf(fr)g(ﬂf)ldxé /blf(fr)lpdfr E /blg(fv)|qu

esitsizligi gecerlidir. (Mitrinovi¢ et al.1993).

Tanmim 2.15 E olgiilebilir bir kiime olmak iizere f bu kiime iizerinde
tanmimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi
icin f(x) > K olan x € E degerlerin kiimesi o6lgiilebilirse f fonksiyonuna
olcilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1 (Lebesque integralinin varlik teoremi) Sonlu 6lgiimlii
E kiimesi iizerinde f fonksiyonu sinirh ve o¢lgiilebilir ise Lebesque integrali
vardir.

Tamim 2.16 [ C R, f : [ — R bir fonksiyon ve Vx € I i¢in |f (z)] <
K olacak gekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinaris
fonksiyon denir.

Tanim 2.17 1 < p < oo olmak tizere

P P

IP=L,=1f: lf (@)Pde] <o0p, |Iflle = |f (z)|" dx
,! /

E
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normuna gore bir Banach uzayidir.
Teorem 2.2 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a,b] arahginda sinirhdir (Azpeitia 1994).
Teorem 2.3 f fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiy-

onunun bu aralik tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin

f(z) =0
olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.4 (Hermite — Hadamard Esitsizligi) f : I ¢ R — R

fonksiyonu konveks ise a,b € I ve a < b igin
b
a+b 1 f(a)+ f(b)
< <5t - 1
H("57) <50 [r@a < 1 0

a

dir. (Pecari¢ et al. 1992).
Ispat. Teorem 2.2 den dolay1 f fonksiyonu [a,b] arahginda integral-
lenebilirdir. Sag taraftaki esitsizligin ispat1 konveksligin geometrik yoru-

mundan agiktir. Yani z = a (1 —t) + bt, ¢t € [0,1] olsun. Bu durumda

b 1

bia/f(x)dx = /f(a(l—t)+bt)dx

a 0

IA
&ﬁ
guN
|
PF
QU
~
_|_
kh
O\H
~
QU
~

olur ve bu (1) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi sol tarafin ispatini verelim:

b

bia/f(a:)dx

a

integralini

b a+b

bia/f(@dx:ﬁ jf(x)dx+/bf(x)d$ (2)

a

11



bi¢iminde yazip, * = a + t(b— a) /2 degisken degistirmesi yapilirsa son

parantez icindeki ilk terim

7}(@@ b;“/lf (a+t<b2_a))dt

bi¢iminde ve . = b—t (b — a) /2 degisken degigtirmesi yapilirsa ikinci terim

/bf(x)dx - —b;a/of(b—t(b;a))dt

_ b;a/f (b_t(b;a)>dt

0

biciminde yazilabilir.
(2) de bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa,

b

s fro - ;O/I{f(ﬁw)”(bw)]dt
Jilg+)a-r(:3)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur (Azpeitia 1994).

v

Teorem 2.5 f : I — R fonksiyonu [ iizerinde konveks olsun. Bu

durumda VA € [0, 1] igin

f(a-;b) <1V < bia/f(x)dng()\)gw, @
dir. Burada
L) = Af (W) +<1_A>f<<1+A)b;(1_A>a>
L) ::%(f()‘b‘l'(l_A)@)+)\f(a)+(1—)\)f(b))'

12



dir.
Ispat. f, I iizerinde konveks olsun. X\ # 0 icin [a, A\b + (1 — \) a] arahg

tizerinde (1) uygulanirsa,

Ab+(1-N)a
A+ (2-Na 1 fla)+ f(Ab+ (1 =XN)a)
f( 5 )sw_a) / fx)de < 5

(4)

tekrar A # 1 icin [Ab+ (1 — \) a, b] aralig tizerinde (1) uygulanirsa,

b
(1+XN)b+(1—-XNa 1

e R == L CG

Ab+(1-N)a

fO)+fb+ (1 =N)a)
< 5 :

(4) i Aile (5) 1 (1 — A) ile carpip esitsizlikleri topladigimizda [ (\) ve L ()
tanimlarindan,

1) < 5 [Fade <L), (6)

elde edilir. f konveks fonksiyon oldugundan,

f<a—2kb> _ f()\)\b+(22—>\)a+(1_)\)(1+)\)bJ2r(1—)\)a) -

< N <)\b+(1—2)\)a+a> +<1_)\)f()\b+(1—2>\)a+b)
< LG (- Na) £ Af (@) + (1) F) < HOELD)

Bu durumda teorem ispatlanmig olur.
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3 MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde kesirli Riemann-Liouville integral ve kesirli tiirev operator-

lerinin elde ediligini ve baz ¢zelliklerini verecegiz.

3.1 KESIRLI RIEMANN-LIOUVILLE INTEGRAL VE
TUREVLERININ ELDE EDILiSi

Kesirli Riemann-Liouville integral operatoriinii elde etmek igin ilk olarak

n-kath

T o1 02

/ / / / Flon)doydon 1...dosdo, (8)

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini ve buna baglh sinir-

lar1 degistirelim. Bunun igin;

a<o, <z oy < 01 < T

a <oy <oy 02 <01 <Z

(9)
4<0p1<0Op_g Op<0,_1<T

A< 0, <Op1 a<op,<T

siir degisimleri altinda (8) ifadesi,

On—1

f flon)dopdo, 1...dosdoy

(f ( f f <fx d01> d02...> dan_1> do,,
B N (10)

seklinde yazilir. (10) ifadesinin sag tarafi terim terim hesaplanirsa

I

@%S
QHS

I
9\&

T 01 032

/ / / / R / flow) = o) o,

(11)

14



esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! olusu kullanilirsa,

i // U/ F(o)dondon y...dosdos — ﬁ / Hou) (@ — o) Vo,

(12)
yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiy-
onu tamsayilar diginda da ifade edilebildiginden, n nin tamsay1 olmamasi
durumunda (12) esitliginin sag yani i¢in agagidaki kesirli Riemann-Liouville
integral operatoriiniin tanimi verilebilir.

Tanim 3.1. f(z) € Ly(a,b) olsun. Bu durumda,

(Jor )(@) = /f —t)*ldt, x>a (13)

(e @) = /f _ g m<b

integrallerine o > 0 icin a.. mertebeden kesirli integral denir. Bu integral

Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinir. Burada (J, f) (z) = f (z)
e (J-f) (z) = [ (z) dir.

Simdi f(t) = (t—a)2 ve o = 5 olmak tizere agagidaki Riemann-Liouville

kesirli integralini gozoniine alalim.

(Joof /f —t)* 7 ldt, x>a

Ele alinan bu integral kabuller altinda;

xT

(T2 f)(x) = %) / (t - a)

1
2
a

N[

(x—t))_%dt, r>a

olarak yazilir. Sayet burada
t=a+ (z—a)r

degisken degistirmesi yapilirsa,
1

/Tp_l(l — 7)Y = B(p,q)

0

15



seklindeki Beta fonksiyonu yardimiyla,

e (S HCE IR Y
1

= \/E(x_a>B<%’%)l

:L(aj—a)r(% TI(3)
VA ERY

:7(1’—@)

esitligi elde edilir.
n. mertebeden tiirevlerin

f(), df(x) df(x) df(z) d"f(z)

de = dx? 7 dx® 777 dam 7T

sonsuz dizisini gozoniine alalim. Bu dizi, keyfi mertebeden diferensiyel

diisiincesi altinda tekrarlanan diferensiyelin bir genellestirilmesidir. Burada
temel amag d% semboli ile gosterilen operatoriin n tamsay1 degerli parame-
tresini, tamsay1 olmayan bir a parametresiyle yer degistirmektir.

Genel kesirli tiirevleri vermeden 6nce yarim tiirev de denen bir tiirev
formiilii elde ederek bir uygulama yapalim ve daha sonra daha genel kesirli
tiirev formiilleri verelim.

Bunun i¢in, f(x) = 2" seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif

bir tamsayidir. Ele aldigimiz fonksiyonun a. mertebeden tiirevini alirsak,

fl@) = o

fllw) = ka*t

f"(z) = k(k—1)2"?
() = k(k—1)(k—2)a2"3

FO@) = k(k—1)(k—2).(k—a+1)2"




yazilir. Yine burada I'(n) = (n — 1)! oldugundan

I'k+1
FO(z) = IR Gl B
I'k—a+1)
esitligini yazariz. Buradaki a sayisin1 herhangi bir pozitif say1 olarak segerek
fonksiyonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz.

Bir an icin kabul edelimki a = % ve k = 2 olsun. Bu durumda fonksiy-

onun % mertebeden tiirevini hesaplayalim.

9 1

flx) = z* ve a= 5 ise,
Mk+1
f@ () = ﬁxk“ esitliginden yararlanarak,
dz (3
f% (l’) — 2 1,2 — (1) 372_%

dz 2 s 5 3. 3 1. 3.1 3
= 3 D) =T+ =r+>)==:"r:=)==:
d2 9 8 3
T = xT2.
dx? 3ym

elde edilir. Simdi elde edilen yarim tiirevin tekrar yarim tiirevi alinirsa

ds [ dz d2 ( 8 )
- | —2° | = r2 | =2
dxz \ dxz doz \3JT

oldugu kolayca goriiliir.

N

N

Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak, f(z) = 3\%x% alalim ve

bu fonksiyonun a = % mertebeden kesirli integralinin f(z) = z? oldugunu

gosterelim. a = 0 olmak {izere Riemann-Liouville kesirli integrali

(1 f) () = ﬁ / f)(@ -t td, x>0

olarak yazihr. Kabuller altinda f(z) = 3\8/Ex% fonksiyonunun @ = § mer-
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tebeden kesirli integralinin,

= 5 7°B(5:3)

BTN L HIOr)
R RN

—_= x2

oldugu goriiliir.

Simdi kesirli tiirev i¢in 0 < o < 1 olmak {izere,

xT

! ] /(p(t)(x —t)*dt, v>a (14)

f(x):m

a

Abel integral denklemini ele alalim.

(14) ifadasindesinin her iki yanminda z yerine ¢,t yerine s yazarak, den-

67

klemini her iki yanim (x — ¢)~ ile ¢arparak a dan x e kadar integralini

alirsak;
x T

/ (z ﬁtt)“ / (t ipis))ladSZF(a) / (mf_(ti)adt

a a a

olur. Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen (Integral sinirlarinin yer degigimi)

b b

/ / flag)dy | do = [ /b F(@,y)de | dy

a a

seklindeki sinir degisimi formiiliinii uygularsak,

[ et [ i T [ o 09

a

oldugunu goriiriiz. (15) ifadesindesindeki i¢ integralde ¢t = s + 7(x — s)

degisken degistirmesi yapilirsa,

/x dt _ ]Ta_l(l —7)%dr = B(a,1 - a) = T(a)T(1 - )

/ (x —t)*(t — s)l—@ /




oldugu goriiliir. Bu esitlik (15) de kullanilirsa,

T

F(a)F(l—a)/go(s)ds = F(a)/ J(0) dt

/ J (x —t)®
r S T ()
a/ e / SO

elde edilir. Buradaki son egitligin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa,

x

o(x) = I 1_ ) %/ (xf_(ti)adt, 0<a<l (16)

a

elde edilir. Elde edilen (16) ifadesine «. mertebeden kesirli tiirev denir. Bu
tireve Riemann-Liouville kesirli tiirevi de denmektedir.

Bu tiirev formiilii daha genel olarak su sekilde ifade edilir.

Tanim 3.1 . f fonksiyonu her sonlu (a,z) araliginda siirekli ve inte-
grallenebilir olsun. m € IN .m —1 < a < m olmak iizere > a icin reel
bir f fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 am
—a) dz™

D/ () = f [t@—omeaan

seklindedir.
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3.2 SINIRLI BiR ARALIK UZERINDE RIEMANN-
LIOUVILLE KESIiRLI INTEGRALLER VE KE-
SiRLi TUREVLER

Ik olarak, asagida toplanabilir ve siirekli fonksiyonlar uzayimda reel eks-
enin smirl bir araligl tizerinde Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ve kesirli
integrallerin tanimlarini ve mevcut olan baz 6zelliklerini verecegiz.

Q = [a,b] (-00 < a < b < o0) iizerinde smurh bir aralik olsun. Bu
durumda, yukarda elde ettigimiz gibi o inc1 mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrallerini;

@ = [0 eour@>0 0y
gne= [T ennr@en )

T

seklinde alalm. Burada oo € C ve R () > 0 dur. ' (o) bir Gamma fonksiy-

onudur. Bu integrallere kesirli integrallerin sol ve sag kisim integralleri
olarak da tamimlanir. @ = n € N oldugunda (18) ve (19) tamimlar1 yukar-

daki kisimda ele aldigimiz gibi n-katl integral olarak asagidaki sekilde ver-

ilebilir:
(") (z) = / dt, / dts... / dt, (20)
_ (n_ll)!/(m—t)”_lf(t)dt (n€N)

() (2) = /bdtl/dtg.../dtn (21)

— (nil)!/(t—x)”_lf(t)dt (n € N)




a. mc1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevleri, « € C (R () > 0)

olmak fizere

e = (£) G ) )

= F(nl—a) (%)n/x$dt (n=R()]+1;2 > a)

a

ve

pnw = (-5) G 2

_ Fn_&< )/b MH (n = [R ()] + Lz < b)

seklinde tanimlanir. Burada [R(a)], % (a) mn tam degeri anlamindadir.

Ozellikle, o = n € Ny olarak alinirsa,

(Do f) () = (Dp-f) (@) = f(2); (Dgef) (@) = f" (), (24)

(Dp-f)(z) = ()" f" () (neN)

dir. Burada f™ (r) adi anlamda tiirevlerdir. Eger 0 < R (a) < 1 ise, bu

durumda
(Dg;f)(x)zr(ll_a)%/#(ﬁ[wdt, 0<R(a) <1; > a)
a (25)
(Dy-f) (x) ! %/ t, 0<R(a) <1z <)
(26)

dir. a € RT iken, (22) ve (23) ifadeleri agagidaki sekilde yazilabilir:

PO B X AN S () nelol tlasa
(Da+ )() F(H—Oé) (dm) /<x_t)a_n+1dt, ( G[ ]"—1, > )
(27)
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ve

PN AN A0 |
(Dy-f) ($>—m <—£) x/mdt, (n € la]+1;z<b)

(28)
oldugundan, (25) ve (26) verildiginden,

xT

(D;a)(x)zr(;d/ IO 4 (0<a<tizsa) (29)

1—a)dz ) (z—1)°
(D2 ) () = —ﬁ%/ (tf_(%adt O<a<liz<b) (30

olarak yazilabilir.
R(a) =0 (a#0) ise, (22) ve (23) ifadelerindeki kesirli tiirevlerin yal-

nizca sanal kismi saglanilir:

P0) )= gy | ot OFRVOha> 0 @

a

ve

(P1) (@) = ‘ﬁ%/ (tf—(i))wdt CERm e

Benzer sekilde; (z —a)’ ™" ve (b— )" kuvvet fonksiyonlarmm (18),
(22) Riemann-Liouville kesirli integral ve (19), (23) Riemann-Liouville ke-
sirli tiirev operatorleri kolayca gosterilebilir. Bunun icin asagidaki ozelligi

verelim:

Ozellik 3.2.1. R(a) >0ve B C (R(B) > 0) ise,

(e =) (0) = 15 0= 0™ R@) >0, (9

(D5 =0 (@) = iy = @z 0 (3)

(0= 0 @) = g - 0™ R@ >0, @)
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ve

(D8 0-2)") (@) = g =) RE@)20) (30

dir. (33) ve (34) esitliklerinin ispatin agagida verelim: Bu durumda, t =

a+ (x — a) o degigken degistirmesi yapilirsa,

(7 (- ) (@) = o / (t—a)* (¢ — )™ L dt

(a: _ a)ﬂ+oz—1
F—B(5.0)
(z—a)™ ' T (BT (a)
I'(a)  D(a+p)
gy IO
I'(a+pB)

ve

xT

(D5 -0y () = = (11_ = % / (t—a)’ " (z— 1) dt

= T (11_ 3 %/ (z—0a)’ " 0P Nz —a) 1 —0)"(x—a)do

1 d o / 1 —a
= m@ ((xa)ﬁ /O”B (1—o0) da)

0

I'(l—a)
_ 1 o T(B)T (1 —a)
= Ti—aP-oe- ) T(B—a+l)
e e DAL= 0)
B vy ey
— (x_a)ﬁfoﬁl F(@)
'3 —a)



olarak elde edilir.
Ozel olarak, 3 = 1 ve R () > 0 alinirsa, bu durumda Riemann-Liouville
kesirli tiirevleri sabittir. Genel olarak sifira egit degildir.

(x—a)™

r'l-—a)

@=L 0<R@ <) (37

(Dg:1) () = I'(1—0)

dir. Diger yandan j = 1,2,...,[R (a) + 1], i¢in

(D2 (t=a) ) (@) =0, (D (b= 1)) (2) =0 (38)

dir. (35) ve (36) esitliklerinde benzer olarak yapilabilir.
Lemma 3.2.1.
a. J2 ve Ji* kesirli integral operatorleri R (o) > 0igin Ly, (a, ) (1 < p < 00)

tizerinde siirhdir. Yani,

(b — a)™

1w fll, < KNS, =1, < KA, (K = W) (39)

dir.

b.0<oz<1vel<p<§iSeq:(L

—— olmak {lizere J, ve J;*
ap) a b
operatorleri L, (a,b) den L, (a,b) ye smirhdir.

ispat.

a. Holder esitsizligi yardimiyla,

« 1 r _ el
) < ’“a”a/(m 07 (1)

T

1 r 2)|P T — q(a—1)
o a/|f()|dt [ @ty

a

B A e M
T ()] g(a—1)+1 T (a) P 1)%

IN
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olarak yazilir. Buradan da,

B =

A (r—a)® g

/ (@) (q(a—1)+1)a

7, [
Tl @1+ a/< o

= KIfl,

[Je f @], <

SAL

elde edilir.
b. J2 f kesirli integrali 1 < p < é vel<r<gq= 1%@ icin L, den L,

ya sinirh oldugunu ispatlamak icin, 1 < p < é olmak {fizere L, den L, ye

11
sinirli oldugunu ele alalim ve ¢ = @ segelim. Bu durumda,

P

o LT 21502 AT
IJa+f(w)!§ma/(($—t) FOF) @0 If 0P ar

dir. O halde Holder esitsizligini kullandigimizda

x T

P gf @ < ([ (="l r)

T /

x i|f(t)|pdt /(x—t)gp,ldt p

a

S =
Sl

x T

KIAILE{ [ (@0 ir )

a

IN

buradan

b b T
o 172 re—
et @l < KIFIL / F@P / ot da

1-2

K fll, W11z, = KA, -

IN

ispat tamamlanir.
Lemma 3.2.2. R (o) > 0ven = [R(a)]+ 1 olsun. f(x) € AC"[a,D]

ise D%, ve Dy~ kesirli tiirevleri [a, b] tizerinde hemen-hemen her yerde var
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. - n—1 f® (a) o 1 FO0 (1)
(Da+ )(x)_kzzgr(1+k_a)( - ) +F(n—0&)/(g: t)a n+1dt
' (40)
e SN OB e (D
DFN@ =3 oy ¢~ 4 g | Gl
' (41)
dir.

Ispat. (41) ifadesi ise herhangi bir g (z) € AC™ [a,b] fonksiyonu icin

o (t) = g™ (t) ve dy = % olmak tizere,

b
'/t—:c dt—i—de "(b—x)* (42)

yazilir.

Sonug 3.2.1. Eger 0 < R(a) <1 (a #0) ve f(z) € AC [a, b] ise

A N O A
(D)) @) = Fr= _(x_a)ﬁ/( dt] (43)

ve

waﬂszﬂﬂw a+/£ﬂx ] (14)

dir.

J% ve J;t kesirli integral operatorlerinin yarigrup ozelligini asagidaki
Lemma ile verelim.

Lemma 3.2.3. R (a) >0ve R(B) > 0ise f (z) € L, (a,b) (1 <p < o0)
ve her € (a,b) igin

(o) @) = (J578) @) ve (g f) @) = (F70F) @) (45)

dir.
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ispat.

T t

/ (x— 1) dt / (t— VP f(r)dr, atB> 1

a a

( 5+Jf+f> () = m

yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-

lanip t = 7 + s (¢ — 7) degisken degistirmesi uygulanirsa,

()@ = mr / i / (w0 =) ()i

S x 7)dr 13:—70‘_1 — ) P (e — ) (2 — 1) ds
r@r(g)/f“dO/( P ) )

= L rx et e 7 Tlsﬁl s)* 1ds
- r<a>r<5>a/( ) f()do/ (1—s)d
_ BB [ ey
- F(a) 08)3/( ) f( )d

L(B)I(e) z
_ I'(a+B) o — )P dr = a+ T
- s [ e = (2278) @)

elde edilir. <J§_ Jf_ f) (x) ifadeside yukaridaki sekilde ispat edilir.

Eger a+ 5 > 1 ise (45) ifadesi [a, b] nin herhangi bir noktasinda saglanir.
Agagidaki Lemma kesirli tiirevlerin kesirli integrallerin soldan tersi olarak
ifade edilebilecegini gosterir.

Lemma 3.2.4. R(a) >0 ve f(z) € L, (a,b) (1 <p < o0) ise hemen-

hemen her z € [a, b] i¢in,

(D Ja f) (x) = f () ve (Dy-Jy-f) (x) = f (x) (R(e) >0)  (46)

dir.
ispat.

! - n—o—1 a—1
F<a>F<n—a)dxn/<f”—f> dt/(zﬁ—s) f(s)ds

(Dg+ g f) () =



yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-

lanip t = s+ 7 (z — s) degisken degistirmesi uygulanirsa,

(D23e0)@0) = Frro—a | ] 6

/ (z—s)" Q=7 e (= 8)* (z = s)dr

S

~ Blayn—a) d" xx—s”_l o) ds
B F(a)F(n—a)dx”/( )7 S (s)d

a

1 dn [ o
- W%/(“S) £ (s) ds

a

elde edilir. (11) ifadesini yukaridaki egitlige uyguladigimizda ispat tamam-
lanmig olur. (Dg“_ J f ) (x) ifadesi de benzer gekilde ispatlanir.

Ozellik 3.2.2 . R(a) > R(B) > 0ise, f () € L, (a,b) (1 < p < o0) ve
her z € [a, b] i¢in

(D2 g ) (@) =I5 F @) ve (D]JEf) (@) = (~)F T f (2) - (47)
dir.

Ozel olarak, 3 =k € N ve R (a) > k aldigimizda,

(DVJ2f) (@) = o () ve (DRI F) () = (<D o (@) (48)

olur.

ispat.

B8 7 o 1 - f _ p\n—p-1 / a1
(D272-) @) = srmpa—gya | =07 [ =T (s

yazilir. Burada, yukaridaki esitlikte Dirichlet sinir degisim sartlar1 uygu-

28



lanip t = s 4+ 7 (z — s) degigken degistirmesi uygulanirsa,

(PL72) @ = T ! [ s

/ (z—s)" PP A =) e (= 8 (@ — s) ds}

s

T

1 dr

" T()T (n—B)da" /(37 — )" f () dso/ral (1-

a

_ Blan-p) d& r— 8" () ds
N F(a)F(n—B)dm”/( ) fls)d

a
x

B 1 ar nta—p—1
— F(n—f—a—ﬁ)d:c”/(x_s) f(s)ds

ispat tamamlanir.
Ozellik 3.2.3 . meNve D = <4 igin R (a) > 0 olsun.
a. (D2 f) (z) ve (D™ f) (x) kesirli tiirevleri varsa,

(D™ Dg: f) (x) = (Dgi™ f) (x) (49)

elde edilir.
b. (Dgf) (z) ve (Dg?™ f) (x) kesirli tiirevleri varsa,

(D™D f) (x) = (=1)" (D™ f) (2) (50)

elde edilir.

Ozellik 3.2.4. a>0,>0icinn—1<a<n m—1<p<mve
a+f <n (n,m € N) olmak tizere f € Ly (a,b) ve fn_oAC™ ([a,b]) vardir.
Bu durumda,

o 18 _ (pereg (i (x—a)_j_a
<Da+Da+f> (l’)— <Da ) Z(DaJr f) F(l—]—@) (51)

J=1
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elde edilir.
Ispat. n > a + (3 igin (22) ve (45) de yarigrup ozelligi kullanildiginda,
(D202 f) (2) = (%) (Jzonlif) () = (%) (ue? D 1)) @)
(52)
elde ederiz.
f € Li(a,b) ve fr_o € AC™ ([a,b]) igin Lemma 3.2.4 de « yerine

yazdigimizda,

5. DP - ( ot f) "~ (at) B 53
(72.02.5) (1) = -2 ) (53)
(m—j) .
elde ederiz. (53) esitliginde (22) e gore [(J;rfrﬁf) ’ } (x) = (Df;”f) (x)
esitligini (53) de yerlestirdigimizde (51) i elde ederiz.

3.3 YARIDUZLEM UZERINDE RIEMANN-LIOUVILLE
KESIRLI INTEGRALLER VE KESIiRLI TUREVLER

Bu bolimde yar1 diizlem iizerinde Liouville kesirli integrallerin ve kesirli
tirevlerin tanimlarini ve bazi 6zelliklerini verecegiz. Reel eksenin bir sinirh
aralig tizerinde (18), (19) Riemann-Liouville kesirli integralleri ve (22) , (23)
Riemann-Liouville kesirli tiirevleri reel eksenin pozitif bolgesindedir. (18)

ve (19) kesirli integralleri agagidaki formlar1 saglar:
1 [ f
(Jof) (2) = / : ! (t)ladt (@>0:R(a)>0)  (54)
x

[a) )

ve
o)

() (2) := F(l&) / i ! it))ladt (x>0 R(a)>0) (55

n=[R()]+1; R(a) > 0; x> 0 igin (22) ve (23) kesirli integrallerinden

yararlanilarak,

T

05 0@ = () N0 - ey () [t

0
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ve

(D2 f) () = (-%) (1) @)= 5= (—%) / %dt
) (57
formlar1 verilebilir.

(54) de J§. f, (55) de J* f, (56) de Dg. f, ve (57) de D f, ifadeleri i¢in
reel eksen iizerinde sag ve sol degerli Riemann-Liouville kesirli integralleri

ve kesirli tiirevleri vardir. @ = n € Ny i¢in ve f(x) in n inci mertebeden

tiirevini aldigimizda f™ (z);

(DLf) () = (D2f) (@) = f(x); (DY) (@) =f"(2)  (58)

(D2f) (@) = ()" " (2) (neN)

elde edilir.

0<R(a) <1lvex>0ise

. A 0
D500 = gy | e (59)
. S ()
) 0= ~rioma | Gy (60)
dir.

R(a) =0 (a#0) ise (59) ve (60) de Riemann-Liouville kesirli tiirev-
lerinde « yerine sanal kismi aldigimizda,

T

(D29 0= gy | gt @ <RV OFsr>0) (o

(z —

ve

WSS S Iy W A0 |

xT

formlar elde edilir.
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J§i ve D, Liouville kesirli operatorleri a = 0 igin (33) ve (34) esitlikleri
saglanir. J ve D® Liouville kesirli operatérlerinde @ nin yerine 2°~! kuvvet

— {istel fonksiyonu aldigimzda aym esitlik saglanir.

fonksiyonu ve e
Ozellik 3.3. R (a) > 0 olsun.

a. R(H) >0 ise

(Jot?) (z) = Prﬂxﬁﬂl (R (a) > 0;R(B) >0) (63)

(B +a)
(D3477) (1) = iy (R(a) 2 0R(5)>0) (o)
b. € Cise
(J2P7) (2) = Wﬁ”ﬂ_l R(a) >0;R(a+8)<1) (65)
'(l4+a—p)

(D7) () = 2?7 (R (@) > 0;R(a+ B — [R(a)]) < 1)
(66)
dir.
c. R(A) >0 ise
0<a<lvel<p<ioldugunda, f(z) € L, (R") fonksiyonu i¢in

Jo f ve Jof integralleri
(J%e ) (2) =A% (R(a) > 0) (67)
(D¥e™) (z) = A% (R(a) >0) (68)
tanmlanr.

Ispat. (33) ve (34) da a = 0 icin (63) ve (64) formiilleri saglanir. (57)
ve (65) ifadelerini kullanarak, o yerine n — o aldigimizda (n = [R ()] + 1)

(D27 (x) = (_%) (J27t7) () (69)

_ (_%)" {F (1 P_(Tll J_r g)— B) s+n-a-1

FA-nta-pPLF+n=-—a) 5,
T'(1-7) I'(B—a)
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elde edilir.

F(l—n—f—@_ﬁ)F(ﬂ_’—n_Q)_Sin[(ﬁ_ﬂa+n)7r] _Sin&_ﬁl)—n;)ﬂ'}
(70)
1 _ F(1+a—6> :P(l—i‘a_B)Sin[(ﬁ_O‘)ﬂ-] (71)
FB—a) TB-a)T(1+a-7) m

esitlikleri vardir.
Lemma 3.3. (Hardy-Littlewood teoremi). 1 <p <o0,1<¢g< o0
ve o > 0 olsun. J% ve J operatorleri L, (R*) dan L, (RT) ya smirhdir.

Yani,
p
1—ap

1
O<a<l, l<p<—veq= (72)
(07

dir.
Ispat. Lemma 3.2.1 (b) sikkinda ispat verilmistir.

3.4 REEL EKSEN UZERINDE RIEMANN-LIOUVILLE
KESIRLIi INTEGRALLER VE KESIiRLi TUREVLER

Bu kisimda R = (—o00, 00) ekseni tizerinde Riemann-Liouville kesirli inte-
gralleri ve kesirli tiirevlerin baz 6zelliklerini ve tanimlarini verecegiz. Riemann-
Liouville kesirli integralleri ve kesirli tiirevleri R tizerinde boliim 3.2 ye ben-

zer sekilde tanmimlanir. € R ve R (o) > 0 igin

a _ 1 f(t)
(J-‘rf) (I) T F(O‘)é ($ . t)l—adt (73)
e L [ I
(‘]—f) (l‘) T F (Oé) m/ (t o w)l—adt (74)
dir. n € [R(a)]+ 1, R(a) > 0 ve z € R igin,
@ = (5) N e = () [ oS

—00

(75)
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ve

—00

dur.

(73), (74) deki J¢ f ve J f icin ve (75), (76) deki DS f ve D f R ekseni
tizerinde Riemann-Liouville sag ve sol degerli kesirli integralleri ve kesirli
tiirevleri de R ekseni tizerindedir. Ozellikle, o = n € Ny oldugunda y () in

n. mertebeden tiirevini aldigimizda, bu durumda,

(DLf) (@) = (DLf) (@) = f(2); (77)

(D1f) () = f™(z), (D"f)(x) = (-1)" f™ (z) (n€N)

elde edilir.

0<R() <lvexeRise

. A S A()
(DLf) (x) = mdxéwdt (78)
(01 (0) = ~F =i / T (79)
dir.

R(a) = 0 (a#0) oldugunda (78) ve (79) Riemann-Liouville kesirli

tirevlerin sanal kisminm aldigimizda,

(D f) (x) = ;d/ f(t)iedt @R\ {0};z€R)  (80)

I'(1—140) dx, (x —1)

T
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Ozellik 3.3. (b) ye benzer olarak, J¢ ve D¢ Riemann-Liouville kesirli
operatorlerinde fonksiyon olarak e’ iistel fonksiyonunu aldigimizda esitlik
saglanir.

Ozellik 3.4.1. R ()\) > 0 olsun.

0<a<1 1<p<+ignJ¢f ve Jof integralleri f(z) € L, (R)
fonksiyonu i¢in vardir. Bu durumda,

a. R(a) > 0ise

(JeeM) (z) = A% (82)

b. R () >0 ise
(D$e) (z) = X% (83)

dur.

Lemma 3.4.1. 1 <p<o00,1<¢qg<o0vea>0olsun. (67) ifadesinin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart J¢ ve J operatorlerinin L, (R) den
L, (RT) ya siirh olmasidir.

R ile sonsuz araligin birlegsimi R olsun. Yani, R = RU {co} dir. Burada
L,. (1 <p< o0)uzaymnda f (z) fonksiyonunun normunun R {izerinde {istel

olarak nasil ifade edildigini agagida gosterecegiz. 1 < p < oo ve w € R i¢in,

1

o0

Ly (R) =4 f < 1], = / erfOPd] <ot (84)

o0

tammmlanir. Lo, = C, uzayinda e ™ f (x) € C(R) i¢in f (z) fonksiy-

onunun normunu aldigimizda,

L (B) = Cu(R) = { 1511, = maxe ™" [£ (0] < o] (59

dir.
(84) ve (85) uzaylar1 J¢ ve J* Riemann-Liouville kesirli integrallerine
gore degismeyendir.

Lemma 3.4.2. 1 <p <00, a >0 vew >0 olsun. Bu durumda,
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a. J¢ operatorii Ly, uzaymda simirhdir. Yani,

17281l S 6D s k= (2)" 1 <p <o) k=0 (=) (36)

dir.

b. J% operatorii L, _,, uzayinda simirhdir. Yani,

92 0y S E 1Dy = (7)1 p<00) k= ful” (=0

|w
(87)
dir.
Lemma 3.4.3. « >0,8>0,p=21vea+f> % olsun. f(x) € L, (R)

ise bu durumda,
(szf f) () = (Jj_“rﬁ f) () ve (JSJE f) (z) = (J‘_”ﬂ f) () (88)

dir.

(DYy) (z) ve (D*y) (z) Riemann-Liouville kesirli tiirevlerindeki f (z)
fonksiyonu iyi fonksiyondur. Ornegin, f (z) fonksiyonu C° (R) uzayinda R
ile karmasik sayilar {izerinde sonsuz tiirevlenebilen fonksiyondur.

Lemma 3.4.4. o > 0 ise f (x) iyi fonksiyonu igin

(D2I2F) @) = F (@) ve (D2I2F) (@) = f (&) (89)

dogrudur. Ozellikle f (x) € Ly (R) igin bu formiiller saglanir.
Ozellik 3.4.2 . a > > 0 ise iyi f (z) fonksiyonu icin

(D2a2F) (@) = (127F) (@) ve (D2a2f) (@) = (12778 ) (@) (90)

formiilleri saglanir. Ozellikle f (z) € Ly (R) icin saglanir. Dahas1 3 =k € N
ve R () > k oldugunda,

(DFJSF) () = (JEFF) (@) ve (DRI ) (@) = (=1 (J27Ff) (&) (91)

dir.
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4 BULGULAR VE TARTISMA

Konveks fonksiyonlar teorisinde biiyiik bir yere sahip olan Hermite-Hadamard
esitsizligi ilk olarak C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan ortaya atilmigtir.
Daha sonra bir ¢ok matematik¢inin de ilgisini ¢ekmis olan bu esitsizligi
asagidaki sekilde verelim.

a<bigina,be lvel €Rigin f: I — R konveks fonksiyonu olsun. O

halde,
a b a
f( +b>§bia/f($)d$gw (92)

2 2

dir. Dragomir ve Agarwal (92) de verilen esitsizligin sag kismim ile ilgili
bazi1 kestirimler elde etmislerdir bunun igin de ilk olarak asagidaki Lemmay1
ispatlamigtir.

Lemma 4.1. f : I° C R — R diferansiyellenebilir bir doniisiim ve

a <b,a,beclolsun. f € L[a,b] ise asagidaki esitsizlik saglanir:

f(a)2 b_a/ flo b_“/O (1—2t)f'(ta+ (1 —t)b)dt. (93)

Teorem 4.1. f : [° C R — R diferansiyellenebilir bir déniisiim ve
a < b, a,b € I olsun. ‘ f } a, b] iizerinde konveks fonksiyon ise agagidaki

esitsizlik saglanir:

'f(a);f(b) —bia/a fys| < =

4.1 KESIRLI INTEGRALLER iCIN HERMITE-HADAMARD
ESITSIZLIKLERI

V(@ + 1)) )

Kesirli integral esitsizlikleri ile ilgili son zamanlarda yapilmis olan c¢als-
malar ile ilgili detayli bilgicle yukardaki boliimlerde agiklanmig olup bu konu
ile ilgili olarakta daha detayl bilgi icin kaynaklar kisminda ki referanslara
bakilabilir. Bu boéliimdeki amacimiz Riemann-Liouville kesirli integralleri
ve diger integral esitsizliklerini kullanarak Hermite-Hadamard esitsizlikleri

icin uygun kesirli integraller elde etmektir.
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Ik olarak Hermite-Hadamard esitsizliklerini asagidaki sekilde kesirli in-
tegraller icin verelim:

Teorem 4.2. [ : [a,b] — R positif fonksiyon ve 0 < a < b igin
f € Ly [a,b] olsun. f, [a,b] iizerinde konveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik

kesirli integraller i¢in saglanir:

1("57) < g s+ p() < HOT I a0

2 ) =2(b—a) 2
(95)
Ispat. f, [a,b] tizerinde konveks fonksiyon ise z,y € [a,b] ile A = % i¢in
(1) L2 1 ;.
ver =ta+ (1 —1)b, y=(1—t)a+tb, i¢in
2f(a;_b>gf(ta+(1—t)b)+f((1—t)a—|—tb) (97)

dir. (97) esitsizliginin her iki yanin1 t*~! ile garpip [0, 1] araliginda ¢ ye gore

integre ettigimizde,
2 (a+b
o (%)
1 1
/ta—lf(ta+(1—t)b)dt+/ (1 —t)a + tb) dt
0 0
@ hp—u\*! du brv—a\*! dv
- /b (b—a) f(u)a—b+/a (b—a> fw)b—a

_ o [T f () + i f ()]

IN

olarak bulunur. Buradan da

F(U57) = 5 o)+ fla)

elde ederiz. (97) esitsizliginin ispatindan yararlamlarak f konveks fonksiyon

ise A € [0, 1] igin,

flta+ (1 —=8)b) <tf(a)+(1—1)f(b)
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F(A=t)a+tb) < (1—1t)f(a) +tf(D).

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikleri topladigimizda,

flta+ (1 =1)b) + f((1—1t)a+tb) (98)

< tf(a) + (1 =) f(0) + (1 = 1) f(a) + Lf(b).

elde ederiz. (98) esitsizliginin her iki yamm t*~! ile garpip [0, 1] arahiginda

t ye gore integre ettigimizde,

/ltalf(ta+ (1 —1t)b) dt+/1ta1f((1 — t)a +tb) dt

0 0

1
< @+ o) [ e
0
olarak yazilir. Boylece,

fla) + f(b)

«

7 [Jof(b) + Ty f(a)] <

elde ederiz.

Hatirlatma 4.1. Teorem 4.2 deki (95) esitsizliginde o = 1 aldigimizda,
(92) esitsizligi olan Hermite-Hadamard egitsizligi elde edilir.

Lemma 4.2. f : [a,0] — R, a < b i¢in (a,b) iizerinde diferansiyel-
lenebilir olsun. f € LJa,b] ise kesirli integraller icin asagidaki esitlik

saglanir:

ﬂwgﬂw‘iﬁi;Lmﬂw+ﬁjm] (99)

— b;a/ol[(1—t)"‘—ta]f’(ta+(1—t)b)dt.

Ispat . fol [(1—=1t)" —t*] f' (ta+ (1 — t)b) dt integralini hesaplamamz
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yeterli olacaktir. Bunun icin

I = /1[(1—t)o‘—ta]f’(ta+(1—t)b)dt (100)
_ {/1(1—t)af’(ta+(1—t)b)dt]+{—/lt°‘f’(ta+(1—t)b)dt

= L+

olarak yazalim. I; ve Iy yi ayr1 ayr1 kismi integrasyon yontemiyle integre

ettigimizde,
ho = /1 (1 =) f"(ta+ (1 — t)b) dt (101)
T f(ta—;—(_lb— t)b) 0+/0 o(1—1)° f(ta:£1b_ o).,

) o [t fa—a\" f(@)
= bT—bT/ <a—b> o= b

) Tla+1l) .
- b—a (b_a)a_H‘]b—f()

ve benzer sekilde,

I, = —/lt‘“f’(ta+(1—t)b)dt (102)

_to‘f (ta+ (1 —1t)b)
a—2b

_ @ e b=\ f@)
B m_b—a/b <b—a) a—bdm

_ fla)  T(e+1) o,
Cob—a  (b—a)! Jar /()

elde edilir. (101) ve (102) esitliklerinden (101) yani,

_fl@)+f0) Tla+1) [, a
I= b—a (b—a)**! [Ja+f(b) + Jb—f(a)} :

1 1 _
N a/ a1 f (tat (1 —1)b)
0 0 a—>b
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elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafin I’_T“ ile carptigimizda teorem
ispatlanir.

Hatirlatma 4.2. Lemma 4.2 deki (99) esitliginde @ = 1 aldigimizda
Lemma 4.1 deki (93) esitligi elde edilir.

Yukaridaki Lemma y1 kullanarak agagidaki integral egitsizligini elde ede-
cegiz.

Teorem 4.3. f : [a,b] — R, a < b i¢in (a,b) lizerinde diferansiyel-
lenebilir olsun. ‘ f’| , [a, ] tizerinde konveks fonksiyon ise kesirli integraller
icin agagidaki esitsizlik saglanir:

‘f(a)Jrf(b) _ Tla+1)
2 2(b—a)”

[Jay f(b) + T f(a)] (103)

b—a 1 , ,
s (1 5 ) @+ o

Ispat. Lemma 4.2 ve ‘ f’} konveksligini kullanarak,

) e D 270 + 5 f(a)] (104)
< 220 [ or =11 a1 - om)a
< 250 [la-om =l @)+ ool e
- b;“{/j (10" = )17 @)+ (= )17 Gl

n / £ — (1= 0% [t (@)] + (1 — ) | ()] dt}

2

b—a
= - (K1 + Ky)
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yazilir. Buradan da K7 ve K5 yi hesapladigimizda,

1

m=|ﬂ@»4£2

+ 1" ()] [/02(1 — 1) dt — /02(1 — t)tadt]

t(1—t)*dt — /2 t"‘“dt] (105)
0

= @) (a+1)1(a+2)_(o%)+a+11
+U“®”<&im“§iT
K = |f(a) [/;ta“dt—/;t(l—t)“dt] (106)
+ 1 (b)] [/;(1 —t)tadt—/;(l —t)a“dt]
Al (a+1)1(a+2) - (j):l

bulunur. (105) ve (106) i toplayip (103) de yerlestirdigimizde ispat tamam-
lanir.

Hatirlatma 4.3. Teorem 4.3 deki (103) esitsizliginde o = 1 aldigimizda
Teorem 4.1 deki (94) esitsizligi elde edilir.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Lemma 4.2 de elde etmig oldugumuz (99) 6zdesligine benzer olarak yeni
ozdeslikler elde edilerek ilk olarak tanimlamis oldugumuz Teorem 4.2 deki
(95) esitsizligi olan kesirli integralleri ¢in Hermite-Hadamard tipli yeni esit-

sizlikler elde edilebilir.
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BASAK , Hermite-Hadamard’s inequalities for fractional integrals and

related fractional inequalities.

2. Mehmet Zeki SARIKAY A and Hatice YALDIZ, New

generalization fractional of Ostrowski-Gruss type.

3. Mehmet Zeki SARIKAY A and Hatice YALDIZ , On Hermite-

Hadamard type inequalities for strongly log-convex functions.



Mehmet Zeki SARIKAYA, Hatice YALDIZ and Hakan BOZKURT,
On the Hadamard type integral inequalities involving several log-convex
functions.

Mehmet Zeki SARIKAY A and Hatice YALDIZ, On weighted
Montgomery identities for Riemann-Liouville fractional integrals.
Mehmet Zeki SARIKAY A, Hatice YALDIZ and Nagihan BASAK,

New fractional inequalities of Ostrowski-Gruss type.

Mehmet Zeki SARIKAYA, Hatice YALDIZ and Hakan BOZKURT,
On the Hadamard type integral inequalities involving several ¢ -r-
convex functions.

Mehmet Zeki SARIKAYA and Hatice YALDIZ, On the Hadamard’s
type inequalities for L-Lipschitzian mapping.

Mehmet Zeki SARIKAY A, Hatice YALDIZ and Erhan SET, On

fractional inequalities via Montgomery identities integrals.



