
T.C

DÜZCE ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

KESİRLİ İNTEGRALLER İÇİN HERMİTE-HADAMARD 
EŞİTSİZLİĞİ

YÜKSEK LİSANS TEZİ

HATİCE YALDIZ 

HAZİRAN 2012

DÜZCE



T.C 

DÜZCE ÜNİVERSİTESİ 

KABUL VE ONAY BELGESİ 

 

Hatice YALDIZ tarafından hazırlanan, Kesirli İntegraller İçin Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği, isimli Lisansüstü tez çalışması, Düzce Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Yönetim Kurulu’nun 22/06/2012 tarih ve 2012/210 sayılı kararı ile oluşturulan jüri 

tarafından Matematik Ana Bilim Dalı’nda Yüksek Lisans tezi olarak kabul edilmiştir. 

 

(Tez Danışmanı) 

Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

Düzce Üniversitesi 

 

                        Üye                                                                          Üye     

       Prof. Dr. İsmet YILDIZ                                          Doç. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

          Düzce Üniversitesi                                                  Afyon Kocatepe Üniversitesi 

                   

 

 

Tezin savunulduğu tarih: 29/06/2012 

ONAY 

Bu tez ile Düzce Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu Hatice 
YALDIZ’ın Matematik Anabilim Dalı’nda Yüksek Lisans derecesini almasını 
onaylamıştır. 

                                                   

                                                  Doç. Dr. Haldun MÜDERRİSOĞLU 

Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü 

 



BEYAN

Bu tez çalışmasının kendi çalışmam olduğunu, tezin planlanmasından yazımına kadar 

bütün aşamalarda etik dışı davranışımın olmadığını, bu tezdeki bütün bilgileri akademik 

ve etik kurallar içinde elde ettiğimi, bu tez çalışmasıyla elde edilmeyen bütün bilgi ve 

yorumlara kaynak gösterdiğimi ve bu kaynakları da kaynaklar listesine aldığımı, yine 

bu  tezin  çalışılması  ve  yazımı  sırasında  patent  ve  telif  haklarını  ihlal  edici  bir 

davranışımın olmadığını beyan ederim.

                                                                                                                           29.06.2012

                                                                                                                   Hatice YALDIZ



                                                   

                                                                                Sevgili Aileme…



i 
 

TEŞEKKÜR 

 

    Yüksek lisans öğrenimim ve bu tezin hazırlanması süresince gösterdiği her türlü 

destek ve yardımdan dolayı çok değerli hocam Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA'ya 

en içten dileklerimle teşekkür ederim. 

    Tez çalışmam boyunca değerli katkılarını esirgemeyen çok değerli hocam Doç. Dr. 

Nesip AKTAN'a şükranlarımı sunarım. 

    Bu çalışma boyunca yardımlarını ve desteklerini esirgemeyen sevgili aileme ve Tülay 

AKSUNGUR'a sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

Haziran 2012                                                                                            Hatice Yaldız 

 

 

 

 

 

 

 



ii 
 

İÇİNDEKİLER                                                                                    Sayfa      

TEŞEKKÜR SAYFASI………………..……………………………………………..…i 

İÇİNDEKİLER.…………………………………………………………………..........ii 

SİMGELER ……………………………………………….…...…….…………….….iii 

ÖZET…………………………………..………………..………………………………1 

ABSTRACT…………………...….…………………………….………………………2 

EXTENDED ABSTRACT………………………….………………………………….3 

1. GİRİŞ…..….……………………………………….…………………………………4 

2. KURAMSAL KAVRAMLAR..……………………………………………………..6 
 
      2.1. GENEL KAVRAMLAR………………………..………………………..……………….............6 

3. MATERYAL VE YÖNTEM. ….………………………...………………………... 14 

     3.1. KESİRLİ RİEMANN-LİOUVİLLE İNTEGRAL VE TÜREVLERİNİN ELDE……….…14    

              EDİLİŞİ                                                                                   

     3.2. SINIRLI BİR ARALIK ÜZERİNDE RİEMANN-LİOUVİLLE KESİRLİ ….………..……20 

              İNTEGRALLER VE KESİRLİ TÜREVLER   

     3.3. YARI DÜZLEM ÜZERİNDE RİEMANN-LİOUVİLLE KESİRLİ ……………………..….30 

               İNTEGRALLER VE KESİRLİ TÜREVLER                                                                                                        

     3.4. REEL EKSEN ÜZERİNDE RİEMANN-LİOUVİLLE KESİRLİ………………………...….33 

              İNTEGRALLER  VE KESİRLİ TÜREVLER  

4. BULGULAR VE TARTIŞMA…………………………………………………….37 

       4.1. KESİRLİ İNTEGRALLER İÇİN HERMİTE-HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ ….……37                

5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER…………………………………...………………...43 

6. KAYNAKLAR……….……………………………………...……………………...44 

7. EKLER……………………………………………………………………………...47 

ÖZGEÇMİŞ………….……….……………………………………………………….48 
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< (α) :
Riemann-Liouville Kesirli integral veya türevinin
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ÖZET

KESİRLİ İNTEGRALLER İÇİN HERMİTE-HADAMARD EŞİTSİZLİĞİ

Hatice YALDIZ

Düzce Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı

Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA

Haziran 2012, 48 sayfa

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.  Birinci bölümde, kesirli integral  ve kesirli türev 
kavramlarının nasıl oluştuğu verildi. İkinci bölümde,çalışmamız için gerekli olan tanım 
ve temel teoremler verildi. Üçüncü bölümde, kesirli integraller ve kesirli türevlerin elde 
edilişi ve bu konu hakkındaki çözüm yöntemleri verildi. Dördüncü bölümde, Hermite-
Hadamard tipli eşitsizliğe kesirli integrallerin uygulanması elde edildi. 

Anahtar  sözcükler:  Kesirli  İntegraller  ve  Kesirli  Türevler,  Hermite-Hadamard 
Eşitsizliği, Konveks Fonksiyonlar.
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ABSTRACT

ON THE HERMITE-HADAMARD INEQUALITY FOR FRACTIONAL 
INTEGRALS 

Hatice YALDIZ

Düzce University

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA

June 2012, 48 pages

    This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of 
fractional  integral  and  fractional  derivative  is  given.  In  the  second  chapter,  all  the 
necessary  definitions  and  basic  theorems  for  this  study have  been  given.  The  third 
section, the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods 
of solution on this  issue are given.  In the fourth chapter,  the implementation of the 
Hermite-Hadamard-type inequalities for fractional integrals are obtained.

    KEY  WORDS : Fractional  Integrals  and  Fractional  Derivatives,  Hermite-
Hadamard's Inequality, Convex Functions.
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EXTENDED ABSTRACT

ON THE HERMITE-HADAMARD INEQUALITY FOR FRACTIONAL 

INTEGRALS 

Hatice YALDIZ

Düzce University

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA

June 2012, 48 pages

1.INTRODUCTION

    This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of 

fractional  integral  and  fractional  derivative  is  given.  In  the  second  chapter,  all  the 

necessary  definitions  and  basic  theorems  for  this  study have  been  given.  The  third 

section, the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods 

of solution on this  issue are given.  In the fourth chapter,  the implementation of the 

Hermite-Hadamard-type inequalities for fractional integrals are obtained.

    Fractional integrals have used which currents consist from snowmelt and rain and 

problem of estimating the time that Fırat to basin and financial mathematics. Fractional 

integrals  are  some  of  examples  that  applied  fields.  In  this  study,  we  obtain  new 

Hermite-Hadamard type inequality by using fractional integrals.
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1 G·IR·IŞ

Kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬ ilk olarak Liouville taraf¬ndan

duyuruldu. Kesirli türev ve kesirli integral kavram¬türev ve integrallerin

sadece tamsay¬lar için varm¬d¬r sorusundan yola ç¬k¬larak ortaya ç¬kt¬. Euler

kesirli türevi ele ald¬. 17. yüzy¬ldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,

Liouville ve di¼ger bir çok matematikçinin, kesirli mertebe için diferansiyel

ve integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü çal¬̧smalar¬yla geli̧sm-

eye başlanm¬̧st¬r. Key� mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlar¬,

tamsay¬mertebeli türev ve n-katl¬ integralleri birleştiren ve genelleştiren

kavramlard¬r.

Uygulamal¬alanlarda kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬hakk¬nda

birçok çal¬̧sma olmas¬na ra¼gmen herhangi bir monogra� yay¬nlanmam¬̧st¬r.

Bunun üzerine S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev taraf¬ndan bu

boşluk doldurulmuştur. Kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬ile geni̧s

kapsaml¬bir monogra� yay¬nlanm¬̧st¬r.

Kesirli diferansiyel teorisi çeşitli madde ve i̧slemlerin kal¬tsal özellik-

lerinin tan¬mlanmas¬nda kullan¬labilecek çok iyi bir araçt¬r. Bu ise tamsay¬

mertebeli türevlerle kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬zaman, kesirli türevler için önemli bir

avantajd¬r. Kesirli türevlerin bu avantaj¬nesnelerin mekanik ve elektrik-

sel özelliklerinin matematiksel modellemelerinde, ak¬̧skanlar teorisi, elektrik

devreleri, elektro-analitik kimya gibi di¼ger bir çok alanda kullan¬lmaktad¬r.

Dördüncü bölümde ise ele ald¬¼g¬m¬z konveks fonksiyonlar¬n tarihi çok

eskiye dayanmakla birlikte başlang¬c¬ 19. yüzy¬l¬n sonlar¬ olarak göster-

ilebilir. 1893�te Hadamard�¬n çal¬̧smas¬nda aç¬kça belirtilmese de bu tür-

den fonksiyonlar¬n temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra lit-

eratürde konveks fonksiyonlar¬ima eden sonuçlara rastlan¬lmas¬na ra¼gmen

konveks fonksiyonlar¬n ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 y¬llar¬nda J.L.W.V.
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Jensen taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬¼g¬ve Jensen�¬n bu öncü çal¬̧smalar¬ndan itibaren

konveks fonksiyonlar teorisinin h¬zl¬bir geli̧sme gösterdi¼gi kabul edilmek-

tedir. Beckenbach ve Bellman (1961) ve Mitrinovic (1970) gibi pek çok

araşt¬rmac¬, konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler konusunu kitaplar¬nda ele

alm¬̧slard¬r. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikleri içeren ilk kaynak

(Convex Functions Inequalities) 1987 y¬l¬nda Pecaric taraf¬ndan yaz¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smalar¬n birço¼gunu integral eşitsizlikleri oluşturmaktad¬r.
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2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m, teorem, baz¬eşitlikler ve

temel özellikler verilecektir. Gerekli görülenler için ispatlar yap¬larak birer

örnek verilecektir.

Tan¬m 2.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dönüşümlere

fonksiyonel denir.

Tan¬m 2.2. Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren

dönüşüme operatör denir.

Tan¬m 2.3 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 için

�(n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

ile tan¬mlan¬r. Bu integral n > 0 için yak¬nsakt¬r. Gamma fonksiyonun baz¬

önemli özelliklerini şöyle s¬ral¬yabiliriz.

i.�(n+ 1) = n�(n) = n!

ii. �(1
2
) =

p
�

iii.
1R
0

xp

1+x
dx = �(p)�(1� p) = �

sin p�
; 0 < p < 1

iv. 22n�1�(n)�(n+ 1
2
) =

p
��(2n):

Tan¬m 2.4 (Konveks Fonksiyon) f : [a; b] � R ! R fonksiyonu her

x; y 2 [a; b] ve � 2 [0; 1] için

f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Eşitsizlikte

"�" olmas¬ halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki

eşitsizlikte t = 1
2
al¬n¬rsa

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2

olur bu tip eşitsizlikleri sa¼glayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.
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Konveks Fonksiyonlar¬n Temel Özellikleri:

i. k tane fonksiyon Rn ! R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

f (x) =

kX
j=1

ajfj (x) ; aj > 0; (j = 1; 2; 3; :::; k)

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g : Rn ! R konkav ve S = fx : g (x) > 0g olsun. f : S ! R;

f (x) = 1
g(x)

olmak üzere f; S 0 de konvekstir.

iii. g : R ! R azalmayan ve konveks fonksiyon ayr¬ca h : Rn !

R konveks olsun. Bu takdirde; f : Rn ! R; f (x) = (g � h) (x) olarak

tan¬mlanan f bileşke fonksiyonu da konvekstir.

iv. g : Rm ! R konveks ve h; h (x) = Ax + B formunda h : Rn ! R

konveks olmak üzere (Burada A uygun matristir.)

f (x) = g (h (x))

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

vi. f ve g fonksiyonlar¬ J-konveks ise f (x) + g (x) de J-konvekstir.

vii. f; I 0 �de J-konveks ve g; I 00 de J-konveks ise bu takdirde f (x) g (x)

de I = I 0 \ I 00 de J-konvekstir.

Tan¬m 2.5 f : L1 [a; b] olsun. Üst ve alt J�a+f ve J
�
b�f Riemann-Liouville

integralleri s¬ras¬yla � > 0 ve a � 0 için,

J�a+f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 f(t)dt; x > a

ve

J�b�f(x) =
1

�(�)

Z b

x

(t� x)��1 f(t)dt; x < b

olarak tan¬mlan¬r. Burada � (�) bir Gamma fonksiyonu ve J0a+f(x) =

J0b�f(x) = f(x) d¬r.
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Tan¬m 2.6 (Beta Fonksiyonu): m;n > 0 için

� (m;n) =

1Z
0

xm�1 (1� x)n�1 dx

biçiminde tan¬mlanan � fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.7 V boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun. Aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise, V kümesi K cismi üstünde bir vekt�or uzay{d¬r, denir.

(V 1) V kümesinde + ile gösterilen ve ad¬na toplama denilen bir i̧slem

tan¬mlanm¬̧st¬r ve (V;+) de¼gi̧smeli gruptur.

(1) Her u; v 2 V için, u + v tan¬ml¬d¬r ve u + v 2 V dir. Sözle ifade

etti¼gimizde, V kümesi toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r.

(2) Her u; v; w 2 V için, (u+ v) + w = u + (v + w) dir. Sözle ifade

etti¼gimizde, V kümesinde toplama i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r.

(3) [90 2 V; (8u 2 V için, u+ 0 = u ve 0 + u = u)] d¬r. Sözle ifade et-

ti¼gimizde, V kümesinde toplama i̧sleminin etkisiz (birim) eleman¬vard¬r.

Bu etkisiz eleman¬0 simgesi ile gösterdik.

(4) Her u 2 V için, V kümesinde �u 2 ile gösterilen ve

u+ (�u) = 0 ve (�u) + u = 0

eşitliklerini sa¼glayan bir �u eleman¬ vard¬r. Sözle ifade etti¼gimizde, V

kümesindeki her bir u eleman¬n¬n toplamaya göre tersi vard¬r. u nun tersi

�u ile gösterilmi̧stir.

(5) Her u; v 2 V için, u + v = v + u tir. Sözle ifade etti¼gimizde, V

kümesinde toplama i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

(V 2) K � V ! V (a; u) ! au biçiminde, ad¬na skalerle çarpma i̧slemi

denilen bir fonksiyon tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyon aşa¼g¬daki önermeleri

do¼grular:

(a) Her a 2 K; her u:v 2 V için, a (u+ v) = au+ av:

(b) Her a; b 2 K; her u 2 V için, (a+ b)u = au+ bu:

(c) Her a; b 2 K; her u 2 V için, (ab)u = a (bu) :

8



(d)K n¬çarpmaya göre birim eleman¬1 oldu¼guna göre, V nin her eleman¬

için, 1u = u d¬r.

Tan¬m 2.8 V; reel say¬cismi üstünde vektör uzay¬ise, bu vektör uzay¬na

reel vekt�or uzay{ denir. V; karmaş¬k say¬cismi üstünde vektör uzay¬ise bu

durumda V ye kompleks vekt�or uzay{ denir.

Tan¬m 2.9 
1 = [a; b] ;
2 = [c; d] �1 � a < b � 1; �1 � c < d � 1

ve f (x; y), 
1 � 
2 üzrinde tan¬ml¬olsun. Bu durumda,
bZ
a

0@ xZ
a

f (x; y) dy

1A dx = bZ
a

0@ bZ
y

f (x; y) dx

1A dy
şeklindeki eşitli¼ge Dirichlet form�ul�u denir.

Tan¬m 2.10 (Mutlak Süreklilik) I � R, f : I ! R bir fonksiyon

ve (xk; yk) sonlu bir aral¬k olsun. Bu durumda, " > 0 için en az bir � > 0

vard¬r öyleki, X
k

jyk � xkj < � )
X
k

jf (yk)� f (xk)j < "

d¬r. ACn [a; b] kümesi mutlak sürekli bir kümedir.

Tan¬m 2.11 x; y 2 R;

jx+ yj � jxj+ jyj

şeklindeki eşitsizli¼ge �uçgen eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.12 (Üçgen Eşitsizli¼ginin ·Integral Versiyonu) f , [a; b]

aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde������
bZ
b

f (x) dx

������ �
bZ
a

jf (x)j dx; (a < b)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 2.13 (Hölder Eşitsizli¼gi) a = (a1; a2; :::; an) ve b = (b1; b2; :::; bn)

reel veya kompleks say¬lar¬n iki n-lisi olsun. Bu takdirde

1

p
+
1

q
= 1

9



olmak üzere

a. p > 1 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

;

b. p < 0 veya q < 0 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.14 (·Integraller için Hölder Eşitsizli¼gi) p > 1 ve 1
p
+ 1
q
= 1

olsun. f ve g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel fonksiyonlar, jf jp ve jgjq ; [a; b]

aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar ise

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi geçerlidir. (Mitrinovíc et al.1993).

Tan¬m 2.15 E ölçülebilir bir küme olmak üzere f bu küme üzerinde

tan¬ml¬ ve reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda key� K say¬s¬

için f (x) > K olan x 2 E de¼gerlerin kümesi ölçülebilirse f fonksiyonuna

�olç�ulebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1 (Lebesque integralinin varl¬k teoremi) Sonlu ölçümlü

E kümesi üzerinde f fonksiyonu s¬n¬rl¬ve ölçülebilir ise Lebesque integrali

vard¬r.

Tan¬m 2.16 I � R, f : I ! R bir fonksiyon ve 8x 2 I için jf (x)j �

K olacak şekilde bir K pozitif reel say¬s¬ varsa f fonksiyonuna s{n{rl{

fonksiyon denir.

Tan¬m 2.17 1 � p <1 olmak üzere

Lp = Lp =

8><>:f :
0@Z
E

jf (x)jp dx

1A 1
p

<1

9>=>; ; kfk1 =
0@Z
E

jf (x)jp dx

1A 1
p

10



normuna göre bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.2 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

a. f , (a; b) aral¬¼g¬nda süreklidir ve

b. f , [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Azpeitia 1994).

Teorem 2.3 f fonksiyonunun I aral¬¼g¬nda ikinci türevi varsa, f fonksiy-

onunun bu aral¬k üzerinde konveks olmas¬için gerek ve yeter şart x 2 I için

f
00
(x) � 0

olmas¬d¬r (Mitrinovíc 1970).

Teorem 2.4 (Hermite�Hadamard Esitsizli�gi) f : I � R ! R

fonksiyonu konveks ise a; b 2 I ve a < b için

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(1)

dir. (Peµcaríc et al. 1992).

·Ispat. Teorem 2:2 den dolay¬f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integral-

lenebilirdir. Sa¼g taraftaki eşitsizli¼gin ispat¬ konveksli¼gin geometrik yoru-

mundan aç¬kt¬r. Yani x = a (1� t) + bt, t 2 [0; 1] olsun. Bu durumda

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =

1Z
0

f (a (1� t) + bt) dx

� f (a)

1Z
0

(1� t) dt+ f (b)
1Z
0

tdt

=
f (a) + f (b)

2

olur ve bu (1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬d¬r. Şimdi sol taraf¬n ispat¬n¬verelim:

1

b� a

bZ
a

f (x) dx

integralini

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

264
a+b
2Z
a

f (x) dx+

bZ
a+b
2

f (x) dx

375 (2)
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biçiminde yaz¬p, x = a + t (b� a) =2 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa son

parantez içindeki ilk terim

a+b
2Z
a

f (x) dx =
b� a
2

1Z
0

f

�
a+

t (b� a)
2

�
dt

biçiminde ve x = b� t (b� a) =2 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa ikinci terim

bZ
a+b
2

f (x) dx = �b� a
2

0Z
1

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt

=
b� a
2

1Z
0

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt

biçiminde yaz¬labilir.

(2) de bu sonuçlar yaz¬l¬r ve konveksli¼gin tan¬m¬uygulan¬rsa,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

2

1Z
0

�
f

�
a+

t (b� a)
2

�
+ f

�
b� t (b� a)

2

��
dt

�
1Z
0

f

�
a

2
+
b

2

�
dt = f

�
a+ b

2

�

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur (Azpeitia 1994).

Teorem 2.5 f : I ! R fonksiyonu I üzerinde konveks olsun. Bu

durumda 8� 2 [0; 1] için

f

�
a+ b

2

�
� l (�) � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � L (�) � f (a) + f (b)

2
; (3)

d¬r. Burada

l (�) := �f

�
�b+ (2� �) a

2

�
+ (1� �) f

�
(1 + �) b+ (1� �) a

2

�
ve

L (�) :=
1

2
(f (�b+ (1� �) a) + �f (a) + (1� �) f (b)) :

12



d¬r.

·Ispat. f , I üzerinde konveks olsun. � 6= 0 için [a; �b+ (1� �) a] aral¬¼g¬

üzerinde (1) uygulan¬rsa,

f

�
�b+ (2� �) a

2

�
� 1

� (b� a)

�b+(1��)aZ
a

f (x) dx � f (a) + f (�b+ (1� �) a)
2

(4)

tekrar � 6= 1 için [�b+ (1� �) a; b] aral¬¼g¬üzerinde (1) uygulan¬rsa,

f

�
(1 + �) b+ (1� �) a

2

�
� 1

(1� �) (b� a)

bZ
�b+(1��)a

f (x) dx (5)

� f (b) + f (�b+ (1� �) a)
2

:

(4) i � ile (5) i (1� �) ile çarp¬p eşitsizlikleri toplad¬¼g¬m¬zda l (�) ve L (�)

tan¬mlar¬ndan,

l (�) � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � L (�) : (6)

elde edilir. f konveks fonksiyon oldu¼gundan,

f

�
a+ b

2

�
= f

�
�
�b+ (2� �) a

2
+ (1� �) (1 + �) b+ (1� �) a

2

�
(7)

� �f

�
�b+ (1� �) a+ a

2

�
+ (1� �) f

�
�b+ (1� �) a+ b

2

�

� 1

2
(f (�b+ (1� �) a) + �f (a) + (1� �) f (b)) � f (a) + f (b)

2
:

Bu durumda teorem ispatlanm¬̧s olur.
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3 MATERYAL VE YÖNTEM

Bu bölümde kesirli Riemann-Liouville integral ve kesirli türev operatör-

lerinin elde edili̧sini ve baz¬özelliklerini verece¼giz.

3.1 KES·IRL·I R·IEMANN-L·IOUV·ILLE ·INTEGRALVE

TÜREVLER·IN·IN ELDE ED·IL·IŞ·I

Kesirli Riemann-Liouville integral operatörünü elde etmek için ilk olarak

n-katl¬
xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 (8)

integralini ele alal¬m. Bu integralde integrasyon s¬ras¬n¬ve buna ba¼gl¬s¬n¬r-

lar¬de¼gi̧stirelim. Bunun için;

a < �1 < x �2 < �1 < x

a < �2 < �1 �2 < �1 < x

; :::; ; :::;

a < �n�1 < �n�2 �n < �n�1 < x

a < �n < �n�1 a < �n < x

(9)

s¬n¬r de¼gi̧simleri alt¬nda (8) ifadesi,

xR
a

�1R
a

�2R
a

:::
�n�1R
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1

=
xR
a

f(�n)

 
xR
�n

 
xR

�n�1

:::
xR
�3

 
xR
�2

d�1

!
d�2:::

!
d�n�1

!
d�n

(10)

şeklinde yaz¬l¬r. (10) ifadesinin sag taraf¬terim terim hesaplan¬rsa

xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 =
1

(n� 1)!

xZ
a

f(�n)(x� �n)n�1d�n

(11)
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eşitli¼gi elde edilir. Burada �(n) = (n� 1)! oluşu kullan¬l¬rsa,
xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 =
1

�(n)

xZ
a

f(�n)(x� �n)n�1d�n

(12)

yaz¬l¬r. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki n pozitif bir tamsay¬d¬r. Gamma fonksiy-

onu tamsay¬lar d¬̧s¬nda da ifade edilebildi¼ginden, n nin tamsay¬olmamas¬

durumunda (12) eşitli¼ginin sa¼g yan¬için aşa¼g¬daki kesirli Riemann-Liouville

integral operatörünün tan¬m¬verilebilir.

Tan¬m 3.1. f(x) 2 L1(a; b) olsun. Bu durumda,

(J�a+f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

f(t)(x� t)��1dt; x > a (13)

(J�b�f)(x) =
1

�(�)

bZ
x

f(t)(x� t)��1dt; x < b

integrallerine � > 0 için �: mertebeden kesirli integral denir. Bu integral

Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinir. Burada
�
J0a+f

�
(x) = f (x)

ve
�
J0b�f

�
(x) = f (x) dir.

Şimdi f(t) = (t�a) 12 ve � = 1
2
olmak üzere aşa¼g¬daki Riemann-Liouville

kesirli integralini gözönüne alal¬m.

(J�a+f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

f(t)(x� t)��1dt; x > a

Ele al¬nan bu integral kabuller alt¬nda;

(J
1
2
a+f)(x) =

1

�(1
2
)

xZ
a

(t� a) 12 (x� t))� 1
2dt; x > a

olarak yaz¬l¬r. Şayet burada

t = a+ (x� a)�

degi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,
1Z
0

� p�1(1� �)q�1d� = B(p; q)
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şeklindeki Beta fonksiyonu yard¬m¬yla,

(J
1
2
a+f)(x) =

1

�(1
2
)

xR
a

(t� a) 12 (x� t))� 1
2dt; x > a

=
1p
�

1R
0

(x� a) 12 (x� a)� 1
2
+1�

1
2 (1� �)� 1

2dt

=
1p
�
(x� a)

1R
0

�
1
2 (1� �)� 1

2dt

=
1p
�
(x� a)B(3

2
; 1
2
)

=
1p
�
(x� a)

�(3
2
):�(1

2
)

�(3
2
+ 1

2
)

=

p
�

2
(x� a)

eşitli¼gi elde edilir.

n: mertebeden türevlerin

f(x);
df(x)

dx
;
d2f(x)

dx2
;
d3f(x)

dx3
; :::;

dnf(x)

dxn
; :::

sonsuz dizisini gözönüne alal¬m. Bu dizi, key� mertebeden diferensiyel

düşüncesi alt¬nda tekrarlanan diferensiyelin bir genelleştirilmesidir. Burada

temel amaç dn

dxn
semboli ile gösterilen operatörün n tamsay¬de¼gerli parame-

tresini, tamsay¬olmayan bir � parametresiyle yer de¼gi̧stirmektir.

Genel kesirli türevleri vermeden önce yar¬m türev de denen bir türev

formülü elde ederek bir uygulama yapal¬m ve daha sonra daha genel kesirli

türev formülleri verelim.

Bunun için, f(x) = xk şeklindeki fonksiyonu ele alal¬m. Burada k pozitif

bir tamsay¬d¬r. Ele ald¬¼g¬m¬z fonksiyonun a: mertebeden türevini al¬rsak,

f(x) = xk

f 0(x) = kxk�1

f 00(x) = k(k � 1)xk�2

f 000(x) = k(k � 1)(k � 2)xk�3

:::

f (a)(x) = k(k � 1)(k � 2):::(k � a+ 1)xk�a

=
k!

(k � a)!x
k�a
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yaz¬l¬r. Yine burada �(n) = (n� 1)! oldu¼gundan

f (a)(x) =
�(k + 1)

�(k � a+ 1)x
k�a

eşitli¼gini yazar¬z. Buradaki a say¬s¬n¬herhangi bir pozitif say¬olarak seçerek

fonksiyonun kesirli türevlerini hesaplayabiliriz.

Bir an için kabul edelimki a = 1
2
ve k = 2 olsun. Bu durumda fonksiy-

onun 1
2
: mertebeden türevini hesaplayal¬m.

f(x) = x2 ve a =
1

2
ise;

f (a)(x) =
�(k + 1)

�(k � a+ 1)x
k�a eşitli¼ginden yararlanarak,

f
1
2 (x) =

d
1
2

dx
1
2

x2 =
�(3)

�(2� 1
2
+ 1)

x2�
1
2

d
1
2

dx
1
2

x2 =
2

�(5
2
)
x
3
2 ; �(

5

2
) = �(1 +

3

2
) =

3

2
�(1 +

1

2
) =

3

4
�(
1

2
) =

3

4

p
�

d
1
2

dx
1
2

x2 =
8

3
p
�
x
3
2 :

elde edilir. Şimdi elde edilen yar¬m türevin tekrar yar¬m türevi al¬n¬rsa

d
1
2

dx
1
2

 
d
1
2

dx
1
2

x2

!
=
d
1
2

dx
1
2

�
8

3
p
�
x
3
2

�
= 2x

oldu¼gu kolayca görülür.

Yukar¬da yapt¬¼g¬m¬z uygulamaya benzer olarak, f(x) = 8
3
p
�
x
3
2 alal¬m ve

bu fonksiyonun � = 1
2
mertebeden kesirli integralinin f(x) = x2 oldu¼gunu

gösterelim. a = 0 olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integrali

(J�f)(x) =
1

�(�)

xZ
0

f(t)(x� t)��1dt; x > 0

olarak yaz¬l¬r. Kabuller alt¬nda f(x) = 8
3
p
�
x
3
2 fonksiyonunun � = 1

2
mer-
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tebeden kesirli integralinin,

(J
1
2f)(x) = 1

�( 1
2
)

xR
a

8
3
p
�
t
3
2 (x� t)� 1

2dt; x > 0

= 8
3�

1R
0

(ux)
3
2 (x� ux)� 1

2xdu; t = ux

= 8
3�
x2

1R
0

u
3
2 (1� u)� 1

2du

= 8
3�
x2B(5

2
; 1
2
)

= 8
3�
x2

3
2
1
2
�(1

2
)�(1

2
)

�(5
2
+ 1

2
)
= 8

3�
x2

3
2
1
2
�(1

2
)�(1

2
)

�(3)

= x2

oldu¼gu görülür.

Şimdi kesirli türev için 0 < � < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

�(�)

xZ
a

'(t)(x� t)��1dt; x > a (14)

Abel integral denklemini ele alal¬m.

(14) ifadasindesinin her iki yan¬nda x yerine t; t yerine s yazarak, den-

klemini her iki yan¬n¬ (x � t)�� ile çarparak a dan x e kadar integralini

al¬rsak;
xZ
a

dt

(x� t)�

xZ
a

'(s)

(t� s)1��ds = �(�)
xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

olur. Burada Dirichlet formülü olarak bilinen
�
·Integral s¬n¬rlar¬n¬n yer de¼gi̧simi

�
bZ
a

0@ xZ
a

f(x; y)dy

1A dx = bZ
a

0@ bZ
y

f(x; y)dx

1A dy
şeklindeki s¬n¬r de¼gi̧simi formülünü uygularsak,

xZ
a

'(s)ds

xZ
s

dt

(x� t)�(t� s)1�� = �(�)
xZ
a

f(t)

(x� t)�dt (15)

oldu¼gunu görürüz. (15) ifadesindesindeki iç integralde t = s + �(x � s)

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

xZ
s

dt

(x� t)�(t� s)1�� =
1Z
0

���1(1� �)��d� = B(�; 1� �) = �(�)�(1� �)

18



oldu¼gu görülür. Bu eşitlik (15) de kullan¬l¬rsa,

�(�)�(1� �)
xZ
a

'(s)ds = �(�)

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

xZ
a

'(s)ds =
1

�(1� �)

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

elde edilir. Buradaki son eşitli¼gin her iki yan¬n¬n x e göre türevi al¬n¬rsa,

'(x) =
1

�(1� �)
d

dx

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt; 0 < � < 1 (16)

elde edilir. Elde edilen (16) ifadesine �: mertebeden kesirli türev denir. Bu

türeve Riemann-Liouville kesirli türevi de denmektedir.

Bu türev formülü daha genel olarak şu şekilde ifade edilir.

Tan¬m 3.1 . f fonksiyonu her sonlu (a; x) aral¬¼g¬nda sürekli ve inte-

grallenebilir olsun. m 2 IN ,m � 1 � � < m olmak üzere x > a için reel

bir f fonksiyonunun �: mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi

D�
RLf(x) =

1

�(m� �)
dm

dxm

xZ
a

f(t)(x� t)m���1dt (17)

şeklindedir.
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3.2 SINIRLI B·IR ARALIK ÜZER·INDE R·IEMANN-

L·IOUV·ILLE KES·IRL·I ·INTEGRALLER VE KE-

S·IRL·I TÜREVLER

·Ilk olarak, aşa¼g¬da toplanabilir ve sürekli fonksiyonlar uzay¬nda reel eks-

enin s¬n¬rl¬bir aral¬¼g¬üzerinde Riemann-Liouville kesirli türevleri ve kesirli

integrallerin tan¬mlar¬n¬ve mevcut olan baz¬özelliklerini verece¼giz.


 = [a; b] (-1 < a < b < 1) üzerinde s¬n¬rl¬ bir aral¬k olsun. Bu

durumda, yukarda elde etti¼gimiz gibi � ¬nc¬mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrallerini;

(J�a+f) (x) :=

xZ
a

f (t) dt

(x� t)1��
(x > a; < (�) > 0) (18)

ve

(J�b�f) (x) :=

bZ
x

f (t) dt

(t� x)1��
(x < b; < (�) > 0) (19)

şeklinde alal¬m. Burada � 2 C ve < (�) > 0 d¬r. � (�) bir Gamma fonksiy-

onudur. Bu integrallere kesirli integrallerin sol ve sa¼g k¬s¬m integralleri

olarak da tan¬mlan¬r. � = n 2 N oldu¼gunda (18) ve (19) tan¬mlar¬yukar-

daki k¬s¬mda ele ald¬¼g¬m¬z gibi n-katl¬integral olarak aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilebilir:

(Jna+f) (x) =

xZ
a

dt1

t1Z
a

dt2:::

tn�1Z
a

dtn (20)

=
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1 f (t) dt (n 2 N)

ve

(Jnb�f) (x) =

bZ
x

dt1

bZ
t1

dt2:::

bZ
tn�1

dtn (21)

=
1

(n� 1)!

bZ
x

(t� x)n�1 f (t) dt (n 2 N)
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�: ¬nc¬mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevleri, � 2 C (< (�) � 0)

olmak üzere

(D�
a+f) (x) =

�
d

dx

�n �
Jn��a+ f

�
(x) (22)

=
1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

f (t)

(x� t)��n+1
dt (n = [< (�)] + 1; x > a)

ve

(D�
b�f) (x) =

�
� d

dx

�n �
Jn��b� f

�
(x) (23)

=
1

� (n� �)

�
� d

dx

�n bZ
x

f (t)

(t� x)��n+1
dt (n = [< (�)] + 1; x < b)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada [< (�)] ; < (�) n¬n tam de¼geri anlam¬ndad¬r.

Özellikle, � = n 2 N0 olarak al¬n¬rsa,�
D0
a+f
�
(x) =

�
D0
b�f
�
(x) = f (x) ; (Dn

a+f) (x) = f
n (x) ; (24)

(Dn
b�f) (x) = (�1)n f (n) (x) (n 2 N)

d¬r. Burada f (n) (x) adi anlamda türevlerdir. E¼ger 0 < < (�) < 1 ise, bu

durumda

(D�
a+f) (x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

f (t)

(x� t)��[<(�)]
dt; (0 < < (�) < 1; x > �)

(25)

ve

(D�
b�f) (x) = �

1

� (1� �)
d

dx

bZ
x

f (t)

(t� x)��[<(�)]
dt; (0 < < (�) < 1;x < b)

(26)

d¬r. � 2 R+ iken, (22) ve (23) ifadeleri aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir:

(D�
a+f) (x) =

1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

f (t)

(x� t)��n+1
dt; (n 2 [�] + 1;x > a)

(27)
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ve

(D�
b�f) (x) =

1

� (n� �)

�
� d

dx

�n bZ
x

f (t)

(t� x)��n+1
dt; (n 2 [�] + 1;x < b)

(28)

oldu¼gundan, (25) ve (26) verildi¼ginden,

(D�
a+f) (x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt; (0 < � < 1;x > a) (29)

ve

(D�
b�f) (x) = �

1

� (1� �)
d

dx

bZ
x

f (t)

(t� x)�dt (0 < � < 1;x < b) (30)

olarak yaz¬labilir.

< (�) = 0 (� 6= 0) ise, (22) ve (23) ifadelerindeki kesirli türevlerin yal-

n¬zca sanal k¬sm¬sa¼glan¬l¬r:

�
Di�
a+f
�
(x) =

1

� (1� i�)
d

dx

xZ
a

f (t)

(x� t)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x > a) (31)

ve

�
Di�
b�f
�
(x) = � 1

� (1� i�)
d

dx

bZ
x

f (t)

(t� x)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x < b) (32)

Benzer şekilde; (x� a)��1 ve (b� x)��1 kuvvet fonksiyonlar¬n¬n (18) ;

(22) Riemann-Liouville kesirli integral ve (19) ; (23) Riemann-Liouville ke-

sirli türev operatörleri kolayca gösterilebilir. Bunun için aşa¼g¬daki özelli¼gi

verelim:

Özellik 3.2.1. < (�) � 0 ve � 2 C (< (�) > 0) ise,�
J�a+ (t� a)

��1
�
(x) =

� (�)

� (� + �)
(x� a)�+��1 (< (�) > 0) ; (33)

�
D�
a+ (t� a)

��1
�
(x) =

� (�)

� (� � �) (x� a)
����1 (< (�) � 0) ; (34)�

J�b� (b� x)
��1
�
(x) =

� (�)

� (� + �)
(b� x)�+��1 (< (�) > 0) ; (35)
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ve �
D�
b� (b� x)

��1
�
(x) =

� (�)

� (� � �) (b� x)
����1 (< (�) � 0) (36)

d¬r. (33) ve (34) eşitliklerinin ispat¬n¬aşa¼g¬da verelim: Bu durumda, t =

a+ (x� a)� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

�
J�a+ (t� a)

��1
�
(x) =

1

� (�)

xZ
a

(t� a)��1 (x� a)��1 dt

=
1

� (�)

1Z
0

(x� a)��1 ���1 (x� a� (x� a)�)��1 (x� a) d�

=
(x� a)�+��1

� (�)

1Z
0

���1 (1� �)��1 d�

=
(x� a)�+��1

� (�)
� (�; �)

=
(x� a)�+��1

� (�)

� (�) � (�)

� (�+ �)

= (x� a)�+��1 � (�)

� (�+ �)

ve�
D�
a+ (t� a)

��1
�
(x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

(t� a)��1 (x� t)�� dt

=
1

� (1� �)
d

dx

1Z
0

(x� a)��1 ���1 (x� a)�� (1� �)�� (x� a) d�

=
1

� (1� �)
d

dx

0@(x� a)��� 1Z
0

���1 (1� �)�a d�

1A
=

1

� (1� �) (� � �) (x� a)
����1 � (�; 1� �)

=
1

� (1� �) (� � �) (x� a)
����1 � (�) � (1� �)

� (� � �+ 1)

= (� � �) (x� a)����1 � (�) � (1� �)
(� � �) � (� � �)

= (x� a)����1 � (�)

� (� � �)
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olarak elde edilir.

Özel olarak, � = 1 ve < (�) � 0 al¬n¬rsa, bu durumda Riemann-Liouville

kesirli türevleri sabittir. Genel olarak s¬f¬ra eşit de¼gildir.

(D�
a+1) (x) =

(x� a)��

� (1� �) ; (D
�
b�1) (x) =

(b� x)��

� (1� �) ; (0 < < (�) < 1) (37)

d¬r. Di¼ger yandan j = 1; 2,...,[< (�) + 1], için�
D�
a+ (t� a)

��j
�
(x) = 0;

�
D�
b� (b� t)

��j
�
(x) = 0 (38)

d¬r. (35) ve (36) eşitliklerinde benzer olarak yap¬labilir.

Lemma 3.2.1.

a. J�a+ ve J
�
b� kesirli integral operatörleri< (�) > 0 için Lp (a; b) (1 � p � 1)

üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. Yani,

kJ�a+fkp � K kfkp ; kJ
�
b�fkp � K kfkp

 
K =

(b� a)<(�)

< (�) j� (�)j

!
(39)

d¬r.

b. 0 < � < 1 ve 1 < p < 1
�
ise q = p

(1��p) olmak üzere J
�
a+ ve J

�
b�

operatörleri Lp (a; b) den Lq (a; b) ye s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat.

a. Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

jJ�a+f (x)j �
1

j� (�)j

xZ
a

(x� t)��1 jf (t)j dt

� 1

j� (�)j

0@ xZ
a

jf (x)jp dt

1A 1
p
0@ xZ
a

(x� t)q(��1) dt

1A 1
q

=
kfkp
j� (�)j

 
(x� a)q(��1)+1

q(��1)+1

! 1
q

=
kfkp
� (�)

(x� a)��1+
1
q

(q (�� 1) + 1)
1
q
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olarak yaz¬l¬r. Buradan da,

kJ�a+f (x)kp �

0@ bZ
a

kfkpp
j� (�)jp

(x� a)�p�1

(q (�� 1) + 1)
p
q

dx

1A
1
p

=
kfkp
j� (�)j

1

(q (�� 1) + 1)
1
q

0@ bZ
a

(x� a)�p�1 dx

1A
1
p

= K kfkp

elde edilir.

b. J�a+f kesirli integrali 1 � p < 1
�
ve 1 � r < q = p

1��p için Lp den Lq

ya s¬n¬rl¬oldu¼gunu ispatlamak için, 1 � p < 1
�
olmak üzere Lr den Lp ye

s¬n¬rl¬oldu¼gunu ele alal¬m ve " =
( 1r�

1
q )

2
seçelim. Bu durumda,

jJ�a+f (x)j �
1

j� (�)j

xZ
a

�
(x� t)"�

1
r jf (t)j

p
r

�
(x� t)"�

1

p
0 jf (t)j1�

p
r dt

d¬r. O halde Hölder eşitsizli¼gini kulland¬¼g¬m¬zda

� (�) jJ�a+f (x)j �

0@ xZ
a

�
(x� t)r"�1 jf (t)jp

�1A 1
r

�

0@ xZ
a

jf (t)jp dt

1A 1
p
� 1
r
0@ xZ
a

(x� t)"p
0�1 dt

1A 1

p
0

� K kfk1�
p
r

Lp

0@ xZ
a

�
(x� t)r"�1 jf (t)jp

�1A 1
r

buradan

kJ�a+f (x)kLr � K kfk1�
p
r

Lp

0@ bZ
a

jf (t)jp
bZ
a

jx� tjr"�1 dx

1A
1
r

� K kfk1�
p
r

Lp
kfk

p
r
Lp
= K kfkp :

ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.2. < (�) � 0 ve n = [< (�)] + 1 olsun. f (x) 2 ACn [a; b]

ise D�
a+ ve D

�
b� kesirli türevleri [a; b] üzerinde hemen-hemen her yerde var

25



ve

(D�
a+f) (x) =

n�1X
k=0

f (k) (a)

� (1 + k � �) (x� a)
k�� +

1

� (n� �)

xZ
a

f (n) (t)

(x� t)��n+1
dt

(40)

ve

(D�
b�f) (x) =

n�1X
k=0

(�1)k f (k) (b)
� (1 + k � �) (b� x)

k�� +
(�1)n

� (n� �)

bZ
x

f (n) (t)

(t� x)��n+1
dt

(41)

d¬r.

·Ispat. (41) ifadesi ise herhangi bir g (x) 2 ACn [a; b] fonksiyonu için

� (t) = g(n) (t) ve dk =
g(k)(b)
k!

olmak üzere,

g (x) =
(�1)n

(n� 1)!

bZ
x

(t� x)n�1 � (t) dt+
n�1X
k=0

dk (�1)k (b� x)k (42)

yaz¬l¬r.

Sonuç 3.2.1. E¼ger 0 � < (�) < 1 (� 6= 0) ve f (x) 2 AC [a; b] ise

(D�
a+f) (x) =

1

� (1� �)

24 f (a)

(x� a)� +
xZ
a

f
0
(t)

(x� t)�dt

35 (43)

ve

(D�
b�f) (x) =

1

� (1� �)

24 f (b)

(b� x)� +
bZ
x

f
0
(t)

(t� x)�dt

35 (44)

d¬r.

J�a+ ve J
�
b� kesirli integral operatörlerinin yar¬grup özelli¼gini aşa¼g¬daki

Lemma ile verelim.

Lemma 3.2.3. < (�) > 0 ve < (�) > 0 ise f (x) 2 Lp (a; b) (1 � p � 1)

ve her x 2 (a; b) için�
Jaa+J

�
a+f
�
(x) =

�
J�+�a+ f

�
(x) ve

�
J�b�J

�
b�f
�
(x) =

�
J�+�b� f

�
(x) (45)

d¬r.
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·Ispat.

�
Jaa+J

�
a+f
�
(x) =

1

� (�) � (�)

xZ
a

(x� t)��1 dt
tZ

a

(t� �)��1 f (�) d� , �+� � 1

yaz¬l¬r. Burada, yukar¬daki eşitlikte Dirichlet s¬n¬r de¼gi̧sim şartlar¬uygu-

lan¬p t = � + s (x� �) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi uygulan¬rsa,

�
Jaa+J

�
a+f
�
(x) =

1

� (�) � (�)

xZ
a

d�

xZ
�

(x� t)��1 (t� �)��1 f (�) dt

=
1

� (�) � (�)

xZ
a

f (�) d�

1Z
0

(x� �)��1 (1� s)��1 s��1 (x� �)��1 (x� �) ds

=
1

� (�) � (�)

xZ
a

(x� �)�+��1 f (�) d�
1Z
0

s��1 (1� s)��1 ds

=
� (�; �)

� (�) � (�)

xZ
a

(x� �)�+��1 f (�) d�

=

�(�)�(�)
�(�+�)

� (�) � (�)

xZ
a

(x� �)�+��1 f (�) d� =
�
Ja+�a+ f

�
(x)

elde edilir.
�
Jab�J

�
b�f
�
(x) ifadeside yukar¬daki şekilde ispat edilir.

E¼ger �+� > 1 ise (45) ifadesi [a; b] nin herhangi bir noktas¬nda sa¼glan¬r.

Aşa¼g¬daki Lemma kesirli türevlerin kesirli integrallerin soldan tersi olarak

ifade edilebilece¼gini gösterir.

Lemma 3.2.4. < (�) > 0 ve f (x) 2 Lp (a; b) (1 � p � 1) ise hemen-

hemen her x 2 [a; b] için,

(D�
a+J

�
a+f) (x) = f (x) ve (D

�
b�J

�
b�f) (x) = f (x) (< (�) > 0) (46)

d¬r.

·Ispat.

(Da
a+J

�
a+f) (x) =

1

� (�) � (n� �)
dn

dxn

xZ
a

(x� t)n���1 dt
tZ

a

(t� s)��1 f (s) ds
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yaz¬l¬r. Burada, yukar¬daki eşitlikte Dirichlet s¬n¬r de¼gi̧sim şartlar¬uygu-

lan¬p t = s+ � (x� s) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi uygulan¬rsa,

(Da
a+J

�
a+f) (x) =

1

� (�) � (n� �)
dn

dxn

24 xZ
a

f (s) ds

xZ
s

(x� s)n���1 (1� �)n���1 ���1 (x� s)��1 (x� s) d�

35
=

� (�; n� �)
� (�) � (n� �)

dn

dxn

xZ
a

(x� s)n�1 f (s) ds

=
1

� (n)

dn

dxn

xZ
a

(x� s)n�1 f (s) ds

elde edilir. (11) ifadesini yukar¬daki eşitli¼ge uygulad¬¼g¬m¬zda ispat tamam-

lanm¬̧s olur.
�
D�
b�J

�
b�f
�
(x) ifadesi de benzer şekilde ispatlan¬r.

Özellik 3.2.2 . < (�) > < (�) > 0 ise, f (x) 2 Lp (a; b) (1 � p � 1) ve

her x 2 [a; b] için�
D�
a+J

�
a+f
�
(x) = J���a+ f (x) ve

�
D�
b�J

�
b�f
�
(x) = (�1)k J��kb� f (x) (47)

d¬r.

Özel olarak, � = k 2 N ve < (�) > k ald¬¼g¬m¬zda,

�
DkJ�a+f

�
(x) = J��ka+ f (x) ve

�
DkJ�b�f

�
(x) = (�1)k J��kb� f (x) (48)

olur.

·Ispat.

�
D�
a+J

�
a+f
�
(x) =

1

� (�) � (n� �)
dn

dxn

xZ
a

(x� t)n���1 dt
tZ

a

(t� s)��1 f (s) ds

yaz¬l¬r. Burada, yukar¬daki eşitlikte Dirichlet s¬n¬r de¼gi̧sim şartlar¬uygu-
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lan¬p t = s+ � (x� s) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi uygulan¬rsa,

�
D�
a+J

�
a+f
�
(x) =

1

� (�) � (n� �)
dn

dxn

24 xZ
a

f (s) ds

xZ
s

(x� s)n���1 (1� �)n���1 ���1 (x� s)��1 (x� s) ds

35
=

1

� (�) � (n� �)
dn

dxn

xZ
a

(x� s)n+����1 f (s) ds
1Z
0

���1 (1� �)n���1 d�

=
� (�; n� �)
� (�) � (n� �)

dn

dxn

xZ
a

(x� s)n+����1 f (s) ds

=
1

� (n+ �� �)
dn

dxn

xZ
a

(x� s)n+����1 f (s) ds

=
1

� (�� �)

xZ
a

(x� s)����1 f (s) ds =
�
J���a+ f

�
(x)

ispat tamamlan¬r.

Özellik 3.2.3 . m 2 N ve D = d
dx
için < (�) � 0 olsun.

a.
�
D�
a+f
�
(x) ve

�
D�+m
a+ f

�
(x) kesirli türevleri varsa,

(DmD�
a+f) (x) =

�
D�+m
a+ f

�
(x) (49)

elde edilir.

b.
�
D�
b�f
�
(x) ve

�
D�+m
b� f

�
(x) kesirli türevleri varsa,

(DmD�
b�f) (x) = (�1)

m �D�+m
b� f

�
(x) (50)

elde edilir.

Özellik 3.2.4 . � > 0; � > 0 için n � 1 � � � n; m � 1 < � � m ve

�+ � < n (n;m 2 N) olmak üzere f 2 L1 (a; b) ve fm��ACm ([a; b]) vard¬r.

Bu durumda,�
D�
a+D

�
a+f
�
(x) =

�
D�+�
a+ f

�
(x)�

mX
j=1

�
D��j
a+ f

� �
a+
� (x� a)�j��
� (1� j � �) (51)
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elde edilir.

·Ispat. n > �+ � için (22) ve (45) de yar¬grup özelli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda,�
D�
a+D

�
a+f
�
(x) =

�
d

dx

�n �
Jn��a+ D�

a+f
�
(x) =

�
d

dx

�n �
Jn����a+

h
J�a+D

�
a+f
i�
(x)

(52)

elde ederiz.

f 2 L1 (a; b) ve fm�� 2 ACm ([a; b]) için Lemma 3:2:4 de � yerine �

yazd¬¼g¬m¬zda,

�
J�a+D

�
a+f
�
(t) = f (t)�

mX
j=1

�
Jm��a+ f

�(m�j)
(a+)

� (� � j + 1) (x� a)��j (53)

elde ederiz. (53) eşitli¼ginde (22) e göre
��
Jm��a+ f

�(m�j)�
(x) =

�
D��j
a+ f

�
(x)

eşitli¼gini (53) de yerleştirdi¼gimizde (51) i elde ederiz.

3.3 YARI DÜZLEMÜZER·INDER·IEMANN-L·IOUV·ILLE

KES·IRL·I ·INTEGRALLERVEKES·IRL·I TÜREVLER

Bu bölümde yar¬ düzlem üzerinde Liouville kesirli integrallerin ve kesirli

türevlerin tan¬mlar¬n¬ve baz¬özelliklerini verece¼giz. Reel eksenin bir s¬n¬rl¬

aral¬¼g¬üzerinde (18), (19) Riemann-Liouville kesirli integralleri ve (22) ; (23)

Riemann-Liouville kesirli türevleri reel eksenin pozitif bölgesindedir. (18)

ve (19) kesirli integralleri aşa¼g¬daki formlar¬sa¼glar:

(J�0+f) (x) :=
1

� (�)

xZ
0

f (t)

(x� t)1��
dt (x > 0;< (�) > 0) (54)

ve �
J��f

�
(x) :=

1

� (�)

1Z
x

f (t)

(t� x)1��
dt (x > 0;< (�) > 0) (55)

n = [< (�)] + 1; < (�) � 0; x > 0 için (22) ve (23) kesirli integrallerinden

yararlan¬larak,

(D�
0+f) (x) :=

�
d

dx

�n �
In��0+ f

�
(x) =

1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
0

f (t)

(x� t)��n+1
dt

(56)
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ve

�
D�
�f
�
(x) :=

�
� d

dx

�n �
In��� f

�
(x) =

1

� (n� �)

�
� d

dx

�n 1Z
x

f (t)

(t� x)��n+1
dt

(57)

formlar¬verilebilir.

(54) de J�0+f; (55) de J
�
�f , (56) de D

�
0+f , ve (57) de D

�
�f , ifadeleri için

reel eksen üzerinde sa¼g ve sol de¼gerli Riemann-Liouville kesirli integralleri

ve kesirli türevleri vard¬r. � = n 2 N0 için ve f (x) in n inci mertebeden

türevini ald¬¼g¬m¬zda f (n) (x);�
D0
+f
�
(x) =

�
D0
�f
�
(x) = f (x) ;

�
Dn
+f
�
(x) = f (n) (x) (58)

�
Dn
�f
�
(x) = (�1)n f (n) (x) (n 2 N)

elde edilir.

0 < < (�) < 1 ve x > 0 ise

(D�
0+f) (x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
0

f (t)

(x� t)��[<(�)]
dt (59)

ve �
D�
�f
�
(x) = � 1

� (1� �)
d

dx

1Z
x

f (t)

(t� x)��[<(�)]
dt (60)

d¬r.

< (�) = 0 (� 6= 0) ise (59) ve (60) de Riemann-Liouville kesirli türev-

lerinde � yerine sanal k¬sm¬ald¬¼g¬m¬zda,

�
Di�
0+f
�
(x) =

1

� (1� i�)
d

dx

xZ
0

f (t)

(x� t)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x > 0) (61)

ve

�
Di�
�f
�
(x) = � 1

� (1� i�)
d

dx

1Z
x

f (t)

(t� x)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x > 0) (62)

formlar¬elde edilir.
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J�0+ ve D
�
0+ Liouville kesirli operatörleri � = 0 için (33) ve (34) eşitlikleri

sa¼glan¬r. J�� ve D
�
� Liouville kesirli operatörlerinde a n¬n yerine x

��1 kuvvet

fonksiyonu ve e��x üstel fonksiyonu ald¬¼g¬m¬zda ayn¬eşitlik sa¼glan¬r.

Özellik 3.3. < (�) � 0 olsun.

a. < (�) > 0 ise�
J�0+t

��1� (x) = � (�)

� (� + �)
x�+��1 (< (�) > 0;< (�) > 0) (63)

�
D�
0+t

��1� (x) = � (�)

� (� � �)x
����1 (< (�) � 0;< (�) > 0) (64)

b. � 2 C ise�
J��t

��1� (x) = � (1� �� �)
� (1� �) x�+��1 (< (�) > 0;< (�+ �) < 1) (65)

�
D�
�t
��1� (x) = � (1 + �� �)

� (1� �) x����1 (< (�) � 0;< (�+ � � [< (�)]) < 1)

(66)

d¬r.

c. < (�) > 0 ise

0 < � < 1 ve 1 � p < 1
�
oldu¼gunda, f (x) 2 Lp (R+) fonksiyonu için

J�0+f ve J
�
�f integralleri�

J��e
��t� (x) = ���e��x (< (�) > 0) (67)�

D�
�e

��t� (x) = ��e��x (< (�) � 0) (68)

tan¬mlan¬r.

·Ispat. (33) ve (34) da a = 0 için (63) ve (64) formülleri sa¼glan¬r. (57)

ve (65) ifadelerini kullanarak, � yerine n� � ald¬¼g¬m¬zda (n = [< (�)] + 1)

�
D�
�t
��1� (x) =

�
� d

dx

�n �
Jn��� t��1

�
(x) (69)

=

�
� d

dx

�n �
� (1� n+ �� �)

� (1� �) x�+n���1
�

= (�1)n � (1� n+ �� �)
� (1� �)

� (� + n� �)
� (� � �) x����1
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elde edilir.

� (1� n+ �� �) � (� + n� �) = �

sin [(� � �+ n)�] =
(�1)n �

sin [(� � �)�]
(70)

ve

1

� (� � �) =
� (1 + �� �)

� (� � �) � (1 + �� �) =
� (1 + �� �) sin [(� � �)�]

�
(71)

eşitlikleri vard¬r.

Lemma 3.3. (Hardy-Littlewood teoremi). 1 � p � 1, 1 � q � 1

ve � > 0 olsun. J�o+ ve J
�
� operatörleri Lp (R+) dan Lq (R+) ya s¬n¬rl¬d¬r.

Yani,

0 < � < 1; 1 < p <
1

�
ve q =

p

1� �p (72)

d¬r.

·Ispat. Lemma 3:2:1 (b) ş¬kk¬nda ispat verilmi̧stir.

3.4 REEL EKSENÜZER·INDER·IEMANN-L·IOUV·ILLE

KES·IRL·I ·INTEGRALLERVEKES·IRL·I TÜREVLER

Bu k¬s¬mda R = (�1;1) ekseni üzerinde Riemann-Liouville kesirli inte-

gralleri ve kesirli türevlerin baz¬özelliklerini ve tan¬mlar¬n¬verece¼giz. Riemann-

Liouville kesirli integralleri ve kesirli türevleri R üzerinde b�ol�um 3:2 ye ben-

zer şekilde tan¬mlan¬r. x 2 R ve < (�) > 0 için

�
J�+f

�
(x) :=

1

� (�)

xZ
�1

f (t)

(x� t)1��
dt (73)

ve �
J��f

�
(x) :=

1

� (�)

1Z
x

f (t)

(t� x)1��
dt (74)

d¬r. n 2 [< (�)] + 1, < (�) � 0 ve x 2 R için,

�
D�
+f
�
(x) :=

�
d

dx

�n �
Jn��+ f

�
(x) =

1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
�1

f (t)

(x� t)��n+1
dt

(75)
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ve

�
D�
+f
�
(x) :=

�
d

dx

�n �
Jn��+ f

�
(x) =

1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
�1

f (t)

(x� t)��n+1
dt

(76)

d¬r.

(73), (74) deki J�+f ve J
�
�f için ve (75) ; (76) deki D

�
+f ve D

�
�f R ekseni

üzerinde Riemann-Liouville sa¼g ve sol de¼gerli kesirli integralleri ve kesirli

türevleri de R ekseni üzerindedir. Özellikle, � = n 2 N0 oldu¼gunda y (x) in

n: mertebeden türevini ald¬¼g¬m¬zda, bu durumda,�
D0
+f
�
(x) =

�
D0
�f
�
(x) = f (x) ; (77)

�
Dn
+f
�
(x) = f (n) (x) ;

�
Dn
�f
�
(x) = (�1)n f (n) (x) (n 2 N)

elde edilir.

0 < < (�) < 1 ve x 2 R ise

�
D�
+f
�
(x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
�1

f (t)

(x� t)��[<(�)]
dt (78)

ve

�
D�
�f
�
(x) = � 1

� (1� �)
d

dx

1Z
x

f (t)

(t� x)��[<(�)]
dt (79)

d¬r.

< (�) = 0 (� 6= 0) oldu¼gunda (78) ve (79) Riemann-Liouville kesirli

türevlerin sanal k¬sm¬n¬ald¬¼g¬m¬zda,

�
Di�
+f
�
(x) =

1

� (1� i�)
d

dx

xZ
�1

f (t)

(x� t)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x 2 R) (80)

ve

�
Di�
�f
�
(x) = � 1

� (1� i�)
d

dx

1Z
x

f (t)

(t� x)i�
dt (� 2 Rn f0g ;x 2 R) (81)
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�Ozellik 3:3: (b) ye benzer olarak, J�+ ve D
�
+ Riemann-Liouville kesirli

operatörlerinde fonksiyon olarak e�x üstel fonksiyonunu ald¬¼g¬m¬zda eşitlik

sa¼glan¬r.

Özellik 3.4.1. < (�) > 0 olsun.

0 < � < 1, 1 � p < 1
�
için J�+f ve J

�
�f integralleri f (x) 2 Lp (R)

fonksiyonu için vard¬r. Bu durumda,

a. < (�) � 0 ise �
J�+e

�t
�
(x) = ���e�x (82)

b. < (�) � 0 ise �
D�
+e

�t
�
(x) = ��e�x (83)

d¬r.

Lemma 3.4.1. 1 � p � 1, 1 � q � 1 ve � > 0 olsun. (67) ifadesinin

sa¼glanmas¬ için gerek ve yeter şart J�+ ve J
�
� operatörlerinin Lp (R) den

Lq (R+) ya s¬n¬rl¬olmas¬d¬r.

R ile sonsuz aral¬¼g¬n birleşimi R olsun. Yani, R = R[ f1g d¬r. Burada

Lp;w (1 � p <1) uzay¬nda f (x) fonksiyonunun normunun R üzerinde üstel

olarak nas¬l ifade edildi¼gini aşa¼g¬da gösterece¼giz. 1 � p <1 ve w 2 R için,

Lp;w (R) :=

8><>:f : kfkp;w =
0@ 1Z
�1

e�wt jf (t)jp dt

1A 1
p

<1

9>=>; (84)

tan¬mlan¬r. L1;w = Cw uzay¬nda e�wxf (x) 2 C (R) için f (x) fonksiy-

onunun normunu ald¬¼g¬m¬zda,

L1;w (R) = Cw (R) :=
�
f : kfkw = max

t2R
e�wt jf (t)j <1

�
(85)

d¬r.

(84) ve (85) uzaylar¬J�+ ve J
�
� Riemann-Liouville kesirli integrallerine

göre de¼gi̧smeyendir.

Lemma 3.4.2. 1 � p � 1, � > 0 ve w > 0 olsun. Bu durumda,
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a. J�+ operatörü Lp;w uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Yani,J�+fp;w 5 k kfkp;w ; k = � pw�� (1 � p <1) , k = w� (p =1) (86)

d¬r.

b. J�� operatörü Lp;�w uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Yani,J��fp;�w 5 k kfkp;w ; k = � p

jwj

��
(1 � p <1) , k = jwj� (p =1)

(87)

d¬r.

Lemma 3.4.3. � > 0; � > 0; p = 1 ve �+ � > 1
p
olsun. f (x) 2 Lp (R)

ise bu durumda,�
J�+J

�
+f
�
(x) =

�
J�+�+ f

�
(x) ve

�
J��J

�
�f
�
(x) =

�
J�+�� f

�
(x) (88)

d¬r.�
D�
+y
�
(x) ve

�
D�
�y
�
(x) Riemann-Liouville kesirli türevlerindeki f (x)

fonksiyonu iyi fonksiyondur. Örne¼gin, f (x) fonksiyonu C10 (R) uzay¬nda R

ile karmaş¬k say¬lar üzerinde sonsuz türevlenebilen fonksiyondur.

Lemma 3.4.4. � > 0 ise f (x) iyi fonksiyonu için�
D�
+J

�
+f
�
(x) = f (x) ve

�
D�
�J

�
�f
�
(x) = f (x) (89)

do¼grudur. Özellikle f (x) 2 L1 (R) için bu formüller sa¼glan¬r.

Özellik 3.4.2 . � > � > 0 ise iyi f (x) fonksiyonu için�
D�
+J

�
+f
�
(x) =

�
J���o+ f

�
(x) ve

�
D�
�J

�
�f
�
(x) =

�
J���� f

�
(x) (90)

formülleri sa¼glan¬r. Özellikle f (x) 2 L1 (R) için sa¼glan¬r. Dahas¬� = k 2 N

ve < (�) > k oldu¼gunda,

�
DkJ�+f

�
(x) =

�
J��k+ f

�
(x) ve

�
DkJ��f

�
(x) = (�1)k

�
J��k� f

�
(x) (91)

d¬r.
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4 BULGULAR VE TARTIŞMA

Konveks fonksiyonlar teorisinde büyük bir yere sahip olan Hermite-Hadamard

eşitsizli¼gi ilk olarak C. Hermite ve J. Hadamard taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra bir çok matematikçinin de ilgisini çekmi̧s olan bu eşitsizli¼gi

aşa¼g¬daki şekilde verelim.

a < b için a; b 2 I ve I 2 R için f : I ! R konveks fonksiyonu olsun. O

halde,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f (a) + f (b)

2
(92)

d¬r. Dragomir ve Agarwal (92) de verilen eşitsizli¼gin sa¼g k¬sm¬n¬ ile ilgili

baz¬kestirimler elde etmi̧slerdir bunun için de ilk olarak aşa¼g¬daki Lemmay¬

ispatlam¬̧st¬r.

Lemma 4.1. f : I� � R ! R diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve

a < b, a; b 2 I olsun. f 0 2 L [a; b] ise aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx =
b� a
2

Z 1

0

(1�2t)f 0(ta+(1� t)b)dt: (93)

Teorem 4.1. f : I� � R ! R diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve

a < b, a; b 2 I olsun.
��f 0�� ; [a; b] üzerinde konveks fonksiyon ise aşa¼g¬daki

eşitsizlik sa¼glan¬r:����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � (b� a)
8

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) (94)

4.1 KES·IRL·I ·INTEGRALLER ·IÇ·INHERM·ITE-HADAMARD

EŞ·ITS·IZL·IKLER·I

Kesirli integral eşitsizlikleri ile ilgili son zamanlarda yap¬lm¬̧s olan çal¬̧s-

malar ile ilgili detayl¬bilgiçle yukardaki bölümlerde aç¬klanm¬̧s olup bu konu

ile ilgili olarakta daha detayl¬bilgi için kaynaklar k¬sm¬nda ki referanslara

bak¬labilir. Bu bölümdeki amac¬m¬z Riemann-Liouville kesirli integralleri

ve di¼ger integral eşitsizliklerini kullanarak Hermite-Hadamard eşitsizlikleri

için uygun kesirli integraller elde etmektir.
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·Ilk olarak Hermite-Hadamard eşitsizliklerini aşa¼g¬daki şekilde kesirli in-

tegraller için verelim:

Teorem 4.2. f : [a; b] ! R positif fonksiyon ve 0 � a < b için

f 2 L1 [a; b] olsun. f; [a; b] üzerinde konveks fonksiyon ise aşa¼g¬daki eşitsizlik

kesirli integraller için sa¼glan¬r:

f

�
a+ b

2

�
� �(�+ 1)

2 (b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

�
� f (a) + f (b)

2
; (� > 0):

(95)

·Ispat. f , [a; b] üzerinde konveks fonksiyon ise x; y 2 [a; b] ile � = 1
2
için

f

�
x+ y

2

�
� f (x) + f (y)

2
(96)

ve x = ta+ (1� t)b; y = (1� t)a+ tb; için

2f

�
a+ b

2

�
� f (ta+ (1� t)b) + f ((1� t)a+ tb) (97)

d¬r. (97) eşitsizli¼ginin her iki yan¬n¬t��1 ile çarp¬p [0; 1] aral¬¼g¬nda t ye göre

integre etti¼gimizde,

2

�
f

�
a+ b

2

�

�
Z 1

0

t��1f (ta+ (1� t)b) dt+
Z 1

0

t��1f ((1� t)a+ tb) dt

=

Z a

b

�
b� u
b� a

���1
f(u)

du

a� b +
Z b

a

�
v � a
b� a

���1
f(v)

dv

b� a

=
�(�)

(b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

�
olarak bulunur. Buradan da

f

�
a+ b

2

�
� �(�+ 1)

2 (b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

�
elde ederiz. (97) eşitsizli¼ginin ispat¬ndan yararlan¬larak f konveks fonksiyon

ise � 2 [0; 1] için,

f (ta+ (1� t)b) � tf(a) + (1� t)f(b)
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ve

f ((1� t)a+ tb) � (1� t)f(a) + tf(b):

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizlikleri toplad¬¼g¬m¬zda,

f (ta+ (1� t)b) + f ((1� t)a+ tb) (98)

� tf(a) + (1� t)f(b) + (1� t)f(a) + tf(b):

elde ederiz. (98) eşitsizli¼ginin her iki yan¬n¬t��1 ile çarp¬p [0; 1] aral¬¼g¬nda

t ye göre integre etti¼gimizde,Z 1

0

t��1f (ta+ (1� t)b) dt+
Z 1

0

t��1f ((1� t)a+ tb) dt

� [f(a) + f(b)]

Z 1

0

t��1dt

olarak yaz¬l¬r. Böylece,

�(�)

(b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a))

�
� f(a) + f(b)

�

elde ederiz.

Hat¬rlatma 4.1. Teorem 4:2 deki (95) eşitsizli¼ginde � = 1 ald¬¼g¬m¬zda,

(92) eşitsizli¼gi olan Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi elde edilir.

Lemma 4.2. f : [a; b] ! R, a < b için (a; b) üzerinde diferansiyel-

lenebilir olsun. f
0 2 L [a; b] ise kesirli integraller için aşa¼g¬daki eşitlik

sa¼glan¬r:

f(a) + f(b)

2
� �(�+ 1)

2 (b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

�
(99)

=
b� a
2

Z 1

0

[(1� t)� � t�] f 0 (ta+ (1� t)b) dt:

·Ispat .
R 1
0
[(1� t)� � t�] f 0 (ta+ (1� t)b) dt integralini hesaplamam¬z
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yeterli olacakt¬r. Bunun için

I =

Z 1

0

[(1� t)� � t�] f 0 (ta+ (1� t)b) dt (100)

=

�Z 1

0

(1� t)� f 0 (ta+ (1� t)b) dt
�
+

�
�
Z 1

0

t�f 0 (ta+ (1� t)b) dt
�

= I1 + I2

olarak yazal¬m. I1 ve I2 yi ayr¬ayr¬k¬smi integrasyon yöntemiyle integre

etti¼gimizde,

I1 =

Z 1

0

(1� t)� f 0 (ta+ (1� t)b) dt (101)

= (1� t)� f (ta+ (1� t)b)
a� b

����1
0

+

Z 1

0

� (1� t)� f (ta+ (1� t)b)
a� b dt

=
f(b)

b� a �
�

b� a

Z a

b

�
a� x
a� b

���1
f(x)

a� bdx

=
f(b)

b� a �
�(�+ 1)

(b� a)�+1
J�b�f(a)

ve benzer şekilde,

I2 = �
Z 1

0

t�f 0 (ta+ (1� t)b) dt (102)

= �t
�f (ta+ (1� t)b)

a� b

����1
0

+ �

Z 1

0

t��1
f (ta+ (1� t)b)

a� b dt

=
f(a)

b� a �
�

b� a

Z a

b

�
b� x
b� a

���1
f(x)

a� bdx

=
f(a)

b� a �
�(�+ 1)

(b� a)�+1
J�a+f(b)

elde edilir. (101) ve (102) eşitliklerinden (101) yani,

I =
f(a) + f(b)

b� a � �(�+ 1)

(b� a)�+1
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

�
:
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elde edilir. Yukar¬daki eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ b�a2 ile çarpt¬¼g¬m¬zda teorem

ispatlan¬r.

Hat¬rlatma 4.2. Lemma 4:2 deki (99) eşitli¼ginde � = 1 ald¬¼g¬m¬zda

Lemma 4:1 deki (93) eşitli¼gi elde edilir.

Yukar¬daki Lemma y¬kullanarak aşa¼g¬daki integral eşitsizli¼gini elde ede-

ce¼giz.

Teorem 4.3. f : [a; b] ! R, a < b için (a; b) üzerinde diferansiyel-

lenebilir olsun.
��f 0�� ; [a; b] üzerinde konveks fonksiyon ise kesirli integraller

için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:����f(a) + f(b)2
� �(�+ 1)

2 (b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

����� (103)

� b� a
2 (�+ 1)

�
1� 1

2�

�
[f 0(a) + f 0(b)] :

·Ispat. Lemma 4:2 ve
��f 0�� konveksli¼gini kullanarak,����f(a) + f(b)2
� �(�+ 1)

2 (b� a)�
�
J�a+f(b) + J

�
b�f(a)

����� (104)

� b� a
2

Z 1

0

j(1� t)� � t�j jf 0 (ta+ (1� t)b)j dt

� b� a
2

Z 1

0

j(1� t)� � t�j [t jf 0 (a))j+ (1� t) jf 0 (b))j] dt

=
b� a
2

(Z 1
2

0

[(1� t)� � t�] [t jf 0 (a))j+ (1� t) jf 0 (b))j] dt

+

Z 1

1
2

[t� � (1� t)�] [t jf 0 (a))j+ (1� t) jf 0 (b))j] dt
)

=
b� a
2
(K1 +K2)
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yaz¬l¬r. Buradan da K1 ve K2 yi hesaplad¬¼g¬m¬zda,

K1 = jf 0 (a))j
"Z 1

2

0

t (1� t)� dt�
Z 1

2

0

t�+1dt

#
(105)

+ jf 0 (b))j
"Z 1

2

0

(1� t)�+1dt�
Z 1

2

0

(1� t)t�dt
#

= jf 0 (a))j
"

1

(�+ 1) (�+ 2)
�
�
1
2

��+1
�+ 1

#

+ jf 0 (b))j
"

1

(�+ 2)
�
�
1
2

��+1
�+ 1

#
ve

K2 = jf 0 (a))j
"Z 1

1
2

t�+1dt�
Z 1

1
2

t (1� t)� dt
#

(106)

+ jf 0 (b))j
"Z 1

1
2

(1� t)t�dt�
Z 1

1
2

(1� t)�+1dt
#

= jf 0 (a))j
"

1

(�+ 2)
�
�
1
2

��+1
�+ 1

#

+ jf 0 (b))j
"

1

(�+ 1) (�+ 2)
�
�
1
2

��+1
�+ 1

#

bulunur. (105) ve (106) i toplay¬p (103) de yerleştirdi¼gimizde ispat tamam-

lan¬r.

Hat¬rlatma 4.3. Teorem 4:3 deki (103) eşitsizli¼ginde � = 1 ald¬¼g¬m¬zda

Teorem 4:1 deki (94) eşitsizli¼gi elde edilir.

.
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5 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Lemma 4.2 de elde etmi̧s oldu¼gumuz (99) özdeşli¼gine benzer olarak yeni

özdeşlikler elde edilerek ilk olarak tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz Teorem 4.2 deki

(95) eşitsizli¼gi olan kesirli integralleri çin Hermite-Hadamard tipli yeni eşit-

sizlikler elde edilebilir.
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