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ÖZET 

HEMEN HEMEN ࢌ −KOSİMPLEKTİK YAPILAR 

Mustafa YILDIRIM 
Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Nesip AKTAN 
Mayıs 2012, 43 sayfa 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılarak 
genel bir literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde, gerekli temel kavramlardan söz 
edilmiştir. Üçüncü bölümde, hemen hemen ݂-kosimplektik manifoldlar için eğrilik 
özellikleri verilerek bu tip manifoldların bazı paralel tensör alanlarıyla olan ilişkileri 
incelenmiş ve hemen hemen ݂-kosimplektik manifoldlara iki örnek verilmiştir. Son 
bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 
 

Anahtar sözcükler: Değme manifold, Hemen hemen Kenmotsu manifold, Hemen 
hemen ݂ −kosimplektik manifold 
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ABSTRACT 

ALMOST ࢌ −COSYMPLECTIC MANIFOLDS 

Mustafa YILDIRIM 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan 
May 2012, 43 pages 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction 
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have 
given about the basic concepts needed. In the third chapter, curvature properties of the 
generalized almost ݂-cosymplectic manifolds are given and some relationships with 
some paralel tensor fields are examined and we have given two examples for almost ݂-
coymplectic manifolds. The last chapter is devoted into results and recommondatitons. 
 

Keywords: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost ݂-Cosymplectic 
Manifold 
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EXTENDED ABSTRACT 

 

ALMOST ࢌ −COSYMPLECTIC MANIFOLDS 

Mustafa YILDIRIM 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan 
May 2012, 43 pages 

 
 

1. INTRODUCTION 

The class of almost contact metric manifolds which are called almost Kenmotsu 

manifolds ܯ, were firstly introduced by Kenmotsu. These manifolds appear for the first 

time in (Kenmotsu 1972), where they have been locally classified. Kenmotsu defined a 

structure closely related to the warped product which was characterized by tensor 

equations. 

 

Given an almost Kenmotsu metric structure (߮, ,ߦ ,ߟ ݃), consider the deformed structure 

 

ᇱߟ = ଵ
ఈ
,ߟ ᇱߦ = ,ߦߙ ߮ᇱ = ߮, ݃ᇱ = ଵ

ఈమ
݃, ߙ ≠ 0, ߙ ∈ ℝ  

 

where ߙ is a non-zero real constant. So we get an almost ߙ-Kenmotsu 

structure(߮ᇱ, ᇱߦ , ᇱߟ , ݃ᇱ), This deformation is called a homothetic deformation. It is 

important to note that almost ߙ-Kenmotsu structures are related to some special local 

conformal deformations of almost cosymplectic structures (Vaisman 1980). 

Geometrical properties and examples of almost ߙ-Kenmotsu manifolds are studied in 

(Kim, Pak 2005), (Vaisman 1980), (Kenmotsu, 1972) and (Olszak, 1989). 

The notion of an almost cosymplectic manifold was introduced by Goldberg and Yano 

in 1969, (Goldberg, Yano 1969). The simplest examples of such manifolds are those 

being the products (possibly local) of almost Kaehlerian manifolds and the real line ℝ 

or the circle ܵଵ. 
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In (Kim, Pak 2005) Kim and Pak combined almost ߙ-Kenmotsu and almost 

cosymplectic manifolds into a new class which is called almost ߙ-cosymplectic 

manifolds, where ߙ is a scalar. They studied canonical foliations of an almost                  

 cosymplectic manifold and proved that the canonical foliation ℱ defined by the-ߙ

contact distribution is Riemannian and tangentially almost Kaehler of codimension 1 

and that  ℱ is tangentially Kaehlerian if the manifold ܯ is normal. 

 

In (Boecks 2006), the authors showed that a locally symmetric contact metric space is 

either Sasakian with the constant curvature 1 or locally isometric to the unit tangent 

sphere bundle of an Euclidean space. Following these works, Cho et all investigated the 

 ߬  The tensor field .ܯ parallelity of the torsion tensor ߬ of a contact metric manifold-ߟ

was firstly introduced by Hamilton and Chern. They defined by the torsion tensor field  

߬ for any vector fields ܺ and ܻ on Mas follows: 

 

݃(߬ܺ, ܻ) = ൫ℒక݃൯(ܺ, ܻ) 

 

Cho showed that a non-Sasakian contact metric manifold with the ߟ-parallel torsion 

tensor is a (݇,  .contact manifold-(ߤ

 

 In this paper, we consider a wide subclass of almost contact metric manifolds which is 

called almost ݂-cosymplectic manifold. Firstly, we give the concept of almost               

݂-cosymplectic manifolds and state general curvature properties. We derive several 

important formulas on almost ݂-cosymplectic manifolds. These formulas enable us to 

find the geometrical properties of almost ݂-cosymplectic manifolds with ߟ-parallel 

tensors ℎ and ߮ℎ. We also examine the tensor field ߬ on ܯ. Then we give some 

propositions and theorems on η-parallelity, cyclic parallelity, Codazzi condition and     

 cyclic parallelity. Finally, we give two extensive examples on almost ݂-cosymplectic-ߟ

manifolds. 

 

Keywords: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost ݂-Cosymplectic 

Manifold 

 



1 G·IR·IŞ

Manifold teorisinde hemen hemen de¼gme manifoldlar çok önemli bir yer kaplamak-

tad¬r. (2n + 1)-boyutlu bir (C1) s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir M manifoldunun

tanjant demetlerinin grup yap¬s¬U(n) � 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen

hemen de¼gme manifold denir. ·Ilk olarak, 1959 y¬l¬nda J.Gray tek boyutlu manifold-

lar üzerinde yapt¬¼g¬çal¬̧smada U(n)�1 yap¬sal grubunun bir indirgenmesiyle hemen

hemen de¼gme yap¬lar¬tan¬mlam¬̧st¬r. Buna göre, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen

de¼gme yap¬s¬

'2X = �X + �(X)�; �(�) = 1

denklemlerini sa¼glayan (1; 1)-tipli bir tensör alan¬'; bir vektör alan¬� ve bir 1-form

olan � ile oluşturulan ('; �; �)-üçlüsüyle ifade edilir. Daha sonra 1960 y¬l¬nda Sasaki

('; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬üzerinde

g('X;'Y ) = g(X; Y )� �(X)�(Y )

�(X) = g(X; �)

eşitlikleriyle verilen uygun bir g metri¼gi tan¬mlayarak hemen hemen de¼gme metrik

yap¬y¬tam olarak ifade etmi̧stir. 1961 y¬l¬nda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

de¼gme manifoldlar için normallik şart¬n¬n J kompleks yap¬s¬n¬n (J2 = �I) integral-

lenebilmesi oldu¼gununu ispatlam¬̧slard¬r.

Hemen hemen de¼gme metrik yap¬ya ba¼gl¬kalarak, (Goldberg ve Yano 1969) kosim-

plektik manifoldu tan¬mlam¬̧slard¬r. Bu tan¬mlamay¬takip eden y¬llarda özellikle

Olszak kosimplektik manifoldlar üzerinde bir çok çal¬̧smaya imza atm¬̧st¬r (Olszak

1981-89). 1972 y¬l¬nda Kenmotsu hemen hemen de¼gme metrik manifoldlar üzerinde

yeni bir karakterizasyon ve s¬n¬�ama ortaya koymuştur. Bu s¬n¬�ama Kenmotsu

manifold olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r (Kenmotsu 1972). 1981 y¬l¬nda Vanhecke hemen

hemen de¼gme yap¬lar¬n¬ele ald¬¼g¬çal¬̧smas¬nda hemen hemen Kenmotsu manifold-

lar¬n¬geni̧sleterek hemen hemen f -Kenmotsu manifoldlar¬tan¬mlam¬̧st¬r (Vanhecke

1981).

(Kim ve Pak 2005) hemen hemen �-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yap¬lar¬n¬

birleştirerek hemen hemen de¼gme metrik manifoldlar¬n geni̧s bir alts¬n¬f¬olan hemen
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hemen �-kosimplektik manifold kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r.

(M;'; �; �; g); (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen �-kosimplektik yap¬s¬

d� = 0; d� = 2�� ^ �

şartlar¬n¬sa¼glar. Burada �; key� bir reel say¬ve �; temel 2-formdur. Özel olarak,

� = 0 durumunda hemen hemen kosimplektik veya � 6= 0 durumunda ise hemen

hemen �-Kenmotsu manifoldlar¬elde edilir. Normallik şart¬alt¬nda ise f -kosimplektik

manifold ya kosimplektik yada �-Kenmotsu manifoldudur.

Yukar¬daki bilgilerin ¬̧s¬¼g¬alt¬nda; Kim ve Pak�¬n hemen hemen �-kosimplektik man-

ifold tan¬m¬nda yer alan key�� reel say¬s¬yerine, M üzerindeki diferensiyellenebilir

fonksiyonlar¬n bir alt halkas¬na ait f 2 R�(M) diferensiyellenebilir fonksiyonu al¬-

narak mevcut yap¬hemen hemen f -kosimplektik manifoldlara geni̧sletilmi̧stir. Yük-

sek lisans tez çal¬̧smam¬zda hemen hemen f -kosimplektik manifoldlar üzerindeki

e¼grilik özelliklerini kullanarak daha genel sonuçlar elde edilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, manifoldlar ve altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlar tan¬t¬lacak-

t¬r. Bu bölümün ilk k¬sm¬nda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir.

·Ilk k¬s¬m iki alt k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Birinci alt k¬s¬mda, Riemann manifold-

lar¬ve baz¬temel özellikleri tan¬t¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci alt k¬s¬mda, hemen hemen de¼gme

metrik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir. ·Ikinci k¬s¬mda, altmanifold-

lar teorisi hakk¬nda temel kavramlar tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, hemen hemen f -kosimplektik manifoldlar ile ilgili genel sonuçlar

elde edilmi̧stir. Özellikle, paralel tensör alanlar¬n¬gözönüne alarak bu tür manifold-

lar¬ayr¬nt¬l¬bir şekilde araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu bölümün ilk k¬sm¬nda; hemen hemen f -

kosimplektik yap¬lar tan¬t¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci k¬s¬mda, baz¬özel tensör alanlar¬n¬n temel

özellikleri verilmi̧stir. Üçüncü k¬s¬mda, Riemann e¼grilik tensörü özellikleri verilmi̧s

ve (Pastore ve Dileo 2007) de de¼ginilen hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ile

ilgili temel özellikler genelleştirilmi̧stir. Buldu¼gumuz sonuçlar özel olarak f = 1

durumunda (Pastore ve Dileo 2007) ile çak¬̧smaktad¬r. Son k¬s¬mda, baz¬paralel

tensör alanlar¬ve h; 'h tensörleri yard¬m¬yla yeni sonuçlara ulaş¬lm¬̧st¬r. Özellikle,

bu k¬s¬mda h tensör alan¬n¬n �-paralellik koşulu önemli yer kaplamaktad¬r.
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2 MATERYAL VE YÖNTEM

Bu bölümde, di¼ger bölümlerde çal¬̧smam¬z için gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmi̧stir.

2.1 R·IEMANN MAN·IFOLDLAR

Bu k¬s¬mda, Riemann manifoldlar¬n temel kavramlar¬tan¬t¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1.1.: M; n-boyutlu bir C1 manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlar¬n¬n

uzay¬�(Mn) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n¬n halkas¬C1(Mn;R) olmak üzere,

g : �(Mn)� �(Mn) �! C1(Mn;R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tan¬ml¬bir g dönüşümüne Mn üzerinde bir Riemann

metrik tensörü ve (Mn; g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

(O�neill 1983).

Mn manifoldunun herhangi iki p ve q noktas¬ için Mn üzerinde bu noktalar¬bir-

leştiren bir e¼gri bulunabiliyorsa Mn ye ba¼glant¬l¬manifold ad¬verilir (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.2. Mn bir C1 manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬

�(Mn) olmak üzere,

r : �(Mn)� �(Mn)
2-lineer�! �(Mn)

(X; Y ) �! r(X; Y ) = rXY

dönüşümü, 8 f; g 2 C1(Mn;R); 8 X; Y; Z 2 �(Mn) için,

(1) rX(Y + Z) = rXY +rXZ;

(2) rfX+gYZ = f rXZ + g rYZ;

(3) rX(f Y ) = f rXY +X(f)Y;

özellikleri sa¼glan¬yorsa r ya Mn üzerinde bir a�n konneksiyon denir (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.3. (Mn; g) bir Riemann manifoldu ve r da Mn üzerinde bir a�n kon-

neksiyon olsun. O zaman, r dönüşümü; 8 X;Y; Z 2 �(Mn) için,

(1) rXY �rYX = [X; Y ] (Konneksiyonun s¬f¬r torsiyon özeli¼gi),
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(2) Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ) (Konneksiyonun metrikle ba¼gdaşma

özeli¼gi),

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa r ya Mn üzerinde s¬f¬r torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu

veya Mn nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.4. (Mn; g) bir Riemann manifoldu ve r daMn üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R : �(Mn)� �(Mn)� �(Mn) �! �(Mn)

R(X;Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z
(2.1)

ile tan¬mlanan (1; 3)-tipli tensör alan¬R ye Mn nin Riemann e¼grilik tensörü denir.

Ayr¬ca, 8 X; Y; Z; V;W 2 �(Mn) olmak üzere, R Riemann e¼grilik tensörü

(1) R(X; Y )Z = �R(Y;X)Z;

(2) g(R(X; Y )V;W ) = �g(R(X; Y )W;V );

(3) R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z;X)Y = 0;

(4) g(R(X; Y )V;W ) = g(R(V;W )X; Y );

özelliklerini sa¼glar (O�neill 1983).

Önerme 2.1.1. (Mn; g) bir Riemann manifold, r da Mn üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E; (1:1)-tipli bir tensör alan¬olsun. O zaman,

(rXE)Y = rXEY � E (rXY )

d¬r (O�neill 1983).

Önerme 2.1.2. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensör alan¬

olmak üzere, her X; Y; Z vektör alanlar¬için,

g((rXF )Y; Z) = g(Y; (rXF )Z)

eşitli¼gi geçerlidir (O�neill 1983).

Önerme 2.1.3. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensör

alan¬olmak üzere, her X; Y; Z vektör alanlar¬için,

g((rXG)Y; Z) = �g(Y; (rXG)Z)

8



d¬r (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.5. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzay¬n¬n iki

boyutlu altuzay¬� ve V;W 2 � vektörleri üzerine kurulan paralel kenar¬n alan¬

g(V; V )g(W;W )� g(V;W )2 6= 0

olsun. O zaman,

K(V;W ) =
g(R(V;W )W;V )

g(V; V )g(W;W )� g(V;W )2

eşitli¼gine � nin kesit e¼grili¼gi denir ve K(�) ile gösterilir (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.6. (Mn; g) bir Riemann manifoldu ve fe1; e2; :::; eng ; lokal ortonormal

vektör alanlar¬olmak üzere,

S : �(Mn)� �(Mn) �! R

(X; Y ) �! S(X; Y ) =
nP
i=1

g(R(ei; X)Y; ei)
(2.2)

şeklinde tan¬ml¬(0; 2)-tipindeki S tensör alan¬na Mn üzerinde Ricci e¼grilik tensörü

denir. Ayr¬ca, (0; 2)-tipli Q Ricci operatörü

S(X; Y ) = g(QX; Y )

eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.7. (Mn; g) bir Riemann manifoldu ve fe1; e2; :::; eng ; lokal ortonormal

vektör alanlar¬olmak üzere,

r =
nX
i=1

S(ei; ei)

de¼gerine Mn nin skalar e¼grili¼gi denir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.8. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. E¼ger Mn nin e¼grilik tensörü

paralel (rR = 0) ise o zaman, Mn ye lokal simetrik uzay denir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.9. (Mn; g) bir Riemann manifoldu veMn üzerinde bir pozitif fonksiyon

� olsun. Bu durumda, g� = �2g eşitli¼gi Mn üzerinde metrik de¼gi̧simini tan¬mlar.

Burada her bir noktadaki iki vektör aras¬ndaki aç¬de¼gi̧smezdir. Bu nedenle, bu

şekilde tan¬mlanan metrik de¼gi̧simine metri¼gin bir konformal de¼gi̧simi denir. E¼ger

� fonksiyonu sabit ise konformal dönüşüm homotetik olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger �
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fonksiyonu özdeş olarak 1 �e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adland¬r¬l¬r.

Ayr¬ca, e¼ger bir g Riemann metri¼gi lokal düzlemsel olan bir g� Riemann metri¼gi ile

konformal olarak ili̧skili ise o zaman,Mn Riemann manifolduna konformal düzlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.10. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin (1; 3)-tipli Weyl

konformal e¼grilik tensör alan¬C, Mn üzerindeki herhangi X; Y; Z vektör alanlar¬

için,

C(X;Y )Z = R(X;Y )Z � 1

n� 2[S(X;Z)Y � S(Y; Z)X + g(X;Z)QY

�g(Y; Z)QX] + r

(n� 1)(n� 2)[g(X;Z)Y � g(Y; Z)X]
(2.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bundan başka, C nin divergensi c olmak üzere (c = divC),

c(X; Y ) = (rXQ)Y � (rYQ)X �
1

2(n� 2) [(rXr)Y � (rY r)X]

d¬r (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin konformal düzlemsel

olmas¬ için gerek ve yeter koşul n > 3 için C = 0 ve n = 3 için c = 0 olmas¬d¬r

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (Mn; g) bir sabit k e¼grili¼gine sahip olan bir Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, Mn üzerindeki herhangi X; Y; Z vektör alanlar¬için,

R(X; Y )Z = k [g(Y; Z)X � g(X;Z)Y ]

d¬r (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.11. k sabit e¼grilikli, tam ve ba¼glant¬l¬manifoldlara uzay form denir.

n-boyutlu bir Mn uzay formu Mn(k) ile gösterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.1.1. (Mn; g) bir sabit k e¼grilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n � 2

için,

Mn(k) =

8>>>><>>>>:
k = 0 ise Mn(k) = En Öklid uzay¬,

k =
1

r2
ise Mn(k) = Sn(r) küresi,

k = � 1
r2

ise Mn(k) = Hn(r) Hiperbolik uzay,

10



d¬r (O�neill 1983).

Tan¬m 2.1.12. Mn bir C1 manifold olmak üzere,

' : R�Mn �!Mn

(t; p) �! 't(P )

dönüşümü

(1) 8 t 2 R için, 't : P �! 't(P ) di¤eomor�zm,

(2) 8 t; s 2 R ve P 2Mn için, 't+s(P ) = 't('s(P ));

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa ' ye Mn nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.13. Mn bir C1 manifold ve Mn üzerindeki bir vektör alan¬X olmak

üzere, X ile gerilmi̧s lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup 't olsun. O zaman, K

bir tensör alan¬ve p 2Mn için,

(LXK)p = lim
t!0

1

t
[Kp � ('tK)p]

şeklinde tan¬mlanan LXK dönüşümüne X yönünde K n¬n Lie türevi denir ve LXK

ile gösterilir (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.1.4.Mn bir C1 manifold veMn üzerindeki birX vektör alan¬yönündeki

Lie türevi için,

(1) LX(Y 
 Z) = (LXY )
 Z + Y 
 (LXZ); (Y; Z herhangi tensör alanlar¬)

(2) LXf = X(f); ( f; K cismi üzerinde bir fonksiyon)

(3) LXV = [X;V ] ; V 2 �(Mn)

özellikleri geçerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.1.14: (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektör alan¬ için,

LXg = 0 ise X vektör alan¬na bir Killing vektör alan¬denir (Yano ve Kon 1984).
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2.2 HEMEN HEMEN DE¼GME MAN·IFOLDLAR

Bu k¬s¬mda, hemen hemen de¼gme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1. M , (2n+1)-boyutlu bir manifold, '; �; � daM2n+1 üzerinde, s¬ras¬yla,

(1; 1)-tipinde bir tensör alan¬, bir vektör alan¬ve 1-form olsunlar. E¼ger '; �; � için,

M2n+1 üzerinde herhangi bir vektör alan¬X olmak üzere,

�(�) = 1

'2X = �X + �(X)�
(2.4)

eşitlikleri sa¼glan¬yorsa o zaman, ('; �; �) üçlüsüneM2n+1 üzerinde bir hemen hemen

de¼gme yap¬ve bu yap¬ile birlikteM2n+1 ye bir hemen hemen de¼gme manifold denir

(Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.2. M2n+1, ('; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬ ile verilsin. M2n+1

üzerinde bir g Riemann metri¼gi

�(X) = g(X; �);

g('X;'Y ) = g(X; Y )� �(X)�(Y )
(2.5)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa g metri¼gineM2n+1 üzerinde hemen hemen de¼gmemetrik, ('; �; �; g)

yap¬s¬na hemen hemen de¼gme metrik yap¬ve ('; �; �; g) yap¬s¬ileM2n+1 ye de hemen

hemen de¼gme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.2.1. M2n+1, ('; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬ile verilsin. Bu

durumda,

g('X; Y ) = �g(X;'Y ) (2.6)

d¬r (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.3. M2n+1 üzerinde bir hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬ ('; �; �; g)

olmak üzere,

�(X;Y ) = g(X;'Y ) (2.7)

şeklinde tan¬ml¬� dönüşümüne hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬n¬n temel 2-formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.4. (Mn; g) bir Riemann manifold ve x1; x2; : : : ; xn Mn nin lokal koordi-

natlar¬olsun. w =
p
jgjdx1 ^ dx2 ^ : : :^ dxn ve g(x) > 0 ise w ye Mn üzerindeki bir
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hacim form denir. Burada dxi, Mn üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve jgj ;

Mn üzerinde metrik tensörün determinant¬d¬r (Spivak 1965).

Tan¬m 2.2.5. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde bir hacim form

mevcut ise Mn ye yönlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonuç 2.2.2: � temel 2-formu ters simetrik ve Tan¬m 2.2.3. yard¬m¬yla � ^�n 6= 0

d¬r. Böylece Tan¬m 2:1:2:5: gere¼gince (Mn; '; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik

manifoldu yönlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tan¬m 2.2.6. Mn bir C1 manifold olsun. E¼ger w 1-form ise, key� X; Y vektör

alanlar¬için,

2dw(X; Y ) = X(w(Y ))� Y (w(X))� w[X; Y ]

d¬r. E¼ger w 2-form ise,

3dw(X; Y; Z) = X(w(Y; Z)) + Y (w(Z; Y )) + Z(w(X; Y ))

�w([X;Y ]; Z)� w([Y; Z]; X)� w([Z;X]; Y )

d¬r (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.2.1. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme metrik manifold ve r

Riemann konneksiyonu olsun. Key�X; Y; Z vektör alanlar¬için,

(i) (rX�)(Y; Z) = g(Y; (rX')Z)

(ii) (rX�)(Y; Z) + (rX�)('Y; 'Z) = �(Z)(rX�)'Y � �(Y )(rX�)'Z

(iii) (rX�)Y = g(Y;rX�) = (rX�)(�; 'Y )

(iv) 2d�(X; Y ) = (rX�)Y � (rY �)X

(v) 3d�(X;Y; Z) = �
X;Y;Z

(rX�)(Y; Z)

eşitlikleri geçerlidir. Burada �
X;Y;Z

, X; Y; Z vektör alanlar¬üzerinden al¬nan devirli

toplam¬göstermektedir.

Ayr¬ca, fXi; 'Xi; �g i = 1; 2; : : : ; n olmak üzere, M2n+1 nin aç¬k bir altcümlesi

üzerinde tan¬mlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, � operatörü

�� = �
nX
i=1

f(rXi�)Xi + (r'Xi�)'Xig
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şeklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tan¬m 2.2.7. Mn bir reel di¤erensiyellenebilir manifold olsun. E¼ger Mn nin her

p noktas¬için J2 = �I olacak şekilde TpM tanjant uzay¬n¬n bir J endomor�zmas¬

mevcut ise, o zaman Mn üzerindeki J tensör alan¬na bir hemen hemen kompleks

yap¬ad¬verilir. Bir J hemen hemen kompleks yap¬s¬ile verilen manifolda bir hemen

hemen kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M üzerinde bir hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬('; �; �; g) ile verilsin. O zaman,

M � R üzerinde herhangi bir vektör alan¬

(X; f
d

dt
)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada X; M manifolduna te¼get bir vektör alan¬; t; R nin bir

koordinat¬ve f; M � R üzerinde bir C1 fonksiyondur.

M üzerinde ('; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme metrik yap¬olsun. Böylece M � R

üzerindeki bir hemen hemen kompleks yap¬

J(X; f
d

dt
) =

�
'X � f:�; �(X) d

dt

�
biçiminde tan¬mlan¬r. Kolayca J2 = �I elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.8. Mn bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere,Mn üzerinde (1; 1)-

tipli bir tensör alan¬F olsun. 8 X; Y 2 �(M) için,

NF (X; Y ) = F
2[X; Y ] + [FX;FY ]� F [FX; Y ]� F [X;FY ]

şeklinde tan¬ml¬NF tensör alan¬na F tensör alan¬na göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir (Yano ve Kon 1984).

J; Mn üzerinde bir hemen hemen kompleks yap¬olsun. Tan¬m 2.2.8 yard¬m¬yla Mn

üzerinde J tensör alan¬na göre Nijenhuis torsiyon tensörü

NJ(X; Y ) = J2[X; Y ] + [JX; JY ]� J [JX; Y ]� J [X; JY ]

= �[X; Y ] + [JX; JY ]� J [JX; Y ]� J [X; JY ]

şeklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.9. (M2n; J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, NJ = 0

ise J dönüşümüne integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).
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Tan¬m 2.2.10. E¼ger M2n � R üzerindeki bir J hemen hemen kompleks yap¬s¬

integrallenebilir ise ('; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬na normaldir denir (Yano ve

Kon 1984).

Önerme 2.2.2. M2n+1 üzerinde ('; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬n¬n normal

olmas¬için gerek ve yeter koşul

N' + 2d� 
 � = 0

eşitli¼ginin sa¼glamas¬d¬r. Burada N'; ' tensör alan¬na göre Nijenhuis torsiyon ten-

sörüdür (Yano ve Kon 1984).

Tan¬m 2.2.11. (M2n; J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M2n üzerinde her

X;Y vektör alanlar¬için,

g(JX; JY ) = g(X; Y )

şeklinde verilen g Riemannmetri¼gine Hermit metri¼gi denir. Hermit metri¼gi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metri¼gi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair

2002).

Tan¬m 2.2.12. (M2n; J; g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X;Y

vektör alanlar¬için,


(X; Y ) = g(X; JY )

eşitli¼gi ile tan¬mlanan 
 2-formuna hemen hemen Hermit yap¬s¬n¬n temel 2-formu

denir. E¼ger d
 = 0 ise (J; g) yap¬s¬na hemen hemen Kaehler yap¬denir. Bu yap¬ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap¬

ile verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun

bir Kaehler manifold olmas¬için gerek ve yeter koşul rJ = 0 eşitli¼ginin sa¼glamas¬d¬r

(Blair 2002).

Tan¬m 2.2.13. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

O zaman, verilen bu yap¬

d� = 0 (�; kapal¬d¬r); d� = 0 (�; kapal¬d¬r)
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şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa M2n+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

E¼ger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

M2n+1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmas¬için gerek ve yeter koşul r�

ve r� kovaryant türevlerinin s¬f¬ra eşit olmas¬d¬r (Olszak 1981).

Yard¬mc¬Teorem 2.2.1. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme manifoldu

olsun. E¼ger � 2-formu kapal¬ise,

(r'X�)('Y; Z) + (rX�)(Y; Z)� �(X) [d�('Y; Z) + d�(Y; 'Z)]

+�(Y )
�
d�('Z;X)� 1

2
(L�g)(Z;'X)

�
+ �(Z) [d�(X;'Y )� d�('X; Y )] = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Olszak 1981).

Yard¬mc¬Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold üzerinde

(r'X')('Y ) + (rX')(Y )� �(Y )r'X� = 0

eşitli¼gi geçerlidir (Olszak 1981).

Örnek 2.2.1. (M;J;G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M ,

(2n)-boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yap¬ve M2n üzerindeki

Riemann metri¼gi G olmak üzere,

J2 = �I; G(X;Y ) = G(JX; JY )

eşitlikleri geçerlidir. M2n üzerindeki temel 2-form


(X; Y ) = G(X; JY )

şeklinde tan¬ml¬olup, d
 = 0 d¬r.

R reel do¼gru ve g0 bir Riemann metri¼gi olsun. R üzerinde �0 s¬f¬rdan farkl¬bir vektör

alan¬ve �0

g0(X; �0) = �0(X)

olacak şekilde bir 1-form olsun. Böylece M
0
= M2n � R çarp¬m manifoldu tan¬m-

l¬d¬r. (X1; X2); V üzerinde tan¬ml¬vektör alanlar¬olsunlar. Burada X1; V çarp¬m
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manifolduna dik olan vektör ve X2 ise R do¼grusuna dik olan vektördür. ' (1; 1)-tipli

bir tensör alan¬� bir vektör alan¬(� 6= 0) ve � 1-formunu

'(X1; X2) = (JX1; 0); � = (0; �0); �(X1; X2) = �0(X2)

şeklinde seçelim. Ayr¬ca, M
0
üzerinde tan¬ml¬g metri¼gi

g = G+ g0

şeklindedir. Böylece (M
0
; '; �; �; g) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde

edilir (Olszak 1981).

Tan¬m 2.2.14. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

E¼ger M manifoldu üzerinde her X; Y; Z vektör alanlar¬ve � 2 R; � 6= 0 için,

d� = 0; d� = 2�� ^ �

şartlar¬geçerli ise M manifolduna bir hemen hemen �-Kenmotsu manifoldu denir.

� = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adland¬r¬l¬r (Kenmotsu 1972).

Önerme 2.2.3. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,

�0 =
1

�
�; �0 = ��; '

0
= '; g0 =

1

�2
g; � 6= 0; � 2 R (2.8)

şeklinde tan¬ml¬homotetik deformasyon yard¬m¬ylaM2n+1 üzerinde bir ('0; �0; �0; g0)

hemen hemen �-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Teorem 2.2.2. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

M2n+1 nin bir Kenmotsu manifold olmas¬için gerek ve yeter koşul

(rX')Y = g('X; Y )� � �(Y )'X; rX� = �'2X ; 8 X; Y 2 �(M2n+1)

d¬r (Kenmotsu 1972).

2.3 ALTMAN·IFOLDLAR

Bu k¬s¬mda, altmanifoldlar teorisi hakk¬nda baz¬temel kavramlar verilmi̧stir.
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Tan¬m 2.3.1. ~M Riemann manifoldunun bir altcümlesi M olsun. ~M üzerindeki

metrik ~g olmak üzere,

j :M �! ~M

p �! j(p) = p

dahil etme dönüşümü için p 2M noktas¬ndaki

TpM
j�jp�! Tp ~M

TpM
� j�jp�! Tp ~M

�

türev ve ek dönüşümleri için,

(j�p(~gp))(vp; wp) = ~gp(j�(vp); j�(wp)); 8 vp; wp 2 TpM

eşitli¼gi ile tan¬mlanan j�~gp = gp dönüşümü M üzerinde bir metrik ise M ye ~M n¬n

bir Riemann altmanifoldu denir (O�neill 1983).

Tan¬m 2.3.2. ( ~Mn+d; ~g) Riemann manifoldunun bir Riemann altmanifoldu (Mn; g)

olsun. r ve ~r s¬ras¬yla, Mn ve ~Mn+d manifoldlar¬n¬n Levi-Civita konneksiyonlar¬

olsun. O halde, Gauss ve Weingarten eşitlikleri, s¬ras¬yla,

~rXY = rXY +B(X; Y ) (2.9)

~rXN = �A
X +r?
XN (2.10)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada B ye Mn nin ikinci temel formu denir ve N; Mn üz-

erinde bir normal vektör alan¬d¬r. E¼ger 8 X; Y 2 �(Mn) için, B(X; Y ) = 0 ise M

manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

·Ikinci temel form B ve A
 şekil operatörü aras¬nda baza göre yaz¬l¬m

B(X; Y ) =

dX

=1

g(A
X; Y )N


eşitli¼gi elde edilir. Burada N
; (
 = 1; :::; d) Mn altmanifolduna dik olan vektör

alanlar¬, r? de Mn altmanifoldunun normal konneksiyonudur. Kolayca

g(A
X; Y ) = g(B(X; Y ); N
)

eşitli¼gi elde edilir (Chen 1973).
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Tan¬m 2.3.3. (Mn; g); ( ~Mn+d; ~g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.

O zaman,

H =
1

n

nX
i=1

B(ei; ei)

şeklinde tan¬mlanan H vektör alan¬na Mn nin ortalama e¼grilik vektör alan¬denir.

E¼gerH = 0 iseMn altmanifolduna minimaldir denir. H ortalama e¼grilik vektörünün

normunaMn nin ortalama e¼grili¼gi denir. Burada fe1; : : : ; eng Mn üzerinde bir lokal

ortonormal bazd¬r (O�neill 1983).

Tan¬m 2.3.4. ( ~Mn+d; ~g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (Mn; g) olsun. 8

X;Y 2 �(Mn) olmak üzere,

B(X; Y ) = g(X;Y )H

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa Mnye total umbilik altmanifold denir (Chen 1973).

Tan¬m 2.3.5. (Mn; g); ( ~Mn+d; ~g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.B

ikinci temel formu her X; Y; Z 2 �(Mn) için, B nin X yönündeki kovaryant türevi

(rXB)(Y; Z) = r?
X(B(Y; Z))�B(rXY; Z)�B(Y;rXZ)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. rB (0; 3)-tipli bir tensör alan¬d¬r ve Mn altmanifoldunun

üçüncü temel formu olarak adland¬r¬l¬r. Ayr¬ca, r ya Van der Waerden-Bortolotti

konneksiyonu ad¬verilir. E¼ger rB = 0 ise Mn altmanifoldu paralel ikinci temel

formludur denir (Chen 1973).

B ikinci temel formunun r2
B ikinci kovaryant türevi

(r2
B)(Z;W;X; Y ) = (rXrYB)(Z;W ) (2.11)

= r?
X((rYB)(Z;W ))� (rYB)(rXZ;W )

�(rXB)(Z;rYW )� (rrXYB)(Z;W )

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Chen 1973).

Tan¬m 2.3.6.(Mn; g); ( ~Mn+d; ~g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

zaman,

R?(X; Y ) = r?
Xr?

Y �r?
Yr?

X �r?
[X;Y ] (2.12)
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şeklinde tan¬ml¬ R? dönüşümüne Mn nin normal yöndeki e¼grilik tensörü denir

(O�neill 1983).

(2.11) ve (2.12) eşitlikleri yard¬m¬yla

(rXrYB)(Z;W )� (rYrXB)(Z;W ) = (
_

R(X; Y ) �B)(Z;W )

= R?(X; Y )B(Z;W )�B(R(X;Y )Z;W )

�B(Z;R(X; Y )W )

eşitli¼gi elde edilir. Burada
_

R;r konneksiyonuna göre e¼grilik tensörüdür (Chen 1973).
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3 BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, hemen hemen de¼gme metrik manifoldlar¬n geni̧s bir alts¬n¬f¬olan hemen

hemen f -kosimplektik manifoldlar incelenmi̧stir. Bu ve bundan sonraki bölümlerde

elde edilen sonuçlar orijinaldir.

3.1 HEMEN HEMEN f-KOS·IMPLEKT·IK YAPILAR

Bu k¬s¬mda öncelikle hemen hemen f -kosimplektik yap¬lar tan¬t¬larak, gerekli liter-

atür bilgisi verilmi̧stir.

Tan¬m 3.1.1. (M;'; �; �; g), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen de¼gme metrik

manifold olsun. Herhangi vektör alanlar¬ve f 2 R�(M) için, M2n+1 üzerinde

d� = 0; d� = 2f� ^ �

eşitlikleri sa¼glan¬yorsa M2n+1 ye hemen hemen f -kosimplektik manifold denir. Özel

olarak, f = 0 için hemen hemen kosimplektik, f 6= 0 durumunda ise hemen hemen

f -Kenmotsu manifoldu elde edilir

Yard¬mc¬Teorem 3.1.1. M2n+1 manifoldunun bir ('; �; �; g) hemen hemen de¼gme

metrik yap¬s¬için,

2g((rX')Y; Z) = 3d�(X;'Y; 'Z)� 3d�(X;Y; Z) (3.1)

+g(N (1)(Y; Z); 'X) +N (2)(Y; Z)�(X)

+2d�('Y;X)�(Z)� 2d�('Z;X)�(Y )

dir. Burada N (1); N (2) tensör alanlar¬, s¬ras¬yla,

N (1)(X; Y ) = N'(X;Y ) + 2d�(X; Y )� (3.2)

N (2)(X; Y ) = (L'X�)Y � (L'Y �)X (3.3)

dir (Blair 2002).

Önerme 3.1.1. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, her X; Y vektör alanlar¬için,

hX = 1
2
(L�')X; h(�) = 0 (3.4)
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r�� = 0; r�' = 0 (3.5)

(' � h)X + (h � ')X = 0 (3.6)

_Iz(h) = 0 (3.7)

h = 0, r� = �f'2

eşitlikleri sa¼glan¬r (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Önerme 3.1.2. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, her X; Y vektör alanlar¬için,

rX� = �f'2X � 'hX (3.8)

(rX�)Y = f [g(X; Y )� �(X)�(Y )] + g('Y; hX) (3.9)

h = 0, r� = �f'2 (3.10)

eşitlikleri sa¼glan¬r (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

·Ispat: (Pastore ve Dileo 2007) ve (Kim ve Pak 2005) deki i̧slem ad¬mlar¬ takip

edilerek sonuçlar kolayl¬kla bulunabilir.

Yard¬mc¬Teorem 3.1.2. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen de¼gme manifold

olsun. O zaman, her X vektör alan¬için,

(r�h) � '+ ' � (r�h) = 0

eşitli¼gi geçerlidir (Blair 2002).

Önerme 3.1.3. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, 8 X; Y 2 �(M) için Levi-Civita konneksiyonu

(rX')Y + (r'X')'Y = �f [�(Y )'X + 2g(X;'Y )�]� �(Y )hX (3.11)

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat:Nijenhuis tensör alan¬kullan¬larak direkt hesaplamalarla,

'N(X; Y ) +N('X; Y ) = 2�(X)hY; (3.12)
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ve

�(N('X; Y )) = 0: (3.13)

elde edilir. (3.1) den

2g ((rX')Y; Z) = 2fg(g('X; Y )� � �(Y )'X;Z) + g(N(Y; Z); 'X)

şeklinde olup (3.12) ve (3.13) kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 3.1.2. Mn bir C1 manifold olsun. Key�bir p 2Mn noktas¬için TpMn nin

r-boyutlu altuzay¬ (r � n) D ve Dp nin bir kolleksiyonu D = fDpg olmak üzere,

p noktas¬n¬ihtiva eden Mn nin bir U aç¬k altcümlesi üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan lineer

ba¼g¬ms¬z fX1; : : : ; Xrg vektör alanlar¬U nun her q 2Mn noktas¬nda hala Dp nin bir

baz¬oluyorsa D ye Mn üzerinde bir r-boyutlu da¼g¬l¬m ve fX1; : : : ; Xrg cümlesine U

üzerinde D için bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tan¬m 3.1.3. Mn bir C1 manifold ve Mn nin bir r-boyutlu da¼g¬l¬m¬D olsun. Mn

nin bir haritas¬x = (x1; x2 : : : ; xn) olmak üzere,
n

@
@x1
; : : : ; @

@xr

o
cümlesi D da¼g¬l¬m¬

için bir baz oluşturuyorsa x haritas¬na D da¼g¬l¬m¬na göre düzlemseldir denir. E¼ger

Mn nin her noktas¬nda tan¬ml¬olan D da¼g¬l¬m¬için bir düzlemsel harita bulunabiliy-

orsa D da¼g¬l¬m¬na integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tan¬m 3.1.4. Mn bir C1 manifold, Mn nin r-boyutlu ba¼glant¬l¬altmanifoldu N

ve Mn nin bir r-boyutlu da¼g¬l¬m¬D olsun. Her p 2 N için, Dp = TpN ise N ye Mn

nin r-boyutlu integral altmanifoldu denir (Sharpe 1997).

Önerme 3.1.4. Mn bir C1 manifold ve w Mn üzerinde C1 bir 1-form olsun. Mn

nin her p 2 Mn noktas¬için n = boy(kerwp) = r sabit ise kerwp Mn üzerinde bir

r-boyutlu da¼g¬l¬md¬r (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.1. (Frobenius Teoremi) Mn bir C1 manifold ve Mn nin bir r-boyutlu

da¼g¬l¬m¬D olsun. D da¼g¬l¬m¬n¬n integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her

X; Y 2 D için [X; Y ] 2 D olmas¬d¬r (Sharpe 1997).

Önerme 3.1.5. Mn bir C1 manifold, w Mn üzerinde C1 bir 1-form ve her p 2Mn

noktas¬ için n = boy(kerwp) = r sabit olsun. Böylece D = fkerwp : p 2Mng

da¼g¬l¬m¬n¬n integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her X; Y 2 kerw için

dw(X; Y ) = 0 olmas¬d¬r (Sharpe 1997).
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Uyar¬3:1:1: (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

Her p 2M2n+1 için,

Dp = ker �p = fX 2 TpM : �(Xp) = 0g

ve D = fDpg olmak üzere, boy(Dp) = 2n oldu¼gundan Önerme 3:1:4: gere¼gince D

M2n+1 nin bir 2n-boyutlu da¼g¬l¬m¬olur. Di¼ger yandan, M2n+1 bir hemen hemen

f -kosimplektik manifold oldu¼gundan d� = 0 olup, Önerme 3.1.5 yard¬m¬yla D

da¼g¬l¬m¬integrallenebilirdir. Böylece D da¼g¬l¬m¬na 2n-boyutlu integral altmanifold-

lar¬kaŗs¬l¬k gelir.

Önerme 3.1.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler

manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarp¬m¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

h = 0 olmas¬d¬r (Kim ve Pak 2007).

Teorem 3.1.2. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h = 0

olsun. O zaman, M manifoldu M
0 �f2 N2n olacak şekilde lokal bir katl¬çarp¬mla

ifade edilir. Burada N2n bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinat¬ile verilen

aç¬k aral¬k M
0
ve baz¬c pozitif sabitleri için f 2 = ce2t d¬r (Pastore ve Dileo 2007).

Önerme 3.1.7. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,

(1) D da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yap¬dad¬r,

(2) f = 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldu total geodezik veya

f 6= 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldunun total umbilik olmas¬için

gerek ve yeter koşul h = 0 olmas¬d¬r (Kim ve Pak 2005).

·Ispat: fM , D da¼g¬l¬m¬n¬n integral alt manifoldu olsun.
�
D; J = 'jD ; J

2 = �I
�

yap¬s¬n¬n hemen hemen kompleks da¼g¬l¬m ve indirgenmi̧s eg metri¼ginin fM üzerinde

Hermitian metrik oldu¼gu bilinmektedir. Bu nedenle, 8X; Y 2 �(fM) için, fM üz-

erinde indirgenmi̧s 2-form e
 = eg(X; JY ) = g(X;'Y ) = 
(X; Y ) ve de
 = 0 dir.

Dolay¬s¬ile, fM hemen hemen Keahler manifoldtur. Temel iki form B ve � yönün-

deki Weingarten opratörü A olmak üzere Proposition ?? and (2.3) kullan¬larak,

B(X; Y ) = g(AX; Y )� = �fg(X;Y )� + g('hX; Y )� (3.14)
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elde edilir. TfM de l = 1; 2; :::; n için el+n = 'el olacak şekildeki ortonormal çat¬y¬

fe1; e2; :::; e2ng olarak alal¬m. (3.14) ifadesinde X = Y = ep al¬r ve p = 1; 2; :::; 2n

için toplama geçilir ise

H =
1

2n
(trA)� = �f�:

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.

Önerme 3.1.8. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M2n+1 nin f -kosimplektik manifold olmas¬ için gerek ve yeter koşul D

da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldlar¬n¬n Kaehler ve h = 0 olmas¬d¬r (Kim ve Pak

2005).

·Ispat: E¼ger yap¬normal ise, her X vektör alan¬için,

N(X; �) = N'(X; �) + 2d�(X; �)�

= �' ['X; �] + '2 [X; �] + 2d�(X; �)�

= 2'hX = 0:

(3.15)

Bu nedenle, h = 0: Di¼ger bir yandan, her bir X; Y vektör alanlar¬için

N'(X;Y ) = ['X;'Y ]� ' ['X; Y ]� ' [X;'Y ]� [X; Y ] = N'nD(X; Y ) (3.16)

elde ederiz. Aç¬kça görülür ki NJ = 0 olmas¬için ancak ve ancak J hemen hemen

kompleks yap¬s¬integrallenebilir olmal¬d¬r.Bu nedenle (3.15) ve (3.16) ile ispat tamam-

lan¬r.

Önerme 3.1.9. (M2n+1; '; �; �; g), D de¼gme da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldlar¬

Kaehler olacak şekilde bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun. O zaman,

M2n+1 nin f -kosimplektik manifold olmas¬ için gerek ve yeter koşul r� = �f'2

olmas¬d¬r.

·Ispat Herhangi bir vektör alan¬X olmak üzere, N'(X; �) = 2'hX eşitli¼gi yaz¬l¬r.

Bu nedenle, yap¬n¬n normal oldu¼gunu kabul edersek Y 2 D için, h(Y ) = 0 elde

edilir. h(�) = 0 oldu¼gundan h = 0 bulunur ve (3.10) ifadesi r� = �f'2 eşitli¼gini

gerektirir. (3.10) ifadesi yard¬m¬yla e¼ger r� = �f'2 ise h = 0 d¬r. O halde, key�

X vektör alanlar¬için N'(X; �) = 0 d¬r. JD hemen hemen kompleks yap¬olsun. Bu

durumda her X; Y 2 D için N'(X;Y ) = NJD(X; Y ) = 0 d¬r. Böylece D da¼g¬l¬m¬n¬n

integral manifoldlar¬Kaehler yap¬dad¬r.
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Sonuç 3.1.1. (M;'; �; �; g); 3-boyutlu bir hemen hemen f -kosimplektik manifoldu

r� = �f'2 şart¬n¬sa¼gl¬yorsa bir f -kosimplektik manifolddur.

·Ispat Boyutun 3 olmas¬durumunda, D da¼g¬l¬m¬n¬n integral altmanifoldlar¬boyutu

2 olan hemen hemen Kaehler yap¬dad¬rlar. Böylece Önerme 3:1:8 den dolay¬ispat

tamamlan¬r.

Uyar¬3.1.2. Yukar¬da verilen sonuçlar (Pastore ve Dileo 2007) de f = 1 durumu

için elde edilmi̧stir.

3.2 TENSÖR ALANLARI VE ÖZELL·IKLER·I

Bu k¬s¬mda belli tensör koşullar¬n¬ sa¼glayan A ve h tensör alanlar¬ incelenmi̧stir.

Şimdi, bundan sonraki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z temel eşitlikleri verelim.

Yard¬mc¬Teorem 3.2.1. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik ma-

nifold olsun. M2n+1 üzerinde (1; 1)-tipli A ve h tensör alanlar¬, s¬ras¬yla, A = �r�

ve h = 1
2
L�' şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda, her X; Y vektör alanlar¬için,

(i) A ve h simetriktir,

(ii) A'+ 'A = �2f';

(iii) � � A = 0; � � h = 0;

(iv) h = A � '+ f';

(v) hA+ Ah = �2fh;

(vi) _Iz(A) = �2fn

(vii) _Iz('A) = 0

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat (i) M2n+1 üzerinde herhangi X; Y vektör alanlar¬için,

g(AX; Y ) = g(f'2X + 'hX; Y )

= �fg('X;'Y )� g(X; h'Y ))

= g(f'2X;Y ) + g('hY;X)

= g(AY;X)
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d¬r. Böylece A simetriktir. Özel olarak, X = � için A� = f'2�+'h� = 0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensör alan¬n¬n simetrik oldu¼gu kolayca elde edilir.

(ii) A tensör alan¬n¬n özellikleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda A' = (f'2 + 'h)' ve 'A =

'(f'2 + 'h) eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa toplan¬rsa A'+ 'A =

�2f' eşitli¼gi bulunur.

(iii) A tensör alan¬n¬n tan¬m¬ndan

(� � A)X = �(AX)

= g(�rX�; �)

0 = g(X;r��)

bulunur. Benzer şekilde, � � h = 0 eşitli¼gi L Lie türev operatörünün tan¬m¬kul-

lan¬larak elde edilir.

(iv) (3.8) eşitli¼ginden A' = �f' + h d¬r. Burada h tensör alan¬ çekilerek h =

A'+ f' elde edilir.

(v) hA ve Ah bileşke tensör alanlar¬

hA = fh'2 + h'h; Ah = f'2h+ 'h2

şeklinde bulunur. Böylece yukar¬daki iki eşitlik taraf tarafa toplanarak hA+ Ah =

2f'2h elde edilir.

(vi)-(vii) A ve 'A tensör alanlar¬n¬n izleri al¬n¬r ve (3.7) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa (vi) ve

(vii) ş¬klar¬elde edilir.

Önerme 3.2.1. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D da¼g¬l¬m¬n¬n integral

altmanifoldlar¬n¬n Kaehler yap¬da olmas¬için gerek ve yeter koşul her X;Y vektör

alanlar¬için,

(rX')Y = �g('AX; Y )� + �(Y )'AX

d¬r. Burada AX = 'hX olarak al¬nm¬̧st¬r (Olszak ve Dacko 1998).

Önerme 3.2.2. Bir hemen hemen f -kosimplektik manifoldunD da¼g¬l¬m¬n¬n integral

altmanifoldlar¬n¬n Kaehler yap¬da olmas¬için gerek ve yeter koşul her X; Y vektör

alanlar¬için,

(rX')Y = �g('AX; Y )� + �(Y )'AX (3.17)
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d¬r. Burada her X vektör alan¬için, AX = f'2X + 'hX d¬r.

·Ispat (Pastore ve Falcitelli 2007) de Önerme 2:2 s = 1 için ele al¬nd¬¼g¬nda ispat

benzer olarak verilebilir.

3.3 E¼GR·IL·IK ÖZELL·IKLER·I

Bu k¬s¬mda, Riemann e¼grilik tensörü yard¬m¬yla baz¬e¼grilik özellikleri incelenmi̧stir.

Önerme 3.3.1. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M2n+1 üzerinde herhangi vektör alanlar¬X; Y için,

R(X; Y )� =
�
�(f) + f 2

�
[�(X)Y � �(Y )X]� f [�(X)'hY � �(Y )'hX](3.18)

+(rY 'h)X � (rX'h)Y

= (rYA)X � (rXA)Y

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat R Riemann e¼grilik tensörü tan¬m¬ve (3.8) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

R(X; Y )� = rXrY � �rYrX� �r[X;Y ]�

= rX(�f'2Y � 'hY )�rY (�f'2X � 'hX)

�(�f'2 [X;Y ]� 'h [X; Y ])

= �frX'
2Y �rX'hY + frY '

2X +rY 'hX

+f'2 [X; Y ] + 'h [X; Y ]

= [�(f) + f 2] [�(X)Y � �(Y )X]� f [�(X)'hY � �(Y )'hX]

+(rY 'h)X � (rX'h)Y

elde edilir.

Önerme 3.3.2. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,

R(X; �)� =
�
�(f) + f 2

�
'2X + 2f'hX � h2X + '(r�h)X (3.19)

(r�h)X = �'R(X; �)� �
�
�(f) + f 2

�
'X � 2fhX � 'h2X (3.20)

R(X; �)� � 'R('X; �)� = 2
�
(�(f) + f 2)'2X � h2X

�
(3.21)
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S(X; �) = �2n
�
�(f) + f 2

�
�(X)� div('h) (3.22)

S(�; �) = �
�
2n
�
�(f) + f 2

�
+ trace(h2)

�
(3.23)

eşitlikleri geçerlidir.

·Ispat r�' = 0 ve (3.17) yi kullanarak direkt hesaplamalarla (3.19) bulunur. (3.19)

e ' yi uygulayarak ve g ((r�h)X; �) = 0 oldu¼gunu göstererek (3.20) i elde ederiz.

Son olarak (3.19)den (3.21) elde edilir.

Özde¼gerleri f�0 = 0; �i; ��ig olan h ¬n özvektörlerinden oluşan

fE0 = �; Ei; En+i = 'Eig yerel ortonormal bir ' baz¬alabiliriz.(3.18) eşitli¼ginde

her iki taraf¬na herhangi bir W vektör alan¬yla iç çarp¬m uygulayal¬m. Sonra

X = W = Ei ili̧skisiyle eşiti¼gin 1 � i � 2n+ 1 için toplam¬,

2n+1X
i=1

g (R(Ei; Y )�; Ei) = �2�
�
�(f) + f 2

�
�(Y )�

2n+1X
i=1

g((rEi'h)Y;Ei) (3.24)

elde edilir.(3.24) kullan¬larak, (3.22) elde edilir. (3.22) eşitli¼ginde Y = � al¬narak,

(3.23) elde edilir.

3.4 PARALEL TENSÖR ALANLARI

Bu k¬s¬mda, hemen hemen f -kosimplektik manifoldlar üzerinde �-paralellik, Ko-

dazzi, devirli paralellik ve devirli �-paralellik tensör şartlar¬n¬incelenmi̧stir.

Tan¬m 3.4.1. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

Her X; Y; Z 2 ker � olmak üzere,

g((rX�)Y; Z) = 0 (3.25)

şart¬n¬sa¼glan¬yorsa M2n+1 ye �-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tan¬m 3.4.2. (Mn; g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1; 1)-tipli tensör alan¬T olmak üzere, herhangi X; Y; Z vektör alanlar¬için,

(rXT )Y = (rY T )X (3.26)

ise T ye Kodazzi tensör alan¬denir (Blair 2002).
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Tan¬m 3.4.3. (Mn; g) bir Riemannmanifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1; 1)-tipli tensör alan¬T olmak üzere, herhangi X; Y; Z vektör alanlar¬için,

g((rXT )Y; Z) + g((rY T )Z;X) + g((rZT )X; Y ) = 0 (3.27)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa T ye devirli paralel tensör alan¬denir (Cho 2008).

Tan¬m 3.4.4. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen de¼gme metrik manifold olsun.

Her X; Y; Z 2 ker � olmak üzere M2n+1 üzerinde herhangi simetrik (1; 1)-tipli T

tensör alan¬

g((rXT )Y; Z) + g((rY T )Z;X) + g((rZT )X;Y ) = 0 (3.28)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa T ye devirli �-paralel tensör alan¬denir (Cho 2008).

Tan¬m 3.4.5. (M2n+1; '; �; �; g) bir de¼gme metrik manifold olsun. Her X; Y vektör

alanlar¬için,

g(�X; Y ) = (L�g)(X; Y )

eşitli¼gi ile verilen � tensör alan¬na torsiyon tensör alan¬denir (Cho 2008).

Bu tan¬mlamaya göre aşa¼g¬daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 3.4.1. (M2n+1; '; �; �; g), bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M2n+1 manifoldu için � torsiyon tensör alan¬

�X = 2rX� (3.29)

d¬r.

·Ispat � tensör alan¬n¬n tan¬m¬ndan M2n+1 üzerindeki tüm vektör alanlar¬için,

(L�g)(X; Y ) = L�g(X; Y ) + g(L�X; Y )� g(X;L�Y )

= g(rX�; Y ) + g(X;rY �)

= 2g(�f'2X � 'hX; Y )

elde edilir. (3.8) denklemi kullan¬larak istenen sonuca ulaş¬l¬r.

Önerme 3.4.2. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger h tensör alan¬�-paralel ise o zaman, her X; Y vektör alanlar¬için,

(rXh)Y = ��(X)
�
'lY +

�
�(f) + f 2

�
'Y + 2fhY + 'h2Y

�
(3.30)

��(Y )
�
fhX + 'h2X

�
� g(Y; fhX + 'h2X)�
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eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada l = R(:; �)�; � d¬r.

·Ispat h tensör alan¬�-paralel olsun. Her X vektör alan¬ için XT = X � �(X)�

al¬n¬rsa

0 = g((rXTh)Y T ; ZT )

= g(
�
rX��(X)�h

�
(Y � �(Y )�); Z � �(Z)�)

= g((rXh)Y; Z)� �(X)g((r�h)Y; Z)� �(Y )g((rXh) �; Z)

��(Z)g((rXh)Y; �) + �(X)�(Y )g((r�h) �; Z) + �(Y )�(Z)g((rXh) �; �)

+�(Z)�(X)g((r�h)Y; �)� �(X)�(Y )�(Z)g((r�h) �; �)

eşitli¼gi elde edilir. Yukar¬daki eşitlik sadeleştirilirse

0 = g((rXh)Y;�'2Z)� �(X)g((r�h)Y; Z)� �(Y )g((rXh) �; Z)

denklemi elde edilir. (3.8), (3.6) ve (3.20) denklemleri yard¬m¬yla (3.30) eşitli¼gi

bulunur.

Önerme 3.4.3. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger 'h tensör alan¬�-paralel ise o zaman, her X; Y vektör alanlar¬için,

(rX'h)Y = �(X)
�
lY �

�
�(f) + f 2

�
'2Y � 2f'hY + h2Y

�
(3.31)

��(Y )
�
f'hX � h2X

�
� g(Y; f'hX � h2X)�

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat 'h tensör alan¬n¬n �-paralel oldu¼gunu kabul edelim. O zaman,

0 = g((rXT'h)Y T ; ZT )

= g(
�
rX��(X)�'h

�
(Y � �(Y )�); Z � �(Z)�)

= g((rX'h)Y; Z)� �(X)g((r�'h)Y; Z)� �(Y )g((rX'h) �; Z)

��(Z)g((rX'h)Y; �) + �(X)�(Y )g((r�'h) �; Z) + �(Y )�(Z)g((rX'h) �; �)

+�(Z)�(X)g((r�'h)Y; �)� �(X)�(Y )�(Z)g((r�'h) �; �)

denklemi yaz¬l¬r. Bu denklem düzenlenirse

g((rX'h)Y; '
2Z) = ��(X)g((r�'h)Y; Z)� �(Y )g((rX'h) �; Z)

elde edilir. (3.8) ve (3.6) denklemleri kullan¬larak

(rX'h)Y = �(X) (r�'h)Y � �(Y )
�
f'hX � h2X

�
� g(Y; f'hX � h2X)�
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eşitli¼gi bulunur. Burada (r�'h)Y = �'(r�h)Y oldu¼gundan (3.31) denklemine

ulaş¬l¬r.

Önerme 3.4.4. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger 'h tensör alan¬�-paralel ise o zaman, her X;Y vektör alanlar¬için,

R(X; Y )� = �(Y )lX � �(X)lY (3.32)

dir.

·Ispat: (3.18) denklemi kullan¬larak

R(X; Y )� = [�(f) + f 2] �(X)Y � [�(f) + f 2] �(Y )X � f�(X)'hY + f�(Y )'hX

��(X) (r�'h)Y + �(Y ) [f'hX � h2X] + g(Y; f'hX � h2X)�

+�(Y ) (r�'h)X � �(X) [f'hY � h2Y ]� g(X; f'hY � h2Y )�

elde edilir. Yukar¬daki eşitlik sadeleştirilirse

R(X; Y )� = ��(X)lY + �(Y )lX + �(X)f 2'2Y

��(Y )f 2'2X + �(X)f 2Y � �(Y )f 2X

yaz¬l¬r. Bu son eşitlikte '2X = �X + �(X)� eşitli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda (3.32) eşitli¼gi

bulunur.

Böylece Ricci operatörü ile ilgili aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.4.3. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger 'h tensör alan¬ �-paralel ise o zaman, � vektör alan¬M2n+1 üzerinde Ricci

operatörünün özvektörüdür.

·Ispat fE1; : : : ; E2n; �g ; tanjant uzay¬n herhangi bir noktas¬ndaki bir ortonormal baz

olsun. Öncelikle, (3.32) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬key�W vektör alan¬ile iç çarpal¬m.

Bu takdirde, X = W = Ei; 1 � i � 2n + 1 için, (3.32) eşitli¼gine kontraksiyon

yap¬l¬rsa

2n+1P
i=1

g(R(Ei; Y )�; Ei) =
2n+1P
i=1

[�(Y )g(lEi; Ei)� �(Ei)g(lY; Ei)]

eşitli¼gi geçerli olur. Bu eşitlikte Y = � al¬narak

S(�; �) =

2n+1X
i=1

g(lEi; Ei)
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denklemi yaz¬l¬r. Bu denklemden

Q� = _Iz(l)� (3.33)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.4.4. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger 'h veya h tensör alanlar¬Kodazzi şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda, herX; Y; Z

vektör alanlar¬için,

(1) f = 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n integral altmanifoldu total geodezik veM2n+1

bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarp¬m¬d¬r,

(2) f 6= 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n integral altmanifoldu total umbiliktir.

·Ispat 'h tensör alan¬Kodazzi şart¬n¬sa¼glas¬n. O halde, her X; Y; Z vektör alanlar¬

için,

0 = g((rY 'h)X;Z)� g((rX'h)Y; Z) (3.34)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. (3.34) eşitli¼ginden

(rY 'h)X � (rX'h)Y = 0

yaz¬l¬r. Burada X = � seçilerek

lY = f
�
f'2Y + 'hY

�
(3.35)

denklemine ulaş¬l¬r. (3.35) eşitli¼ginin her iki taraf¬na ' uygulan¬p, (3.21) eşitli¼gi

kullan¬ld¬¼g¬nda

�2h2Y = 0

elde edilir. Sonuç olarak, h = 0 d¬r. Bu nedenle, Önerme 3:1:6 ve Önerme 3:1:7 den

ispat tamamlanacakt¬r.

Teorem 3.4.5. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger � tensör alan¬paralel ise o zaman, M2n+1 bir hemen hemen Kaehler manifold

ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarp¬m¬d¬r.

·Ispat � tensör alan¬n¬n paralel olmas¬her X; Y vektör alanlar¬için,

(rX�)Y = 0
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eşitli¼ginin sa¼glamas¬anlam¬na gelir. Yukar¬daki eşitlikte Y = � al¬narak

f 2'2X + 2f'hX � h2X = 0 (3.36)

elde edilir. (3.36) denkleminin izini al¬r ve _Iz('h) = 0 özelli¼gini kullan¬rsak

�2f 2n� _Iz(h2) = 0

bulunur. Buradan f = 0 ve h = 0 elde edilir. Önerme 3:1:6 dan ispata ulaş¬l¬r.

Önerme 3.4.6. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger � tensör alan¬�-paralel ise o zaman, her X;Y; Z vektör alanlar¬için,

(rX'h)Y = �(X) (r�'h)Y � �(Y )'hrX� + g ((rX'h) �; Y ) � (3.37)

denklemi geçerlidir.

·Ispat Hipotez gere¼gince tüm XT tanjant vektörleri için,

g((rXT �)Y T ; ZT ) = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r. � tensör alan¬n¬n tan¬m¬kullan¬l¬r ve XT = X � �(X)� olarak

seçilirse

(rX�)Y = �(X)(r��)Y + �(Y )(rX�)� + g ((rX�)Y; �) � (3.38)

(rX�)Y = �2X (f)'2Y �2f�(Y )rX��2f�(Y )g(rX�; Y )��2 (rX'h)Y (3.39)

(rX�)� = �2frX� + 2'hrX� (3.40)

(r��)Y = �2� (f)'2Y � 2 (r�'h)Y (3.41)

denklemleri elde edilir. (3.40), (3.41) denklemleri (3.38) ve (3.39) eşitliklerinde yerine

yaz¬larak, bu iki denklem birbirine eşitlenirse (3.37) denklemi bulunur.

Teorem 3.4.6. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger � tensör alan¬�-paralel ise o zaman, � vektör alan¬M2n+1 üzerinde Ricci o-

peratörünün özvektörüdür.

·Ispat (3.37) denklemi kullan¬larak

(rY 'h)X � (rX'h)Y = �(Y ) (r�'h)X � �(X)'hrY �

��(X) (r�'h)Y + �(Y )'hrX� (3.42)
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yaz¬l¬r. (3.18), (3.20) ve (3.42) eşitlikleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

R(X; Y )� = (rY 'h)X � (rX'h)Y + f
2 [�(X)Y � �(Y )X]

�f [�(X)'hY � �(Y )'hX]

= �(Y )'(r�h)X � �(X)'hrY � � �(X)'(r�h)Y

+�(Y )'hrX� + f
2�(X)Y � f 2�(Y )X � f�(X)'hY

+f�(Y )'hX

= �(Y )
�
�'2lX � f 2'2X � 2f'hX � '2h2X

�
��(X)

�
�'2lY � f 2'2Y � 2f'hY � '2h2Y

�
��(X)'h(�f'2Y � 'hY ) + �(Y )'h(�f'2X � 'hX)

+f 2�(X)Y � f 2�(Y )X � f�(X)'hY + f�(Y )'hX

bulunur. Bu denklem sadeleştirilirse

R(X; Y )� = �(Y )lX � �(X)lY

elde edilir. Yukar¬daki eşitli¼ge X ve Y vektör alanlar¬na göre kontraksiyon uygu-

land¬¼g¬nda istenen sonuca Teorem 3:4:3 de oldu¼gu gibi ulaş¬l¬r.

Teorem 3.4.7. (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen f -kosimplektik manifold olsun.

E¼ger 'h tensör alan¬devirli paralel ise o zaman,

(1) f = 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n integral altmanifoldu total geodezik veM2n+1

bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarp¬m¬d¬r,

(2) f 6= 0 durumunda D da¼g¬l¬m¬n integral altmanifoldu total umbiliktir.

·Ispat Hipotez kullan¬ld¬¼g¬nda her X; Y; Z vektör alanlar¬için,

g((rX'h)Y; Z) + g((rY 'h)Z;X) + g((rZ'h)X; Y ) = 0

eşitli¼gi geçerlidir. Z = � al¬n¬r ve (3.8) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

0 = g(Y; (rX'h) �) + g((rY 'h) �;X) + g((r�'h)X; Y )

= g(Y;�'h(rX�)) + g(X;�'h(rY �)) + g((r�'h)X; Y )

= g(Y;�f'hX + h2X) + g(X;�f'hY + h2Y ) + g((r�'h)X; Y )

= �fg(Y; 'hX) + fg(hY; 'X) + g(Y; h2X) + g(hY; hX) + g((r�'h)X; Y )

= g(Y; 2 [f'hX � h2X]) + g((r�'h)X; Y )
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yaz¬l¬r. O halde, bu son denklemden

(r�h)X = �2
�
fhX + 'h2X

�
elde edilir. (3.20) ve (3.21) eşitlikleri yard¬m¬yla

lX = f 2'2X + h2X (3.43)

bulunur. (3.43) denkleminin her iki taraf¬na ' tensör alan¬uygulan¬p, X vektör

alan¬yerine 'X yaz¬l¬r ve (3.21) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�2h2X = 0

ve buradan _Iz(h2) = 0 elde edilir. Bu son denklemden h = 0 d¬r.
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3.5 HERHANG·I BOYUTTA ÖRNEK

R2n+1 in standart koordinatlar¬n¬ (x1; :::; xn; y1;:::;yn; z).ve

M = f(x1; :::; xn; y1;:::;yn; z)j z 6= 0; n 2 N; n � 1g taraf¬ndan tan¬mlananM � R2n+1

(2n+ 1)-boyutlu manifoldunu alal¬m. M nin bir baz¬

Xi = z
@

@yi
; Yi = �

1

z3
@

@yi
; � =

@

@z
; i = 1; 2; :::; n;

şeklinde olsun. Bu vektör alanlar¬n¬n Lie parantezleri 8i; j 2 f1; 2; :::; ng için

[�;Xi] =
1

z
Xi; [�; Yi] =

3

z
Yi

[Xi; Xj] = [Yi; Yj] = [Xi; Yj] = 0

şeklindedir. E¼ger

� = dz; g =
nX
i=1

�
1

z2
dx2i + z

6dy2i

�
+ dz2

'(�) = 0; '

�
@

@xi

�
= � 1

z4
@

@yi
; '

�
@

@yi

�
= z4

@

@xi

olarak al¬n¬rsa, M üzerinde ('; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬n¬n sa¼g-

land¬¼g¬ görülür. Üstelik, d� = 0 koşulunun sa¼gland¬¼g¬ aşikard¬r. Öte yandan,

�ii := g
�

@
@xi
; ' @

@yi

�
= z2 d¬̧s¬ndaki tüm �ij ler s¬f¬rd¬r, bu nedenle � = z2dxi ^ dyi

olup, d� d¬̧s türevi

d� = 2zdz ^ dy ^ dz = 2
�
�1
z

�
� ^ �

dir. Sonuç olarak, ' nin Nijenhuis torsion tensörünün s¬f¬r olmamas¬ nedeniyle,

manifold bir hemen hemen f�kosimplektik manifold olup f = �1
z
dir.

3.6 ÜÇ BOYUTTA ÖRNEK

R3 ün standart koordinatlar¬(x; y; z) olmak üzere, M3 = f(x; y; z) 2 R3g 3-boyutlu

manifoldunu göz önüne alal¬m. M nin bir baz¬
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e1 = e
z2 @

@x
;

e2 = e
z2 @

@y
;

e3 =
@

@z

şeklinde olsun. M üzerindeki g Riemann metri¼gi

g(e1; e1) = g(e2; e2) = g(e3; e3) = 1

g(e1; e2) = g(e1; e3) = g(e2; e3) = 0

g =
1

e2z2
(dx
 dx+ dy 
 dy) + dz 
 dz

ile verilsin. M3 üzerinde herhangi X vektör alan¬için, � 1-formu, �(X) = g(X; e3)

şeklinde � endomor�zmi �(e1) = e2; �(e2) = �e1; �(e3) = 0 ile ve (1; 1)-tipindeki

h tensör alan¬h(e1) = ��e1; h(e2) = �e2; ve h(e3) = 0 olarak tan¬mlans¬n. g ve �

nin lineerli¼gi kullan¬larak M3 üzerinde her vektör alan¬için

�2X = �X + �(X)e3; �(e3) = 1; g(�X; �Y ) = g(X; Y )� �(X)�(Y )

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca

�

�
@

@x
;
@

@y

�
= � 1

e2z2
;

ve buradan

� = � 1

e2z2
dx ^ dy (3.44)

olur. Sonuç olarak d� d¬̧s türevi

d� = �2zdx ^ dy ^ dz (3.45)

olarak bulunur.

(3.44) ve (3.45) kullan¬larak, � = dz oldu¼gu için,

d� = 2z� ^ �
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dir. Öte yandan

[e1; e2] = 0; [e1; e3] = �2ze1; [e2; e3] = �2ze2

olaca¼g¬ndan Nijenhuis torsion tensörü s¬f¬rd¬r. Böylece, manifold normal olup

f - kosimplektiktir.
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4 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada de¼gme manifoldlar¬n yeni bir s¬n¬f¬olan hemen hemen f -kosimplektik

manifoldlar tan¬mlanarak bu manifoldar¬n baz¬temel özellikleri elde edilmi̧stir. Bu

yap¬lan çal¬̧smalar sonunda hemen hemen f -kosimplektik (�; �; �)-uzaylar¬için genel

bir s¬n¬�and¬rma problemi aç¬kt¬r. Ayr¬ca, Ricci simetrik, Ricci yar¬-simetrik, Pseudo

simetrik ve Pseudo yar¬-simetrik gibi özel tensör şartlar¬alt¬nda hem hemen hemen

f -kosimplektik hem de (�; �; �)-uzaylar¬ için ilginç sonuçlar bulunabilir. Bundan

başka divR = 0 ve divC = 0 eşitlikleri bu tür uzaylar için aç¬k uçlu problemlerdir.
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