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OZET

HEMEN HEMEN f —KOSIMPLEKTIK YAPILAR

Mustafa YILDIRIM
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Nesip AKTAN
Mayis 2012, 43 sayfa

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan soz
edilmistir. Ugiincii boliimde, hemen hemen f-kosimplektik manifoldlar icin egrilik
ozellikleri verilerek bu tip manifoldlarin bazi paralel tensor alanlariyla olan iliskileri
incelenmis ve hemen hemen f-kosimplektik manifoldlara iki 6rnek verilmistir. Son
boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.

Anahtar sozciikler: Degme manifold, Hemen hemen Kenmotsu manifold, Hemen
hemen f —kosimplektik manifold



ABSTRACT

ALMOST f —COSYMPLECTIC MANIFOLDS

Mustafa YILDIRIM
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
May 2012, 43 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed. In the third chapter, curvature properties of the
generalized almost f-cosymplectic manifolds are given and some relationships with
some paralel tensor fields are examined and we have given two examples for almost f-
coymplectic manifolds. The last chapter is devoted into results and recommondatitons.

Keywords: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost f-Cosymplectic
Manifold



EXTENDED ABSTRACT

ALMOST f —COSYMPLECTIC MANIFOLDS

Mustafa YILDIRIM
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Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
May 2012, 43 pages

1. INTRODUCTION

The class of almost contact metric manifolds which are called almost Kenmotsu
manifolds M, were firstly introduced by Kenmotsu. These manifolds appear for the first
time in (Kenmotsu 1972), where they have been locally classified. Kenmotsu defined a
structure closely related to the warped product which was characterized by tensor

equations.

Given an almost Kenmotsu metric structure (¢, &, 7, g), consider the deformed structure
I l I I I i O ]R
n=-on¢8 =ad,¢' =99 =g a#*0,a€

where a 1s a non-zero real constant. So we get an almost a-Kenmotsu
structure(e’,&',n', g"), This deformation is called a homothetic deformation. It is
important to note that almost a-Kenmotsu structures are related to some special local
conformal deformations of almost cosymplectic structures (Vaisman 1980).
Geometrical properties and examples of almost a-Kenmotsu manifolds are studied in
(Kim, Pak 2005), (Vaisman 1980), (Kenmotsu, 1972) and (Olszak, 1989).

The notion of an almost cosymplectic manifold was introduced by Goldberg and Yano
in 1969, (Goldberg, Yano 1969). The simplest examples of such manifolds are those
being the products (possibly local) of almost Kaehlerian manifolds and the real line R

or the circle ST.



In (Kim, Pak 2005) Kim and Pak combined almost a-Kenmotsu and almost
cosymplectic manifolds into a new class which is called almost a-cosymplectic
manifolds, where a is a scalar. They studied canonical foliations of an almost
a-cosymplectic manifold and proved that the canonical foliation F defined by the
contact distribution is Riemannian and tangentially almost Kaehler of codimension 1

and that F is tangentially Kaehlerian if the manifold M is normal.

In (Boecks 2006), the authors showed that a locally symmetric contact metric space is
either Sasakian with the constant curvature 1 or locally isometric to the unit tangent
sphere bundle of an Euclidean space. Following these works, Cho et all investigated the
n-parallelity of the torsion tensor T of a contact metric manifold M. The tensor field t
was firstly introduced by Hamilton and Chern. They defined by the torsion tensor field

7T for any vector fields X and Y on Mas follows:

g(@x,Y) = (Leg)(X,Y)

Cho showed that a non-Sasakian contact metric manifold with the n-parallel torsion

tensor is a (k, u)-contact manifold.

In this paper, we consider a wide subclass of almost contact metric manifolds which is
called almost f-cosymplectic manifold. Firstly, we give the concept of almost
f-cosymplectic manifolds and state general curvature properties. We derive several
important formulas on almost f-cosymplectic manifolds. These formulas enable us to
find the geometrical properties of almost f-cosymplectic manifolds with n-parallel
tensors h and @h. We also examine the tensor field T on M. Then we give some
propositions and theorems on mn-parallelity, cyclic parallelity, Codazzi condition and
n-cyclic parallelity. Finally, we give two extensive examples on almost f-cosymplectic

manifolds.

Keywords: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost f-Cosymplectic
Manifold



1 GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢cok énemli bir yer kaplamak-
tadir. (2n + 1)-boyutlu bir (C*°) smfindan diferensiyellenebilir A/ manifoldunun
tanjant demetlerinin grup yapist U(n) x 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen
hemen degme manifold denir. Ilk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifold-
lar tizerinde yaptig1 ¢calismada U(n) x 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen
hemen degme yapilar: tanimlamigtir. Buna gore, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen
degme yapisi

P’ X = =X +n(X)¢, n(E) =1

denklemlerini saglayan (1, 1)-tipli bir tensor alani ¢, bir vektor alam £ ve bir 1-form

olan 7 ile olugturulan (i, &, n)-iicliisiiyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(p,&,m) hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(pX,0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)
n(X) = g(X,¢)
esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmigtir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar igin normallik sartinin J kompleks yapisinin (J? = —1) integral-

lenebilmesi oldugununu ispatlamiglardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagh kalarak, (Goldberg ve Yano 1969) kosim-
plektik manifoldu tamimlamiglardir. Bu tanimlamay1 takip eden yillarda o6zellikle
Olszak kosimplektik manifoldlar iizerinde bir ¢ok galigmaya imza atmgtir (Olszak
1981-89). 1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar tizerinde
yeni bir karakterizasyon ve siiflama ortaya koymustur. Bu simiflama Kenmotsu
manifold olarak adlandirilmigtir (Kenmotsu 1972). 1981 yilinda Vanhecke hemen
hemen degme yapilarini ele aldig1 caligmasinda hemen hemen Kenmotsu manifold-
larini genigleterek hemen hemen f-Kenmotsu manifoldlar: tanimlamigtir (Vanhecke

1981).

(Kim ve Pak 2005) hemen hemen a-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilarmi

birlestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir altsinifi olan hemen



hemen a-kosimplektik manifold kavramini tanimlamiglardir.
(M, p,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik yapisi
dn=0, d®=2anAo

sartlarimi saglar. Burada o, keyfi bir reel say1 ve ®, temel 2-formdur. Ozel olarak,
a = 0 durumunda hemen hemen kosimplektik veya o # 0 durumunda ise hemen
hemen a-Kenmotsu manifoldlar: elde edilir. Normallik sart1 altinda ise f-kosimplektik

manifold ya kosimplektik yada a-Kenmotsu manifoldudur.

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda; Kim ve Pak’in hemen hemen a-kosimplektik man-
ifold tanmiminda yer alan keyfi « reel sayisi yerine, M iizerindeki diferensiyellenebilir
fonksiyonlarn bir alt halkasina ait f € R, (M) diferensiyellenebilir fonksiyonu ali-
narak mevcut yapi hemen hemen f-kosimplektik manifoldlara genigletilmistir. Yiik-
sek lisans tez calisgmamizda hemen hemen f-kosimplektik manifoldlar iizerindeki

egrilik ozelliklerini kullanarak daha genel sonuclar elde edilmistir.

Ikinci boliimde, manifoldlar ve altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanitilacak-
tir. Bu boliimiin ilk kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmigtir.
Ik kisim iki alt kissmdan olusmaktadir. Birinci alt kissmda, Riemann manifold-
lar1 ve bazi temel ozellikleri tanitilmistir. Ikinci alt kissmda, hemen hemen degme
metrik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisimda, altmanifold-

lar teorisi hakkinda temel kavramlar tanitilmigtir.

Uciincii boliimde, hemen hemen f-kosimplektik manifoldlar ile ilgili genel sonuclar
elde edilmistir. Ozellikle, paralel tensér alanlarini gozoniine alarak bu tiir manifold-
lar1 ayrintili bir sekilde aragtirilmigtir. Bu boliimiin ilk kisminda; hemen hemen f-
kosimplektik yapilar tanitilmustir. Tkinci kisimda, bazi 6zel tensor alanlarin temel
ozellikleri verilmistir. Uciincii kissmda, Riemann egrilik tensorii 6zellikleri verilmis
ve (Pastore ve Dileo 2007) de deginilen hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ile
ilgili temel ozellikler genellestirilmistir. Buldugumuz sonuclar 6zel olarak f = 1
durumunda (Pastore ve Dileo 2007) ile gakigmaktadir. Son kisimda, bazi paralel
tensor alanlar1 ve h, @h tensorleri yardimiyla yeni sonuclara ulagilmistir. Ozellikle,

bu kisimda h tensor alaninin n-paralellik kogulu énemli yer kaplamaktadir.



2 MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, diger boliimlerde ¢alismamiz i¢in gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.

2.1 RIEMANN MANIFOLDLAR

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlari tanitilacaktir.

Tanim 2.1.1.. M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlariin

uzay1 x(M"™) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkast C*°(M"™, R) olmak iizere,
g Xx(M") x x(M") — C*(M",R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimh bir g doniigiimiine M" {izerinde bir Riemann

metrik tensorii ve (M", g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

(O’neill 1983).

M™ manifoldunun herhangi iki p ve ¢ noktasi i¢cin M"™ {iizerinde bu noktalar1 bir-

legtiren bir egri bulunabiliyorsa M™ ye baglantili manifold adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.2. M" bir C'"*° manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin uzayi

X(M™) olmak iizere,
Vs (M) x o (M7) Ty (M)
(X,Y) — V(X,Y) = VyY
déniigtimii, V f,g € C*(M™ R),V XY, Z € x(M") igin,
() Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(2) VixygvZ = f VxZ +g VyZ,
(3) Vx(fY)=f VxY + X(f)Y,

ozellikleri saglaniyorsa V ya M"™ iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tamim 2.1.3. (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir afin kon-

neksiyon olsun. O zaman, V doniigiimii; V X, Y, Z € x(M") igin,

(1) VxY — Vy X = [X, Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),

7



(2) Xg(Y,Z2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdagma

ozeligi),

sartlarini sagliyorsa V ya M™ iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu

veya M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.4. (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

Rz x (M™) X x(M™) x x(M™) — x(M™)

(2.1)
R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — VixyZ

ile tanimlanan (1, 3)-tipli tensor alan1 R ye M"™ nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, V XY, Z, VW € x(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z,

(2) g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),
(3) R(X,Y)Z + R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0,
(4) g(R(X,Y)V, W) = g(R(V,IW)X,Y),

ozelliklerini saglar (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M", g) bir Riemann manifold, V da M™ iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve F, (1.1)-tipli bir tensér alani olsun. O zaman,
(VxE)Y = VxEY — E (VyY)
dir (O’neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alam

olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlar igin,
9g(VxF)Y, Z) = g(Y,(VxF)Z)
esitligi gegerlidir (O’neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alani olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlar igin,

9(Vx@Q)Y, Z) = —g(Y,(VxG)Z)



dir (O’neill 1983).

Tamim 2.1.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,M tanjant uzaymin iki

boyutlu altuzay: IT ve V, W € II vektorleri tizerine kurulan paralel kenarin alani
g(V.V)g(W, W) — g(V.W)* #0

olsun. O zaman,
g(R(V. W)W, V)
g(V> V)g(W7 W) - g(‘/a W)2

esitligine IT nin kesit egriligi denir ve K (II) ile gosterilir (O’neill 1983).

K(V,W) =

Tamim 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ej, ey, ..., €, } , lokal ortonormal

vektor alanlar: olmak iizere,

S x(M") x x(M") — R (22)
(X,Y) — S(X,Y) = > g(R(ei, X)Y, ;) '

i=1
seklinde tanimlh (0, 2)-tipindeki S tensor alanma M™ iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrica, (0,2)-tipli @ Ricci operatorii
S(X,Y) =g(QX,Y)
esitligi ile tanimhidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.7. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve {ej, e, ..., e, }, lokal ortonormal

vektor alanlari olmak iizere,
n
r= Z S(ei,e;)
i=1

degerine M™ nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.8. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii

paralel (VR = 0) ise o zaman, M" ye lokal simetrik uzay denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.9. (M", g) bir Riemann manifoldu ve M™ iizerinde bir pozitif fonksiyon
p olsun. Bu durumda, ¢* = p?g esitligi M" {izerinde metrik degisimini tanimlar.
Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki agi degismezdir. Bu nedenle, bu
sekilde tanmimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger

p fonksiyonu sabit ise konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

9



fonksiyonu 6zdeg olarak 1 ’e egit ise bu doniigiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir ¢* Riemann metrigi ile
konformal olarak iligkili ise o zaman, M™ Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.10. (M™,g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin (1, 3)-tipli Weyl
konformal egrilik tensor alani C', M" iizerindeki herhangi X,Y, Z vektor alanlar
icin,
1
C(X,Y)Z = RX,Y)Z - —Q[S(X, 2)Y = S(Y, Z2)X + g(X, 2)QY
n —

, 23)
00V Z)QX] + (i 9K 2)Y (Y. 2)X]

seklinde tanimlanir. Bundan bagka, C' nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ = div C),

1

o(X,Y) = (VxQ)Y — (VyQ)X — 2 —2)

(Vxr)Y — (Vyr)X]
dir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin konformal diizlemsel
olmasi icin gerek ve yeter kosul n > 3 i¢cin C' = 0 ve n = 3 i¢in ¢ = 0 olmasidir

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M", g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, M" iizerindeki herhangi XY, Z vektor alanlar: igin,
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.1.11. £ sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.

n-boyutlu bir M" uzay formu M" (k) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).
Sonug 2.1.1. (M™, g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n > 2

icin,

k=0 ise M"(k) = E™ Oklid uzayn,
M"(k)y=< k=— ise M"(k)=S5"(r) kiiresi,
k=—— ise M"(k)= H"(r) Hiperbolik uzay,

10



dir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.12. M"™ bir C'"*° manifold olmak {izere,
p:Rx M" — M"
(t,p) — @, (P)
doniistimii

(1) VteRigin, ¢, : P — ¢, (P) diffeomorfizm,
(2) Vit s € Rve P e M"ign, ¢ (P) = ¢,(p,(P)),

sartlarin sagliyorsa ¢ ye M™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.13. M"™ bir C'*™° manifold ve M" iizerindeki bir vektor alan1 X olmak
tizere, X ile gerilmis lokal doniisiimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K

bir tensor alam ve p € M™ icin,

(LxE), = lim™ (K, — (,5),]

t—0t

seklinde tanimlanan £x K doniigiimiine X yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve £Lx K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M™ iizerindeki bir X vektor alam yoniindeki

Lie tiirevi icin,

() Lx(Y®2Z)=(LxY)®Z+Y ®(LxZ), (Y, Z herhangi tensor alanlari)
(2) Lxf=X(f), ( f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)
(3) LxV =[X,V], V € x(M™)

ozellikleri gegerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.14. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alam igin,

Lxg =0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alani denir (Yano ve Kon 1984).

11



2.2 HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLAR

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.2.1. M, (2n+1)-boyutlu bir manifold, o, £, da M?"* iizerinde, sirasiyla,
(1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, 7 igin,

M2 fizerinde herhangi bir vektor alanm1 X olmak {izere,

n(§) =1

(2.4)
P*X = =X +n(X)¢

egitlikleri saglaniyorsa o zaman, (i, £,n) icliisiine M?"*! {izerinde bir hemen hemen
degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M?"*! ye bir hemen hemen degme manifold denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanmim 2.2.2. M?""! (p,&, 1) hemen hemen degme yapisi ile verilsin. A?"*!

tizerinde bir ¢ Riemann metrigi

n(X) = g(X,$),
9(pX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

(2.5)

sartlarim saghyorsa ¢ metrigine M?"*! iizerinde hemen hemen degme metrik, (o, £, 7, g)
yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, £, 1, g) yapist ile M?" ™! ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2.1. M?" ™1/ (p,€,n,g) hemen hemen degme metrik yapisi ile verilsin. Bu

durumda,
9(eX,Y) = —g(X, ¢Y) (2.6)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.3. M?"*! {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &,n, g)
olmak iizere,

O(X,Y) =g(X,pY) (2.7)

seklinde tanimli & doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.4. (M™", g) bir Riemann manifold ve xy, 23, ..., x, M™ nin lokal koordi-

natlari olsun. w = \/|g|dzy Adza A ... ANdz, ve g(x) > 0 ise w ye M™ {izerindeki bir
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hacim form denir. Burada dx;, M™ iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g|,

M™ tizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanim 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonug 2.2.2. ¢ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla n A ®™ # 0
dir. Boylece Tamim 2.1.2.5. geregince (M", ¢,£,n,g) hemen hemen degme metrik
manifoldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanim 2.2.6. M" bir C'"° manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y vektor
alanlar igin,

2dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w[X,Y]
dir. Eger w 2-form ise,

Jdw(X,Y,Z) = X(wY,2)+Y(w(Z,Y))+ Z(w(X,Y))
—w([X,Y],Z) —w(]Y, Z], X) —w([Z, X],Y)

dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M?>"*! £ 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlan icin,
(i) (Vx®)(Y, 2) = 9(Y, (Vx¥)Z)
(i) (Vx®@)(Y, Z2) + (Vx @) (Y, 0Z) = n(Z)(Vxn)Y —n(Y)(Vxn)pZ
(iif) (Vxn)Y = g(Y,Vx§) = (Vx®)(§ ¢Y)
(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X

(v) 3d®(X,Y,Z) = & (Vx®)(Y,Z)

X,Y.Z

)

esitlikleri gecerlidir. Burada & , X,Y, Z vektor alanlar iizerinden alinan devirli
XY, Z

toplami gostermektedir.

Ayrica, {X;, pX;, €} i = 1,2,...,n olmak iizere, M***! nin agk bir altciimlesi

iizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatorii
on ==Y _{(Vxm)Xi+ (Vox,n)eXi}
i=1
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seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tanmim 2.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her
p noktasi igin J? = —T olacak sekilde 7),M tanjant uzaymin bir J endomorfizmasi
mevcut ise, o zaman M" {izerindeki J tensor alanmina bir hemen hemen kompleks
yapi adi verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen

hemen kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (o, &, 7, g) ile verilsin. O zaman,

M x R tizerinde herhangi bir vektor alani
d
X f—

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; £, R nin bir

koordinati ve f, M x R iizerinde bir C*° fonksiyondur.

M iizerinde (¢, &, 7, g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M x R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yapi

106,15 = (X = 6 w00 )

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J2 = —T elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.8. M™ bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M" iizerinde (1, 1)-

tipli bir tensor alan1 F' olsun. V XY € x(M) i¢in,
Np(X,Y)=F)X,Y]+ [FX,FY] - F[FX,Y] - F[X, FY]

seklinde tanimli Ny tensor alanina F' tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).
J, M" iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M™
tizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii
NyX,)Y) = X, Y]+ [JX,JY] - J[JX,Y]| - J[X, JY]
= [ XY+ [JX,JY] - JJX,Y]| - J[X,JY]
seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.9. (M?", J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0

ise J doniigiimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).
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Tanim 2.2.10. Eger M?" x R iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi
integrallenebilir ise (¢, £, n) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve

Kon 1984).

Onerme 2.2.2. M?"*! iizerinde (p,&,7n) hemen hemen degme yapisinm normal

olmasi icin gerek ve yeter kosul
Ny +2dn®€=0

esitliginin saglamasidir. Burada N, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon ten-

soriidiir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.11. (M?" J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" iizerinde her

X,Y vektor alanlar icin,

9(J X, JY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.
Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair

2002).

Tanim 2.2.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y
vektor alanlari igin,

QX,Y) = g(X,JY)

egitligi ile tanimlanan 2 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu
denir. Eger dQ2 = 0 ise (J, g) yapisina hemen hemen Kaehler yapi denir. Bu yapr ile
elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap:
ile verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun
bir Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kogul VJ = 0 esitliginin saglamasidir

(Blair 2002).

Tamm 2.2.13. (M?"™! . £, n, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

O zaman, verilen bu yap1

d® = 0 (®, kapalidir), dn =0 (7, kapaldir)
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sartlarim sagliyorsa M?"*! manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M?*"*! . €. n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
M?*1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul V&

ve V1 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).

Yardimci Teorem 2.2.1. (M?"*1 p £ n,g) bir hemen hemen degme manifoldu

olsun. Eger ® 2-formu kapali ise,

(Vox®)(Y, Z) + (Vx@)(Y, Z) — n(X) [dn(¢Y, Z) + dn(Y, pZ)]
+n(Y) [dn(¢Z, X) = 5(Leg)(Z,X)| +0(Z) [dn(X,¢Y ) — dn(¢X,Y)] = 0

esitligi saglanir (Olszak 1981).
Yardimci Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold {izerinde

(Vex@)(0Y) + (Vxp)(Y) = n(Y)Vex{ =0
esitligi gegerlidir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.1. (M, J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M,
(2n)-boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yap1 ve M?" iizerindeki

Riemann metrigi G' olmak {izere,
JP=—1I, G(X,Y)=G(JX,JY)
esitlikleri gecerlidir. M>" {izerindeki temel 2-form
QXY)=G(X,JY)
seklinde tanimh olup, df2 = 0 dir.

R reel dogru ve gq bir Riemann metrigi olsun. R iizerinde &, sifirdan farkh bir vektor

alani ve 7,
90(X, &) = no(X)

olacak sekilde bir 1-form olsun. Béylece M’ = M?" x R carpim manifoldu tanim-

hdir. (X3, Xs), V iizerinde tamimh vektor alanlar: olsunlar. Burada X7, V' garpim
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manifolduna dik olan vektor ve X3 ise R dogrusuna dik olan vektordiir. ¢ (1,1)-tipli

bir tensor alani £ bir vektor alani (€ # 0) ve n 1-formunu
(X1, Xp) = (JX1,0), §=1(0,&), n(X1,X2)=rno(X2)
seklinde secelim. Ayrica, M iizerinde tammli ¢ metrigi
9==G+ go

seklindedir. Boylece (M, ¢, €&, 1, g) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde
edilir (Olszak 1981).

Tamm 2.2.14. (M?" ™! ¢ & 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Eger M manifoldu tizerinde her XY, Z vektor alanlar1 ve o € R, o # 0 igin,
dn=0, d®=2anAo

sartlar1 gecerli ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a =1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.2.3. (M?"!, ¢, £, 7, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,

n’—l

, 1
—an,§’=a§,wZw,g’ZEQ,a%O,aGR (2.8)

seklinde tamiml homotetik deformasyon yardimiyla M?"*! {izerinde bir (¢', &', 7', ¢')
hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Teorem 2.2.2. (M*"*1 ¢ £ n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M?**! nin bir Kenmotsu manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul
(Vx9)Y = g(¢X, V)€ = n(Y)pX, Vx&=—¢*X ; VX,V € x(M*"*)

dir (Kenmotsu 1972).

2.3 ALTMANIFOLDLAR

Bu kisimda, altmanifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar verilmigtir.
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Tamm 2.3.1. M Riemann manifoldunun bir altciimlesi M olsun. M iizerindeki

metrik g olmak tizere,
ji M — M

p—jp)=p
dahil etme doniisiimii i¢in p € M noktasindaki
T,M > 7
7,0 0

tiirev ve ek doniisiimleri igin,

(j;(gp))(vpa wp) = Gp(Ji(vp), Ju(wy)); V vy, w, € T,M

esitligi ile tamimlanan j*g, = g, dontistimii M tizerinde bir metrik ise M ye M nm

bir Riemann altmanifoldu denir (O’neill 1983).

Tanim 2.3.2. (M™%, §) Riemann manifoldunun bir Riemann altmanifoldu (M", g)
olsun. V ve V sirasiyla, M™ ve M"t? manifoldlarimin Levi-Civita konneksiyonlar:

olsun. O halde, Gauss ve Weingarten esitlikleri, sirasiyla,
VxY = VxY + B(X,Y) (2.9)

VxN = —A,X + ViN (2.10)

seklinde tamimhdir. Burada B ye M™ nin ikinci temel formu denir ve N, M" iiz-
erinde bir normal vektor alamdir. Eger V XY € x(M™) i¢in, B(X,Y) = 0 ise M
manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

Ikinci temel form B ve A, sekil operatorii arasinda baza gore yazilim

BOXLY) = 3 g(AX. V)N,

y=1
esitligi elde edilir. Burada N,, (y = 1,...,d) M" altmanifolduna dik olan vektor

alanlar1, V* de M™ altmanifoldunun normal konneksiyonudur. Kolayca
g(A’YX7 Y) = g<B(X7 Y), N’Y)

esitligi elde edilir (Chen 1973).
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Tamm 2.3.3. (M",g), (M™%, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.

O zaman,
1 n
H=— B iy G4
n; (e;,€;)

seklinde tamimlanan H vektor alanina M™ nin ortalama egrilik vektor alani denir.
Eger H = 0 ise M altmanifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin
normuna M™ nin ortalama egriligi denir. Burada {ey,...,e,} M™ iizerinde bir lokal

ortonormal bazdir (O’neill 1983).

Tamim 2.3.4. (M"+% §) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M", g) olsun. V

X,Y € x(M™) olmak iizere,
B(X,Y)=g(X,Y)H
esitligi saglaniyorsa M™ye total umbilik altmanifold denir (Chen 1973).

Tamm 2.3.5. (M", g), (M, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.B

ikinci temel formu her XY, Z € x(M™) igin, B nin X yoniindeki kovaryant tiirevi
(VxB)(Y,Z) = VL(B(Y,2)) - B(V+Y,Z) — B(Y,VxZ)

seklinde tammlidir. VB (0, 3)-tipli bir tensér alamdir ve M™ altmanifoldunun
tictincii temel formu olarak adlandirihr. Ayrica, V ya Van der Waerden-Bortolotti
konneksiyonu adi verilir. Eger VB = 0 ise M™ altmanifoldu paralel ikinci temel

formludur denir (Chen 1973).
B ikinci temel formunun VB ikinci kovaryant tiirevi

(V'B)(ZW.X.Y) = (VxVyB)(ZW) (2.11)
= Vx((VyB)(Z,W)) = (VyB)(VxZ,W)
—(VxB)(Z,VyW) = (Vy,vB)(Z,W)

seklinde tanimhdir (Chen 1973).

Tanmim 2.3.6.(M", g), (M"+¢, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O
zaman,

RY(X,Y) =VxVy — VyVx — Vixy] (2.12)
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seklinde tammmlh R+ doniisiimiine M™ nin normal yondeki egrilik tensorii denir

(O’neill 1983).

(2.11) ve (2.12) egitlikleri yardimiyla

(VxVyB)(Z,W) = (VyVxB)(Z,W) = (R(X,Y)-B)(Z,W)
= RH(X,Y)B(Z,W) - B(R(X,Y)Z,W)
—B(Z,R(X,Y)W)

esitligi elde edilir. Burada R, V konneksiyonuna gore egrilik tensoriidiir (Chen 1973).
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3 BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir altsinifi olan hemen
hemen f-kosimplektik manifoldlar incelenmistir. Bu ve bundan sonraki béliimlerde

elde edilen sonuglar orijinaldir.

3.1 HEMEN HEMEN f-KOSIMPLEKTIK YAPILAR

Bu kisimda 6ncelikle hemen hemen f-kosimplektik yapilar tanitilarak, gerekli liter-

atiir bilgisi verilmistir.

Tanim 3.1.1. (M, p,&,n,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Herhangi vektor alanlari ve f € R, (M) igin, M*"*! {izerinde
dn =0, db—=2fnnd

esitlikleri saglaniyorsa M?"*! ye hemen hemen f-kosimplektik manifold denir. Ozel
olarak, f = 0 i¢in hemen hemen kosimplektik, f # 0 durumunda ise hemen hemen

f-Kenmotsu manifoldu elde edilir

Yardimeci Teorem 3.1.1. M?"™! manifoldunun bir (p, £, 7, g) hemen hemen degme

metrik yapisi icin,

29((Vxp)Y. Z) = 3d2(X,pY,9pZ) —3dP(X,Y, Z) (3.1)
+g(NW(Y, 2), oX) + NO(Y, Z)n(X)

+2dn (Y, X)n(Z) = 2dn(eZ, X)n(Y)
dir. Burada N, N tensor alanlari, sirasiyla,

NO(X,Y) = Ny(X,Y)+2dn(X,Y)¢ (3.2)
NOX,Y) = (Loxn)Y — (Loyn)X (3.3)

dir (Blair 2002).

Onerme 3.1.1. (M?>**1 ¢ €7, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, her X, Y vektor alanlar: igin,
hX = (Lep)X, () =0 (3.4)
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V=0, Vep=0 (3.5)

(poh)X + (hop)X =0 (3.6)

h=0& V= —fp?

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Onerme 3.1.2. (M?* 1 o & 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, her X, Y vektor alanlar: icin,

Vxé=—f¢’X — phX (3.8)
(Vxn)Y = fg(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(¢Y, hX) (3.9)
h=0& VE=—fp? (3.10)

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Ispat: (Pastore ve Dileo 2007) ve (Kim ve Pak 2005) deki islem adimlar takip

edilerek sonuclar kolaylikla bulunabilir.

Yardimc1 Teorem 3.1.2. (M?*"™! p £ n,g) bir hemen hemen degme manifold

olsun. O zaman, her X vektor alani igin,
(Veh)op+po(Veh) =0
esitligi gegerlidir (Blair 2002).

Onerme 3.1.3. (M2 o & 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
O zaman, V X,Y € y(M) icin Levi-Civita konneksiyonu

(Vx@)Y + (Voxe)pY = —f n(Y)eX + 29(X, oY )¢] — n(Y)hX (3.11)

esitligini saglar.

Ispat:Nijenhuis tensor alam kullamlarak direkt hesaplamalarla,

ON(X,Y)+ N(pX,Y) =2n(X)hY, (3.12)
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ve

n(N(¢X,Y)) =0. (3.13)

elde edilir. (3.1) den
29 ((Vxp) Y, Z) = 2fg(g(pX, V)€ = n(Y )X, Z) + g(N(Y, Z), pX)
seklinde olup (3.12) ve (3.13) kullanilarak ispat tamamlanir.

Tamim 3.1.2. M" bir C*° manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktasi i¢in 7,,M™ nin
r-boyutlu altuzay1 (r < n) D ve D, nin bir kolleksiyonu D = {D,} olmak iizere,
p noktasini ihtiva eden M™ nin bir U agcik altciimlesi iizerinde C'*™° sinifindan lineer
bagimsiz { Xy, ..., X,} vektor alanlar1 U nun her ¢ € M™ noktasinda hala D, nin bir
baz1 oluyorsa D ye M" iizerinde bir r-boyutlu dagilim ve { Xy, ..., X, } ciimlesine U

iizerinde D ic¢in bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tanim 3.1.3. M" bir C*° manifold ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun. M™

0 0

nin bir haritas1 x = (21,22 ...,,) olmak iizere, {a—xl, BT
T

} climlesi D dagilimi
icin bir baz olugturuyorsa x haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger
M™ nin her noktasinda tanimli olan D dagilimi igin bir diizlemsel harita bulunabiliy-

orsa D dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tanim 3.1.4. M" bir C* manifold, M" nin r-boyutlu baglantil altmanifoldu N
ve M™ nin bir r-boyutlu dagihimi D olsun. Her p € N i¢in, D, = T,N ise N ye M"
nin r-boyutlu integral altmanifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.4. M™ bir C* manifold ve w M" iizerinde C* bir 1-form olsun. M"
nin her p € M" noktas i¢in n = boy(ker w,) = r sabit ise kerw, M" iizerinde bir

r-boyutlu dagilimdir (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.1. (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu
dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul her

X,Y € D iin [X, Y] € D olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.5. M" bir C* manifold, w M™ iizerinde C'*° bir 1-form ve her p € M"
noktast i¢in n = boy(kerw,) = r sabit olsun. Boylece D = {kerw,: p € M"}

dagiliminin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul her XY € kerw igin

dw(X,Y) = 0 olmasidir (Sharpe 1997).
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Uyar1 3.1.1. (M** ¢, £ n,g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
Her p € M*"*! icin,

D, = kern, = {X € T,M : n(X,) = 0}

ve D = {D,} olmak iizere, boy(D,) = 2n oldugundan Onerme 3.1.4. geregince D
M?"*1 qnin bir 2n-boyutlu dagilimi olur. Diger yandan, M?**! bir hemen hemen
f-kosimplektik manifold oldugundan dn = 0 olup, Onerme 3.1.5 yardimiyla D
dagilimi integrallenebilirdir. Boylece D dagilimina 2n-boyutlu integral altmanifold-

lar1 kargilik gelir.

Onerme 3.1.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler
manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar ¢arpimi olmasi icin gerek ve yeter kosul

h = 0 olmasidir (Kim ve Pak 2007).

Teorem 3.1.2. (M?""! £ n,g), bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h = 0
olsun. O zaman, M manifoldu M  x 2 N?" olacak sekilde lokal bir kath carpimla
ifade edilir. Burada N?" bir hemen hemen Kaehler manifold, ¢ koordinati ile verilen

acik aralik M’ ve bazi ¢ pozitif sabitleri icin f? = ce? dir (Pastore ve Dileo 2007).

Onerme 3.1.7. (M2 o & 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,

(1) D dagiliminin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,
(2) f = 0 durumunda D dagihminin integral altmanifoldu total geodezik veya
f # 0 durumunda D dagiliminin integral altmanifoldunun total umbilik olmas icin

gerek ve yeter kogul A = 0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

ispat: M , D dagilimimin integral alt manifoldu olsun. (D,J = @ D,J2 =1 )
yapisinin hemen hemen kompleks dagilim ve indirgenmis ¢ metriginin M {izerinde
Hermitian metrik oldugu bilinmektedir. Bu nedenle, V.X,Y € F(]/\\J/ ) icin, M iiz-
erinde indirgenmis 2-form Q = §(X,JY) = g(X, oY) = Q(X,Y) ve dQ = 0 dir.
Dolayisi ile, M hemen hemen Keahler manifoldtur. Temel iki form B ve ¢ yoniin-

deki Weingarten opratorii A olmak iizere Proposition 7?7 and (2.3) kullanilarak,

B(X,Y) =g(AX,Y){ = —fg(X,Y)E + g(phX,Y)E (3.14)
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elde edilir. TM de [ = 1,2,...,n icin e;,,, = pe; olacak gekildeki ortonormal catiy1
{e1,ea,...,€9,} olarak alalm. (3.14) ifadesinde X =Y = ¢, alir ve p = 1,2,...,2n
icin toplama gegcilir ise

1

H= %(”A)f = —f¢.

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Onerme 3.1.8. (M? 1 o & 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
O zaman, M?"*! nin f-kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul D
dagilimimin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim ve Pak

2005).

Ispat: Eger yap: normal ise, her X vektor alani icin,

N(X,§) = Ny(X, &) +2dn(X,§)E
= —plpX, &+ ¢ [X, €] + 2dn(X, )¢ (3.15)
= 20phX =0.

Bu nedenle, h = 0. Diger bir yandan, her bir X, Y vektor alanlar i¢in
Ny(X,Y) = [pX, Y] = 00X, V] = ¢ [X, oYV] = [X, Y] = Np\p(X,Y)  (3.16)

elde ederiz. Agikga goriiliir ki V; = 0 olmasi i¢in ancak ve ancak J hemen hemen
kompleks yapisi integrallenebilir olmalidir. Bu nedenle (3.15) ve (3.16) ile ispat tamam-

lanir.

Onerme 3.1.9. (M* L 0 & n,g), D degme dagihminin integral altmanifoldlar:
Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun. O zaman,
M?*1 nin f-kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul V& = — f?

olmasidir.

Ispat Herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere, N, (X,€) = 2phX esitligi yazilir.
Bu nedenle, yapinin normal oldugunu kabul edersek Y € D igin, A(Y) = 0 elde
edilir. h(¢) = 0 oldugundan i = 0 bulunur ve (3.10) ifadesi V& = — f? esitligini
gerektirir. (3.10) ifadesi yardimiyla eger V& = —fp? ise h = 0 dir. O halde, keyfi
X vektor alanlar i¢in N, (X, £) = 0 dir. Jp hemen hemen kompleks yap1 olsun. Bu
durumda her X,Y € D igin N,(X,Y) = N, (X,Y) = 0 dir. Boylece D dagiliminin

integral manifoldlar1 Kaehler yapidadir.
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Sonug 3.1.1. (M, p,&,n,9), 3-boyutlu bir hemen hemen f-kosimplektik manifoldu
V& = — fp? sartim sagliyorsa bir f-kosimplektik manifolddur.

Ispat Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagiliminin integral altmanifoldlar boyutu
2 olan hemen hemen Kaehler yapidadirlar. Boylece Onerme 3.1.8 den dolay: ispat

tamamlanir.

Uyar: 3.1.2. Yukarida verilen sonuglar (Pastore ve Dileo 2007) de f = 1 durumu

icin elde edilmistir.

3.2 TENSOR ALANLARI VE OZELLIiKLERI

Bu kisimda belli tensor kosullarini saglayan A ve h tensor alanlar1 incelenmistir.

Simdi, bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel egitlikleri verelim.

Yardimci Teorem 3.2.1. (M?*"*1 ¢ & 1, g) bir hemen hemen f-kosimplektik ma-
nifold olsun. M?"*! iizerinde (1, 1)-tipli A ve h tensor alanlar, sirasiyla, A = —V¢

ve h = %Eggo seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X, Y vektor alanlar igin,

(i) A ve h simetriktir,
(i) Ap + A = =2fp,
(ili) o A =0, yoh =0,
(iv) h=Aop+ fo,

(v) hA + Ah = —2fh,

(
(

vi) 1z(A) = —2fn
vii) Tz(pA) =0

esitlikleri saglanir.
Ispat (i) M?"*! iizerinde herhangi X,Y vektor alanlar icin,

g(AX)Y) = g(f¢"X +phX.Y)
= —f9(eX,0Y) — g(X, hpY))
= g(f*X,Y) + g(phY, X)
— g(AY, X)
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dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X = ¢ icin A = f@?6+ phé = 0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensor alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.

(i) A tensor alammim ozellikleri gozoniine alindiginda Ap = (fp? + ph)p ve pA =
o(fe* + @h) esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa Ap + @A =
—2fyp egitligi bulunur.

(iii) A tensor alaninin tanimindan
(no )X = n(AX)
0 = g(X,Ve)
bulunur. Benzer sekilde, 7 o h = 0 esitligi £ Lie tiirev operatoriiniin tanimi kul-

lanilarak elde edilir.

(iv) (3.8) esitliginden Ap = —fp + h dir. Burada h tensor alami cekilerek h =
Ay + fp elde edilir.

(v) hA ve Ah bilegke tensor alanlar:
hA = fho® + hoh, Ah = fo*h + oh?
seklinde bulunur. Boylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak hA + Ah =

2f©%h elde edilir.

(vi)-(vii) A ve @A tensor alanlarmm izleri almir ve (3.7) esitligi kullanihirsa (vi) ve

(vii) giklar elde edilir.

Onerme 3.2.1. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminm integral
altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi icin gerek ve yeter kosul her X, Y vektor
alanlar igin,

(Vxp)Y = —g(pAX, Y)E +n(Y)pAX
dir. Burada AX = ¢phX olarak alimmigtir (Olszak ve Dacko 1998).
Onerme 3.2.2. Bir hemen hemen f-kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral
altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi icin gerek ve yeter kosul her X, Y vektor

alanlari igin,

(Vxp)V = —g(pAX,Y)E +n(Y)pAX (3.17)
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dir. Burada her X vektor alan icin, AX = fo?X + @hX dir.

Ispat (Pastore ve Falcitelli 2007) de Onerme 2.2 s = 1 igin ele alindiginda ispat

benzer olarak verilebilir.

3.3 EGRILIK OZELLIKLERI

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik ¢zellikleri incelenmistir.

Onerme 3.3.1. (M>"*! ¢, £ 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M?"*! {izerinde herhangi vektor alanlar X, Y icin,
RX,Y)E = [&(f) + £ (X)Y —n(Y)X] = f [n(X)phY —n(Y)phX]3.18)

+(Vyph)X — (Vxph)Y
— (Vv A)X — (VA)Y

esitligi saglanir.
Ispat R Riemann egrilik tensorii tanimi ve (3.8) esitligi gozoniine almirsa

R(X,Y)t = VxVyé—VyVxé—Vixyl
= Vx(=f¢’Y = phY) = Vy (= fp*X — phX)
—(—fP*[X,Y] - oh [X,Y])
= —fVxp?Y — VxphY + fVyp?X + VyphX
+f? (X, Y] + ph [X,Y]
= [N+ A XY —n(¥)X] - f [n(X)phY —n(Y)phX]
+(Vyph)X — (Vxph)Y

elde edilir.

Onerme 3.3.2. (M>"*! ¢ £ 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,
R(X,8)¢ = [€(f) + P] @’ X + 2fphX — B’ X + p(Veh) X (3.19)
(Veh)X = —pR(X, 8¢ — [£(f) + f7] ¢X — 2fhX — ph*X (3.20)

R(X,€)¢ — ¢R(0X, )¢ = 2 [(§(f) + [)*X — h*X] (3.21)

28



S(X,€) = 20 [€(£) + 2] n(X) — div(gh) (3.22)
S(£,8) =— (2n [f(f) + fQ] + trace(h2)) (3.23)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat V¢p = 0 ve (3.17) yi kullanarak direkt hesaplamalarla (3.19) bulunur. (3.19)
e ¢ yi uygulayarak ve g ((Veh)X, &) = 0 oldugunu gostererek (3.20) i elde ederiz.
Son olarak (3.19)den (3.21) elde edilir.

Ozdegerleri  {pg =0, p;, —p;} olan  h m  ozvektorlerinden  olugan
{Ey =&, E;, E, ;i = pE;} yerel ortonormal bir ¢ baz alabiliriz.(3.18) esitliginde
her iki tarafina herhangi bir W vektor alanmiyla i¢ carpim uygulayalim. Sonra

X =W = Ej iligkisiyle esitigin 1 <7 < 2n + 1 i¢in toplama,

Z g (R(E,Y)E Ey) = =2 [E(f) + £ n(Y) - Z g(Veeh)Y, E;)  (3.24)

elde edilir.(3.24) kullamlarak, (3.22) elde edilir. (3.22) esitliginde Y = ¢ alinarak,
(3.23) elde edilir.

3.4 PARALEL TENSOR ALANLARI

Bu kisimda, hemen hemen f-kosimplektik manifoldlar tizerinde n-paralellik, Ko-

dazzi, devirli paralellik ve devirli n-paralellik tensor sartlarini incelenmistir.

Tanim 3.4.1. (M?"™! © £ n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Her X, Y, Z € kern olmak iizere,
g(Vxn)Y,Z) =0 (3.25)
sartim saglaniyorsa M?"*! ye p-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tanim 3.4.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alan1 T' olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin,
(VxT)Y = (VyT)X (3.26)
ise T' ye Kodazzi tensor alan denir (Blair 2002).
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Tanim 3.4.3. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alani T' olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin,
g(VxT)Y, Z) + g(VyT) Z, X) + g((VZT) X,Y) = 0 (3.27)
esitligi saglaniyorsa 7" ye devirli paralel tensor alani denir (Cho 2008).

Tamm 3.4.4. (M*"*1 ¢ £ n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
Her X,Y,Z € kern olmak iizere M?"™! iizerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli T
tensor alan

g(VxT)Y,Z) + g(VyT)Z,X) + g(VzT)X,Y) =0 (3.28)
esitligi saglaniyorsa T ye devirli n-paralel tensor alani denir (Cho 2008).
Tamm 3.4.5. (M?*" 1 . £, n, g) bir degme metrik manifold olsun. Her X, Y vektor

alanlari icin,

g(TX, Y) = (£€Q)<X7 Y)

esitligi ile verilen 7 tensor alanina torsiyon tensor alani denir (Cho 2008).

Bu tamimlamaya gore asagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 3.4.1. (M?"*! ¢, £ 1, g), bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M?"*! manifoldu icin 7 torsiyon tensor alani
TX = 2V € (3.29)

dir.

Ispat 7 tensor alaninm tammidan M2"+! {izerindeki tiim vektor alanlar icin,
(Leg)(XY) = Leg(X,Y) + g(LeXY) — g(X, LeY)
= 9(Vx&Y) +9(X, VyE)
= 29(—f*X — phX,Y)

elde edilir. (3.8) denklemi kullanilarak istenen sonuca ulagilir.

Onerme 3.4.2. (M?* L © & n, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Eger h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar igin,

(Vxh)Y = —n(X) [plY + [E(f) + [?] oY + 2fhY + ph*Y] (3.30)
—n(Y) [fhX + oh*X] — g(Y, FhX + oh*X)¢

30



esitligi saglanir. Burada [ = R(.,£)¢, € dur.

Ispat h tensor alam n-paralel olsun. Her X vektor alam icin X7 = X — n(X)¢

alimirsa
0 = g((Vxrh) YT ZT)
= 9((Vx-nxych) (Y = n(Y)€), Z — n(Z)€)
= ((Vxh) Z) =n(X)g((Veh) Y. Z) —n(Y)g((Vxh) &, Z)

,Z) = 1(
—n(2)g((Vxh) Y, ) + n(X)n(Y)g((Veh) &, Z) +n(Y)n(Z)g((Vxh) €, €)
+0(Z)n(X)g((Veh) Y, &) = n(X)n(Y)n(Z)g((Veh) €, €)

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlik sadelestirilirse
0 = g((Vxh)Y,=¢*Z) = n(X)g((Veh) Y, Z) = n(Y)g((Vxh) €, Z)

denklemi elde edilir. (3.8), (3.6) ve (3.20) denklemleri yardimiyla (3.30) esitligi

bulunur.

Onerme 3.4.3. (M?"! £, 7, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alan1 n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlari igin,
(Vxph)Y = n(X)[lY = [£(f) + 7] @*Y — 2fphY + h*Y ] (3.31)
—n(Y) [fohX — B*X] — g(Y, fohX — h*X)¢
esitligi gecerlidir.
Ispat ©h tensor alanmin 7-paralel oldugunu kabul edelim. O zaman,

0 = g((Vyxreh) YT, Z7)
= 9((Vx_peyeph) YV =n(Y)E), Z = n(Z)¢)
= g(Vxph)Y,Z) = n(X)g((Veph) Y, Z) = n(Y)g((Vxph) €, Z)
—1(Z2)9(Vxeh) Y, &) + n(X)n(Y)g((Veph) &, Z) + n(Y)n(Z)g((Vxeh) €, )
+n(Z)n(X)g((Veph) Y, &) — n(X)n(Y)n(Z)g((Veph) €, 6)

denklemi yazilir. Bu denklem diizenlenirse
9(Vxeh)Y,0?Z) = —n(X)g((Veph)Y, Z) = n(Y)g((Vxph) €, Z)
elde edilir. (3.8) ve (3.6) denklemleri kullanilarak
(Vxph)Y =n(X) (Veph) Y —=n(Y) [fphX — 12 X] — g(Y, fohX — h*X)¢
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esitligi bulunur. Burada (Veph)Y = —¢(Veh)Y oldugundan (3.31) denklemine

ulagilir.

Onerme 3.4.4. (M2, €, m, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Eger ph tensor alami n-paralel ise o zaman, her XY vektor alanlar igin,
R(X,Y){ =n(Y)IX — n(X)IY (3.32)

dir.

Ispat: (3.18) denklemi kullanilarak

R(X,Y)E = [E(f) + fAnX)Y = [E(f) + fAn(Y)X — fn(X)phY + fn(Y)phX
—n(X) (Veph)Y +0(Y) [fohX — B*X] + g(Y, fohX — h*X)E
+n(Y) (Veph) X —n(X) [fohY — h*Y] — g(X, fohY — h?Y)¢

elde edilir. Yukaridaki esitlik sadelestirilirse

R(X,Y)s = —n(X)IY +n(Y)IX +n(X)f*oY

—n(Y)f2° X +n(X)f2Y —n(Y)f°X

yazilir. Bu son egitlikte 02X = —X + n(X)¢ esitligi kullanildiginda (3.32) esitligi

bulunur.
Boylece Ricci operatorii ile ilgili asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.4.3. (M ¢ & 1, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
Eger oh tensor alam n-paralel ise o zaman, £ vektor alami M?" ! {izerinde Ricci

operatoriiniin 6zvektoriidiir.

ispat {E1, ..., Ea, &}, tanjant uzayimn herhangi bir noktasindaki bir ortonormal baz
olsun. Oncelikle, (3.32) esitliginin her iki tarafim keyfi W vektor alani ile i¢ carpalim.
Bu takdirde, X = W = E;;1 < i < 2n+ 1 i¢in, (3.32) esitligine kontraksiyon
yapilirsa

2n+1 2n+1

; g(R(ELY)E By = 2:21 [n(Y)g(LE:, E;) — n(E:)g(lY, E;)]
esitligi gecerli olur. Bu egitlikte Y = ¢ alinarak

2n+1

S(€,€) = ZgUEZ-,E@-)
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denklemi yazilir. Bu denklemden

Q¢ = 12(1)¢ (3.33)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.4. (M ¢ & 1, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
Eger ¢h veya h tensor alanlar1 Kodazzi sartlarini saghyorsa bu durumda, her X, Y, Z

vektor alanlar: igin,

(1) f = 0 durumunda D dagilimin integral altmanifoldu total geodezik ve M?"1
bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar carpimidir,

(2) f # 0 durumunda D dagilimin integral altmanifoldu total umbiliktir.

Ispat oh tensor alam Kodazzi sartini saglasin. O halde, her X, Y, Z vektor alanlar:
i¢in,

0 = g((Vyveh) X, Z) = g(Vxph)Y, Z) (3.34)
esitligi saglanir. (3.34) esitliginden
yazilir. Burada X = £ secilerek

Y = [ [fe’Y + phY] (3.35)

denklemine ulagilir. (3.35) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanip, (3.21) esitligi
kullanildiginda
—2R’Y =0

elde edilir. Sonug olarak, h = 0 dir. Bu nedenle, Onerme 3.1.6 ve Onerme 3.1.7 den

ispat tamamlanacaktir.

Teorem 3.4.5. (M?*"*1 ¢ £ n,g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
Eger 7 tensor alam paralel ise o zaman, M?*™! bir hemen hemen Kaehler manifold

ile R veya S* nin bir lokal asikar carpimidir.

Ispat 7 tensor alanmin paralel olmasi her X, Y vektor alanlar igin,
(V xXT )Y =0
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esitliginin saglamasi anlamina gelir. Yukaridaki esitlikte Y = ¢ alinarak
PO’ X +2fohX —h?’X =0 (3.36)
elde edilir. (3.36) denkleminin izini alir ve Iz(¢h) = 0 6zelligini kullamrsak
—2fn — I2(h*) =0
bulunur. Buradan f = 0 ve h = 0 elde edilir. Onerme 3.1.6 dan ispata ulasilr.

Onerme 3.4.6. (M?>"*! € 7, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Eger 7 tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
(Vxeh)Y =n(X) (Veph) Y —n(Y)phVx§ + g (Vxeh)§,Y) € (3.37)
denklemi gecerlidir.
Ispat Hipotez geregince tiim X7 tanjant vektorleri icin,
g(Vxrm) YT, ZT) =0

esitligi saglanir. 7 tensor alammin tammi kullanihir ve X7 = X — n(X)¢ olarak
secilirse

(VxT)Y =n(X)(Ver)Y +n(Y)(VxT)E+ 9 (VxT) Y, )€ (3.38)

(V7)Y = =2X (f) @Y =2fn(Y)Vx&=2fn(Y)g(VxE Y)E=2(Vxph) Y (3.39)
(VxT)§ = =2fVx& +2phVx§ (3.40)

(Ver)Y = =26 (f) Y —2(Veph) Y (3.41)

denklemleri elde edilir. (3.40), (3.41) denklemleri (3.38) ve (3.39) esitliklerinde yerine

yazilarak, bu iki denklem birbirine esitlenirse (3.37) denklemi bulunur.

Teorem 3.4.6. (M?*" ¢ & 1, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.
Eger 7 tensor alam n)-paralel ise o zaman, ¢ vektor alan1 M?"*! {izerinde Ricci o-

peratoriiniin 6zvektoriidiir.
Ispat (3.37) denklemi kullanilarak

(Vyph) X — (Vxph)Y = n(Y) (Veph) X —n(X)phVyE
—n(X) (Veph) Y +n(Y)phVx§ (3.42)
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yazilir. (3.18), (3.20) ve (3.42) egitlikleri gozoniine alindiginda

R(X,Y)E = (Vyph)X — (Vxph)Y + f2 [n(X)Y —n(Y)X]

—f [n(X)phY —n(Y)phX]

= n(Y)e(Veh) X = n(X)phVy & — n(X)p(Veh)Y
+n(YV)phVx& + fPn(X)Y — fn(Y)X — fn(X)phY
+/n(Y)phX

= nY) [-¢*X — f29*X — 2fohX — *h*X]
—n(X) [~ = f20°Y = 2fphY — @*h*Y ]
—n(X)ph(—=f*Y — phY) +n(Y)ph(—f¢*X — phX)
+A(X)Y = oY) X — f(X)phY + fn(Y)phX

bulunur. Bu denklem sadelestirilirse
R(X,Y)E = n(¥)IX = n(X)IY

elde edilir. Yukaridaki esitlige X ve Y vektor alanlarina gore kontraksiyon uygu-

landiginda istenen sonuca Teorem 3.4.3 de oldugu gibi ulagilir.

Teorem 3.4.7. (M ¢ & 1, g) bir hemen hemen f-kosimplektik manifold olsun.

Eger ph tensor alam devirli paralel ise o zaman,

(1) f = 0 durumunda D dagilimin integral altmanifoldu total geodezik ve M2 !
bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S nin bir lokal asikar ¢arpimmudir,

(2) f # 0 durumunda D dagilimin integral altmanifoldu total umbiliktir.
Ispat Hipotez kullamildiginda her X, Y, Z vektor alanlar icin,
9(Vxph)Y, Z) + g(Vyeh) Z, X) + g(Vzph) X, Y) = 0
esitligi gegerlidir. Z = £ alir ve (3.8) egitligi kullanilirsa

0 = g(Y,(Vxph) &) + 9((Vyeh) £, X) + g((Veph) X,Y)
= g(Y, —ph(VxE)) + 9(X, —ph(VyE)) + g((Veph) X, Y)
= g(Y,—fohX + B2X) + g(X, —fohY + h?Y) 4 g((Veph) X,Y)
= —f9(Y,phX) + fg(hY,pX) + g(Y,h*X) + g(hY, hX) + g((Veph) X,Y)
= g(Y.2[fphX — 1*X]) + g((Veph) X,Y)
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yazilir. O halde, bu son denklemden
(Veh) X = =2 [fhX + ph*X]
elde edilir. (3.20) ve (3.21) egitlikleri yardimiyla
IX = f20*°X + h*X (3.43)

bulunur. (3.43) denkleminin her iki tarafina ¢ tensor alam uygulanip, X vektor

alani yerine pX yazilir ve (3.21) esitligi kullamlirsa
—2R*°X =0

ve buradan Iz(h?) = 0 elde edilir. Bu son denklemden i = 0 dur.
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3.5 HERHANGI BOYUTTA ORNEK

R2n+1 in standart koordinatlarini (T1y ooy Ty Y1 Y, 2)-VE
M ={(z1, ., Tny Y1, Yn, 2)| 2# 0, n €N, n > 1} tarafindan tammlanan M C R**+?

(2n + 1)-boyutlu manifoldunu alalim. M nin bir baz

0 10 0

— Y= (= —, i=1,2,...,n,
oy;’ 23 Oy, . 0z Z !

seklinde olsun. Bu vektor alanlarimin Lie parantezleri Vi, j € {1,2,...,n} igin

XZ':Z

£.X] =X, [6Y] =Y,

[Xi, Xj] = [V, Vi) = [X5, V3] = O
seklindedir. Eger

1
p=dzg=3 <§dx? n z6dy3> Tz

i=1

- o\ 10 o\ .0

olarak alimirsa, M iizerinde (¢, &, n,g) hemen hemen degme metrik yapisinin sag-

landig1 goriiliir. Ustelik, dp = 0 kosulunun saglandigi asikardir. Ote yandan,
b, =g (a%i, go%_) = 2? digindaki tiim ®;; ler sifirdir, bu nedenle ® = 2%dz; A dy;

olup, d® dis tiirevi

1
d® =2zdz Ndy Ndz =2 (——) nA®
z
dir. Sonuc olarak, ¢ nin Nijenhuis torsion tensoriiniin sifir olmamasi nedeniyle,

1
manifold bir hemen hemen f—kosimplektik manifold olup f = —— dir.
z

3.6 UC BOYUTTA ORNEK

R3 iin standart koordinatlar1 (x, vy, z) olmak tizere, M3 = {(z,y, 2) € R3} 3-boyutlu

manifoldunu goz oniine alalim. M nin bir baz
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€y = €

)
oy’
0

€3

e

seklinde olsun. M iizerindeki g Riemann metrigi
gler,e1) = glea, e2) = gles, e3) =1
gle1, e2) = g(er, e3) = g(ea, e3) =0

1
g:627(d:p®d$+dy®dy)+dz®dz

ile verilsin. M? tizerinde herhangi X vektor alam igin, n 1-formu, n(X) = g(X e3)

seklinde ¢ endomorfizmi ¢(e1) = eq, @p(ea) = —e1, P(esz) = 0 ile ve (1,1)-tipindeki
h tensor alani h(e;) = —Xey, h(e2) = Aea, ve h(ez) = 0 olarak tamimlansin. g ve ¢

nin lineerligi kullanilarak M? tizerinde her vektor alam icin
@X = —X +n(X)ez, nles) =1, g(¢X,0Y) = g(X.Y) —n(X)n(Y)

oldugu goriiliir. Ayrica

ve buradan

1

olur. Sonug olarak d® dis tiirevi

d® = —2zdx Ndy N dz (3.45)

olarak bulunur.

(3.44) ve (3.45) kullanilarak, n = dz oldugu igin,

d® =22n N
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dir. Ote yandan
[e1,e2] = 0, [e1,e3] = —2ze1, [eg, €3] = =226y

olacagindan Nijenhuis torsion tensorii sifirdir. Boylece, manifold normal olup

f- kosimplektiktir.
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4 SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada degme manifoldlarin yeni bir sinifi olan hemen hemen f-kosimplektik
manifoldlar tanimlanarak bu manifoldarin baz temel 6zellikleri elde edilmistir. Bu
yapilan ¢aligmalar sonunda hemen hemen f-kosimplektik (k, i, v)-uzaylar: i¢in genel
bir ssmflandirma problemi acgiktir. Ayrica, Ricci simetrik, Ricci yari-simetrik, Pseudo
simetrik ve Pseudo yari-simetrik gibi 6zel tensor sartlari altinda hem hemen hemen
f-kosimplektik hem de (k, u, v)-uzaylart i¢in ilging sonuglar bulunabilir. Bundan

bagka div R = 0 ve div C' = 0 esitlikleri bu tiir uzaylar icin acik uclu problemlerdir.
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