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OZET

INTEGRAL ALT MANIFOLDLARI KAEHLER OLAN HEMEN HEMEN
KOSIMPLEKTIK UZAY FORMLARI

Gulhan AYAR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danigsman:Dog. Dr. Nesip AKTAN
Kasim 2012, 57 sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak genel
bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan s6z edilmistir.
Ucgiincii boliimde, hemen hemen kosimplektik manifoldlar igin egrilik 6zellikleri verilerek
hemen hemen kosimplektik uzay formlar tanitilmigtir. Son boliim olan dordiincii bolim ise
sonug ve Onerilere ayrilarak, konu ile ilgili acik problemlere yer verilmistir.

Anahtar sozcukler: Degme manifold, Hemen hemen kosimplektik manifold, Uzay
form



ABSTRACT

ALMOST COSYMPLECTIC SPACE FORMS WITH KAEHLERIAN
INTEGRAL SUBMANIFOLDS

Gulhan AYAR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
November 2012, 57 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction section
and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have given about
the basic concepts needed. In the third chapter, giving curvature and some tensor properties
of the almost cosymplectic manifolds, almost cosymplectic space forms are introduced. The
last chapter is devoted into results and recommondations.

Keywords: Contact manifold, Almost cosymplectic manifold, Space form



EXTENDED ABSTRACT

ALMOST COSYMPLECTIC SPACE FORMS WITH KAEHLERIAN
INTEGRAL SUBMANIFOLDS

Gulhan AYAR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
Noveber 2012, 57 pages

1. INTRODUCTION:

Let M be a Riemannian manifold with curvature tensor R. The sectional curvature of a
2—plane « in a tangent space T,(M) is defined by K(a,P)=R(X,Y,X,Y), where
{X,Y } is an orthonormal basis of T,(M). The notion of an almost cosymplectic
manifold was introduced by Goldberg and Yano in 1969. The simplest examples of such
manifolds are those being the products (possibly local) of almost Kaehlerian manifolds
and the real line R or the circle S*. Curvature properties of almost cosymplectic
manifolds were studied mainly by Goldberg and Yano, Olszak, , Kirichenko and Endo.
We relate some of them in a historical order. A cosymplectic manifold of constant
curvature is necessarily locally flat. The existence of locally flat cosymplectic manifolds
is obvious. In fact, they are locally products of locally flat Kaehlerian manifolds and the
real line (for instance, C" xR ). If the curvature operator R of an almost cosymplectic
manifold M commutes with the fundamental singular collineation ¢, then M is
normal, that is, it is a cosymplectic manifold. In particular, an almost cosymplectic
manifold of constant curvature is cosymplectic if and if it is locally flat. Generalizing
this, it is proved that almost cosymplectic manifolds of non-zero constant curvature do
not exist. For a conformally flat almost cosymplectic manifold of dimension >5, the
scalar curvature r is non-positive and the manifold is cosymplectic if and only if it is

locally flat. If M is an almost cosymplectic manifold of constant ¢ sectional curvature

then the scalar curvature r and the ¢ sectional curvature H satisfy the inequality



n(n+1)H >r. This equality holds if and only if the manifold is cosymplectic. We
concentrate on almost cosymplectic manifolds with Kaehlerian leaves and considering
Schur's lemma on spaces of constant curvature, we get a new version for almost

cosymplectic manifolds with Kaehlerian leaves.

2. MATERIAL AND METHODS:

The classical theorem of F. Schur says that if M is a connected manifold of dimension
n>3and in any point PeM, the curvature K(e«,P)does not depend on « € TP(M)
then it does not depend on the point P too, i.e. it is a global constant. Such a manifold is
called a manifold of constant sectional curvature. The Shur's theorem has been studied
by many authors for different structures. In 1989, Nobuhiro improves the Shur's
theorem and gets a new version for locally symmetric spaces. In 2001, Kassabov
considers connected 2n—dimensional almost Hermitian manifold M to be of pointwise

constant antiholomorphic sectional curvature v(P), P <M and proves that v is a global

constant. In 2006, Cho defines a contact strongly pseudo-convex CR space-form using
the Tanaka-Webster connection in a way similar to the Sasakian space form and then he
studies the geometry of such spaces. He presents a Schur type theorem for such

structures.

In this study, almost cosymplectic space forms are dealt with on the basis of studies

mentioned above.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:
We concentrate on almost cosymplectic manifolds with Kaehlerian leaves and
considering Schur's lemma on spaces of constant curvature, we get a new version for

almost cosymplectic manifolds with Kaehlerian leaves.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In this study, we have a new version on space of constant curvature for almost
cosymplectic manifolds. Submanifolds of this type space of constant curvature are open

problems, also under some symmetry conditions, one can obtain very important results.



1. GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok onemli bir yere sahiptir.

(2n+1)-boyutlu bir C smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant

demetlerinin grup yapis1t U (n)xl tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme

manifold denir. Ilk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar iizerinde yaptig1

calismada U (n)><1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamistir. Buna gore, (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

FX ==X +9(X)E, n(&)=1

denklemlerini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alan1 & ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan (go, .§,77)—1'igliis1'iyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(go, &, 77) hemen hemen degme yapis1 lizerinde

9(#X,¢Y) =g(X,Y)=n(X)n(Y)
n(X)=9(X,3)

esitlikleriyle verilen uygun bir gmetrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar igin normallik sartimn J  kompleks yapismin  J? =1

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya baglhi kalarak, (Goldberg ve Yano 1969)
kosimplektik manifoldu tanimlamislardir. Bu tanimlamayi takip eden yillarda 6zellikle

Olszak kosimplektik manifoldlar iizerinde bir ¢ok caligmaya imza atmistir (Olszak
1981-89).



Ikinci boliimde, manifoldlar ve alt manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanitilacaktir.
Bu béliimiin ilk kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. ilk
kisim iki alt kissmdan olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar ve bazi
temel ozellikleri tanitilmistir. Ikinci alt kisimda, hemen hemen degme metrik
manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisimda, alt manifoldlar teorisi

hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.

Uclincii bélimde, hemen hemen kosimplektik uzay formlar elde edilmistir. Bu bdliimiin
ilk kisminda; hemen hemen kosimplektik yapilar tanitilmustir. ikinci kisimda, baz1 6zel
tensor alanlarmin temel dzellikleri verilmistir. Ugiincii kisimda, Riemann egrilik tensorii
Ozellikleri verilerek integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen kosimplektik

uzay formlar tanitilmistir.

M, Regrilik tensoriine sahip bir Riemann manifoldu olsun. o, T,M tanjant uzayinda
2boyutlu bir diizlem olmak iizere, kesit egriligi K(er,P)=R(X,Y,Y,X) seklinde
tanimlanir. Schur'un klasik teoremi der ki; M boyutu 3 ve 3 ten biiyiik olan baglantili
bir manifold ise, M nin her noktasindaki kesit egriligi, se¢ilen noktadan ve diizlemden
bagimsizdir, yani yerel sabittir (Schur 1886). Schur'un bu teoreminin degisik

versiyonlari, daha sonralar1 bir¢ok matematik¢i tarafindan farkli yapilarda da

calisilmustir.

Bir kosimplektik manifoldun sabit egrilikli olmasi i¢in lokal diiz olmas1 gerekir. Lokal
diiz kosimplektik manifollarin varlig1 aciktir. Dahas1 bu manifoldlar lokal diiz Kaehler
manifoldlar ve reel saylarin lokal ¢arpimindan elde edilir (6rnegin, C" xR). Ozellikle
sabit egrilikli bir hemen hemen kosimplektik manifoldun kosimplektik olmas1 igin
gerek ve yeter kosul lokal diiz olmasi gerekir (Olszak 1981).Bunu genellestirirsek, sabit
egriligi sifir olmayan kosimplektirk manifold yoktur. Boyutu 5ve 5 ten biylk olan
konformal diiz hemen hemen kosimplektik bir manifold i¢in, skalar egrilik r pozitif
degildir ve manifold ancak ve ancak lokal diiz olmasi durumunda kosimplektiktir

(Olszak 1981-1987). Eger hemen hemen kosimplektik manifold sabit ¢ kesit egriligine
ve rskalar egriligine sahipse, Hi¢in n(n+1)H >r esitsizligi saglanir. Esitlik durumu

manifoldun ancak ve ancak kosimplektik olmasi durumunda gecerlidir (Olszak 1987).

Bu tez ¢alismasinda, Schur'un sabit egrilikli uzaylar lizerindeki teoremi géz Oniinde

bulundurularak, integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen kosimplektik



manifoldlar i¢in Shur'un teoreminin yeni bir versiyonunu elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, diger boliimlerde calismamiz igin gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.

2.1. RIEMANN MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanmim 2.1.1. M n-boyutlu bir C* manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin

uzayr (M) ve reel degerli C” fonksiyonlarinin halkast C*(M",R) olmak Uzere,
g: x(M)xx(M")>C*(M",R)

simetrik, 2—lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimine M" (zerinde bir Riemann

metrik tensori ve (M",g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

(O'neill 1983). M" manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi igin M" (izerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M" ye baglantili manifold adi verilir
(O'neill 1983).

Tanmm 2.1.2. M" bir C” manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin uzayi

(M) olmak iizere,

2-lineer

Vi Z(MMx2(M") = #(M")
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

doniisiimii, ¥ f,geC*(M",R), ¥ X,Y,Ze x(M") icin,



(1) Vi (Y +2Z)=V,Y +V,Z,

(2) VioZ = V,Z+9V,Z,

(3) Vi (fY)=f V,Y+X(f)Y,

ozellikleri saglaniyorsa Vya M" (izerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.3. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve VvV da M" {zerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V dontisimi; V X,Y,Z € y(M") icin,
(1) V.Y -V, X =[X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
(2) Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V4Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),

sartlarin1 sagliyorsa V- ya M" (zerinde sfr torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.4. (M n,g) bir Riemann manifoldu ve V da M" zerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R: x(M")x x(M")x (M") = x(M")

(2.1)
R(X,Y)Z=V,V,Z~V,V,Z -V, ,,Z

ile tanimlanan (1, 3) —tipli tensér alant R ye M " nin Riemann egrilik tensOru denir.

Ayrica, V X,Y,Z,V,W € y(M") olmak lizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,



(2) g(R(X,YV,W)=—g(R(X,Y)W,V),
(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,
(4) g(R(X,YIV,W)=g(RV,W)X,Y),
dzelliklerini saglar (O'neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M ",g) bir Riemann manifoldu, V. da M" Uzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1,1)—tipli bir tensor alanl olsun. O zaman,
(VLE)Y =V,EY —E(V,Y)
dir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan

olmak uzere, her X,Y,Z vektor alanlar1 igin,
g((VxF)Y,Z)=9(Y,(V,F)2Z)
esitligi gecerlidir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M ! g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak Uzere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
g((VxG)YaZ) = _g(Y1(VxG)Z)

dir (O'neill 1983).
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Tamim 2.1.5. (M ",g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki boyutlu

altuzay []ve V,W eIl vektorleri izerine kurulan paralel kenarini alan

g(V,V)g(VVaW)_g(V,W)Z #0
olsun. O zaman,

Kwy- IRVWWY)
g(V,V)g(\N,W)—g(V,W)

esitligine [] nin kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ee,,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak {izere,

S: y(MM)xy(M") >R N
(X,Y) > S(X,Y) =2 g(R(e, XV &) (22)

seklinde tanimli (0,2)—tipindeki S tensor alanma M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)—tipli Q Ricci operatorii
S(X,Y)=9(QX,Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {el,ez,...,en}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak t{izere,
r=>5(.e)
i=1

11



degerine M " nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.9. (M ",g) bir Riemann manifoldu ve M" (zerinde bir pozitif fonksiyon

p olsun. Bu durumda, g =p°g esitligi M" i{izerinde metrik degisimini tanimlar.
Burada her bir noktadaki iki vektor arasndaki a¢ degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal doniisim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iliskili ise 0 zaman, M " Riemann manifolduna konformal dizlemsel
denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (M ",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n>3 icin C=0 ve n=3 i¢in C =0 olmasidir (Yano
ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M " g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M" Uzerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,
R(X,Y)Z =k[g(Y,Z)X -g(X,Z)Y]

dir (Yano ve Kon 1984).

Tammm 2.1.11. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form

denir.n— boyutlu bir M" uzay formu M "(k) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1. (M ”,g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n>2

icin,

12



k=0 ise M"(k)=E" Oklid uzayi,
1

M"(k)=<k== ise M"(k)=S"(r) kiiresi,
r

k:—i ise  M"(k)=H"(r) Hiperbolik uzay,

r2
dir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.12. M" bir C* manifold olmak Uzere,

$: RxM" > M"
(t, p) > 4(P)

Doniisiimii
(1) Vv teRicin, ¢ : P — ¢ (P) diffeomorfizm,
(2) V t,seR ve PeM" icin, 4.,(P)=4(4(P)),

sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M" nin diferensiyellenebilir bir 1—parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.13. M" bir C” manifold ve M" iizerindeki bir vektor alan1 X olmak

uzere, X ile gerilmis lokal doniisiimli bir 1—parametreli grup ¢ olsun. O zaman, K

bir tensor alani ve pe M " igin,
i 1
(LK), =lim=[ K, =(#K), |

seklinde tanimlanan L, K doniisiimiine X yonunde K nin Lie tiirevi denir ve L, K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

13



Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M" (izerindeki bir X vektor alan1 yoniindeki

Lie tUrevi icin,

(1) L,(Y®Z)=(L,Y)®Z+Y ®(L,Z), (Y,Z herhangi tensor alanlar)
(2) L, f=X(f), (f, K cismi tizerinde bir fonksiyon)

(3) LV =[X.V], Vex(M")

ozellikleri gecerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.14. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin,

L,g=0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alani denir (Yano ve Kon 1984).

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.2.1. M, (2n+1)—boyutlu bir manifold, ¢,&,7 da M*"* {izerinde, sirasiyla,
(11)—tipinde bir tensdr alam, bir vektor alan ve 1 -form olsunlar. Eger ¢,&,7 icin,

M 2" {izerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak (zere,

n() =1

2 (2.3)
$°X ==X +n(X)&

esitlikleri saglamyorsa o zaman, (¢,&,n) Uclisine M>"*' {izerinde bir hemen hemen

degme yap ve bu yap ile birlikte M*"" ye bir hemen hemen degme manifold denir
(Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.2. M*"" | (¢,&£,17) hemen hemen degme yaps ile verilsin. M*"™ (izerinde

bir g Riemann metrigi,

14



n(X)=9(X,%),

(2.4)
9(¢X,¢Y) =g(X,Y)-n(X)n(Y)

sartlarin1 sagliyorsa ¢ metrigine M®"" iizerinde hemen hemen degme metrik,

(¢,&,m,9) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢,&,7,9) yapist ile M

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2.1. M*, (4,&,m7,9) hemen hemen degme metrik yapsi ile verilsin. Bu

durumda,
9(4X.Y) =-g(X,¢Y) (2.5)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.3. M*"* {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 (¢, &,7,9) olmak

uzere,
D(X,Y)=9(X,qgY) (2.6)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2—formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.4. (M",g) bir Riemann manifold ve x,X,,...,x, M" nin lokal
koordinatlar1 olsun. W:\j@dxl/\dxzxx.../\dxn ve g(x)>0 ise w yeM" (zerindeki
bir hacim form denir. Burada dx;, M" zerindeki kotanjant uzayda 1—formlar ve |g|

M" lzerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanmmm 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" Uzerinde bir hacim form

mevcut ise M" ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).
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Sonug 2.2.2. ® temel 2—formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla 7 A®" #0

dir. Boylece Tanim 2.1.2.5. geregince (M",¢,&,7,9) hemen hemen degme metrik

manifoldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanmm 2.2.6. M" bir C” manifold olsun. Eger w 1—form ise, keyfi X,Y vektor

alanlari i¢in,
2dw(X,Y) =X (w(Y))—Y (W(X)) —WX,Y]
dir. Eger w, 2 -formise,

3dw(X,Y,Z) = X (W(Y,Z))+Y (W(Z,Y)) + Z(W(X,Y))
_W([X !Y]’Z)_W([Y!Z]! X) _W([Z! X]!Y)

dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M*",4,&,17,9) bir hemen hemen degme metrik manifold ve

V Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektér alanlar igin,
(i) (Vi@XY,Z)=9(Y,(V#)Z)

(i) (V@Y. Z)+ (VD)@Y $Z) = n(Z)(V xi)gY —n(Y )V x1)$Z
(i) (Vi)Y =9(Y, V&) =(V,D)(&, ¢Y)

(iv) 2d7(X,Y)= (V7)Y = (V)X

(v) 3dD(X,Y,2)= & (V,®)Y,2Z)

esitlikleri gecgerlidir. Burada Xeyaz , X,Y,Z vektor alanlar1 tizerinden alinan devirli
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toplam gostermektedir.

Ayrica, {Xi,¢Xi,§} i=12,...,n olmak tzere, M*"* nin acik bir alt ciimlesi iizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, ¢ operatorl

n

o0 == { (VX + (VM|

i=1
seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tanim 2.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M" nin her p

noktast i¢in J*=—1 olacak sekilde T,M tanjant uzaymmn bir J endomorfizmasi

mevcut ise, 0 zaman M" (zerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1
ad1 verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapsi (¢,&,7,9) ile verilsin. O zaman,

M xR {izerinde herhangi bir vektor alani
d
X, f—
(X, T

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alan; t, R nin bir

koordinat ve f, M xR (zerinde bir C” fonksiyondur.

M Uzerinde (¢,&,1m7,9) bir hemen hemen degme metrik yapr olsun. Boylece M xR

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
d d
JX, f =)= ¢X -1.& n(X)—
(X, 130 (qﬁ ¢ 1n(X) dtj

bigiminde tanimlanir. Kolayca J* =—1 elde edilir (Yano ve Kon 1984).
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Tammm 2.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak Uzere, M" (zerinde

(1,2) —tipli bir tensor alan1 F olsun. vV X,Y € (M) igin,
Np (X,Y)=F?[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]
seklinde tanimli N_ tensOr alana F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).

J, M" iizerinde bir hemen hemen kompleks yap olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M "
Uzerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (X,Y) JZ[X,Y]+[IX,IY]=I[IX,Y]-I[X,IY]
X, Y]+[IX,IY]-I[IX,Y]-I[X, Y]

seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.9. (M*",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, =0 ise

J doniistimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.10. Eger M?" xR {zerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve

Kon 1984).

Onerme 2.2.2. M*" (izerinde (¢,&,7) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul

N, +2d7®& =0

esitliginin saglamasidir. Burada N, ¢ tensor alanina goére Nijenhuis torsiyon

¢ 1

tensOrudur (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.11. (M*",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" {izerinde her
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X,Y vektor alanlari igin,

g(JX,JY)=9g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tamm 2.2.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y vektor

alanlart igin,

Q(X,Y) =g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan QQ 2—formuna hemen hemen Hermit yapsnn temel 2—formu

denir. Eger dQQ=0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmas1 ig¢in gerek ve yeter kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir

(Blair 2002).

Tamm 2.2.13. (M*,¢,&,1,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yap1

d® =0 (P, kapahdir), dr7 =0 (77, kapalidir)

sartlarmi sagliyorsa M *"" manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M*"™ 4,&,1,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M > manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul V@

ve V7 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).
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Yardmer Teorem 2.2.1. (M*"",¢,&,n,9) bir hemen hemen degme manifoldu olsun.

Eger ® 2—formu kapali ise,

(Vi @)(PY,2)+(V, @)Y, Z)—n(X) [dn(4Y,Z) +dn(Y,$2)]
+7(Y)[ dn(#Z, X) =3 (L..9)(Z, #X) |+n(Z) [dn(X,4Y) —dn(gX,Y)]=0

esitligi saglanir (Olszak 1981).

Yardimci Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold tizerinde
(Vax @) (@Y) + (Vi A)(Y) =n(Y)V x & =0

esitligi gecerlidir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.1. (M,J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M,
(2n)—boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yap: ve M?" {izerindeki

Riemann metrigi G olmak Uzere,

J2=—1, G(X,Y)=G(JIX,JY)

esitlikleri gecerlidir. M?" Gizerindeki temel 2—form
Q(X,Y)=G(X,JY)

seklinde tanimli olup, dQQ =0 dur.

R reel dogru ve g, bir Riemann metrigi olsun. R Uzerinde &, sifirdan farkl bir vektor

alani ve 7,

9o (X, &) =1,(X)
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olacak sekilde bir 1—form olsun. Boylece M?"=M?" xR carpimi manifoldu

tanimlidir. (X, X,), V iizerinde tanimli vektor alanlart olsunlar. Burada X,V ¢arpim
manifolduna dik olan vektor ve X, ise R dogrusuna dik olan vektordiir. ¢ (1,1)—tipli

bir tensor alan1 & bir vektor alani (£ #0) ve  1—formunu
P(X1, X,) =(IX,0), §=0(0,5), n(Xy,X,)=mn,(X,)

seklinde secelim. Ayrica, M *" iizerinde taniml1 g metrigi
g=G+g,

seklindedir. Boylece (M?",¢,&,7,9) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde
edilir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.2. E* Kaehler manifoldunun 3—boyutlu bir reel hiperkiiresi S* olsun. E*

de S® bir birim normali C olmak lizere E* {in hemen hemen kompleks tensér alani J

J:E*>E*
JC==-¢

bi¢iminde tanimlansin. Ozaman ¢, S® lizerinde bir birim vektér alani olur.Yani
Ee ;((83) dir. S®e teget her bir X vektdr alam icin 77(X)=g(X,&) olmak uizere

1—formu iyi tanimlidir. Ustelik 77(£) =1 dir. Diger yandan,
IX =¢X +n(X)C
esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gore Vp = (p,, p,, Ps, P, ) € S°

icin;
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00 -1 0
0 -1,] {00 0 -1
:[IZ 0}1000
01 0 0

yapist yardima ile;

J(C(P)) = I(Py P2s Pas Py ) = (= Pgs =Py, Py Py) ==&

elde edilir. Burada;

Ps
P,
§ =
_pl
)
dir.

Simdi g(X,&)& igin;

X Ps Ps

X Py P4
9(X,&)E=<| *|, >

X3 _pl _pl

Xy —P, -P;

oldugundan,

Ps
P4

g(X,§)§=(X1p3+X2p4—x3pl—x4p2)

1

—P;

elde edilir. Boylece;
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/1:(x1p3+x2p4—x3pl—x4p2)

olmak Uzere;

9(X,8)=4¢

esitligi elde edilir. Ayrica,

P(pX) = I(¢X)—n(pX)C

P(@X) =I(IX —n(X)C) —n(IX —n(X)C)C

=X Py

_ =X P,
=J( - )—9(IX —n(X)C,$)C

X Ps

X, P,
__X1+ﬂ“p3 _X3_ﬂ’pl Ps P
_ _X2+ip4 _< —X4—/1p2 ’ Py > P,
_X3_ﬂ’p1 _X1_ip3 P Ps
__X4 _/1p2 =X _ﬂp4 —-P,; P,

=X -4 ps
=X, _ A P,

=X A P,

dir. O zaman

23

—[(X3—/1pl)p3+(x4—lpz)p4+(xi+/1p3)pl+(xz+Ap4)p2
—[(X3—ﬁpl)p3+(X4—ﬂpz)p4+(X1+/1p3)p1+(X2+/1p4)p2
X || =4 =[G = AP) Py + (X = AP) Py + (X + APy Py + (%, + AD,) P,
—[06 = AP) P+ (X, = AP,) Py + (% +AP;) Py + (X, +AP,) P,

1p,
Ip,
]p3
Ip,



X Ps
X
ppx)=-| * |44 >
X3 —b
X4 —P,
oldugundan

#*X ==X +n(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

¢S =3&-n(&)C

oldugundan,
0 0 -1 0 p3 p1 p1 pl
0 0 0 -1 p p p p

¢§ — 4 _ 2 — 2 _ 2 — 0
10 0 0f-p P P3| | Ps
01 0 0 ) P, P, P,

bulunur. Boylece;

n(¢X) =9($X,<)

=g(IX -n(X)C,&) =0

oldugu da acikg¢a goriiliir.

Sonug olarak (¢,&,7,9) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur (Blair 2002).
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2.3. ALT MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, alt manifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.3.1. M Riemann manifoldunun bir alt ciimlesi M olsun. M (izerindeki

metrik § olmak Uzere,

j:M—>M
p—>j(p)=p

dahil etme donilisiimii i¢in p € M noktasindaki

plp

™™ —>TM

e
TM " >TM
tiirev ve ek doniisiimleri i¢in,
(5 @D, w) =G, (3.(V,), 1. (W) Vv, W, €T, M

esitligi ile tanimlanan j°§ =g, déniisiimii M Uzerinde bir metrik ise M ye M nin

bir Riemann alt manifoldu denir (O'neill 1983).

Tamm 2.3.2. (M™,§) Riemann manifoldunun bir Riemann alt manifoldu (M",g)

olsun. V ve V sirasiyla, M" ve M™° manifoldlarmm Levi-Civita konneksiyonlari

olsun. O halde, Gauss ve Weingarten esitlikleri, sirasiyla,

V.Y =V,Y +B(X,Y) (2.7)
ViN=-AX+VyN (2.8)
seklinde tanimlidir. Burada B ye M" nin ikinci temel formu denir ve N, M"
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tizerinde bir normal vektor alanmidir. Eger V. X,Y € (M") icin, B(X,Y)=0 ise M
manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

Ikinci temel form B ve A, sekil operatorii arasinda baza gore yazilim

B(X,Y)=Y g(AX,Y)N,

esitligi elde edilir. Burada N, (y=1..,d) M" alt manifolduna dik olan vektor

alanlar1, V* de M" alt manifoldunun normal konneksiyonudur. Kolayca
g(AX.Y)=g(B(X,Y),N,)
esitligi elde edilir (Chen 1973).

Tanim 2.3.3. (M",g), (M™®,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

zaman,
1 n

H==>"B(e.e)
N

seklinde tanimlanan H vektor alanina M " nin ortalama egrilik vektor alan denir. Eger
H=0 ise M" alt manifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriinin
normuna M" nin ortalama egriligi denir. Burada {e,,...,e,} M" tzerinde bir lokal

ERE A

ortonormal bazdir (O'neill 1983).

Tamm 2.3.4. (M™,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M",g) olsun. Vv

X,Y € y(M") olmak (izere,

B(X,Y)=g(X,Y)H
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esitligi saglaniyorsa M " ye total umbilik alt manifold denir (Chen 1973).

Tamm 2.3.5. (M",g), (M™" §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. B

ikinci temel formu her X,Y,Z € »(M") icin, B nin X yonundeki kovaryant tiirevi
(VxB)(Y,Z) =V} (B(Y,Z))-B(V,Y,Z)-B(Y,V,2)

seklinde tammbhdir. VB (0,3) —tipli bir tensér alamidir ve M" alt manifoldunun

tglinci temel formu olarak adlandirilir. Ayrica, v ya Van der Waerden-Bortolotti

konneksiyonu adi verilir. Eger VB=0 ise M" alt manifoldu paralel ikinci temel
formludur denir (Chen 1973).

B ikinci temel formunun VB ikinci kovaryant tiirevi

(V'B)(Z,W, X,Y) = (Vx VyB)(Z,W)
=V (VYB)(Z W)~ (VyB)(V,Z,W) (2.9)
—~(VxB)(Z,V,W)—(Vv,vB)(Z,W)

seklinde tanimlidir (Chen 1973).

Tamm 2.3.6. (M",g), (M™® §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

Zaman,

RY(X,Y)=VyV, -V, Vy -V

[X.¥]

(2.10)

seklinde tanimli  R* doniisiimiine M" nin normal ydndeki egrilik tensdrii denir

(O'neill 1983).

(2.9) ve (2.10) esitlikleri yardimiyla
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(Vx VvB)(Z,W)— (Vv VxB)Z,W) = (R(X,Y)-B)(Z,W)
=R*(X,Y)B(Z,W)-B(R(X,Y)Z,W)
—B(Z,R(X,Y)W)

esitligi elde edilir. Burada R, v konneksiyonuna gore egrilik tensoriidiir (Chen 1973).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarinin bir alt sinifi olan hemen
hemen kosimplektik manifoldlar ele alinarak integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik uzay formlar1 tanitilmigtir.

3.1. HEMEN HEMEN KOSIiMPLEKTIiK MANIiFOLDLAR

Bu kisimda 6ncelikle hemen hemen kosimplektik yapilar tanitilarak, gerekli literatiir

bilgisi verilmistir.

Tanmm 3.1.1. (M,¢,&,17,9), (2n+1)—boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Herhangi vektor alanlar icin, M>"* {izerinde

dn=0, d®=0

esitlikleri saglaniyorsa M?"" ye hemen hemen kosimplektik manifold denir.(Blair
1970).

Yardimer Teorem 3.1.1. M*"* manifoldunun bir (¢4,&,7,9) hemen hemen degme

metrik yapist i¢in,

29((V#)Y,Z) =3dD(X,¢Y,¢Z) -3dD(X,Y,Z)
+g(ND(Y,2),¢X)+ NA(Y,Z)n(X) (3.1)
+2dn(gY, X)n(Z) —2dn(sZ, X)n(Y)

dir. Burada N®,N® tensor alanlari, sirasiyla,

N@(X,Y) =N, (X,Y)+2d7(X,Y)E (3.2)
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N(Z)(X’Y) =(L¢x77)Y _(L¢Y77)X (3.3)
dir (Blair 2002).

Onerme 3.1.1. (M*",¢,&,n,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlari igin,

hX =3(L4)X, h(£)=0 (34)
V.£=0, V,$=0 (3.5)
(poh)X +(hog)X =0 (3.6)
Iz(h) =0 (3.7)
h=0=VE=0

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Onerme 3.1.2. (M*"",¢,&,n,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlar igin,

V, & =—ghX (3.8)
(Vxm)Y =g(gY,hX) (3.9)
h=0<VE=0 (3.10)

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).
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Ispat: (Pastore ve Dileo 2007) ve (Kim ve Pak 2005) deki islem adimlari takip edilerek

sonugclar kolaylikla bulunabilir.

Yardimcr Teorem 3.1.2. (M*"™,4,&,77,9) bir hemen hemen degme manifold olsun. O

zaman, her X vektor alani igin,

(V.h)og+go(V.h)=0

esitligi gecerlidir (Blair 2002).

Onerme 3.1.3. (M*"",¢,&,n,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O
zaman, V. X,Y € (M) icin Levi-Civita konneksiyonu

(V@)Y +(V x9)Y =-n(Y)hX (3.11)

esitligini saglar.

Ispat. Nijenhuis tensor alan1 kullanilarak direkt hesaplamalarla,

SN(X,Y)+N(@X,Y) =2n(X)hY, (3.12)
ve
n(N(¢X,Y)) =0. (3.13)

elde edilir. (3.1) den
29((Vx#)Y.Z)=g(N(Y,Z),$X)

seklinde olup (3.12) ve (3.13) kullanilarak ispat tamamlanir.

31



Tanim 3.1.2. M" bir C* manifold olsun. Keyfi bir peM" noktast igin T M"  nin
r—boyutlu altuzay1 (r<n) D ve D, nin bir koleksiyonu D={D,} olmak tizere, p

noktasini ihtiva eden M" nin bir U agik altciimlesi (zerinde C” sinifindan lineer

bagimsiz {Xl,...,Xr} vektor alanlart U nun her g€ M" noktasinda hala D, nin bir

bazi oluyorsa D ye M" izerinde bir r—boyutlu dagilim ve {X X,} clmlesine

11y r

U Uzerinde D icin bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tanim 3.1.3. M" bir C* manifold ve M" nin bir r—boyutlu dagilm: D olsun. M"

nin bir haritast X = (X, X, ..., X,) olmak Uzere, {aixl,...,a%} cimlesi D dagilimi igin bir

baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M" nin her
noktasinda tanimli olan D dagilmi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tanim 3.1.4. M" bir C* manifold, M" nin r— boyutlu baglantili alt manifoldu N ve
M™ nin bir r— boyutlu daglmi D olsun. Her pe N igin, D, =T N ise N ye M"

nin r—boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.4. M" bir C* manifold ve w M" {izerinde C* bir 1—form olsun. M"

nin her peM" noktas: i¢cin n=boy(kerw,)=r sabit ise kerw, M" lzerinde bir

r — boyutlu daglimdir (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.1. (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r—boyutlu

dagilimi: D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

X,Y eDigin [X,Y]eD olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.5. M" bir C* manifold, w M" {izerinde C* bir 1—form ve her peM"
noktast igin n=boy(kerw )=r sabit olsun. Boylece D:{kerwp  pe M”}

dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y ekerw igin

dw(X,Y) =0 olmasidir (Sharpe 1997).
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Uyan 3.1.1. (M*",4,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Her
peM®™ icin, D, =kerp,={XeT,M : n(X,)=0} ve D={D,| olmak iizere,
boy(D,) =2n oldugundan Onerme 3.1.4. geregince D M?" nin bir 2n—boyutlu

dagilimi olur. Diger yandan, M?®"™ bir hemen hemen kosimplektik manifold

oldugundan d7=0 olup, Onerme 3.1.5 yardimiyla D dagilimi integrallenebilirdir.

Boylece D dagilimina 2n-—boyutlu integral alt manifoldlar karsilik gelir.

Onerme 3.1.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifold, bir hemen hemen Kaehler

manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar ¢arpimi olmas i¢in gerek ve yeter kosul
h=0 olmasidir (Kim ve Pak 2007).

Onerme 3.1.8. (M?*"",¢,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, M®" nin kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul D

dagiliminin integral alt manifoldlarinin Kaehler ve h =0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

Ispat. Eger yap1 normal ise, her X vektor alani igin,

N(X,&) = N,(X,&)+2dn(X,8)¢
—g[pX, E]+ 7 [ X, &]+2dn(X, &) (3.14)
2¢hX =0.

Bu nedenle, h=0 dir. Diger bir yandan, her bir X,Y vektor alanlar1 i¢in

N¢(X,Y):[¢X,¢Y]—¢[¢X,Y]—¢[X,¢Y]—[X,Y]: N5 (X,Y) (3.15)
elde ederiz. Acikg¢a goriiliir ki N, =0 olmasi i¢in ancak ve ancak J hemen hemen
kompleks yapist integrallenebilir olmalidir. Bu nedenle (3.8) ve (3.9) ile ispat

tamamlanir.

Onerme 3.1.9. (M*",4,&,n7,9), D degme dagilimmin integral alt manifoldlar
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Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O zaman, M *"*

nin kosimplektik manifold olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul V& =0 olmasidir.

Ispat. Herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, N » (X, &) =2¢hX esitligi yazilir. Bu

nedenle, yapmin normal oldugunu kabul edersek Y eD igin, h(Y)=0 elde edilir.
h(£) =0 oldugundan h=0 bulunur ve (3.7) ifadesi V& =0 esitligini gerektirir. (3.7)
ifadesi yardimiyla eger VE=0 ise h=0 dir. O halde, keyfi X vektor alanlari igin

N,(X,&)=0 dir. J, hemen hemen kompleks yap1 olsun. Bu durumda her X,Y €D

icin N,(X,Y)=N, (X,Y)=0 dir. Boylece D dagilimmn integral alt manifoldlar:

Kaehler yapidadir.

Sonug 3.1.1. (M,¢,&,1,9), 3—Dboyutlu bir hemen hemen kosimplektik manifoldu

V& =0 sartini sagliyorsa bir kosimplektik manifolddur.

Ispat. Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagiliminin integral alt manifoldlar1 boyutu 2
olan hemen hemen Kaehler yapdadirlar. Boylece Onerme 3.1.8 den dolay1 ispat

tamamlanir.

3.2. TENSOR ALANI OZELLIKLERI

Bu kisimda belli tensor kosullarini saglayan A ve h tensor alanlar1 incelenmistir.

Simdi, bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel esitlikleri verelim.

Yardimer Teorem 3.2.1. (M*"™,¢,&,17,9) bir hemen hemen kosimplektik manifold
olsun. M>™* fizerinde (L1)—tipli A ve h tensér alanlari, sirasiyla, A=-V& ve

h=3L.¢ seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X,Y vektdr alanlari igin,

(i) A ve h simetriktir,

(i) Ap+gA=0,

34



(iii) 7oA=0, noh=0,

(iv) h=Acg,

(v) hA+Ah=0,

(vi) Iz(A)=0

(vii) Iz(pA)=0
esitlikleri saglanir (Olzsak ve Dacko 1998).
Ispat. (i) M*" (zerinde herhangi X,Y vektor alanlari igin,

g(AX,Y)=g(ghX,Y)
=-0g(X,hg¥))
=g(ghY, X)
=g(AY,X)

dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X =& icin AZ =gh& =0 elde edilir. Benzer

olarak, tensor alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.

(ii) A tensor alanmmn ozellikleri gozoniine alindiginda Ag = (gh)p ve @A=gp(gh)

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa Ag+@A=0 esitligi bulunur.

(ii) A tensor alaninin tanimindan

(170 A)X =n(AX)
=0(-Vy<$,9)
= g(X,Véf):O

bulunur. Benzer sekilde, 70h=0 esitligi I Lie tiirev operatoriiniin tanimi kullanilarak
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elde edilir.

(iv) (3.3) esitliginden Ag=h dur.

(v) hA ve Ah bileske tensor alanlari

hA=hgh, Ah = gh?

seklinde bulunur. Boylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak hA+ Ah=0 elde

edilir.

(vi)- (vii) A ve @A tensor alanlarinimn izleri almr ve (3.7) esitligi kullanilirsa (vi) ve

(vii) siklari elde edilir.

Onerme 3.2.1. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral alt

manifoldlariin Kaehler yapida olmasi igin gerek ve yeter kosul her X,Y vektor

alanlart igin,

(V@)Y ==g(pAX,Y)S +n(Y)pAX (3.16)

dir. Burada AX =¢ghX olarak alinmistir (Olszak ve Dacko 1998).

3.3. EGRILIK OZELLIKLERI

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik 6zellikleri incelenmistir.

Onerme 3.3.1. (M?*",¢,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, M iizerinde herhangi vektor alanlar1 X,Y igin,

R(X,Y)& =(Vygh) X —(Vgh)Y

=(V,A)X —(V, A)Y (3.17)

esitligi saglanir (Olzsak ve Dacko 1998).
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Ispat. R Riemann egrilik tensorii tanimi ve (3.8) esitligi gozoniine almirsa,

R(X,Y)f = vxvvéj_vvvxéj_v[x,y]g
=V, (=ghY) -V, (—¢hX)
+(¢h[X,Y])
= -V, phY +V, ghX +¢h[X,Y]
elde edilir.

Onerme 3.3.2. (M*"",¢,&,n,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda,

R(X,&)& = g(V. h)X —h*X (3.18)
(V.h)X =—¢gR(X,&)& - gh*X (3.19)
R(X, &) —gR(#X,£)& =-2h"X (3.20)
S(X, &) =—div(gh) X (3.21)
S(&,&) =~trace(h?) (3.22)

esitlikleri gegerlidir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

Ispat. V.¢=0 ve (3.16) ifadeleri kullanilarak (3.18) bulunur. (3.18) esitligine ¢

uygulanir ve g((Vg,h)X,,f):O oldugu go6zoniine alinarak (3.19) elde edilir. (3.20)

ifadesi (3.18) den kolayca bulunur.

Ozdegerleri {1, =0, 14, — 14} olan  h  nmin  Ozvektorlerinden  olusan

{EO =¢£, E, E = ¢Ei} yerel ortonormal bir ¢—baz1 alinabilir. (3.17) esitliginden,
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2n+1 2n+1

2 9(R(E.Y)S, Ei)z—zg((VEi(z’h)Y, E) (3.23)

i=1

yazilabilir. Bu sonu¢ (3.21) ifadesini verir. Son olarak, (3.21) esitliginde Y =&
alinarak, (3.22) elde edilir.

Tammm 3.3.1. M, R egrilik tensoriine sahip bir degme manifold olsun. a, T,M
tanjant uzaymda 2-—boyutlu bir diizlem olmak (izere, ¢— holomorfik kesit egriligi

K(a,P)=R(X,¢X,¢X, X) seklinde tanimlanir.

3.4. INTEGRAL ALT MANIFOLDLARI KAEHLER OLAN HEMEN HEMEN
KOSIMPLEKTIK UZAY FORMLARI

Bu kisimda, integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen kosimplektik
manifoldun uzay form olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. Bu boliimde elde

edilen sonuglar orjinaldir.

Yardimer Teorem 3.4.1. (M*™,4,&£,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda,

R(@X,9Y)Z —R(X,Y)Z =n(Y)R(&, X,Z)+9(AZ,pX)AgY —g(AZ,8Y ) ApX

3.24
—g(AZ, X)AY +g(AZ,Y)AX —=n(X)R(S,Y,Z) +n(X)n(Y)R(S.S) (324

dir (Olzsak ve Dacko 1998).

Yardimar Teorem 3.4.2. (M**,4,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda,

R(X,Y)$Z — R(X,Y)Z = g(AX,$Z)AY —g(AY,$Z) AX —g(AX,Z)pAY
+g(AY, Z)PAX +7(Z)P(Vx AY ~ (V, AX) + GV, A)Y —(V, A)X, ¢Z)&
= g(AX,¢Z)AY — g(AY,$Z)AX — g(AX,Z)FAY +g(AY,Z)pAX
-n(Z)p(R(X,Y)S) —g(R(X,Y)E, 92)&

(3.25)

38



dir (Olzsak ve Dacko 1998).

Yardimer Teorem 3.4.3. (M*" ¢,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Eger,

P,(X,Y)=(Vygh)X —(V, gh)Y (3.26)

P(X,Y)=(V,h)X —(Vh)Y (3.27)

olarak tanimlanirsa,

R (X.Y)=¢P(X.Y)

8P, (X,Y)=—P(X,Y)+2g(hX,ghY )&

R (X.Y)=-F,(V.X)

esitlikleri saglanir.

Ispat. (3.25) ve (3.26) esitlikleri kullanilarak ispat kolayca elde edilir.

Yardimer Teorem 3.4.4. (M**,4,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan
hemen hemen kosimplektik manifold ve M*"** in sabit ¢—holomorfik kesit egriligi H

olsun. M in sabit ¢— holomorfik kesit egriligine sahip olmas icin gerekli ve yeterli

kosul,
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48R(X,Y,Z,W)=12H [g(X,W)g(Z,Y)—g(X,Z)g(\N,Y)]
—12H [ n(X)7(W)g(Z,Y)+7(Y)n(Z)g(X W)
+29(X,#Y)9(Z, M) -1 (Y)7(W)a(X,Z)-n(X)n(Z)gW.Y |
+12H[g(X,4Z)gW ,4Y) - g(X,W)g(Z, 4V ]
—129(AX,4Z)g(AY, W) +129(AW, pX ) g(AZ, #Y)
~129(AZ,$X)g(AW, ¢Y) +12g(AX, W) g(AY,4Z)
+249(AX,Z)g(AW,Y) —24g(AX ,W)g(AZ,Y)
—249(AX,Z)gW,Y)+24n(Y)n(W)g(AX,Z)
+249(AX,W)g(Z,Y)-24n(Y)n(Z)g(AX,W)
+249(AZ,Y)g(X,W)—24n (X )n(W)g(AZ,Y)
—249(X,Z)g(AW,Y)+24n (X )n(Z)g(AW,Y)

+487(X)P,(Z,W,Y) +487(Z)P,(X,Y W)
—~487(W)P,(X,Y,Z) - 487(X)n (W)P,(Z,£,Y)
—487(X)n(Z) P, (£:W.Y) - 487(X ) (Y ) P,(Z. W, &)
—~487(Y)P,(Z,W, X) +487(Y )7 (W)P,(Z,& X)
+487(Y)7(Z)P,(E,W, X) +487(X)7(Z) P,(&,Y W)
—48n(X)nW)PB,(S,Y,Z)

olmasidir.

Ispat. Her X,Y,Z eD olmak (izere, ¢—holomorfik kesit egriligi tanimi kullanilarak,
g(R(X,#X)X,$X)=-Hg(X,X)’ (3.28)

yazilabilir. (3.24) den

R(X,gY, X, 4Y)=R(X,8Y,Y,4X) +g(AX,$X)g(AY,4Y)
—9(AFY,#X)g(AX,Y) +g(AdY, #Y)g(AX, X) (3.29)
—9(AgY, X)g(AX, ¢Y)

ve

R(X,$X,Y,$X) =R(X,$X, X, 4Y), (3.30)
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elde edilir. (3.28) esitliginde X yerine X +Y alinirsa,

“H [Zg(x,\()2 +2g(X,X)g(X,Y)+29(X,Y)g(Y,Y)+g(X,X)g(Y,Y)}

=1(GR(X +Y,¢X +4Y) (X +Y),8X +¢Y )+ +H (g(X, X)* +g(Y,Y)?)
oldugu goriiliir. (3.24) esitliginden,

H[2g(X,Y)"+29(X, X)g(X,Y)+2g(X,Y)g(Y,Y)+g(X, X)g(¥.Y) |

=R(X,#X,Y,6X)+R(X, X, X, ) +R(X,$X,Y,4Y)
+FR(X, B, Y, 8X)+R(Y,dX,Y,#Y) +R(X,Y,Y,4Y)
+1[REY, #X,Y, 8X) +R(X, Y, X, ¢Y)]

olup, (3.30) esitligi ve Bianchi 6zdesligi kullanilarak

“H [Zg(X,Y)Z+29(X,X)g(X,Y)+Zg(X,Y)g(Y,Y)+g(X, X)g(Y,Y)}
= R(X, XY, 8X)+ RO, X, X, Y )+ RO, XY, Y ) +R(X, Y, Y, $X)
FROY,GX.Y, 4Y) +ROX,BY,Y, 9Y) + 3] g(APX, #X)g(AY Y) ~ g(AY, $X)?
g(ABY ,#Y)g(AX, X) +g(AX,4Y)*

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilarak esitlik,

—H[2g(X,Y)*+29(X, X)g(X.,Y)+2g(X.Y)g(Y,Y)+g(X, X)g(Y.Y) |
= 2R(X,#X, X, 4Y )+ 2R(X, Y, Y, $X) + R(X,Y,$X, ¢Y)
F2R(Y, Y, Y,6X) +R(X,4Y, X, V)

+1[ 9(AY,Y)g(ABX, X ) —g(AY,$X)* —g(AX, X)g(ASY,#Y)
+g(AX,#Y)* |

sekline doniisiir. (3.25) ve (3.29) ifadelerinden,
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2R(X,$X, X, dY)+2R(Y, XY, ) +3R(X,4Y .Y, $X)

+R(X,Y,X,Y) +1[2g(AX,$X)g(AY,4Y)-2g(AX,¢Y ) g (AY,4X)
—29(AX,X)g(AY,Y)]+4g(AX,Y) ~g(AX,gY)
+2g(AX,¢X ) g(AY, Y )+g(AY,Y)g(APX,4X)
~g(AY,gX )" —g(AX,X)g(AgY,gY)

—H [29(X,Y)2+29(X,X)g(X,Y)+Zg(X,Y)g(Y,Y)+g(X,X)g(Y,Y)}.

(3.31)

elde edilir. (3.31) de Y yerine —Y yazilir ve bulunan esitlik. (3.31) ile toplan

BROXY.Y,9X)+R(X.Y, XY ) ==H| 2 (X,Y) +g (X, X )g(¥.Y)]
29 (AX,$X ) g (AY,§Y)+g(AX,4Y ) g (AY,#X )+2g (AX, X )g(AY,Y)
+29 (AX,#Y ) —4g(AX,Y) —1[g(AY.Y)g(ASX,4X)

~g(AY,¢X )~ g(AX, X ) g (AgY,4Y) .

(3.32)

elde edilir. (3.32) esitliginde Y yerine ¢Y alinarak

~H[2g(X,#Y )" + 9 (X, X)g(4Y.¢Y) |

= 3R(X,Y,4Y,¢X)+R(X,gY,X,4Y)
—g(AX,¢X)g(AY,Y)+g(AX,Y)g(AgY,¢X)
~2g(AX, X) g (ABY, Y )+2g(AX,4Y )" —g(AX,Y)’
+g(AX,¢X) g (ABY .Y )+L[ g (ABY.#Y ) g (ASX, 4X)
—g(A¢Y,¢X)2—g(AX,X)g(AY,Y)+g(AX,Y)2} (3.33)
=3R(#X, 4, X,Y)+R(X,4Y,X,4Y)
—2g(AX,#X)g(AY, Y )—g(AX, X )g(AgY,gY)
+9(AX,Y)g(AgY, X )+2g (AX,gY )’

+3| 9(APY 9V ) g (ABX X )~ g (AGY ¢X )
~g(AX,X)g(AY.,Y)-g(AX.Y) |

yazilabilir. (3.25) ve (3.29) esitlikleri (3.33) ifadesinde kullanilarak,
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—3R(X,Y,X,Y)+R(X,4Y,Y,$X)
+2g(AX,$X ) g (AY,4Y)-3g(AX,4Y)g(AY,¢X)

~2g(AX, X)g(AY,Y)+2g(AX,Y)’ (3.34)
—g(AX, X)g(AgY 4 )+g(AX, gV )’
+3[ 9 (AR .4V ) 9 (A9X,$X) -9 (AgY,9X )’ |

bulunur. Bu son ifadede (3.32) kullanilarak,

=3R(X,Y, X,Y)=3R(X.Y, X,Y) -4 | 20 (X,Y)"+ (x X)g(¥.Y)]
+4g(AX,¢X )g(AY,gY)-2g(AX,4Y)g(AY,4X)-Lg(AX,X)g(AY,Y)
TG (AX,YY +2g(AX,4Y ) —1g(AY,Y)g(ApX,gX)+1g(AY,gX )
~$9(AX, X)g(AdY Y )+1| g (APY .9V ) g (APX.$X)-g (AgY 4X )’ |

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler ile birlikte

BR(X,Y,X,Y) =H|[29(X,0Y) +g(X,X)g(#.4Y)+29(X.Y) +g(X,X)g(¥.Y)]
—4g(AX,¢X ) g (AY, ¢Y)+8g(Ax &) g (AY,gX)
+Zg(AX,X)g(AY,Y)-Lg(AX,Y) ~Zg(AX,4Y)
+1g(AY,Y)g(AX,¢X)-1g(AY,gX Y +59(AX, X ) g (A ,gY)
-3 9(AdY. Y ) g (ABX X )~ g(AY,¢X )’ | (3.35)

esitligine ulasilir. (3.35) ifadesi, gerekli diizenlemeler ile

BR(X,Y,X,Y)=-3H[29(X,gY)" +g(X,X)g(Y.4Y)]
+H[29 (XY ) +9(X, X)g(Y.Y) |49 (AX,#X)g (AY,Y)
+89(AX & )9 (AY,$X)+Z g (AX,X)g(AY,Y)

Lg(AX, Y)2—1 (AX,8Y ) +1g(AY,Y ) g (ApX,¢X )
%g(AY #X ) +5g(AX, X ) g (ASY,gY)
~¢[ 9 (A .9¥)g (A¢x,¢X)—g(A¢Y,¢X)2}

(3.36)

Seklinde yeniden ifade edilebilir. (3.36) da X yerine X +Z alinirsa
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16R(X,Y,X,Y)+32R(Z,Y ,X,Y)+16R(Z,Y,Z,Y)
=2H[29(X,Y)?+49(X,Y)g(Z,Y)+29(Z,Y)?
+9(X,X)g(Y.Y)+29(X,2)9(Y,Y)+g(Z.2)g(Y,Y)]

SH[29(X, Y)2+4g(X, #Y)Q(Z, #Y)+29(Z, § Y
+9(X,X)g(Y.Y)+29(X,2)g(Y,Y)+9(Z.2)g(Y,Y)]

-8(AX,#X)g(AY, §Y)-8g(AX,6Z)g(AY,#Y)

-89(AZ, ¢X)g(AY,$Y)-89(AZ, $Z)g(AY,¢Y)
+169(AX,0Y)g(AY,pX)+16g(AX,0Y)g(AY,p2)
+16g(AY,pX)9(AZ,9Y)+169(AZ,¢Y)g(AY,pZ)

+179(AX, X)g(AY,Y)+349(AZ,X)g(AY,Y)+179(AZ,2)g(AY,Y) (3.37)
-11g(AX,Y)2-22g(AX,Y)g(AZ,Y)-11g(AZ,Y)?

TG(AX, $YP-14g(AX, $Y)Y(AZ,$Y)-TY(AZ,§Y 2

+9(AY,Y)g(APX, ¢X)+20(AY,Y)Y(APX, 4Z)+g(AYY)I(AJZ $Z)
G(AY,$X)2-29(AY, $Z)(AY $X)-g(AY $Z)?

+59(AX, X)g(AdY ,Y)+10g(AZ, X)g(ABY, #Y)+59(AZ,Z)J(AY, 4Y)
39(AGY,$Y)I(APX,#X)-69(ASY #Y)I(APX.$2)-39(ASY $Y)I(APZ,$2)
+39(APY, 9XP+69(AGY, #X)G(AFY $2)+3g(AY ¢2)?

bulunur. Daha sonra (3.37) esitliginde Y yerine Y +W yazilarak ve (2.3) kullanilarak

16R(X,Y,Z,W)+32R(X,W,Z,Y)
+16R(X,Z,Y,W)=H[12g(X,Y)g(Z,W)

-129(X,¢4Y ) g (Z, N )-24g (X, )g(Z,¢Y)
~129(X,Z)g(Z,W)+12g(X,4Z)g(Z,pN )]

+39 (AX,¢Z)g(AY,¢W )—3g(AX,4Y )g(AZ,pW)
~129(AX,¢Z) g (AW, Y )+12g (AX,4Y ) g (AW, ¢Z)
~129(AZ,$X ) g (AY, W )+12g(AY,$X ) g(AZ,AN)
-39(AZ,¢X) g (AW, 4Y )+3g(AY,$X)g(AW,$Z)
+15g (AX, N ) g (AY,4Z)—15g (AX,dW ) g (AZ,4Y )
+99 (AZ,4Y ) g (AW, $X )-9g (AY,4Z) g (AW, ¢X)
+45g (AX,Z)g(AY,W)-45g(AX,Y)g(AZ,W)

+29 (ApX,¢Z) g (AY,W)-2g (AgX,4Y )g(AZ,W)
+10g(AX,Z) g (AP, #Y )-10g (AX,Y ) g (AW, 4Z)
~99(APX,4Z)g(APY PN )+99 (AFX,4Y ) g (APZ, PN )

esitligi elde edilir. Bianchi 6zdesligi kullanilarak, (2.3) den
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48R(X,W,Z,Y)=H[12g(X,Y)g(Z,W)

—12g(X,¢Y)g(Z,M)—24g(X,¢\N)g(Z,¢Y)
-129(X,Z)g(Y,W)+12g(X,¢Z)g(Y,/V)]

+39 (AX,¢Z)g(AY,PW )—-3g (AX,4Y )g(AZ,4W)
~12g(AX,¢Z) g (AW, Y ) +12g (AX,¢Y ) g (AW, 4Z )
~12g(AZ,$X ) g(AY, W )+12g(AY,$X ) g(AZ,AV)
-39 (AZ,#X)g (AW, 4Y)+3g(AY, X )g(AW,4Z)
+15g (AX, AW ) g (AY,$Z)-15g (AX, W ) g (AZ,4Y)
+9g(AZ,4Y ) g (AW, $X )-9g (AY,¢Z)g (AW, $X)
+24g(AX,Z)g(AY,W)-24g(AX,Y)g(AZW)

elde edilir. X, M*"* iizerinde keyfi bir vektor alan1 olmak iizere,

X =X"+7(X)&

yazilabilir. Burada X" e D dir. V X,Y,Z,W € y(M) olmak iizere,

R(X,Y,ZW)=R(X",Y",Z" W)
+(X)REYT,ZTWT) +n(Y)R(XT,£,Z7,WT)
+7(Z)R(XT, YT, EWT) +n(W)R(XT,YT,ZT, &)
+(X)NZ)RENYT,EWT) +7(X)nW)RE YT, 2T, )
+n(V)n(Z)R(XT, &, EWT) +7(Y)n(W)R(XT,£,27,¢)

dir. Ustelik (3.38) esitligi yardimiyla, (3.39) ifadesi

AR(X,Y,ZW)=H[g(X,W)g(Z,Y)-n(X)n(W)g(z.Y)

—n(Y)n(Z)g(X,W)—-g(X,4W)g(Z,¢Y)
+7(Y)n(W)a(X,Z2)+n(X)n(Z)gW,Y)
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+9(X,¢Z)gW,4Y)]-g(Z,¢X)gW, ¢Y)

+29(#X,Y)9(W,Z) + g (X, )g(Y,42Z)

+1(Y)n(W)a(X,Z)+n(X)n(Z)gW,Y)
-n(X)n(W)g(Z,Y)-n(Y)n(Z)g(X,W)
+39(X,Z)g(W,Y)-39(X,W)g(Z,Y)

sekline yeniden yazilabilir. Son olarak (3.39) ifadesinde (3.17), (3.26), (3.27) ve (3.40)
esitlikleri kullanilarak

48R(X,Y,Z,W)=12H [g(X,W)g(Z,Y) - g(X,Z)gW,Y)]
—12H [ n(X)7(W)g(Z,Y)+n(Y)n(Z)g(X,W)
+29(X,#Y)g(Z, M) =1 (Y )n(W)g(X,Z)-n(X)n(Z)gW,Y ]
+12H[g(X,¢Z)gW,¢4Y) - g(X,dW)g(Z,¢Y |
~12g(AX,$Z)g(AY, W) +12g(AW ,$X)g(AZ, ¢Y)
~12g(AZ,$X)g(AW ,#Y) +12g(AX, AV )g(AY,4Z)
+24g(AX,Z)g(AW,Y) - 24g(AX ,W)g(AZ,Y)
~249(AX,Z)gW,Y)+24n(Y)n(W)g(AX,Z)
+249(AX,W)g(Z,Y)-24n(Y)n(Z)g(AX W)
+249(AZ,Y)g(X W) 247 (X )n(W)g(AZ,Y)
~249(X,Z)g(AW,Y)+247(X)1(Z)g(AW,Y)
+487(X)P,(Z,W,Y) +487(Z)P,(X,Y,W)
~48n(W)P,(X,Y,Z)-487(X ) (W)P,(Z,£,Y)
~48n(X)n(Z)P,(EW,Y) - 487(X)n (Y )P,(Z,W, &)
~487(Y)P,(Z, W, X)+487(Y)n (W) P,(Z,&, X)

+4877(Y)77(Z) P¢(§,W, X)+4877(X)77(Z)P¢(§,Y,W) (3.41)
~48n(X)nW)P,(&,Y,2)

sonucuna ulasilir.

Yardimer Teorem 3.4.5. (M*" ¢,&,17,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan
hemen hemen kosimplektik manifold ve M*"** in sabit ¢—holomorfik kesit egriligi H

olsun. Bu durumda M?"" in Ricci ve skalar egrilikleri,
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S(v.2)=3[(n+)H J{g(¥.2)-n(Y)n(2)}
+1(Z) 2P, (E;.Y. E;)-n(Y)3P, (Z,E.E) (3.42)
+77(Y)77(Z)ZP¢(§' EI" El‘)_2P¢(§'Y’Z)

ve
r=n(n+1)H -2Tr(h*) (3.43)
seklindedir.

Ispat. {E;}, (i=1,2..,2n+1), M*"* Uzerinde keyfi ortonormal baz vektorleri olmak

Uzere, (3.41) ifadesinden (3.42) ve (3.42) ifadesinden de Tr(h) =0 oldugundan, skalar
egrilik (3.43) elde edilir.

Yardimer Teorem 3.4.6. (M*" ¢,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Eger h tensor alani,
g((VhyY",z")=0
kosulunu saglyorsa, h tensor alanina 77— paraleldir denir.

Yardimer Teorem 3.4.6. (M*" ¢,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Eger h tensor alani, 77— paralel ise,

(Vi)Y =n(X)[=gIY —gh*Y |- (Y)(gh*X ) —g(¢h*X,Y )& (3.44)

saglanir.
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Ispat.

0=g((V, YT, Z7) = g (VMY =11(Y) .2 -7(2)€)
=g((Vh)Y,Z)-n(X)g((V,h)Y,Z)-n(Y)g((V,h)é,Z)
-1(Z)g((Vxh)Y,&)+n(X)n(Y)a((V.ME Z2)+n(Y)n(Z)g((Vih)E &)
+7(Z)n(X)g((V)Y.&)=n(X)n(Y)n(Z)g((V.h)e.¢)

Sonug 3.4.1. (3.43) ifadesinden, V X,Y € (M) igin,
P(X.,Y)=n(X)[#Y]-n(Y)[#X]-29(gh*X,Y )& (3.45)
P, (X,Y)==n(X)[IY]+n(Y)[IX] (3.46)

(L 2) tipinde tensor alani, Q ( X ,Y)

Q(X,Y)=(V h)Y —n(X)[-glY —gh?Y |

(3.47)
+n7(Y)[ #h*X [+g(gh*X,Y)é.

olmak Uzere, Q, =0 kosulunu saglayan Kaehler integral alt manifoldlara sahip hemen

hemen kosimplektik manifoldlarin uzayz,

©={(M,p,&,7,9): Q =0}

seklinde tanimlansin.

Yardimer Teorem 3.4.7. M*"" ¢ sinifina ait bir manifold olsun. Ohalde h tensor

alaninin 6zdegerleri sabittir.

Yardimer Teorem 3.4.8. M*™" ¢ smifina ait bir manifold olsun. Eger ¢— holomorfik

kesit egriligi, M nin her noktasinda, ¢—holomorfik kesitin se¢iminden bagimsiz ise,
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¢ — holomorfik kesit egriligi ve egrilik tensorii vV X,Y,Z,W € (M) igin,

4R(X,Y, Z W) c[g(X W)g(Z, Y)—g(X,Z)g(VV,Y)]
—¢[7(X)n(W)g(Z,Y)+n(¥)n(Z)g(X,W))
+29(X,¢Y)g(2,¢W—n( )n(W)g(X,2)
—n(X)n(Z)gW.,Y |
+C[9(X,4Z)gW, Y ) —g(X,dW)g(Z,¢Y |
—g(AX,$Z)g(AY, V) + g (AW, $X)g(AZ,¢Y)

—g(AZ,¢X)g(AW, gY) + g(AX, M )g(AY,4Z)
+2g(AX,Z)g(AW,Y) —2g(AX,W)g(AZ,Y)

(3.48)

seklinde verilir.

Ispat. Kabul edelim ki M>"" manifoldu sabit ¢— holomorfik ¢—kesit egriligi H ya
sahip ve H ¢— holomorfik kesitin se¢iminden bagimsiz olsun. (3.44), (3.45) ve (3.46)

esitliklerini g6zoninde bulundurursak, (3.42) ifadesinden,

Z)=3[(n+)H]{g(Y.Z)-n(Y)n(2)} (3.49)
+Tr<> (V)n(2)+20(1¥.2)

e n(n+1)H+3Te (1) (3.50)
elde edilir.

Ispat. (3.44) den ve (3.16) kullanilarak ve Yardime1 Teorem 3.4.7. den,

2(VS)(Y.2)=[(n+2) X (H) [{g(Y.Z)-n(Y)n(2)}
+[2Tr()=(n+1)H [{n(Z) 9 (Y. V&) -n(Y)a(Z,V,&)}
+4g((Vy1)Y.2)

elde edilir, ki buradan
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¥2(Ve S)(Y.E ) =X[(n+1)E (H)]{a(Y.E)-n(Y)n(E,)}

22T (1)~(n+)H (V)0 (E; Ve &) -n(E)a (Y Ve é)) (351)

=(n+1)3E, (H)g(Y.E )~ (n+1)&(H)n(Y)+Z4g((Ve!)Y . E,)
bilinen formil yoluyla,
(Vx7)=2%(Ve S)(X.E)

oldugundan, her lokal ortonormal gat1 alani {Ei}(i =12,..,2n +1) icin, (3.50), (3.51),

Yardimci Teorem 3.4.7. kullanilarak,
(n+1){XH —(&H)7(X)} =2n(n+1) XH

elde edilir. Bu demektir ki £H =0 ve (n—1)XH =0 dir. Yani n>1 icin H sabittir.

H =c diyelim. Yardimci1 Teorem 3.4.4 ifadesine (3.44), (3.45) ve (3.46) uygulanilarak,
(3.48) i elde ederiz.

Tammm 3.4.1. Sabit ¢—holomorfik kesit egrilikli, g sinifina ait bir tam ve basit

baglantili hemen hemen kosimplektik manifolda, bir hemen hemen kosimplektik uzay

form denir.

Teorem 3.4.2. M>"*, ¢ smifina ait bir tam ve basit baglantili bir manifold olsun.

M ?™" manifoldunun hemen hemen kosimplektik uzay form olmasr igin gerek ve yeter

kosul egrilik tensorii R nin (3.48) ile verilmesidir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, sabit egrilikli uzaylar tizerinde hemen hemen kosimplektik manifoldlar
icin yeni bir teorem verilmistir. Hemen hemen kosimplektik uzay formlarinin alt
manifoldlar agik problemlerdir. Ayrica bazi simetri kosullar1 altinda, ¢ok ©Onemli

sonuclara ulasilabilir.
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