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OZET

KONVEKS OLMAYAN FONKSIYONLAR ICIN
HERMITE HADAMARD ESITSIiZLiGi

Hakan BOZKURT
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstittst, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Haziran 2013, 73 sayfa

Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1 teorisi, klasik
ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi(lineer,
klasik ve matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar. Son yiizyilda klasik konvekslik
tanimindan daha genel konveks fonksiyon gesitleri ortaya atilmistir. Bunlardan biriside
2006 da Noor tarafindan tanitilan ve konveks fonksiyon tanimini kapsayan ¢ -konveks
fonksiyonlardir. Noor bu fonksiyonlarin optimizasyon, varyasyonel esitsizlikler ve
denge problemlerinde uygulamalarini yapmistir. Calismada Noor tarafindan tanitilan ¢ -
konveks fonksiyonlar1 kullanarak konveks fonksiyonlar teorisinin en temel teoremi olan
ve 132 yildir matematikgiler tarafindan arastirilan Hermite Hadamard Esitsizligi tipinde
midpoint ve trapezoid esitsizlikler kurulmustur. Bunu yaparkende fonksiyonu bazen bir
kez bazende iki kez diferansiyellenebilir olmasina dikkat edilmistir.

Anahtar sozcukler: Konveks olmayan fonksiyon, Hermite Hadamard Esitsizligi,
Midpoint ve trapezoid esitsizlikler



ABSTRACT

THE HERMITE HADAMARD INEQUALITY
FOR NONCONVEX FUNCTIONS

Hakan BOZKURT
Duzce University
Institute of Science and Technology, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M. Zeki SARIKAYA
June 2013, 73 pages

The convexity is used in the geometry, calculus, linear algebra, and topology, moreover,
it plays an important role in the number theory, classical extremum problems, linear
programming, game theory and inequalities theory. In the last century, many convex
function types more generally than the classical convexity definition were introduced.
One of which is the ¢ -convex functions which were introduced by Noor in 2006. Noor
have applications of this functions in the optimization, variational inequalities, and
equlibrium problems. In this study, it is created midpoint and trapezoid inequlities in
type of Hermite Hadamard inequality, which is the basic theorem of the convex
functions theory.

Keywords: Nonconvex functions, Hermite Hadamard inequality, Midpoint and
trapezoid inequality



EXTENDED ABSTRACT

THE HERMITE HADAMARD INEQUALITY
FOR NONCONVEX FUNCTIONS

Hakan BOZKURT
Duzce University
Institute of Science and Technology, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M. Zeki SARIKAYA
June 2013, 73 pages

1. INTRODUCTION:

The convexity is used in the geometry, calculus, linear algebra, and topology, moreever
it plays an important role in the number theory, classical extremum problems, linear
programming, game theory and inequalities theory. In the last century, many convex
function types more generally than the classical convexity definition were introduced.

One of which is the ¢ -convex functions which were introduced by Noor in 2006. Noor

have applications of this functions in optimization, variational inequalities, and
equlibrium problems. In this study, we is created midpoint and trapezoid inequalities in
type of Hermite Hadamard inequality, which is the most basic theorem of the convex

functions theory.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed. In the third chapter, we have given the Hermite-
Hadamard type integral inequalities for nonconvex functions whose absolute values of
first derivatives. In the fourth chapter, we have given the Hermite-Hadamard type
integral inequalities for nonconvex functions whose absolute values of second

derivatives. The last chapter is devoted into results and recommondatitons.



1.GIRIS

1.1. AMAC VE KAPSAM

Bu tezin amaci Noor tarafindan tanitilan ¢ -konveks fonsiyonlar kullanilarak Hermite
Hadamard tipinde midpoint ve trapezoid esitsizlikler kurmaktir. Bunu basarmak i¢in ilk
basta konveks fonksiyonlarin ne tiir 6zelliklere sahip oldugunu tarihten bugiine ne tiir

degisiklikler gegirdigini aciklayalim.

Konveks fonksiyonlarin sistematik aragtirmasina ilk olarak 19. Yiizyilin sonlarinda
rastlanmasina ragmen, 20. Yiizyilin ortalarinda matematigin 6nemli bir alan1 olarak
goriilmeye baslanmistir. Konveks kiimeler ve ilgili geometrik konular matematikgiler
tarafindan kullanilan 95 ana konudan biridir. Son ylizyilda gelisen disiplini ve artan

uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite(1822-1901) Mathesis 3 (1883, 5.82)
dergisine gonderdigi mektupta rastlanmistir. Mektupta,

Sur deux limites d'une intégrale définie. Soit f(x) une fonction qui varie toujours

dansle mémesensde x=a,a x=Db .On aura les relations

(b—a)f[a_;t’j<I: F(x)dx < (b—a) f(a)+ f(b)

2

ou bien
(b-a)f (aTH)J > Jj f(x)dx > (b —a)w

suivant que la courbe y= f(x) tourne sa convexit’'e ou sa concavit'e vers l'axe

desabcisses.

En faisant dans ces formules f(x) =1/(1+x),a=0,b=x il vient



2 2

<log(1+x)< x—

X 2(1+x)

yaziliydi. Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, daha az 6nemli sonuglar
vardir ama maalesef Hermit'in temel calsmalar1 sik sik onun orjinal yazar kimligi
verilmeden belirtilmigtir. Bu baglamda temel matematikte ilgi ¢eken/cekmekte olan
Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu matematikgi farkli konveks
fonksiyon simiflari(quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi,
log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve Ozel
ortalamalar(p-logarithmic ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) i¢in

onu uygulamaya, genisletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye ¢alsmaktadir.

O. Holder(1889), eger f"(x)> 0 ise daha sonralar Jensen esitsizligi olarak bilinen
esitsizligi f in sagladigim ispatladi. O. Stolz(1893), eger f , [a,b] de sirekliyse

ve

esitsizligini sagliyorsa, bu takdirde (a, b) nin her noktasinda sag ve sol tiirevlere sahip
oldugunu gosterdi. J. Hadamard(1893), [a,b] de artan tiirevlere sahip olan

fonksiyonlar i¢in temel integral esitsizlikleri olusturdu. Son yiizyilda ilk kez J. L. W. V.
Jensen(1905,1906) konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasinin oneminin farkina

vardi. Jensen yukaridaki esitsizligi kullanarak konveksligi tanmladi ve f in

stirekliligini dolayli olarak gosteren ve yukaridaki esitsizligi de i¢ine alan uzun seriler
uretti. AG esitsizlik, Young Esitsizligi, Holder esitsizligi ve Minkowski esitsizligi gibi

onemli esitsizliklerin ¢ogu konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonuglaridir.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequalities" adli eser
esitsizlikler teorisi i¢in temel bagvuru kaynagidir. Okuyucu bu eserde konveks
fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini veya

sonuglart bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve Bellman'in 1965 de yazdig



"Inequalities" adli eser ve Mitrinovic'in 1970 de yazdigi "Analytic Inequalities" adli
eseride soyleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu
i¢in el altinda bulunmasi gereken kaynaklardir.

Daha sonra konveks fonksiyonlarin daha kapsamli bir sekilde aragtirmas1 A. W. Roberts
ve D. E. Varberg tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alindi. Sadece
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda Peari¢ 1987 yilinda "Convex Functions:
Inequalities" adli eseri yaymlamistir. Ayrica okuyucu gesitli konveks fonksiyon siniflar
icin, Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli anlatimini1 S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce
tarafindan "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications" adli

eserde bulabilir.

Son yilllarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon gesitleri
olusturulmaktadir. Bunlardan birisi de 2006 yilinda Noor tarafindan tanitilan ¢ -
konveks fonksiyonlardir. Ayrica Noor bu tiir fonksiyonlarin optimizasyon , varyasyonel
esitsizlikler ve denge problemlerinde uygulamalarini yapmistir. Her konveks
fonksiyonun(kiimenin) ayni zamanda ¢-konveks fonksiyon(kiime) oldugu ancak
bunun tersinin dogru olmayacagi tezin ilerki bolimlerinde agiklanacakdir. Bu sekilde

ifade edilebilen fonksiyonlara ayrica konveks olmayan fonksiyonlar diyecegiz.

Bu calismada Noor tarafindan tanitilan nonkonveks fonksiyonlar kullanarak birinci ve
ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri i¢in Hermite - Hadamard tipinde

trapezoid ve midpoint esitsizlikler olusturacagiz.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz i¢in gerekli olan tanim, teorem, bazi esitsizlikler ve temel
oOzellikler verilecektir. Gerekli gorilenler i¢in ispatlar yapilarak birer drnek verilecektir.

Tanmm 2.1.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniisiimlere fonksiyonel
denir.

Tanmm 2.1.2. Fonksiyonlar climlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren doniisiime

operator denir.

Tamim 2.1.3. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, n>0 igin
r'(n) = Ix“‘le‘xdx
0

ile tanimlanr. Bu integral n>0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi 6nemli

ozelliklerini soyle siralayabiliriz.

i. T'(n+1)=nI'(n)=n!

i. TQ) =7

i, IX_"dx=r(p)r(1— p) =

1+x

O<p<1

T
sinpz !

iv. 22" 0(n)C(n + 1) =/zT(2n).

Tamm 2.14. | cR, f : | >R bir fonksiyon ve ¥xel igin |[f(x]<K olacak

sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.5. (Lipschitz Sarti) [a,b] kapali araliginda her X ve y noktalari i¢in,



[F00)-Fy)<Kjx-y

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa f , [a,b] araliginda Lipchitz sartint saglyyor

denir.

Tamm 2.1.6. (Mutlak Sureklilik) [a,b] nin ayrik agik alt araliklarinin birikimi

(b)) isin
> (b-a)<s
oldugund,
SIfb)-1(a) <z

olacak sekilde herhangi bir & >0 sayisina karsilik, bir 6 >0 bulunabiliyorsa, f ,

[a,b] de mutlak siireklidir denir.
Tamm 2.1.7. (Konveks Fonksiyon) Her x,y el ve Ae[0] igin,
fFX+Q-AD)Y) <A (X)+@Q—-2)F(y)

esitsizligini saglayan f : | cR —>R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir(esdeger
olarak A, (0,1) araliginda da segilebilir). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kirislerinin altindan geger anlamindadir.
Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

(@ | arahg: iizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart
herhangi bir cel noktast igin, f(x)— f(c)/(x—c) fonksiyonunun | arahiginda

artan olmasidir.



(b) f: (a, b)—)R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her

¢, xe(a,b) igin,

f(0)-f(e)= g(t)et

olacak sekilde g : (a, b) — R artan fonksiyonun olmasidir.

(c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak lzere, f in konveks olmasi igin

gerek ve yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir.

(d ", (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f in konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f"(x)>0 olmasidir.

() f :(ab)—>R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her

Xy € (a, b) icin f fonksiyonun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f(x)> f(x,)+Ax—x%,) Vxe(ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada A , X, a baghdir ve eger f' varsa o zaman

A=1(x) yada f'(x,)= f/(x,) ise Ae|f (x)f (x) dir.

LR

 f: (a,b)—> R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart P,Q ve

R noktalar1 f fonksiyonun grafigi iizerinde herhangi i¢ nokta olmak iizere,
egimPQ < egimPR < egimQR
esitsizliginin saglanmasidir.

Konveks Fonksiyonun Ozellikleri



I. Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

i. f :1—R konveks fonksiyonise, 1° (| ninigi)inde herhangi bir [a,b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] araliginda de

mutlak stirekli ve 1° de stireklidir.
iii. f:1—R konveksfonksiyonise, 1° de f'(x) ve f,(x) vardir ve artandir,

iv. f : 1 —>R fonksiyonu | acik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E kiimesi

haricinde f' mevcuttur ve sureklidir.

v. k tanefonksiyon R" — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
f(x)=Ya,f,(k)a, >0(j=123..k)
i1

fonksiyonuda konvekstir.

vi. g :R—>R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h :R" — R konveks olsun.

Bu takdirde; f :R" >R, f(X): (g o h)(x) olarak tanimlanan f  bileske

fonksiyonu da konvekstir.

vii. g :R™ >R konveksve h, h(x)=Ax+B formunda h :R" —R konveks

olmak uzere (burada A uygun matristir).

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

Teorem 2.1.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi) f : | > R konveks fonksiyon

olmak Uzere, her a,bel ve a<b igin,

10



esitsizligine Hermite Hadamard Esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav

olmasi esitsizligi tersine gevirir.

Ispat. f  fonksiyonu siirekli ve smrli oldugundan dolay [a,b] araliginda

integrallenebilirdir. Konvekslik tanimindan,
f(ta+@-t)b) <tf(a)+@—t)f(b)

esitsizligi saglanr. Bu esitsizligin her iki tarafimn [0,1] araligimda t ye gore integrali

alinirsa,

f: f(ta+(@-t)b)< f:tf (a)+jol(1—t) f (b)

_ f@)+f(b)

2
elde edilip soldaki esitsizlikte x=ta+(1l-t)b, te [0,1] doniistimii uygulanirsa

H.—H. esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafin1 ispat etmek igin,

a+b

Lf’ f(x)dx:bflab-z £ (x)dx + bzb f(x)dx}

a

esitliginin sagndaki integrandlara sirastyla x=a+t(b—a)/2 ve x=b-t(b—a)/2

degisken degisimi uygulanirsa,

11



elde edilip H.—H. esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur.

Tamm 2.1.8. (Logaritmik Konveks Fonksiyon) f : | —[0,o0) fonksiyonu,

i. Her x,yel ve 1¢[01] igin,

f (Ax+@-A)y) <[F )] [f(y)]

ii. log f konveks

sartlarindan birini sagliyorsa f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir.

Teorem2.1.2 f : I —[0,00) fonksiyonu logaritmik konveks ise konvekstir.

Ispat. f fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon oldugundan, log f fonksiyonu
| araliginda konvekstir ve g(x) =e" fonksiyonu tiim reel sayilar kiimesinde artan ve

konveks bir fonksiyon oldugundan, 6zellik (Vi) den dolayz,

f =exp(log )
olup f  fonksiyonu konveks olur. Diger yoldan direk olarak konveksligin ve
logaritmik konveksligin tanimi kullanlarak AO-GO esitsizliginden de benzer sonug elde

edilebilir.

Teorem 2.1.3 f : I >R logaritmik konveks fonksiyon, a,bel ve a<b olmak

uzere,

12



esitsizlikleri gecerlidir. Burada G(a,b) pozitif reel sayilar igin geometrik ortalama ve

L( p, q) ayrik pozitif reel saylar i¢in logaritmik ortalama anlamindadir.

Tamm 2.1.9. (Quasi Konveks Fonksiyon) Her x,y el ve 1¢e[0,1] igin,

f (Ax+(@1-2)y) < max{f(x), f(y)}

esitsizligi saglaniyorsa f : | — R fonksiyonuna quasi konveks fonksiyon denir.

Yukardaki tanimlardan dolay1

f(x+@-2)y) < [fX)][f(y)]”
<A () +@A-2)f(y)

< max{f(x), f(y);

esitsizliklerine sahip olabiliriz. Yani quasi-konveks fonksiyon ailesi log-konveks

fonksiyon ailesini, log-konveks fonksiyon aileside konveks fonksiyon ailesini kapsar.

Tamm 2.1.10. (Ozel Ortalamalar) «, B reel saylarve « = 8 olmak lizere,

G(a,f)=+aB, a,BcRI{0} Harmonik Ortalama
Ala, B) =4E, a,BeR Aritmetik Ortalama
L(@.f) =i @B <R/{0} Logaritmik Ortalama

seklindedir.

Teorem 2.1.4 (Jensen Esitsizligi) f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve

13



x, €(a,b) olsun. Budurumda o, >0 ve 3", o =1 ise,

f(zaxJzax

esitsizligi gecerlidir.
Ispat.

(a) Aksiyom (e) den dolay1 f fonksiyonu her Xoe(a,b) icin bir suport dogruya

sahiptir. Yani her x, noktasiigin f(x)> f(x,)+m(x—x,) olacak sekilde x, abagh

bir m noktas1 vardir. Bu esitsizlikte dzel olarak i=1,2,...,n icin X, =2, X

secilirse,
f(x)= (x))+m(x —x,)

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler «; ile carpilir, taraf tarafa toplanir ve

diizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.

(b) 1. Durum: n=2 ve o« =a,=7% i¢in, konveks fonksiyon taniminda A=1

secilerek elde edilebilen J —konveks fonksiyonun tamimimi elde ederiz. Ilk olarak
Peari¢'in [Pecari¢, J. E., Proschan, F. & Tong, Y. L. 1992] de kullandig1 tiimevarim

yontemiyle ¢, =1/n,i=1...,n igin,

1L 1L
f(ﬁ_ xiJgﬁfj(xi) (2.1)

i=1 i=1
esitsizligini ispatlayalim.

Varsayalm ki 2<k <n ig¢in yukardaki esitsizlik gegerli olsun. Bu durumda,
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elde edilir. Sondaki esitsizlite f(ﬁ St Xi) terimli ifadeler esitsizligin sol tarafinda

toplanirsa,

1 n-+1 1 n
fl—> % [<=)> f(X 2.2
[Mg j OIULY (22)
esitsizligini elde ederiz. Bu ise bizlere k=n+1 i¢inde esitsizliginin gegerli oldugunu
gosterir. O halde tlimevarm aksiyomundan dolayr (2.1) esitsizligi biitin n dogal
sayilari igin gecerlidir.

2. Durum:  «,...,«, negatif olmayan rasyonel saylar icin ¢, :%,i =1,...,n sartini

n

saglayan m=p, +...+ p, (pl,..., p,eZ" U{O}) olacak sekilde m dogal sayisi

bulunabilir. Bu durumda (2.2) esitsizliginden,

. (X, 4o X )+ (X, +...+xn)j
m

. (F(x )+t FOX))+ o+ (F(X, )+ F(x,))

esitsizliginin gegerli oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada ilk parantezde p, tane ve
son parantezde p, tane terim olduguna dikkat edin. Boylece (1) esitsizligine esdeger

olan,
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f(%épixijgi&fm)

it M
esitsizligini elde ederiz ve «;, = ,i=1...,n segilirse, Teorem 2.4 {in ispat tamamlanir.
Teorem 2.1.5 (integraller icin Jensen Esitsizligi) f : I=[a, b]—)R konveks

fonksiyon, h : 1 —(0,0) ve u: | —>R, =[0,0) integrallenebilir fonksiyonlar

olmak Uzere,

f(f:h@u(t)dth L) £

[ h(t)dt

a
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan dolayi, bir support dogruya sahiptir. Yani

y >0 icin,
ft)-f(y)=At—y) vt>0

olacak sekilde bir A sabiti vardr. Burada t=u(t) segilir ve esitsizligin her iki taraf

h(t) ile ¢arpilip [a,b] aralginda t ye gore integral alinirsa,

[0t (u®)at— 1) it

> 2 bty [ noet]
elde edilir. Son bulunan esitsizlikte,

_ Ph(t)u(t)dt
~ [Ph(t)dt

a

/4

yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 2.1.6 (AO-GO Esitsizligi) Eger her 1=12,...,n icin x,20, o, >0 ve

Yo =1 ise,

n n
[]x" <> ax
i-1 i1
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. en az bir i icin x =0 ise ispat asikardir. x, >0 durumunda, vy, = log X,

secilirse,

[l -os( L)

olup f (t) =e' fonksiyonu R de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,

[ = 1(Zav
ggaif(yi):gaixi

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n=2 , o, =%, a, =% , X =x" ve

X, =y segilirse Young Esitsizligi olarak bilinen,
1
Xy < 1 xP+=yd
p q

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.7 (Holder Esitsizligi) Xx,....X,,¥;,.Y,>0, p,q>1 0yleki %+%:1

olmak Uzere,

1 1

i=1

17



esitsiligine Holder Esitsilizligi denir. Ozel olarak p=q=2 secilirse yukardaki

esitsizlik Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir.

Ispat. Yukardaki esitsizlikte X, ve 'y, lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu

1
ol

diigiinebiliriz. O halde u=(X",x?) ve v=(",y*) her ikiside pozitiftir, Young

Esitsizliginde x=x,/u ve y=Y, /v segersek,

p q
_ﬁgi(ﬁj +1(&j
v plu gLv

elde edilip bu esitsizlikler taraf tarafa toplanrsa,

c |x

Sy 1,1

uv P q
olup Holder Esitsizligi elde edilir.

Tanim 2.1.11. (integraller Icin Holder Esitsizligi) p>1 ve 1+1=1 olsun. f ve

g, [a,b] araliginda tanml reel fonksiyonlar, |f|p ve |g|q : [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ 1 (x)g(x)ax < (ﬁ f (ledxjt(jﬂg(x]qj;

esitsizligi gecerlidir.
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3.MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde farkli konvekslik tiirleri i¢in elde edilen Hermite - Hadamard tipinde

trapezoid ve midpoint esitsizlikler verilip. Noor tarafindan belirtilen ¢ —konveks

fonksiyon kavrami tanitilacakdir. Bu konvekslik tiirii igin Hermite - Hadamard tipinde

esitsizlik olusturulacakdir.

3.1. HERMITE HADAMARD TiPINDE ESIiTSIiZLIKLER

f: [a, b]—)R fonksiyonu (a, b) araliginda iki kez diferansiyellenebilir ve f”

fonksiyonu (a, b) araliginda tanmli olmak {izere,

I:f(x)dx—(b—a)f[a;bjS(b;j)3| 1 (MPE)
E’f(x)dx—(b—a)f(a)gf(b)IS(blzaf' . e

esitsizlikleri literatiirde sirasiyla midpoint esitsizlik ve trapezoid esitsizlik olarak

bilinir. Burada ||f"| = SUP (a0 T ”(XX <o anlamindadir. Béylece [0 f(x)dx
integraline
b a+b
[ f(x)dx=(b-a)f [Tj
ve
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P F()ox= (o a) @2 ©)

a 2

seklinde de gorildigi gibi midpoint ve trapezoidal kurallar dogrultusunda

yaklasabiliriz. Bu yaklagim bizi tiim konveks fonksiyonlar i¢in gecerli olan

f[a+bj£ 1 P i ()< f(a)+ f(b)

2

biciminde ifade edilen Hermite - Hadamard esitsizligine gotiiriir. Mitrinovi¢ ve Lakovié¢
(1985) de belirttigine gore bu esitsizligi Hermite 1893 de Hadamard'dan on yil 6nce

bulmustur. Ancak f fonksiyonunun iki kez diferansiyellenebilir olmamasi ya da
ikinci tirevinin (a, b) araliginda tanmli olmamasi (MPE) ve (TE) yi gecersiz kilar. Bu

yiizden bircok matematik¢i Montgomery 06zdesligi ve Peano kernelin birkag¢ tipini
kullanarak konveks fonksiyonlarin farkl: tiirleri i¢in ¢ogunlukla birinci tiirevleri iceren
alternatif sonuglar bulmaya yonelmistir.

1998 de Dragomir ve Agarwal diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar icin Hermite
Hadamard trapezoid esitsizliginin sag tarafi ile ilgili sonucu ispatlamak i¢in asagidaki

lemmay1 kullandilar.

Lemma3.11 f : I cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a<b ( abel ) olmak itizere, eger f' fonksiyonu [a,b] aralginda

integrallenebilir ise,

1510 2 o

esitligi saglanir.
Boylece bu lemma kullanlarak agsagdaki teorem ispatlandi.

Teorem 3.1.1 f : I cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b (a,bel )olmak iizere, eger |f ’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise,
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fa)+ fb) 1 R

| 2 " b-a

xsb;aMTﬂ+H(M]

esitsizligi gecerlidir.

2000 yilunda Pearce ve Peari¢ Teorem 3.1.1 in genellestirmesi olan asagidaki sonucu

ispatladi.

Teorem3.1.2 f : I cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a<b (abel )olmakiizere, eger q>1 igin |f'|p fonksiyonu [a,b] araliginda

konveks ise,

(f(a)+f(b) 1 jbf(x)dx

| 2 “b-adk

4 2

Sb—a[|f'<awu|f'<bw

ve

2 _b—a 4 2

‘f(a—mj : \ f(x)dX‘s bapf'(aﬂq +|f'(b)|qT

esitsizlikleri gegerlidir. Eger q>1 igin |f]" fonksiyonu [a,b] araliginda konkav ise

bu takdirde

[f(a)+f(b) 1 jbf(x)d

b—a
X < ——
4

f{a+b]
2

ve

b-a

f{a+bj
2

esitsizlikleri gecerlidir.
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Asagida 2004 yilinda Kirmaci tarafindan ispatlanan diferansiyellenebilen konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard (midpoint) esitsizliginin sol tarafi ile ilgili sonuglar

verilmistir.

Lemma 3.1.2 f : 1cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a<b ( abel ) olmak iizere, eger f' fonksiyonu [a,b] araliginda

integrallenebilir ise
f(a_”’j_i [ (k= (b-a) [ K(t) f (ta-+ @ t)o)et

esitsizligi gecerlidir. Burada

K(t):{ t, telol]

1-t, telt]
seklinde verilir. Bu Lemmay1 kullanarak Kirmaci asagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 3.1.3 f : | cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b ( a,bel )olmak iizere, eger |f '| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise

t'b)]

‘i " £ (x)dx — f(aT”’j

b-a-a

e O

esitsizligi gecerlidir.

2004 yilinda Yang diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in Hermite

Hadamard esitsizliginin her iki taraf i¢inde baz1 sonuglar verdi.

Teorem 3.14 f : I cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a<b (abel )olmak iizere, eger q>1 igin |f’|q fonksiyonu [a,b] araliginda

konveks ise
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ve

<b_—a[f'(
24

eger |f" konkav ise

ve

esitsizlikleri gegerlidir.
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1997 de Gill konveksligin farkli bir tiirii olan log-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite

Hadamard Esitsizliginin sag tarafi ile ilgili sonuglar verdi.

Teorem3.1.5 f [a,b] aralgnda pozitif log-konveks fonksiyon olmak iizere,

esitsizligi saglanr. Burada L() logaritmik ortalama anlamndadr.

2007 ylnda Ton mutlak degerlerinin tiirevleri quasi-konveks olan fonksiyonlar icin

Hermite Hadamard tipinde esitsizlikler olusturdu.

Teorem3.16 f : I cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda quasi-

konveks ise,

RICER{CRNE M "2 max {1 (a) | b))

| 2 " b-a

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 3.1.7 f : Il cR—>R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b ( abel ) olmak iizere, eger p>1 icin |f]”"" fonksiyonu [a,b]

aralgnda quasi-konveks ise

-1

101 gty o)

esitsizligi gecerlidir.

Simdi ikinci mertebeden tiirevleri icin Hermite - Hadamard esitsizligi ile ilgili bulunan

24



sonuglar1 verelim.

2009 da Hussain, Bhatti ve Igbal ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri s-
konveks olan fonksiyonlar icin Hermite - Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili

sonuclar vermistir.

Teorem 3.1.8 f : I c[0,00]—>R fonksiyonu | de iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger f” fonksiyonu [a,b] araliginda
f n

integrallenebilir ve fonksiyonu [a,b] aralgnda se[0,1] ve qg>1 igin s-

konveks ise,

[f(a)+fb) 1 ﬁf&wx

| 2 b-a

B 2X6% (S+2)(5+3)

_(b-ay [|f”(a)|q +|f"(a)|qr (3.1)

esitsizligi gecerlidir. Burada ++¢ =1 dir.

Hatirlatma 3.1.1 Eger esitsizlik (3.1) de s=1 secilirse,

[f(a)+f(b) 1 jbf(x)dxs

| 2 b-ak 12 2

<b—a>2{|f"<a1“+|f"<axq T

esitsizligi saglanir.

2010 da Alomari, Darus ve Dragomir ikinci mertebenden tirevleri konveks olan
fonksiyonlar icin Hermite - Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili sonuglar

vermistir.

Lemma 3.14 f : IcR—>R fonksiyonu | de iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger f” fonksiyonu [a,b] araliginda

integrallenebilir ise,
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fla)+ f(b) 1 P o b=a)’ ['ta-1)f"(ta+ @-t)b)at

esitligi gecerlidir.
Bu lemma dan yararlanarak asagidaki teoremler ispatlandi.

Teorem 3.19 f : IlcR—>R fonksiyonu | de iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger f" fonksiyonu [a,b] arahgnda

integrallenebilir ve |f" fonksiyonu [a,b] araliginda quasi-konveks ise,

fa)+ fb) 1 [ 10

LA IOL o< B mad e,

12

(b))

esitsizligi gecerlidir. Asagida bu teoremin genellestirmesi verildi.

Teorem 3.1.10 f : Il cR—>R fonksiyonu 1 de iki kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger f" fonksiyonu [a, b] araliginda

p/(p-1)

integrallenebilir ve p>0 icin [f” fonksiyonu [a,b] araliginda quasi-konveks

ise

[f(a)+f(b) 1 J-b f (x)dx

el L EOREO

)1

~~

Njw

+
N— | —"

esitsizligi gecerlidir.

3.1. KONVEKS OLMAYAN FONKSiYONLAR

R" de bos olmayan bir K kiumesive f,p : K — R sirekli fonksiyonlar olsun. Bu
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tez boyunca ¢ : K - R fonksiyonu 0<¢@ <1 arahginda tanimlanacaktir. Ilk olarak

Noor and Noor ve Noor[ tarafindan verilen kavramlari hatirlatalim. Konveks

fonksiyonlarin kayda deger bir genellestirmesi Noor tarafndan tanitilan ¢ —konveks
fonksiyonlardir. Noor and Noor ve Noor  ¢@-—konveks fonksiyonlarin temel
Ozelliklerini &gretmekteler. Bu boliimde quasi-@—konveks , log- ¢ —konveks
@ —konveks gibi konveks olmayan fonksiyonlarin tanmlarini verip, bunlarla Hermite -

Hadamard esitsizligini ve bununla ilgili teoremleri verecegiz.

Tamm 3.2.1 Her u,veK ve te[0,1] igin,
u+te(v-u)eK

ise K kumesine ¢@—konveks kumedir denir. Geometrik olarak, K nniginde u

noktasindan baglayan bir yolun varligindan bahseder. Ancak bu yolun bitis noktasinin

vV noktasi olmasi gerekmez. Bu ifade analizde onemli bir rol oynar. ¢@=0
secildiginde tanim konveksligin tanimina indirgenir. Yani her ¢ —konveks kiime ayni

zamanda konveks kimedir. Ancak tersi dogru degildir.

Tammm 3.2.2 f fonksiyonu K @-—konvek kiimesi lizerinde tanimli olmak iizere

her uveK ve te[0,1] igin,
fu+te'(v—u))<@—t)f(u)+tf (v)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna ¢ —konveks fonksiyon denir. Eger esitsizligin

tersi gecerliyse bu durumda f fonksiyonuna ¢ —konkav fonksiyon denir.

Tammm 3.2.3 f fonksiyonu K  @—konve kiimesi iizerinde tanimh pozitif

fonksiyon olmak iizere her u,ve K ve tel0,1] igin,
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fu+te'(v—u))<(f )™ (f(v))
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna logaritmik-¢ —konveks fonksiyon denir.

Tanm 3.24 f fonksiyonu K p—konve kimesi lizerinde taniml pozitif

fonksiyon olmak iizere her u,ve K ve tel0,1] igin,
f(u+1te" (v—u))< max{f (u), f(v)}

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna quasi- ¢ —konveks fonksiyon denir.

Yukardaki tanimlardan,

flurte(v—u))< (F)(F)

(@1—t)f(u)+tf(v)
< max{f(u), f(v)}

IA

esitsizlikleri elde edilir. Yani f fonksiyonu, logaritmik-¢ —konveks ise ¢ —konveks

ve ¢@—konveks ise quasi- ¢ —konveks fonksiyondur.

Teorem 321 f : K=[aa+e”(b—a)|>(0,) fonksiyonu  K°(K nunici)

araliginda ¢ —konveks fonksiyonve 0<¢@<Z olmak lzere,

f[2a+e':(b—a)j . ei(p(;_ a)few(b—a) f(x)dx < f(a)+ f(a;e'fﬂ(b—a))

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f fonksiyonu ¢ —konveks fonksiyon oldugundan,
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E*”‘b’”f(x)dxg e“”(b—a) Ff((l—t)a+t(e‘“’<b—a>)>dt
I[l t) f(a)+tf (' (b—a))dt

v @) f( '¢<b—a>>

2

I/\

esitsizliginin sag tarafi ispatlanir. Sol tarafini ispatlamak i¢in,

1 a+e'?(b-a) 1 2a+e(b-a) a+e'? (b-a)
eiqo(b _ a) J.a f (X)dX = ei(p(b _ a)l: a ’ f (X)dX + 23+9i‘;(b*a) f (X)dX
esitliginin  sagindaki integrandlara sirasiyla X= (2a +te'’ (b — a))/ 2 ve

x=a+e"’(b—a)-te(b—a)/2 degisken degisimi uygulanirsa,

ei¢(;-_a)_[:+e :_J{ (2a+te"/’ (b— a)]
+ f[a+e“”(b—a)—wﬂ

y f(2a+e‘;(b—a)] 2

esitsizligi elde edilir. Bu ise ¢ —konveks fonksiyonlar igin Hermite Hadamard integral

esitsizliginin sol tarafnin ispatidir.

Teorem 322 f : K=[aa+e“(b-a)l—>(0,%) fonksiyonu  K°(K nunici)

araliginda log- ¢ —konveks fonksiyonve 0<¢ <Z olmak uzere,

1 rHeiw(b—ew f(x)dx < L(f(a), f (b))

e(b-a)

esitsizligi gecerlidir. Burada L() logaritmik ortalama anlamindadir.
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Ispat. f fonksiyonu log- ¢ —konveks oldugundan,

1 J-a+ei‘/’(b—a)

b 3) f(x)dx = J':f(a+te“”(b—a))dt

a

elde edilip ispat tamamlanur.

Teorem 323 f : K=[a,a+e“(b—a)|—>(0,0) fonksiyonu  K°(K nunici)

araliginda quasi- ¢ —konveks fonksiyonve 0<¢ <Z olmak lzere,

1 J-a+eiw(b—a) f(x)dx < max{f(a), f(b)}

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f fonksiyonu quasi- @ —konveks oldugundan,

1 J«a+e"”(b—a)

b a) f(x)dx = j:f(a+te"”(b—a))dt

a

< ['max{f (a), f (b)}ct
f

= max{f (), f (b)}

esitsizligi saglanir ve ispat tamalanir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boéliimde birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ -konveks ,
log- ¢ -konveks, quasi- ¢ -konveks olan fonksiyonlar kullanarak Hermite - Hadamard

esitsizligi ile ilgili sonuglar verecegiz.
3.1. KONVEKS OLMAYAN FONKSiYONLARIN BiRiNCi MERTEBEDEN
TUREVLERI iCiN HERMITE HADAMARD ESiTSIiZLiGi

Lemma 411 f : KcR—>R fonksiyonu, K , ¢@—konveks kimesinde

diferansiyellenebilir olsun. Her a<b ( a,be K )igin,

1 J-a+ei‘”(b—a)

1 e f(a)+ fla+e”(b—a))
e“(b-a) f(x)d

a 2 |

- %_a)‘f:(l— 2t) f'(a+te" (b — a))dt‘

esitligi gegerlidir.

ispat. Varsayalim ki a,a+e”(b—a)e K olsun. O halde K , ¢—konveks kiime
oldugundan, her te [0,1] igin, a+tei‘"(b —a)e K® dir. Kismi integrasyon ydntemini

kullanarak,

[[a-2t)f(a+te”(b-a)t

_[a-2nf@+te(p-a) 1+ 2

[ fa+te” (b -ayat

e (b—a) , €7(b-a)
__f@)+ f(a+e”(b—a) + 2 J.Mi%ia) f (x)dx
e”(b—a) e’ (b—a)* s
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esitligini buluruz. Bu esitlikte once her iki taraf €'(b—a)/2 ile garpar sonra her iki

tarafin mutlak degerini alirsak istenen sonucu elde ederiz.

Teorem 411. f : KcR —(0,0) fonksiyonu K , ¢—konveks kiimesinde

diferansiyellenebilir ve |f'| , @ —konveks fonksiyon olmak (lzere her a<b (
a,b e K )igcin,
1 Ia+eiw<b—a) f(x)k— f(a)+ fla+e(b-a))
e“(b—a)’ 2

< em(g_a)ﬂf’(a)h

/)]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma (4.1.1) esitliginde |f ’| in @ —konvekslik tanimini kullanirsak,

w(s )J~a+ei¢(b—a)f(x)dx_ f(a)+ f(a;e‘“’(b—a))
_e“(b-a)

-2t b a))dt‘

< @E‘(l— 2t) f'(a+te' (b - a)) dt

< %_a)ﬂl—zﬂ[(l—t)

L GORIG)

f'(a) -+t f'(b)]dt

esitsizligi elde edilir. Uggen esitsizliginden mutlak deger fonksiyonu tim reel saylarda

konveks fonksiyon oldugundan (— 00, oo) araliginda f(X)= |X| konveks fonksiyonu,
[0,1] araliginda u(t)=‘(1—2t)f’(a+te“"(b—a)} pozitif fonksiyonu ve h(t)=1 sabit

fonksiyonu Teorem 2.5 de yerine yazilirsa yukarida kullandigimiz,
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‘ [[a-20)f(a+te(b-a)o] < [|a-20) f (a+te(b-a))t

esitsizliginin saglandig1 goriilebilir. Teoremde mutlak deger almamizin sebebi t e [0,1]
icin (1— Zt) teriminin pozitif ve negatif degerler almasindan kaynaklanmaktadir.

Asagida Holder integral esitsizligi kullanlarak Teorem 3.2.1 in genellestirmesi yapildi.

Teorem4.12 f : KcR—> (O, oo) fonksiyonu K araliginda diferansiyellenebilir ve

bu arahkta p>1 ( peR )igin [f|"'"" fonksiyonu ¢—konveks olsun. Bu
durumda her a<b ( a,be K )icin,
a+e'? (b-a 9 (p —
1 J (® )f(x)dx_f(a)+f(a+e (b—a))|
e (b—a) - 2 |

p-1
P

(b))

_e’(b-2a) [f'@) +
2(p+1)° 2

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 4.1.1, Hoélder esitsizligini ve FrplpL

fonksiyonunun

@ —konvekslgini  kullanirsak,
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1 J-a+ei’/’(b—a) f (a) + f (a +e'’ (b - a))|

b ak F(x))dx — . |
< esz_a)j:p— 21| '(a+te' (b —a))|ct
<= [n- 2t|pdtjé(ﬂ '@+t (b-2) fldtf
= L{a)[f |1—2t|’)dt):’( [ [(1—t)| t'(@)"" +1f'(b) L}dt)“

p-1
ELE N
p-1

14| (b)
2

_e(b-a) f'(a)
2(p+1)°

esitisizligi gecerlidir. Burada

U1|1—2t|"dt)”= L
) T

(p+1)r

ve

[[a-t)dt = [ tat =%

dir. Simdi birinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ —konveks olan

fonksiyonlar i¢in Hermite - Hadamard esitisizliginin sol tarafi ile ilgili sonucu verelim.

Lemma 4.1.2. f : KcR—>R fonksiyonu, K , ¢@—konveks kimesinde

diferansiyellenebilir olsun. Her a<b (a,be K )icin,

1 JAa+ei“’(b—a)

- f(x)dx — f(Wj
e'”(b—a)

2

a

=e'(b-a)

Etf '(a+te' (b—a))dt + ﬁ t-1f'(a+te"(b—a))dt

34



esitligi gecerlidir.

ispat. Varsayalm ki a,a+e“(b—a)e K olsun. O halde K , ¢@—konveks kiime
oldugundan, her te [0,1] icin, a+tei“’(b —a)e K° dir. Kismi integrasyon yontemini

kullanarak,

Eﬂxa+mwm—a»m+ﬁa—nfxa+mwm—a»m

~ ﬁ@+mmm—a»%+_a—Df®+mW®—a»l
- e (b-a) e (b-a) 1

0

1 1 ip
—gﬁgj5Lf@+m (b - a))dt
_ 1 f[2a+ei“’(b—a)J_ | 1 J-a+ei”(b—a)f(x)dt
e’ (b-a) 2 eZIw(b_a)Z a

esitligi saglanir. Bu esitlikte her iki taraf once e'”(b—a) ile carpilir sonra mutlak

deger alinirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.3. Teorem 4.1.2 deki sartlar saglansin. Bu durumda,

a+e'’ (b-a 2 (h—
| 1 I (b )f(x)dx—f 2a+e'’(b—a)
e'”(b—a)-a 2
ip _
siigiﬁwxahﬁxmﬂ
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 4.1.2de |f'| in ¢ —konvekslgini kullanirsak,
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a+e'’ (b-a i (h—
_ 1 J- (b )f(x)dx—f 2a+¢e’(b—a)
e'’(b—a)-a 2

<e"(b-a) J.oit‘ f'(a+te" (b—a))dt+ E AL-t)|f '@+t (b _a))‘dt}

<e’(b-a) joit[(l—t)| f'(a)|

e (b a)n

bulunur ve ispat tamamlanir.

Asagida Holder esitsizligi kullanilarak Teorem 4.1.3 iin genellestimesi verilmistir.

Teorem 4.1.4 Teorem 3.2.2 nin sartlar altinda,

a+e'? (b-a i (h—
| 1 I (b )f(x)dx—f 2a+e’(b—a)
e'”(b—a)-? 2

p-1

e’(b-a)( 4 ’ S
< (p+1j {(3|f(a) T

p-1
LI NN
p-1

L
p-1

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2, Teorem 4.1.3 ve Holder esitisizliginden dolayz,
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1 a+e'? (b-a) B 2a+e (b a)
Fhak 0T

<e“(b —a){j: f'(a+te' (b —a))dt

+ia-1)f@a+te” (b-a)) dt}

1 ! LN
<e”(b-a) [j;tpdtj (02 dt]

+(ﬁ(1—t)"dt]p(ﬁ' ""(b—a»*dt”

L (ﬂ ) *MT

2" (p+1)?

(b~ a))

141 f(b)

+ ( E[(l— 0| f'(a) E } dt)ppl]
ot favor
”

141 f(b)

p-1
P\
p-1

; (| (@)

esitsizligi saglanir.
Asagida Minkowski esitsizligi kullanilarak Teorem 3.2.4 iin diizenlenmesi yapilmustir.

Teorem 4.15 f : KcR—)(O,oo) fonksiyonu K araliginda diferansiyellenebilir ve
bu aralikta p>1 ( peR )icin |[f|”"" fonksiyonu ¢—konveks olsun. Bu

durumda her a<b ( a,be K )igin,
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L e g f(22te” (b-2a)
e”’(b—a)L f(x)dx — f( 5 )
(4.1)
ev(b-a)( 4 ) .= 0., ,
09 4V % afra)ro)

esitsizligi saglanir.
Ispat. se [O,l] ve a,a,,.,a, >0, b,b,,.,b, >0 i¢in, Minkowski esitsizligi,

n n

n
S
k k - E k
(@ +b ) <> ai+>b;
k=1

k=1 k=1

seklinde ifade edilir. Burada, p>1 icin 0< (p —1)/ p <1 oldugundan,

a, = 3 '@l
b, =|f'(b)""
a, = |f '(a) o
b, = 3/f'(b)|*
secilirse, (4.1) esitsizligi,
9 _ % » b pr1
e (b a)( 4 j {(3f'(a)w+|f'(b)p1)
16 p+1

+(f’(a)*f1+3f'(b)'fijppi

evb-a)( 4 ) .2 .,
< (p+1j @° +[f'@)+

(o)

seklinde diizenlenebilir ve ispat tamamlanur.
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Simdi kuvvet ortalama esitsizligini kullanarak Teorem 4.1.3 {in genellestirmesini

verelim.

Teorem4.16. f : KcR —(0,0) fonksiyonu K aralginda diferansiyellenebilir ve

q=1(qeR )icin |[f]" fonksiyonu K° de ¢—konveks olsun. Bu durumda her
a<b (abeK)igcin,

1 J«a+e"” (b-a)
e'’(b—a)

a

2

f (x)dx f(—za””’(b‘a)J

_e"(b-a)|(2 f'(a)" +|f'(b)|" é+ f'(a)" +2/f'(b)" %
<2 3 3

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Lemma 4.12, |[f/" fonksiyonunun K° de ¢@—konveksligi ve Kuvvet

ortalama esitsizliginden,
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1 ave” (b-a) 2a+¢e'(b—a)
: f(x)dx - f(—M—MmM~—2
e,q,(b_a)ja (x) ( > )

<e’(b-a) f}t‘ f'(a+te' (b—a))dt +E (L-t)|f '@+t (b-a)) dt}

<e“(b-a) ( Etdtij I}t‘ f'(a+te”(b—a))’ dtj

q

+U11(1—t)dtjp(ﬁ(1—t)\ f'(a+te” (b —a))‘th)l

< e"”(bi— a)

SD

+[ﬁ(1—t

2

( Et[(l—t)| f(a) +t f'(b)|q:dtjq

:(1—t)| f'(@)" +t

N—"

f'(o)[* ]dtj;

_e(b-a) {2|f’(a)|q +|f’(b)|qu +[|f’(a)|q +2/ (b))’ J |

8 3 3

esitsizligi elde edilir. Burada,

dir.
Asagida Minkowski esitsizligi kullanilarak Teorem 3.2.6 nn diizenlenmesi yapilmistir.

Teorem 4.1.7 Teorem 4.1.6 nn sartlar altinda,

1 J-a+ei"(b—a)
e’ (b—a)

f (X)dX — f (w]

2

a

< e (b—a) (Z;jrl)nf,(a)H

: )]
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esitsizligi gecerlidir.
Ispat. se [O,l] ve a;,a,,.,a, >0, b,b,,.,b, >0 i¢in, Minkowski esitsizligi,

n n

n
S
k k - E k
(@ +b ) <> ai+>b;
k=1

k=1 k=1

seklinde ifade edilir. Burada q>1 i¢in 0<1/g <1 oldugundan,

a, =2f'(a)"/3
b, =|f'(b)"/3
a,=f'(a)"/3
b, =2/ f'(b)" /3

secilerek,

f'(@)|" +
3

3

e’(b-a)l|| 2
8

t'()° Jé . [| t'@)* +2/t'()[* Jé

< e"’(b—a)(Zq 1+1
8 36

) ()] +|f O]

elde edilir bu ise istenen sonugtur.

Birinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ —konveks olan fonksiyonlar igin
Hermite - Hadamard esitsizligi ile ilgili sonuglar verdik. Simdi log- ¢ —konveks

fonksiyonlar i¢in benzer sonuglar verecegiz.

Teorem 418 f : KcR —(0,0) fonksiyonu K , ¢—konveks kiimesinde

diferansiyellenebilir ve |f'| , log- @ —konveks fonksiyon olmak Uzere her a<b (

a,b e K) icin,
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1 are'?(b-a) _f@+f(a+ e (b- a))|
Fba) [ f(x)dx 5

< 270=8)y (o), 1 a)

2

Ispat. Lemma (4.1.1) esitliginde |f '| in log- @ —konvekslik tanimini kullanirsak,

1 a+e'’(b-a) B f (a) + f (a +e'’ (b - a))|
e“"(b—a)J.é1 Fex 2 |

< @ [la-20)f (a+te (o))
cerb-a) (2‘ a) [t ﬁ t/(a)*"| (o)’ ]dt

_ e _2"") ') [t 2t|[| : Ezﬂ dt

2 | log|f'(b)]—log| f'(a) (log|f '(b) - log|f (a))

< ei? (t;— a) Lq f '(b)|,

')

esitsizligi elde edilir.
Simdi Holder esitsizligini kullanarak, Teorem 4.1.7 nin genellestirmesini yapalim.

Teorem4.1.9 f : K<cR —(0,00) fonksiyonu K aralginda diferansiyellenebilir ve

bu aralikta p>1( peR )igin |f|""" fonksiyonu log- ¢—konveks olsun. Bu

durumda her a<b (a,beK )igin,
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1 a+e'?(b-a) B f (a) + f (a +e'’ (b - a))|
e“"(b—a)Ia flx)ex 2

t/(b)* -|f(a) ]“
/(b)) - log| f (a)’

_e*(b-a)|[f(a) + f’(bx%[
B 2 2

Ispat. Lemma 4.1.1, Teorem 4.1.7 ve Holder esitisizliginden dolay1,

1 a+e(b-a) _f(a)+ fa+e’(b-a)
m L f(x)dx >

€"0-2) g o) (o +te(o-a)at
—{w ol
s —i
S@Hf“-ﬂ) dt]l[fﬁ @) o) |
[pera] (Flrer o “dtjpl]
o)

_e"lb-a) [1@) +|fb) | [FB) | (a) J

2 2 (o) ~ log|f (a)’

(a+te”(b- a)} E dth

A
IR

’i\“
o
—
\

~—
1

_evlo-a) 1G] +]16)
TR

esitsizligi elde edilir. Burada,

Ea—mym=ﬁ@p4f= L

2 2(p+1)
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ve

l+—:1

dir. Simdi tiirevlerinin mutlak degerleri log- ¢ —konveks fonksiyonlar igin Hermite -

Hadamard esitsizliginin sag tarafini olusturalim.

Teorem 4.1.10 f : KcR—(0,00) fonksiyonu K , ¢@—konveks kiimesinde

diferansiyellenebilir ve |f'| , log- @ —konveks fonksiyon olmak Uzere her a<b (

a,b e K )igcin,

1 J-a+ei‘”(b—a) f (X)dX _f (2& +€ (p(b — a)J

e“(b—a) 2

cerpma) L@@ T
- log| f'(b)| - log| f'(a))|

Ispat. Lemma4.1.2de |f'| inlog- ¢ —konveksligini kullanirsak,
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1 atn(b,a) _ (2a+e“(b-a)
pT [ f00dx— (—2 ]

<e”(b-a

N—’

Et\ f'(a+te'(b—a))|dt+ ﬁ (1-t)|f'(a+te(b —a))‘dt}

<e“(b-a

SN—"

[2tfr @l f o) de+ ﬁ @-t)|f @) f'®) dt}

—e“(b-a j ( )|t[ ® )q dt + j|f '(b)|L - t)( ( )|J dt}

~ |f'(a)] 1 (|f’(b)|}t :
log| f '(b)|— log| f '(a)| '(b)| — log| f "(2)| | | 0

i I£/(b) 1 (If'(a)ljt 1
log| ‘()| ~log| f ‘(a)]| log| ‘()| ~log| f ‘()| | #'(®)] ) |

2

SN—"

=e“(b-a

N—’

|f'(a)]
—log|f '(a)|)2

P

=e“(b-a
( [(Iog|f’(b)|

.
( —Ioglf’(a)l)zl

=g (b — a)[ I0g| f '(b)| -

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Simdi Hoélder esitsizligini kullanarak Teorem 4.1.9 un genellestirmesini yapalim.

Teorem 4.1.11 f : KcR—(0,00) fonksiyonu K aralgnda diferansiyellenebilir ve
bu aralikta p>1( peR )igin |[f]"'"" fonksiyonu log- ¢—konveks olsun. Bu

durumda her a<b ( a,beK )igin,
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1 J-a+ei¢(b—a) f (X)dX _ [23. +€e ;(b - a)J

< e“”(b—a){lf%b)lé |r@f [ [ @ H

2 2(p+1" | log|f'(B)]* - log| f‘(2)f

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2 yi, Teorem 4.1.9 u ve Holder esitsizligini kullanirsak,

1 a+e'’(b-a) _ M
N
<e“(b-a) Et f’(a+te”’(b—a))‘d”ﬁ(l_t)‘ f '(a+tei¢(b_a»‘dt}

1

(Etpdtf[fo;‘ f '(a+te“/’(b—a))‘q]q dt
+(E(1t)_p dtﬂE\ f '(a+te‘¢(ba))\thﬂ
<e”(b- a)ﬁ Et "dt)é[ EQ f'@)"|f(b)[ )q dtj
+( E (1-1)° dt]é( EQ CORIKON dtﬂ

_e“/’(b—a)Pf'(b);Jr f'(af{ I£®) —|F (@) ”

<e“(b-a

SN

1

q

21+%(p+1)%q” log| f'(b)| - log| f'(a)|

_evfb-a) [FOF +|f@F [ [FOF @ |
2 2(p+1)" | log|f'(b)|* - log| f(a)[*

burada,
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i+—=1

Ve

1

1
— 1
J;ztpdtzjé(l—t)pdt:m

dir. Simdi mutlak degerlerinin birinci mertebeden tiirevleri quasi- ¢ —konveks

fonksiyonlar i¢cin Hermite - Hadamard esitsizligini olusturalim.

Teorem 4.1.12 f : KcR—(0,00) fonksiyonu K , ¢@—konveks kiimesinde
diferansiyellenebilir ve |f'| , quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak tizere her a<b (

a,beK )icin,

f(a)+ f(atte'”(b—a))

f (x)dx— 5 |

1 J~a+ei"’(b—a)
e'?(b—a)’a

e(b a)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 4.1.1 de |f '| in quasi- ¢ —konvekslik tanimini kullanirsak,

f(a)+ f(a+te’(b—a))

1 a+e'? (b—a)
P [ f (x)dx — . |
“/’(b—a))‘dt
<e (b a)
T2
<e (b a)
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elde edilir bu da istenen sonuctur. Simdi Holder esitsizligini kullanarak, Teorem 4.1.11

in genellestirmesini yapalim.

Teorem4.1.13 f : KcR —>(O, oo) fonksiyonu K aralgnda diferansiyellenebilir ve

bu aralikta p>1( peR ) icin frpet

fonksiyonu quasi- ¢ —konveks olsun. Bu

durumda her a<b ( a,beK )igin,

1 r%w(bfa) LIC L f(a+te” (b—a))
e (b—a) 2 |

pl}f

e ?(b-a)
2(p+l)p

pl

f'(b)

[max{] f'(a)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1 i, |f'|p/p*l in quasi- @—konvekslik tanimin1 ve Hélder

esitsizligini kullanarak,

f(a)+ f(a+te'”(b—a))
2 |

dtj b

f (x)dx —

1 J-a+ei'/’(b—a)
e'”(b—a)’a

@Em_mmf'<a+tew<b—a»\dt

@Uﬂa—m)r’dt)”(j f(a+te!

IN

Ll a)U a-2° dt) U max{(f /()" (b)|‘”}dt)l
AUl IURPPPRNEPNES
e’ 2(p+1)° [maxﬂ @ }

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.Simdi tiirevlerinin mutlak degerleri quasi-

@ —konveks  fonksiyonlar icin Hermite - Hadamard esitsizliginin sag tarafin

olusturalim.
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Teorem 4.1.14 f : KcR—(0,0) fonksiyonu K , ¢—konveks kiimesinde

, quasi- @ —konveks fonksiyon olmak tzere her a<b (

a,be K )igcin,

1 a+e" (b-a) _ ;,2a+e”(b-a)
mj f(dx— F ()
e e’(b-a)

4

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 4.1.2 de |f '| in quasi- ¢ —konvekslik tanimini kullanirsak,

1 ja+e'” (b-a)

2a+e“”(b—a))
e'”(b—a)’a

f(x)dx— f( >

<e(b— a)ho;t‘ f'(a+te" (b-a)|dt+ [, 4-1)|f (a+te” (b~ a))‘dt}

<e"(b-a)ymax{f'@@)||f ’(b)|){j0;tdt + ﬁ a- t)dtj

e(b a)

elde edilir ve ispat tamamlanir. Simdi Holder esitsizligini kullanarak Teorem 4.1.13 iin

genellestirmesini yapalim.

Teorem4.1.15 f : KcR— (0, oo) fonksiyonu K aralginda diferansiyellenebilir ve

buaralikta p>1( peR )igin |[f1?""" fonksiyonu quasi- ¢ —konveks olsun. Bu

durumda her a<b (a,beK )igin,
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1 ave® (b-a) 2a+e"“(b—a)
—_ f(x)dx - f (———=
e'”(b—-a) -L ) ( 2 )

< m f’
2(p+1)° [maxﬂ @

P
p-1
’

f'(b)

Pt
LN p
pfl}

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2 yi, Teorem 3.2.13 ii ve Holder esitsizligini kullanarak,

a+e'’ (b-a i (ph—
1 _[ (® )f(x)dx—f(2a+e (b a))

e'”(b—a)’a 2

<e'’(b-a) I;t‘ f'(a+te'” (b—a))|dt +.E(1—t)‘ f'(a+te (b _a))‘dt}

L .
p P
" dt)

p-1

+[ﬁ(1—t)"dtJPUi\ f'(a+te'(b—a)) "pldt)p

2

<e’(b-a) (Et”dt]p[ff‘f’(a+te‘¢’(b—a))

e
27 (p+1)°

( [2max{(f (2" | f '(b)|"pl}dtJ p

p-1

+ ( i max{] £ (@) | ’(b)|“p1}dtj p

_e“(b-a) ;1}}%1

- [max{]f’(a)
2(p+1)°

P
p-1
’

f'(b)

esitsizligine sahip oluruz. Bu ise ispat tamamlar.

3.2. KONVEKS OLMAYAN FONKSiYONLARIN iKiNCi MERTEBEDEN
TUREVLERI iCiN HERMITE HADAMARD ESITSIZLiGi

Bu bolimde ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ —konveks , log-

@ —konveks , quasi- ¢ —konveks olan fonksiyonlar kullanarak Hermite - Hadamard
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esitsizligi ile ilgili sonuglar verecegiz. ilk olarak ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak
degerleri @ —konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite - Hadamard esitsizliginin sag

tarafin1 verelim.

Lemma 421 f : K :[a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki f” integrallenebilir ve her a<b ( a,beR ) igin,

1 Ia+e”’(bfa) f(dx f(a)+ f(a+e”(b—a))|
e’(b—a)a 2 |
_ e??(b—a)’

5 J.:(t—tz)f”(a+te“"(b—a))dt‘

esitligi gegerlidir

ispat. Varsayalm ki a,a+e“(b—a)eK olsun. O halde K , ¢@—konveks kiime
oldugundan, her te[O,l] icin, a+te”(b—a)eK® dr. iki kez kismi integrasyon

yontemini kullanarak,

Ll(t —t?)f"(a+1te'? (b—a))dt

z{(Zt—l)f(aHe“/’(b—a))T 2 Filarte(o-a)

e?”(b-a)’ . e?o(h—a) b
f(a)+ fla+te'(b—a)) 2 arel® (b-a)
= _ —— f (x)dx
e?”(b-a)’ e’ (b—a)’ 'L ()

elde edilen esitligin her iki taraf e*?(b—a)?/2 ile ¢arpilip her iki tarafin mutlak

degeri alinirsa istenen sonuca ulagilir.

Teorem 421 f : K :[a,a+e‘¢’(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon oyleki f" integrallenebilir ve her a<b ( a,beR )igin, |f" , K

kiimesinde ¢ —konveks fonksiyon olmak (izere,
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1 J«a+ei‘”(b—a) f(a)+ f(a+e“(b— a))|

—e“/’(b—a) . f(x)dx — 5 |
eZi(p(b_a)Z . )
sTﬂf @)+ f"()|]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.1de |f”

in @ —konvekslgini kullanirsak,

1 J-a+e‘<”(b—a) £ (X)cx— f(a)+ f(a+e?(b—a))
e”(b—a) * 2 |
- e?”(b-a)’
B 2

[[t-t)f @+t (- a))dt‘

< %I (t—t)[@-0)] (@) +1 (o) ot

e2i(p (b _ a)2 . .
sTﬂf (@) +| f"()|]

esitsizligi saglanir. Simdi Holder esitsizligini  kullanarak Teorem 4.2.1 in

genellestirmesini yapalim.

Teorem 422 f : K :[a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon oyleki her a<b ( a,beR ) icgin, f" integrallenebilir ve p>1 (

peR )icin, [f"1”"", K kimesinde ¢—konveks fonksiyon olmak iizere,
a+e'? (b-a i?(h—
1 f 9 ¢ dx f(a)+ f(a+e?(b—a))
e”(b—a) 2 |

- e (h—a)(Jr ; I'(p+1) ’ f”(a)|%+|f”(b)|% N
B 8 2 ré+p) 2 '

esitsizligi gecerlidir.
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p/p-1

Ispat. Lemma 3.3.1 de |f’| fonksiyonunun ¢ —konveksligini  kullanip, Hélder

esitsizligini uygularsak,

1 J-a+e‘v7(b—a) f(X)dx f(a)+ f(a+e“”(b—a))|
e (b—a) 2 |

PR
dtj

14 1]f(b)

< M—_a)zﬂt—tzu f"(a-+te' (b—a))|dt

_%—a)(_[(t t2)” dt) U:

e%*(b—a)? (22 JaT(p+D) )’/ g
2 [+ ) ]Uo[(l‘t)

6% (h— a)? \/;% F(p+1)% f"(a)% mmlea | ©
- 8 2 ) (TG+p) 2 '

esitsizligi elde edilir. Burada,

f"(a+te' (b—a))

fi}dtj p

f"(a)

212 72T (p+1)
IGG+p)

jol(t—tz)"dt=

seklindedir. Simdi ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ —konveks olan
fonksiyonlar igin Hermite - Hadamard esitsizliginin sol tarafini verelim.
Lemma 422 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki " integrallenebilir ve her a<b ( a,beR ) igin,

a+e'” (b-a 2 (p—
_ 1 I (b )f(x)dx—f 2a+e’(b—a)
e'’(b—a)-a 2

2I“’(b a)’
2

j2t f"(a+te' (b—a))dt + j 1-1)? f"(a+te (b—a))dt

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. Varsayalim ki a,a+e“(b—a)eK olsun. O halde K , ¢—konveks kiime
oldugundan, her tel0,1] icin, a+te”(b—a)eK® dr. iki kez ksmi integrasyon

yontemini kullanarak,

1
jftz f"(a+te" (b—a))dt+ ﬁ 1-1)2 f"(a+te'(b—a))dt
2

:[—th ’(a+te“/’(b—a))T+{2(1—t)f’(a+te‘¢’(b—a)) 1

e2igp(b_a)2 . e2i(p(b_a)2 A
2 Loy i
+m“‘o f (a+te ‘”(b—a))dt
-2 2a+e'(b—a) 2 arel” (b-a)
=— f +— f(x))dx
e?”(b-a)? ( 2 ) e’ (b-a)’ L ()

elde edilen esitligin her iki taraf e®?(b—a)?/2 ile garpilir sonra her iki tarafin mutlak

degeri alnirsa istenen sonuca ulagilir.

Teorem 423 f : K :[a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki f” integrallenebilir ve her a<b ( a,beR ) icin, |f”

, K

kiimesinde ¢ —konveks fonksiyon olmak Uzere,

a+e'’ (b-a 7 (p—
| 1 I (b )f(x)dx—f 2a+e'’(b—a)
e'’(b—a)-a 2

- eZi(p (b _ a)?_ |:

£7(a)|+| £ "(b)|
24

2
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2 de |f”

fonksiyonunun ¢ —konvekslgi kullanilirsa,
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1 a+e'? (b-a) . M
FoD [ f (x)dx— f( 5 )
< # Etz\f"(a+tei¢(b—a))\dt+ﬁ(1—t)2 f"(a+te‘“’(b‘a))‘dt}
< w Etz[(l_t)| @)+t "O)Jdt+ [ @-tf[a-v| ()| + [ "(b)l]dt}
_ ™ (b-a)*[|f"(a)|+|f"(b)
24 | 2

esitsizligi elde edilir. Bu ise istenen sonuctur. Simdi Holder esitsizligini kullanarak

Teorem 4.2.3 {in genellestirmesini yapalim.

Teorem 424 f : K :[a,a+e‘¢’(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon oyleki her a<b ( a,beR ) icin, f" integrallenebilir ve p>1 (

peR )icin, [f"1”"", K kimesinde ¢—konveks fonksiyon olmak iizere,
1 a+e'? (b-a) f(a)+ f(a+e“"(b—a))|
el O I

_ep-ay |[[F@F +3re | (dr@ e |
- 16(2p+1)° 4 4

esitsizligi gecerlidir.

p/p-1

Ispat. Lemma 4.2.2 de |f’| fonksiyonunun ¢ —konveksligini  kullanip, Holder

esitsizligini uygularsak,
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e (b-a) .L Fladx=1( 2 )
< # [t "(a+te" (- a)fdt + [ -1 f"(a+te”’(b—a))‘dt}

< eziw(bz— a)’ U}(tz)pdt]p(j}‘ £(a+te” (b—a))

p-1
P P
dtj

t| f ”(a)|p T+L-t) (o) 1jdtj p

L %
“a)

[Fe-omal [
A b— ’ > 2\p ’
oo feral
+Ui(1—t)2pdtjp(ﬁ(t|f”(a)|”p1+(1—t)|f”(b)|"pljdtjp

_eZi(p(b_a)z " %4_3 " % P . 3" %_i_ " % P
16(2p+1) 4 4

esitsizligine sahip oluruz. Bu ise istenen sonugtur. Simdi Minkowski esitsizligini

f"(a+te'" (b—a))

kullanarak Teorem 3.3.4 iin diizenlemesini yapalim.

Teorem 4.2.5 Teorem 4.2.4 deki sartlar gegerli olsun. Bu durumda,

2a+e”’(b—a))

1 a+e'’ (b-a)
— f(x)dx— f
e'’(b—a) J.a ) ( 2
2'“’(b a)’ 3 +1

f f"(b
16(2p+l) 47 (J @)+ ()D

esitsizligi gecerlidir.

ispat. s€[0,1] ve a,a,,..,a,>0, b,b,,.,b, >0 icin, Minkowski esitsizligi,
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seklinde ifade edilir. Burada q>1 igin 0<1/q<1 oldugundan,

P
p-1

a, =|f"(a)

b, = 3 (b))
a, = 3 f"(a)[**
b, = |f"(b)["*

secilerek,

e b-a)’|[|"@ +3T O | (31 @[ +| @) N
16(2p+1) 4 4

ezw(b_a)z 3%1 +1 4 "
< ———\f"@)[+[f"(b
16(2p+1) 47 (F"@/+/f o)

elde edilir bu ise istenen sonuctur. Simdi ikinci merteben tiirevlerinin mutlak degeri log-
¢ —konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite - Hadamard esitsizligini olusturacagiz. Ilk

olarak bu ttr fonksiyonlar igcin Hermite - Hadamard esitsizliginin sag tarafini verelim.

Teorem 426 f : K :[a,a+e“/’(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki f" integrallenebilir ve her a<b ( a,beR )igin, |f”

, K

kiimesinde log- ¢ —konveks fonksiyon olmak uzere,

1 _[M%_a) £ (0 — f(a)+f(a+e”(b-a))
e (b—a) s 2 |

eiw (b —_ a) 2 " " _ " "
) [Iog (b)|~log f”(a)|] (At ®)||f @)~ L(t"®)} | @)
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esitsizligi gecerlidir. Burada A(.,.) pozitif reel saylar icin aritmetik ortalamay ve

L(.,.) aym sayilar i¢in logaritmik ortalamay ifade etmektedir.

Ispat. Lemma 4.2.1de |f”| fonksiyonunun log- ¢ —konveksligini kullanarak,
a+e'? (b-a (=
1 f ® )f(x)dx_f(a)+f(a+te (b—a))|
e (b—a)a 2 |

< MT_a)zj:(t—tz)‘ f'(a+te (b—a))|dt

< w Ll(t —tZ)Q f(@)"|f"(b)[ )dt

=e2'w<b-a>2{ e @ 2 )] @)
2 (log| f "(b)| ~log| f"(a)|*  (log| f "(b)| - log|f "(a)|)

_ ei(p (b — a) 2 " " _ " "
_(Iog g f”(a)J [A(f"®)} | 7(2)-L( )] f "(@)])]

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. Simdi Holder esitsizligini kullanarak, Teorem

4.2.6 nn genellestirmesini verelim.

Teorem 427 f : K :[a,a+e‘¢’(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon oyleki her a<b ( a,beR ) icgin, f" integrallenebilir ve p>1 (

peR )icin, [f""", K kiimesinde log- ¢ —konveks fonksiyon olmak tizere,
a+e'? (b-a i?(h—
1 f © ¢ )i f(a)+ f(a+e”(b—a))
e (b—a) 2 |

<e2i(p(b_a)2 \/; % F(p+1) % p—l %1 |f”(a)%—|f”(b)% r
- 8 2 ¢+ p) p log|f "(b)| - log| f "(a)| |

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. Lemma 3.3.1 de |f”| fonksiyonunun log- ¢ —konveksligini kullanip, Holder
esitsizligi uygulanirsa,
a+el’ (b-a i (h —
1 f ® >f(x)dx_f(a)+f(a+e (b—a))|
e“(b—a)a 2 |
eZiKﬂ(b - a)2 1 2 " i
< Tjo(t—t )|f"(a+te' (b-a))dt
e??(b —a)?

IA

p-1
P p
" dtj

f ﬂ(a)|%(1_t)| f rr(b)|%t dt)p

] U:(t —tz)pdt);“:‘ F(a+te' (b —a))
_ e (b-ay [212p\/2r(p +1)JEU1

2 rG+p) 0
ezm(b_a)z [\/;);(I—«(p_i_l)J;(p_lJppl f"(a)%—“"(b)% T
3 2 )\t +p) P log| f "(b)| - log| f "(a)| |

esitsizligi elde edilip istenen sonuca ulasilmig olur. Simdi benzer sonuglar Hermite -

Hadamard esitsizliginin sol tarafi i¢inde verelim.

Teorem 428 f : K =[a,a+e‘¢’(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki f" integrallenebilir ve her a<b ( a,beR ) igin, |[f”

, K

kiimesinde log- ¢ —konveks fonksiyon olmak Uzere,

L 09 gk 1 (227 0-2)
P [ f(x)dx— (o)
e (b—a) i ) , ) )
S[|09|f"(b)|—log|f”(a)|) NINONKOIRCIRONINO)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2de |f”

in log- ¢ —konveks fonksiyon tanim uygulanirsa,
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1 a+e'” (b-a) 2a+e' (b - a)
T j f(x)dx — f (f)
< MT_BOZ{EEM"(a+tei¢(b—a))\dt+E(1—t>2\f”(a“e‘“’(b‘a»‘dt}

f"(b)[ dt

2i 2 1
< 08 fae a7 e+ fr -7 @)
2

_ ei¢> (b _ a) 2 " ” ) ” ”
_[|og|f"(b)|—|og f"(a)J L")} f"@))-G( ")} f "(a))]

esitsizligi elde edilip ispat tamamlanir. Simdi Holder esitsizligini kullanarak, Teorem

4.2.8 in genellestirmesini yapalim.

Teorem 429 f : K :[a,a+e‘¢(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon Oyleki her a<b ( a,beR ) icin, f" integrallenebilir ve p>1 (

peR )icin, [f"1”"", K kimesinde log- ¢ —konveks fonksiyon olmak iizere,
1 a+e'? (h-a) 2a+ei‘/’ b-a
| Fodx— f(22reb=2)
e’(b-a) 2

< (e”"”(b = a)ZJ fr@f + o) [ e @ |
) 8 (4p+2) (-2 ){log| £ "(b) — log| f"(2)]) |

esitsizligi gecerlidir.

| f rr| p/p-1

Ispat. Lemma 4.2.2 de fonksiyonunun log- ¢ —konvekslgi  kullanilip,

Holder esitsizligi uygulanirsa,
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— [T odx— f(

e”(b—a)
e?’(b—a)? .[itz
2 0

2a+ei‘”(b—a))
2

f"(a+te'” (b-a))|dt+ ﬁ(l—t)z\ f ”(a+te‘“’(b—a))‘dt}

-1
P p
dt]
Py %
it

S_eZ‘f/’(bz_a)Z Uol(tz)pdt)éu}
o oo

20 (h_ a)2 | (oL . 0 %
s% [Ij(t ) dt] (jo

(f (1- t)“’dt] U " f"(b)ppl‘dtjp}

S @l ol | jrorrer |
8 (4p+2) (.2 J(log| f "(b)|~log| f "(2)]) |

esitsizligi elde edilip ispat tamamlanir. Simdi ikinci mertebeden tiirevlenin mutlak

f"(a+te' (b—a))

g

%(1—t)| f N(b)

fr(a+te'(b—a))

n

degerleri quasi- @ —konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite - Hadamard esitsizligini

verecegiz. ik olarak bu tiir fonsiyonlar i¢in Hermite - Hadamard esitsizliginin sag

tarafin1 verelim.

Teorem 4210 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki f” integrallenebilir ve her a<b ( a,beR )igin, |f”

, K

kiimesinde quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak tizere,

| 1 J-a+ei‘”(b—a) f (X)dX— f(a)+ f(a+tei¢’ (b—a))|
e”(b—a) s 2 |

e(b a)
4

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. Lemma 4.2.1de |f”

in quasi- ¢ —konveks fonksiyon tanimini uygularsak,

| 1 J~a+ei‘”(b—a) f (X)dX B f (a) + f (a +tei“’ (b - a))|
e'’(b—a)

a 2 |
e2i¢7 (b_a)Z 1 2
— [t

f"(a+te'” (b—a))|dt

Leb-a) max{] £"(a)}| £ (o)} [ (¢ ~t*)cl
e??(b—a)?

or x| @) | "o

esitsizligi saglanir ve ispat tamamlanir. Simdi Holder esitsizligini kullanarak Teorem

4.2.10 un genellestirmesini verelim.

Teorem 4211 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon oyleki her a<b ( a,beR ) icin, f" integrallenebilir ve. p>1 (

peR )icin, [f"1”"", K kimesinde quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak iizere,
a+e'’ (b-a i _
1 f ® )f(x)dx_f(a)+f(a+te (b—a))|
e (b—a) 2 |

P
p-1
1

f"(b)

#1043 [

4y
8 2 r'é+p)

esitsizligi gecerlidir.

p/p-1

Ispat. Lemma 4.2.1 de |[f”

nin quasi- ¢ —konvekslgi  kullanilip, Holder

esitsizligi uygulanirsa,
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f(a)+ f(a+te'”(b—a))
2 |

dtj .

f (x)dx —

1 J~a+ei"’(b—a)
e'”(b—a) =

eZi(p(b_a)Z J'Ol(t_tZ)

f"(a+te' (b—a))|dt

W(b a)(j (t—t )pdtj Uj

. e""(t;—a)[z;z/irg’J’l)J (J’ max{|f (@) f'(b) “}dt)l

14

IN

|£"(0)

e??(b—a)’ \/;% I'(p+1) » L =
8 [ 2 ) [F(§+ p)J [ }}

esitsizligi saglanip ispat tamamlanir. Kuvvet ortalama esitsizligini kullanarak Teorem

4.2.11 in bir baska ¢esitini verelim.

Teorem 4212 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,00) iki kez diferansiyellenebilen
bir fonksiyon dyleki her a<b (a,beR )igin, f" integrallenebilirve q>1(geR

n| P/ p-1

) icin, , K kimesinde quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak tizere,

f(a)+ f(a+rte(b—a))

1 a+e'? (b-a)
J‘ 2 |

m ) f (x)dx—

< —ezm(fz‘ )’ [max{] £7(a),|f "(b)|q}F

esitsizligi gecerledir.

ispat. Lemma 4.2.1de |f']"'""

nin quasi- ¢ —konvekslgi kullanlp, Kuvvet ortalama

esitsizligi uygulanirsa,

63



1 J-a+ei"(b—a) f(a)+ f(a+ te'” (b— a.))|

ek 2 |
sM’#“i)zﬂa—tz)\f"(a+te‘¢(b—a))\dt
sW(E(t—tz)dt)é(ﬂ(t—tz)‘f'(a+te"”(b—a))‘thjé
< #(%}(max{] O MR RING —t2)dtj;

i L GG RGP

esitsizligi elde edilir. Burada ++¢=1 dir. Simdi ikinci mertebeden tiirevlerinin

mutlak degerleri quasi- ¢ —konveks olan fonksiyonlar igin Hermite - Hadamard

esitsizliginin sol tarafin1 verelim.

Teorem 4213 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyon dyleki " integrallenebilir ve her a<b ( a,beR ) icin, |f”

, K

kiimesinde quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak tizere,

1 arel” (b-a) 2a+e"“(b-a)

_ f(xX)dx— f(———M=

e.g,,(b_a)L ()de— f (=)
2i 2
P ?(b-a)

S a— max{] f "(a)|,| f "(b)|}}
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2 de |f”

in quasi- @ —konvekslgini kullanirsak,
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1 J'a+ei”(b—a) 2a+e"“(b— a))

6ok f(x)dx — f ( >

e?’(b—a)’
2

[Etz‘ f"(a+te' (b—a))|dt +£(1—t)2‘ f "(a“eiw(b_a))‘dt}

f ”(b)[{ Etzdt + ﬁ(l—t)zdt}

O

2i 2
SPEL w(bz‘a) max{] f"(a))

< Ejiigg;:jEZi.nqax{]f”(a)L

esitsizligi elde edilir. Simdi Holder esitsizligini kullanarak Teorem 4.2.13 iin

genellestirmesini verelim.

Teorem 4214 f : K= [a,a+e“"(b—a)]c R — (0,0) iki kez diferansiyellenebilen
bir fonksiyon oyleki her a<b ( a,beR ) icin, f" integrallenebilir ve p>1 (

peR )icin, [f” PP K kimesinde quasi- ¢ —konveks fonksiyon olmak uzere,

1 a+e (b-a) ¢ 2a+e”(b-a)
b2 j fogdx— f(=— =)

a

eiW(b___a) fr fi f"(b ‘éﬁ EE
< o oy @O

esitsizligi gecrelidir.

p/p-1

Ispat. Lemma 4.2.2 de |f”

nin quasi- ¢ —konvekslgi  kullanilip, Holder

esitsizligi uygulanirsa,
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1 a+e'’ (b-a) _ w
o I f(x)dx— f( 5 )
smf_a)z[fftz f(a+te’ (b-a)dt+ [; 1-1)° f”(a+te“”(b—a))‘dt}

< ezW(b#_a)zj‘:(t—tz) f"(a+te' (b—a))|dt

S (T o
J{ﬁ 1-1)%P dtjp(ﬁ f"(a+te'(b-a)) "pldt)i

< W[(Et“dt]pu} max{]f'(a)

f"(a+te' (b—a))

P
p-1
1

f'(b) Ppl}dth

+ (J.ll (1-t)?P dth[ﬁ max{] f'(a) %’ f'(b) ppl}dth]
ei(ﬂ(b—a) £ % (b % %1
. 8(4p+2)F [maxﬂ (@) [f7() }}

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanur.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada Noor tarafindan olusturulan ¢ —konveks fonksiyonlar icin Hermite -

Hadamard tipinde esitsizlikler olusturduk. Quasi-convex fonksiyonlar, Godunova-Levin
smifi, log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar iginde benzer

esitsizlikler olusturulabilir. Ayrica f fonksiyonu K ¢@—konvek kimesi izerinde

taniml olmak tizere her u,ve K ve te[O,l] icin,
fu+te'(v—u))<(@—t)f(u)+tf (v)

seklinde f ¢@—konvek: fonksiyon taniminda €'”(v—u) terimi yerine 7(v,u) gibi

daha genel bir fonksiyon tanmlanarak benzer esitsizlikler olusturulabilir ve bu

esitsizliklerin 6zel ortalamalarda ve optimizasyon , varyasyonel esitsizlikler ve denge

problemlerinde uygulamalar1 yapilabilir
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6. EKLER

Tezin olusumunda 6nemli bir rol oynayan Nonkonveks fonksiyonlarn birinci ve ikinci
tirevleri icin Hermite-Hadamard esitsizligi tipinde olusturdugumuz baz esitsizlikler

asagidaki kaynaklarda sunulmustur.
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