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ÖZET 

KONVEKS OLMAYAN FONKSİYONLAR İÇİN 

HERMİTE HADAMARD EŞİTSİZLİĞİ 

 

Hakan BOZKURT 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

Haziran 2013, 73 sayfa 

 

Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanılır ve sayı teorisi, klasik 

ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve eşitsizlikler teorisi(lineer, 

klasik ve matris) gibi çeşitli konularda önemli rol oynar. Son yüzyılda klasik konvekslik 

tanımından daha genel konveks fonksiyon çeşitleri ortaya atılmıştır. Bunlardan biriside 

2006 da Noor tarafından tanıtılan ve konveks fonksiyon tanımını kapsayan  -konveks 

fonksiyonlardır. Noor bu fonksiyonların optimizasyon, varyasyonel eşitsizlikler ve 

denge problemlerinde uygulamalarını yapmıştır. Çalışmada Noor tarafından tanıtılan  -

konveks fonksiyonları kullanarak konveks fonksiyonlar teorisinin en temel teoremi olan 

ve 132 yıldır matematikçiler tarafından araştırılan Hermite Hadamard Eşitsizliği tipinde  

midpoint ve trapezoid eşitsizlikler kurulmuştur. Bunu yaparkende fonksiyonu bazen bir 

kez bazende iki kez diferansiyellenebilir olmasına dikkat edilmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: Konveks olmayan fonksiyon, Hermite Hadamard Eşitsizliği, 

Midpoint ve trapezoid eşitsizlikler 
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ABSTRACT 

THE HERMİTE HADAMARD INEQUALITY  

FOR NONCONVEX FUNCTIONS 

 

Hakan BOZKURT 

Duzce University 

Institute of Science and Technology, Departmant of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M. Zeki SARIKAYA 

June 2013, 73 pages 

 

The convexity is used in the geometry, calculus, linear algebra, and topology, moreover, 

it plays an important role in the number theory, classical extremum problems, linear 

programming, game theory and inequalities theory. In the last century, many convex 

function types more generally than the classical convexity definition were introduced. 

One of which is the  -convex functions which were introduced by Noor in 2006. Noor 

have applications of this functions in the optimization, variational inequalities, and 

equlibrium problems. In this study, it is created midpoint and trapezoid inequlities in 

type of Hermite Hadamard inequality, which is the basic theorem of the convex 

functions theory. 

 

 

Keywords: Nonconvex functions, Hermite Hadamard inequality, Midpoint and 

trapezoid inequality 
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EXTENDED ABSTRACT 

THE HERMİTE HADAMARD INEQUALITY  

FOR NONCONVEX FUNCTIONS 

 

Hakan BOZKURT 

Duzce University 

Institute of Science and Technology, Departmant of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M. Zeki SARIKAYA 

June 2013, 73 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

The convexity  is used in the geometry, calculus, linear algebra, and topology, moreever 

it plays an important role in the number theory, classical extremum problems, linear 

programming, game theory and inequalities theory. In the last century, many convex 

function types more generally than the classical convexity definition were introduced. 

One of which is the  -convex  functions which were introduced by Noor in 2006. Noor 

have applications of this functions in optimization, variational inequalities, and 

equlibrium problems. In this study, we is created midpoint and trapezoid inequalities in 

type of Hermite Hadamard inequality, which is the most basic theorem of the convex 

functions theory. 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction 

section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have 

given about the basic concepts needed. In the third chapter, we have given the Hermite-

Hadamard type integral inequalities for nonconvex functions whose absolute values of 

first derivatives. In the fourth chapter, we have given the Hermite-Hadamard type 

integral inequalities for nonconvex functions whose absolute values of second 

derivatives. The last chapter is devoted into results and recommondatitons. 
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1. GİRİŞ 

1.1. AMAÇ VE KAPSAM 

Bu tezin amacı Noor tarafından tanıtılan   -konveks fonsiyonlar kullanılarak Hermite 

Hadamard tipinde midpoint ve trapezoid eşitsizlikler kurmaktır. Bunu başarmak için ilk 

başta konveks fonksiyonların ne tür özelliklere sahip olduğunu tarihten bugüne ne tür 

değişiklikler geçirdiğini açıklayalım. 

Konveks fonksiyonların sistematik araştırmasına ilk olarak 19. Yüzyılın sonlarında 

rastlanmasına rağmen, 20. Yüzyılın ortalarında matematiğin önemli bir alanı olarak 

görülmeye başlanmıştır. Konveks kümeler ve ilgili geometrik konular matematikçiler 

tarafından kullanılan 95 ana konudan biridir. Son yüzyılda gelişen disiplini ve artan 

uygulamalarıyla matematiksel analizin merkezi alanlarından biri olarak yerini almıştır. 

 

Konveks terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite(1822-1901)  Mathesis 3 (1883, s.82) 

dergisine gönderdiği mektupta rastlanmıştır. Mektupta, 

Sur deux limites d'une intégrale définie. Soit  )(xf    une fonction qui varie toujours 

dans le même sens de   ax  , á  bx    . On aura les relations 

 

     
   

22

bfaf
abdxxf

ba
fab

b
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ou bien 

 

     
   

22

bfaf
abdxxf

ba
fab

b
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suivant que la courbe )(xfy   tourne sa convexit´e ou sa concavit´e vers l'axe 

desabcisses. 

En faisant dans ces formules xbaxxf  ,0),1/(1)(   il vient 
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yazılıydı. Eşitsizlikler alanında daha fazla dikkate alınan, daha az önemli sonuçlar 

vardır ama maalesef Hermit'in temel çalşmaları sık sık onun orjinal yazar kimliği 

verilmeden belirtilmiştir. Bu bağlamda temel matematikte ilgi çeken/çekmekte olan 

Hermite-Hadamard Eşitsizliğinin geometrik yorumu ve çoğu uygulamasyla konveks 

fonksiyonun ilk temel sonucu olduğunu söyleyebiliriz. Çoğu matematikçi farklı konveks 

fonksiyon sınıfları(quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonların Godunova-Levin sınıfı, 

log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve özel 

ortalamalar(p-logarithmic ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) için 

onu uygulamaya, genişletmeye, sadeleştirmeye ve genelleştirmeye çalşmaktadır. 

 

O. Hölder(1889), eğer    0 xf    ise daha sonralar Jensen eşitsizliği olarak bilinen 

eşitsizliği  f    in sağladığını ispatladı. O. Stolz(1893),  eğer   f  ,   ba,    de sürekliyse 

ve 

 

    yfxf
yx

f 






 

2

1

2
 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu takdirde   ba,    nin her noktasında sağ ve sol türevlere sahip 

olduğunu gösterdi. J. Hadamard(1893),   ba,   de artan türevlere sahip olan 

fonksiyonlar için temel integral eşitsizlikleri oluşturdu. Son yüzyılda ilk kez J. L. W. V. 

Jensen(1905,1906) konveks fonksiyonların sistematik araştırmasının öneminin farkına 

vardı. Jensen yukarıdaki eşitsizliği kullanarak konveksliği tanmladı ve  f  in 

sürekliliğini dolaylı olarak gösteren ve yukarıdaki eşitsizliği de içine alan uzun seriler 

üretti.  AG eşitsizlik, Young Eşitsizliği, Hölder eşitsizliği ve Minkowski eşitsizliği gibi 

önemli eşitsizliklerin çoğu konveks fonksiyonlar için Jensen eşitsizliğinin sonuçlarıdır. 

 

Hardy, Littlewood ve Polya tarafından 1934 yılında yazılan "Inequalities" adlı eser 

eşitsizlikler teorisi için temel başvuru kaynağıdır. Okuyucu bu eserde konveks 

fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni eşitsizlikleri, problemleri, ispat yöntemlerini veya 

sonuçları bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve Bellman'ın 1965 de yazdığı 
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"Inequalities" adlı eser ve Mitrinovic'in 1970 de yazdığı "Analytic Inequalities" adlı 

eseride söyleyebiliriz. Bu kaynaklar eşitsizlikler teorisini araştırmak isteyen okuyucu 

için el altında bulunması gereken kaynaklardır. 

Daha sonra konveks fonksiyonların daha kapsamlı bir şekilde araştırması A. W. Roberts 

ve D. E. Varberg tarafından "Convex Functions" adlı eserde kaleme alındı. Sadece 

konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler hakkında Pearić 1987 yılında "Convex Functions: 

Inequalities" adlı eseri yayınlamıştır. Ayrıca okuyucu çeşitli konveks fonksiyon sınıfları 

için, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin detaylı anlatımını S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce 

tarafından "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications" adlı 

eserde bulabilir. 

 

Son yılllarda klasik konvekslik tanımından daha genel konveks fonksiyon çeşitleri 

oluşturulmaktadır. Bunlardan birisi de 2006 yılında Noor tarafından tanıtılan  -

konveks fonksiyonlardır. Ayrıca Noor bu tür fonksiyonların optimizasyon , varyasyonel 

eşitsizlikler ve denge problemlerinde uygulamalarını yapmıştır. Her konveks 

fonksiyonun(kümenin) aynı zamanda   -konveks   fonksiyon(küme) olduğu ancak 

bunun tersinin doğru olmayacağı tezin ilerki bölümlerinde açıklanacakdır. Bu şekilde 

ifade edilebilen fonksiyonlara ayrıca konveks olmayan fonksiyonlar diyeceğiz. 

 

Bu çalışmada Noor tarafından tanıtılan nonkonveks fonksiyonlar kullanarak birinci ve 

ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri için Hermite - Hadamard tipinde 

trapezoid ve midpoint eşitsizlikler oluşturacağız. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 7 

2. KURAMSAL KAVRAMLAR 

2.1. GENEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde çalışmamız için gerekli olan tanım, teorem, bazı eşitsizlikler ve temel 

özellikler verilecektir. Gerekli görülenler için ispatlar yapılarak birer örnek verilecektir. 

 

 

Tanım 2.1.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dönüşümlere fonksiyonel 

denir. 

 

Tanım 2.1.2. Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren dönüşüme 

operatör denir. 

 

Tanım 2.1.3. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu,  0n   için 

 

dxexn xn 



 1

0

)(  

 

ile tanımlanr. Bu integral  0n   için yakınsaktır. Gamma fonksiyonun bazı önemli 

özelliklerini şöyle sıralayabiliriz. 

 

i.   !)()1( nnnn    

ii.   )(
2
1   

iii. 10,)1()(
sin1

0






pppdx
px

x p


   

iv. ).2()()(2
2
112 nnnn     

 

Tanım 2.1.4. RI  ,  R: If   bir fonksiyon ve  Ix   için    Kxf    olacak 

şekilde bir  K   pozitif reel sayısı varsa  f   fonksiyonuna   sınırlı fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.1.5. (Lipschitz Şartı)   ba,   kapalı aralığında her  x   ve  y   noktaları için, 
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    yxKyfxf   

 

şartını sağlayan bir  K   sabiti varsa  f  ,  ba,   aralığında  Lipchitz şartını sağlıyor  

denir. 

 

Tanım 2.1.6. (Mutlak Süreklilik)   ba,   nin ayrık açık alt aralıklarının birikimi  

  n

ii ba
1

,   için  

 

   ii

n

ab
1

 

 

olduğunda, 

   

     ii

n

afbf
1

 

 

olacak şekilde herhangi bir  0   sayısına karşılık, bir  0   bulunabiliyorsa,  f  ,  

 ba,   de  mutlak süreklidir  denir. 

 

Tanım 2.1.7. (Konveks Fonksiyon) Her  Iyx ,   ve   1,0   için, 

 

)()1()())1(( yfxfyxf    

 

eşitsizliğini sağlayan  RR: If   fonksiyonuna konveks fonksiyon denir(eşdeğer 

olarak  ,     1,0   aralığında da seçilebilir). Geometrik olarak bu eşitsizlik,  f   

fonksiyonunun grafiği kirişlerinin altından geçer anlamındadır. 

 

Aşağıdaki kriterler konveks fonksiyon tanımına eşdeğerdir. 

 

(a)  I   aralığı üzerinde  f   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart 

herhangi bir  Ic   noktası için,       cxcfxf  /   fonksiyonunun  I   aralığında 

artan olmasıdır. 



 9 

 

(b)    R,: baf   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her  

 baxc ,,    için, 

 

     dttgcfxf
x

c  

 

olacak şekilde    R,: bag   artan fonksiyonun olmasıdır. 

 

(c)  f   diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere,  f   in konveks olması için 

gerek ve yeter şart  f    fonksiyonunun artan olmasıdır. 

 

(d)  f   ,   ba,   de mevcut olsun. Bu durumda  f   in konveks olması için gerek ve 

yeter şart    0 xf   olmasıdır. 

 

(e)    R,: baf   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her  

 bax ,0    için  f   fonksiyonun en az bir support doğrusuna sahip olmasıdır. Yani  

 

       baxxxxfxf ,00    

 

eşitsizliğini sağlamasıdır. Burada    ,  0x   a bağlıdır ve eğer  f    varsa o zaman  

 0xf    ya da     00 xfxf 





    ise      00 , xfxf 





   dir. 

 

(f)    R,: baf   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart  QP,   ve  

R   noktaları  f   fonksiyonun grafiği üzerinde herhangi üç nokta olmak üzere, 

 

imQRgeimPRgeimPQge


  

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

Konveks Fonksiyonun Özellikleri 
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i. Kapalı aralıkta tanımlı konveks fonksiyon sınırlıdır. 

 

ii.  R: If   konveks fonksiyon ise,  0I  ( I   nın içi) inde herhangi bir   ba,   kapalı 

aralığında Lipschitz şartını sağlar. Bu nedenle  f   fonksiyonu   ba,   aralığında de 

mutlak sürekli ve  0I   de süreklidir. 

 

iii.  R: If   konveks fonksiyon ise,  0I   de   xf 

   ve   xf 

   vardır ve artandır. 

 

iv.  R: If   fonksiyonu  I   açık aralığında konveks ise, sayılabilir bir  E   kümesi 

haricinde  f    mevcuttur ve süreklidir. 

 

v.  k   tane fonksiyon  RR n   ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde; 

 

     kjakfaxf jjj

k

j

,...,3,2,1;0,
1




 

 

fonksiyonuda konvekstir. 

 

vi.  RR: g   azalmayan ve konveks fonksiyon ayrıca  RR: nh   konveks olsun. 

Bu takdirde;  ,RR: nf        xhgxf    olarak tanımlanan  f   bileşke 

fonksiyonu da konvekstir. 

 

vii.  RR: mg   konveks ve  ,h      BAxxh    formunda  RR: nh   konveks 

olmak üzere (burada A uygun matristir). 

 

    xhgxf   

 

fonksiyonu konveks fonksiyondur. 

 

Teorem 2.1.1. (Hermite Hadamard Eşitsizliği)  R: If   konveks fonksiyon 

olmak üzere, her  Iba ,   ve  ba    için, 
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bfaf
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eşitsizliğine Hermite Hadamard Eşitsizliği denir. Burada  f   fonksiyonunun konkav 

olması eşitsizliği tersine çevirir. 

 

İspat.  f   fonksiyonu sürekli ve sınırlı olduğundan dolayı   ba,   aralığında 

integrallenebilirdir. Konvekslik tanımından, 

 

)()1()())1(( bftatfbttaf   

 

eşitsizliği sağlanr. Bu eşitsizliğin her iki tarafının   1,0   aralığında  t   ye göre integrali 

alınırsa, 

 

 

   
2

)()1()()1(
1

0

1

0

1

0

bfaf

bftatfbttaf




 
 

 

elde edilip soldaki eşitsizlikte   1,0,)1(  tbttax   dönüşümü uygulanırsa  

.. HH    eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir. Sol tarafını ispat etmek için, 

  

      












  



dxxfdxxf
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eşitliğinin sağndaki integrandlara sırasıyla    2/abtax    ve    2/abtbx    

değişken değişimi uygulanırsa, 
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elde edilip  .. HH    eşitsizliğinin sol tarafı ispatlanmış olur. 

 

Tanım 2.1.8. (Logaritmik Konveks Fonksiyon)    ,0: If   fonksiyonu, 

 

i. Her  Iyx ,   ve   1,0   için, 

 

      





1
))1(( yfxfyxf  

 

 

ii.  flog   konveks 

şartlarından birini sağlıyorsa  f   fonksiyonuna  logaritmik konveks fonksiyon  denir. 

 

Teorem 2.1.2    ,0: If   fonksiyonu logaritmik konveks ise konvekstir. 

 

İspat.  f   fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon olduğundan,  flog   fonksiyonu  

I   aralığında konvekstir ve    xexg    fonksiyonu tüm reel sayılar kümesinde artan ve 

konveks bir fonksiyon olduğundan, özellik  vi   den dolayı, 

 

 ff logexp  

 

olup  f   fonksiyonu konveks olur. Diğer yoldan direk olarak konveksliğin ve 

logaritmik konveksliğin tanımı kullanlarak AO-GO eşitsizliğinden de benzer sonuç elde 

edilebilir. 

 

Teorem 2.1.3  R: If   logaritmik konveks fonksiyon,  Iba ,   ve  ba    olmak 

üzere, 
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dxxbafxfG
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dxxf
ab
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f
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b
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1

,
1

ln
1

exp
2





























 







 

 

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada   baG ,   pozitif reel sayılar için geometrik ortalama ve  

 qpL ,   ayrık pozitif reel saylar için logaritmik ortalama anlamındadır. 

 

Tanım 2.1.9. (Quasi Konveks Fonksiyon) Her  Iyx ,   ve   1,0   için, 

 

    yfxfyxf ,max))1((    

 

eşitsizliği sağlanıyorsa  R: If   fonksiyonuna  fonksiyonkonveksquasi   denir. 

  Yukardaki tanımlardan dolayı  

 

     

    yfxf

yfxf

yfxfyxf

,max

)()1()(

))1((
1













 

 

eşitsizliklerine sahip olabiliriz. Yani quasi-konveks fonksiyon ailesi log-konveks 

fonksiyon ailesini, log-konveks fonksiyon aileside konveks fonksiyon ailesini kapsar. 

 

Tanım 2.1.10. (Özel Ortalamalar)   ,   reel saylar ve      olmak üzere, 

 

 

  OrtalamaLogaritmikL

OrtalamaAritmetikA

OrtalamaHarmonikG

0/R,),(

R,,),(

0/R,,),(

lnln

2
























 

 

şeklindedir. 

 

Teorem 2.1.4 (Jensen Eşitsizliği)  f   fonksiyonu   ba,   aralığında konveks ve  
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 baxi ,   olsun. Bu durumda  0i   ve  11   i

n
i    ise, 

 

ii

n

i

ii

n

i

xxf  
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.  

 

(a)  Aksiyom   e   den dolayı  f   fonksiyonu her   bax ,0    için bir suport doğruya 

sahiptir. Yani her  0x   noktası için       00 xxmxfxf    olacak şekilde  0x   a bağlı 

bir  m   noktası vardır. Bu eşitsizlikte özel olarak  ni ,...,2,1     için  ii

n
i xx  10   

seçilirse, 

 

     00 xxmxfxf ii   

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikler  i   ile çarpılır, taraf tarafa toplanır ve 

düzenlenirse Jensen Eşitsizliği elde edilir. 

 

(b) 1. Durum:  2n   ve  
2
1

21    için, konveks fonksiyon tanımında  
2
1   

seçilerek elde edilebilen  konveksJ    fonksiyonun tanımını elde ederiz. İlk olarak 

Pearić'in [Pecarić, J. E., Proschan, F. & Tong, Y. L. 1992] de kullandığı tümevarım 

yöntemiyle  nini ,...,1,/1    için, 

 

 i
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x
n

f 











11

11
                                                 (2.1) 

 

eşitsizliğini ispatlayalım. 

 

Varsayalm ki  nk 2   için yukardaki eşitsizlik geçerli olsun. Bu durumda, 
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elde edilir. Sondaki eşitsizlite   i

n
in

xf 



1
11

1   terimli ifadeler eşitsizliğin sol tarafında 

toplanırsa, 

 

 i
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i
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i
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n
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 1

1

1

1

1

1
                                                   (2.2) 

 

eşitsizliğini elde ederiz. Bu ise bizlere  1 nk   içinde  eşitsizliğinin geçerli olduğunu 

gösterir. O halde tümevarm aksiyomundan dolayı  (2.1) eşitsizliği bütün  n   doğal 

sayıları için geçerlidir. 

 

2. Durum:  n ,...,1   negatif olmayan rasyonel saylar için  ni
m

p

i
i ,...,1,    şartını 

sağlayan  nppm  ...1      0Z,...,1  

npp   olacak şekilde  m   doğal sayısı 

bulunabilir. Bu durumda (2.2) eşitsizliğinden, 

 

   

         
m

xfxfxfxf

m

xxxx
f

nn

nn











 

.........

.........

11

11

 

 

eşitsizliğinin geçerli olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Burada ilk parantezde  1p   tane ve 

son parantezde  np   tane terim olduğuna dikkat edin. Böylece (1) eşitsizliğine eşdeğer 

olan, 
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1
 

 

eşitsizliğini elde ederiz ve  ni
m

p

i
i ,...,1,    seçilirse, Teorem 2.4 ün ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.5 (İntegraller için Jensen Eşitsizliği)    R,:  baIf   konveks 

fonksiyon,    ,0: Ih   ve     ,0R: Iu   integrallenebilir fonksiyonlar 

olmak üzere, 

 

   

 

    

 dtth

dttufth

dtth

dttuth
f

b

a

b

a

b

a

b

a























 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.  f   fonksiyonu konveks olduğundan dolayı, bir support doğruya sahiptir. Yani  

0   için, 

 

      0,  ttftf   

 

olacak şekilde bir     sabiti vardr. Burada   tut    seçilir ve eşitsizliğin her iki taraf  

 th   ile çarpılıp   ba,   aralğında  t   ye göre integral alınırsa, 

 

        

      dtthdttuth

dtthfdttufth

b

a

b

a

b

a

b

a












 

 

elde edilir. Son bulunan eşitsizlikte, 

 

   

 dtth

dttuth
b

a

b

a




  

 

yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 
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Teorem 2.1.6 (AO-GO Eşitsizliği) Eğer her  ni ,...,2,1     için  0ix  ,  0i   ve  

11   i

n
i    ise, 

ii

n

i

i

n

i

xx i 





11

 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. en az bir  i   için  0ix   ise ispat aşikardır.  0ix   durumunda,  ii xy log   

seçilirse, 
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n
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yx i 
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exp  

 

olup    tetf    fonksiyonu  R   de konveks olduğundan Jensen Eşitsizliğini uygularsak, 
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elde edilip ispat tamamlanmış olur. Özel olarak  2n  ,  ,1
1 p
    

q
1

2   ,  pxx 1   ve  

qyx 2   seçilirse Young Eşitsizliği olarak bilinen, 

 

qp y
q

x
p

xy
11

  

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 2.1.7 (Hölder Eşitsizliği)  0,...,,,..., 11 nn yyxx  ,  1, qp   öyleki  111 
qp

  

olmak üzere, 

 

qp

q
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n

i
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n

i

yxyx

11

111
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eşitsiliğine Hölder Eşitsilizliği denir. Özel olarak  2 qp   seçilirse yukardaki 

eşitsizlik Cauchy-Buniakowsky-Schwartz eşitsizliği elde edilir. 

 

İspat. Yukardaki eşitsizlikte  ix   ve  iy   lerden en az birinin sıfırdan farklı olduğunu 

düşünebiliriz. O halde   pp

i

n
i xu

1

1    ve   qq

i

n
i yv

1

1    her ikiside pozitiftir, Young 

Eşitsizliğinde  uxx i /   ve  vyy i /   seçersek, 
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elde edilip bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanrsa, 

 

1
111 

 

qpuv

yx ii

n
i  

 

olup Hölder Eşitsizliği elde edilir. 

 

Tanım 2.1.11. (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği)  1p   ve  111 
qp

  olsun.  f   ve  

g  ,   ba,   aralığında tanml reel fonksiyonlar,  
p

f   ve  
q

g  ,   ba,   aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

 

       
qp qb

a

pb

a

b

a
xgdxxfdxxgxf

11












   

 

eşitsizliği geçerlidir.
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde farklı konvekslik türleri için elde edilen Hermite - Hadamard tipinde 

trapezoid ve midpoint eşitsizlikler verilip. Noor tarafından belirtilen  konveks   

fonksiyon kavramı tanıtılacakdır. Bu konvekslik türü için Hermite - Hadamard tipinde 

eşitsizlik oluşturulacakdır. 

3.1. HERMİTE HADAMARD TİPİNDE EŞİTSİZLİKLER  

  R,: baf   fonksiyonu   ba,   aralığında iki kez diferansiyellenebilir ve  f    

fonksiyonu   ba,   aralığında tanmlı olmak üzere, 

 

   
 













 
 f

abba
fabdxxf

b

a 242

3

                            (MPE) 

 

ve 

 

   
     








 f

abbfaf
abdxxf

b

a 122

3

                           (TE) 

 

eşitsizlikleri literatürde sırasıyla  midpoint eşitsizlik  ve  trapezoid eşitsizlik  olarak 

bilinir. Burada      


xff bax ,sup   anlamındadır. Böylece   dxxf
b

a   

integraline 

 

    






 
 2

ba
fabdxxf

b

a
 

 

ve 
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2

bfaf
abdxxf

b

a


  

 

şeklinde de görüldüğü gibi midpoint ve trapezoidal kurallar doğrultusunda 

yaklaşabiliriz. Bu yaklaşım bizi tüm konveks fonksiyonlar için geçerli olan 

 

 
   

2

1

2

bfaf
dxxf

ab

ba
f

b

a













 
  

 

biçiminde ifade edilen Hermite - Hadamard eşitsizliğine götürür. Mitrinović ve Laković 

(1985) de belirttiğine göre bu eşitsizliği Hermite 1893 de Hadamard'dan on yıl önce 

bulmuştur. Ancak  f   fonksiyonunun iki kez diferansiyellenebilir olmaması ya da 

ikinci türevinin   ba,   aralığında tanmlı olmaması (MPE) ve (TE) yi geçersiz kılar. Bu 

yüzden birçok matematikçi Montgomery özdeşliği ve Peano kernelin birkaç tipini 

kullanarak konveks fonksiyonların farklı türleri için çoğunlukla birinci türevleri içeren 

alternatif sonuçlar bulmaya yönelmiştir. 

1998 de Dragomir ve Agarwal diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar için Hermite 

Hadamard trapezoid eşitsizliğinin sağ tarafı ile ilgili sonucu ispatlamak için aşağıdaki 

lemmayı kullandılar. 

 

Lemma 3.1.1  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralğında 

integrallenebilir ise, 

 

   
      dtbttaft

ab
dxxf

ab

bfaf b

a









 121

2

1

2

1

0
 

 

eşitliği sağlanır. 

 

Böylece bu lemma kullanlarak aşağdaki teorem ispatlandı. 

 

Teorem 3.1.1  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında konveks ise, 
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      bfaf

ab
dxxf

ab

bfaf b

a









 8

1

2
 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

2000 yılıında Pearce ve Pearić Teorem 3.1.1 in genelleştirmesi olan aşağıdaki sonucu 

ispatladı. 

 

Teorem 3.1.2  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  1q   için  
p

f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

konveks ise, 
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eşitsizlikleri geçerlidir. Eğer  1q   için  
p

f    fonksiyonu   ba,   aralığında konkav ise 

bu takdirde 

 

   
  







 









 24

1

2

ba
f

ab
dxxf

ab

bfaf b

a
 

ve 

 

  






 














 
 24

1

2

ba
f

ab
dxxf

ab

ba
f

b

a
 

 

eşitsizlikleri geçerlidir. 
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Aşağıda 2004 yılında Kırmacı tarafından ispatlanan diferansiyellenebilen konveks 

fonksiyonlar için Hermite Hadamard (midpoint) eşitsizliğinin sol tarafı ile ilgili sonuçlar 

verilmiştir. 

 

Lemma 3.1.2  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

integrallenebilir ise 

 

        dtbttaftKabdxxf
ab

ba
f

b

a











 
 1

1

2

1

0
 

 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 

 

 
 
 









.1,,1

,,0,

2
1

2
1

tt

tt
tK  

 

şeklinde verilir. Bu Lemmayı kullanarak Kırmacı aşağıdaki teoremi ispatladı. 

 

Teorem 3.1.3  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında konveks ise 

 

      bfaf
abba

fdxxf
ab

b

a











 


  82

1
 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

2004 yılında Yang diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlar için Hermite 

Hadamard eşitsizliğinin her iki taraf içinde bazı sonuçlar verdi. 

 

Teorem 3.1.4  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  1q   için  
q

f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

konveks ise 
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eğer  
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f    konkav ise 
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eşitsizlikleri geçerlidir. 
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1997 de Gill konveksliğin farklı bir türü olan log-konveks fonksiyonlar için Hermite 

Hadamard Eşitsizliğinin sağ tarafı ile ilgili sonuçlar verdi. 

 

Teorem 3.1.5  f     ba,   aralğnda pozitif log-konveks fonksiyon olmak üzere, 

 

      bfafLdxxf
ab

b

a
,

1


   

 

eşitsizliği sağlanr. Burada   .,.L   logaritmik ortalama anlamndadr. 

 

2007 ylnda Ion mutlak değerlerinin türevleri quasi-konveks olan fonksiyonlar için 

Hermite Hadamard tipinde eşitsizlikler oluşturdu. 

 

Teorem 3.1.6  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında quasi-

konveks ise, 
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dxxf

ab

bfaf b
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 ,max
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1
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

Teorem 3.1.7  RR: If   fonksiyonu  I   de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  1p   için  
 1/ 


pp

f   fonksiyonu   ba,   

aralğnda quasi-konveks ise 
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11
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

Şimdi ikinci mertebeden türevleri için Hermite - Hadamard eşitsizliği ile ilgili bulunan 
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sonuçları verelim. 

 

2009 da Hussain, Bhatti ve Iqbal ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri s-

konveks olan fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı ile ilgili 

sonuçlar vermiştir. 

 

Teorem 3.1.8    R,0: If   fonksiyonu  I   de iki kez diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

integrallenebilir ve  f    fonksiyonu   ba,   aralğnda   1,0s   ve  1q   için s-

konveks ise, 
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                    (3.1) 

 

eşitsizliği geçerlidir. Burada  111 
qp

  dir. 

 

Hatırlatma 3.1.1 Eğer eşitsizlik (3.1) de  1s   seçilirse, 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

2010 da Alomari, Darus ve Dragomir ikinci mertebenden türevleri konveks olan 

fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı ile ilgili sonuçlar 

vermiştir. 

 

Lemma 3.1.4  RR: If   fonksiyonu  I   de iki kez diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

integrallenebilir ise, 
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eşitliği geçerlidir. 

 

Bu lemma dan yararlanarak aşağıdaki teoremler ispatlandı. 

 

Teorem 3.1.9  RR: If   fonksiyonu  I   de iki kez diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığnda 

integrallenebilir ve  f    fonksiyonu   ba,   aralığında quasi-konveks ise, 
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eşitsizliği geçerlidir. Aşağıda bu teoremin genelleştirmesi verildi. 

 

Teorem 3.1.10  RR: If   fonksiyonu  I   de iki kez diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  ba   ( Iba ,  ) olmak üzere, eğer  f    fonksiyonu   ba,   aralığında 

integrallenebilir ve  0p   için  
 1/ 


pp

f   fonksiyonu   ba,   aralığında quasi-konveks 

ise 
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eşitsizliği geçerlidir. 

3.1. KONVEKS OLMAYAN FONKSİYONLAR  

 

nR   de boş olmayan bir  K   kümesi ve  R:, Kf    sürekli fonksiyonlar olsun. Bu 
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tez boyunca  R: K   fonksiyonu  
2
10    aralığında tanımlanacaktır. İlk olarak 

Noor and Noor ve Noor[ tarafından verilen kavramları hatırlatalım. Konveks 

fonksiyonların kayda değer bir genelleştirmesi Noor tarafndan tanıtılan  konveks   

fonksiyonlardır. Noor and Noor ve Noor  konveks   fonksiyonların temel 

özelliklerini öğretmekteler. Bu bölümde quasi- konveks  , log- ,konveks    

konveks   gibi konveks olmayan fonksiyonların tanmlarını verip, bunlarla Hermite - 

Hadamard eşitsizliğini ve bununla ilgili teoremleri vereceğiz. 

 

 

 

Tanım 3.2.1 Her  Kvu ,   ve   1,0t   için, 

 

  Kuvteu i    

 

ise  K   kümesine  konveks   kümedir denir. Geometrik olarak,  K   nn içinde  u   

noktasından başlayan bir yolun varlığından bahseder. Ancak bu yolun bitiş noktasının  

v   noktası olması gerekmez. Bu ifade analizde önemli bir rol oynar.  0   

seçildiğinde tanım konveksliğin tanımına indirgenir. Yani her  konveks   küme aynı 

zamanda  konveks  kümedir. Ancak tersi doğru değildir. 

 

Tanım 3.2.2  f   fonksiyonu  K    konveks   kümesi üzerinde tanımlı olmak üzere 

her  Kvu ,   ve   1,0t   için, 

 

        vtfuftuvteuf i  1  

 

eşitsizliğini sağlayan  f   fonksiyonuna  konveks   fonksiyon denir. Eğer eşitsizliğin 

tersi geçerliyse bu durumda  f   fonksiyonuna  konkav   fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.2.3  f   fonksiyonu  K    k o n v e k s   kümesi üzerinde tanımlı pozitif 

fonksiyon olmak üzere her  Kvu ,   ve   1,0t   için, 
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        tti vfufuvteuf



1  

 

eşitsizliğini sağlayan  f   fonksiyonuna logaritmik- konveks   fonksiyon denir. 

 

Tanm 3.2.4  f   fonksiyonu  K    k o n v e k s   kümesi üzerinde tanımlı pozitif 

fonksiyon olmak üzere her  Kvu ,   ve   1,0t   için, 

 

       vfufuvteuf i ,max   

 

eşitsizliğini sağlayan  f   fonksiyonuna quasi- konveks   fonksiyon denir. 

Yukardaki tanımlardan, 
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eşitsizlikleri elde edilir. Yani  f   fonksiyonu, logaritmik- konveks   ise  konveks   

ve  konveks   ise quasi- konveks   fonksiyondur. 

 

Teorem 3.2.1       ,0,: abeaaKf i   fonksiyonu   içinıınK 0K   

aralığında  konveks   fonksiyon ve  
2

0     olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.  f   fonksiyonu  konveks   fonksiyon olduğundan, 
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eşitsizliğinin sağ tarafı ispatlanır. Sol tarafını ispatlamak için, 
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eşitliğinin sağındaki integrandlara sırasıyla     2/2 abteax i     ve  

    2/abteabeax ii     değişken değişimi uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. Bu ise  konveks   fonksiyonlar için Hermite Hadamard integral 

eşitsizliğinin sol tarafnın ispatıdır. 

 

Teorem 3.2.2       ,0,: abeaaKf i   fonksiyonu   içinıınK 0K   

aralığında log- konveks   fonksiyon ve  
2

0     olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. Burada   .,.L   logaritmik ortalama anlamındadır. 
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İspat.  f   fonksiyonu log- konveks   olduğundan, 
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elde edilip ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2.3       ,0,: abeaaKf i   fonksiyonu   içinıınK 0K   

aralığında quasi- konveks   fonksiyon ve  
2

0     olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.  f   fonksiyonu quasi- konveks   olduğundan, 
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eşitsizliği sağlanır ve ispat tamalanır. 
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde birinci ve ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri   -konveks , 

log- -konveks, quasi- -konveks  olan fonksiyonlar kullanarak Hermite - Hadamard 

eşitsizliği ile ilgili sonuçlar vereceğiz. 

3. 1 . KONVEKS OLMAYAN FONKSİYONLARIN BİRİNCİ MERTEBEDEN 

TÜREVLERİ İÇİN HERMİTE HADAMARD EŞİTSİZLİĞİ 

Lemma 4.1.1  RR: Kf   fonksiyonu,  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir olsun. Her  ba    ( Kba ,  ) için, 

 

 

 
 

    

 
    dtabteaft

abe

abeafaf
dxxf

abe

i
i

i
abea

ai

i

























21
2

2

1

1

0

 

 

eşitliği geçerlidir. 

 

İspat. Varsayalım ki    Kabeaa i  ,   olsun. O halde  K  ,  konveks   küme 

olduğundan, her   1,0t   için,    0Kabtea i     dır. Kısmi integrasyon yöntemini 

kullanarak, 
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eşitliğini buluruz. Bu eşitlikte önce her iki taraf    2/abei    ile çarpar sonra her iki 

tarafın mutlak değerini alırsak istenen sonucu elde ederiz. 

 

Teorem 4.1.1.    ,0R: Kf   fonksiyonu  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir ve  f   ,  konveks   fonksiyon olmak üzere her  ba    ( 

Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma (4.1.1) eşitliğinde  f    in  konvekslik   tanımını kullanırsak, 
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eşitsizliği elde edilir. Üçgen eşitsizliğinden mutlak değer fonksiyonu tüm reel saylarda 

konveks fonksiyon olduğundan    ,   aralığında    xxf    konveks fonksiyonu,  

 1,0   aralığında        abteafttu i  21   pozitif fonksiyonu ve    1th   sabit 

fonksiyonu Teorem 2.5 de yerine yazılırsa yukarıda kullandığımız, 
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         dtabteaftdtabteaft ii  
 2121

1
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eşitsizliğinin sağlandığı görülebilir. Teoremde mutlak değer almamızın sebebi   1,0t   

için   t21   teriminin pozitif ve negatif değerler almasından kaynaklanmaktadır. 

Aşağıda Hölder integral eşitsizliği kullanlarak Teorem 3.2.1 in genelleştirmesi yapıldı. 

 

Teorem 4.1.2    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralığında diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu  konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 

 

p

p

p

p

p

p

p

i

bfaf

p

abe

abeafaf
dxxf

abe

i

i
abea

ai

1

11

1

2

)()(

)1(2

)(

2

))(()(
)(

)(

1 )(



















 









 










 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat. Lemma 4.1.1'i, Hölder eşitsizliğini ve  
1/ 


pp

f   fonksiyonunun  

inigkonveksli


   kullanırsak, 
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eşitisizliği geçerlidir. Burada 
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dir. Şimdi birinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri  konveks   olan 

fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitisizliğinin sol tarafı ile ilgili sonucu verelim. 

 

Lemma 4.1.2.  RR: Kf   fonksiyonu,  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir olsun. Her  ba    ( Kba ,  ) için, 
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eşitliği geçerlidir. 

 

İspat. Varsayalm ki    Kabeaa i  ,   olsun. O halde  K  ,  konveks   küme 

olduğundan, her   1,0t   için,    0Kabtea i     dır. Kısmi integrasyon yöntemini 

kullanarak, 
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eşitliği sağlanır. Bu eşitlikte her iki taraf önce  )( abei    ile çarpılır sonra mutlak 

değer alınırsa istenen sonuç elde edilir. 

 

Teorem 4.1.3. Teorem 4.1.2 deki şartlar sağlansın. Bu durumda,  
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.2 de  f    in  inigkonveksli


   kullanırsak, 
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bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

Aşağıda Hölder eşitsizliği kullanılarak Teorem 4.1.3 ün genelleştimesi verilmiştir. 

 

Teorem 4.1.4 Teorem 3.2.2 nin şartlar altında, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.2, Teorem 4.1.3 ve Hölder eşitisizliğinden dolayı, 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

Aşağıda Minkowski eşitsizliği kullanılarak Teorem 3.2.4 ün düzenlenmesi yapılmıştır. 

 

Teorem 4.1.5    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralığında diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu  konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat.   1,0s   ve  0,...,, 21 naaa  ,  0,...,, 21 nbbb   için, Minkowski eşitsizliği, 
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şeklinde ifade edilir. Burada,  1p   için    1/10  pp   olduğundan, 
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seçilirse, (4.1) eşitsizliği, 
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şeklinde düzenlenebilir ve ispat tamamlanır. 
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Şimdi kuvvet ortalama eşitsizliğini kullanarak Teorem 4.1.3 ün genelleştirmesini 

verelim. 

 

Teorem 4.1.6.  ),0(R: Kf   fonksiyonu  K   aralğında diferansiyellenebilir ve  

1q  ( Rq  ) için  
q

f    fonksiyonu  0K   de  konveks   olsun. Bu durumda her  

ba   ( Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.2,  
q

f    fonksiyonunun  0K   de  igkonveksli


   ve Kuvvet 

ortalama eşitsizliğinden, 
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eşitsizliği elde edilir. Burada, 
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dir. 

 

Aşağıda Minkowski eşitsizliği kullanılarak Teorem 3.2.6 nn düzenlenmesi yapılmıştır. 

 

Teorem 4.1.7 Teorem 4.1.6 nn şartları altında, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.   1,0s   ve  0,...,, 21 naaa  ,  0,...,, 21 nbbb   için, Minkowski eşitsizliği, 

 

  s

k

n

k

s

k

n

k

s

kk

n

k

baba 



111

 

 

şeklinde ifade edilir. Burada  1q   için  1/10  q   olduğundan, 
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seçilerek, 
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elde edilir bu ise istenen sonuçtur. 

 

Birinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri  konveks   olan fonksiyonlar için 

Hermite - Hadamard eşitsizliği ile ilgili sonuçlar verdik. Şimdi log- konveks   

fonksiyonlar için benzer sonuçlar vereceğiz. 

 

Teorem 4.1.8    ,0R: Kf   fonksiyonu  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir ve  f   , log- konveks   fonksiyon olmak üzere her  ba    ( 

Kba , ) için, 
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İspat. Lemma (4.1.1) eşitliğinde  f    in log- konvekslik   tanımını kullanırsak, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak, Teorem 4.1.7 nin genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.1.9    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralğında diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu log- konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 
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İspat. Lemma 4.1.1, Teorem 4.1.7 ve Hölder eşitisizliğinden dolayı, 
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eşitsizliği elde edilir. Burada, 
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dir. Şimdi türevlerinin mutlak değerleri log- konveks   fonksiyonlar için Hermite - 

Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafını oluşturalım. 

 

Teorem 4.1.10    ,0R: Kf   fonksiyonu  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir ve  f   , log- konveks   fonksiyon olmak üzere her  ba    ( 

Kba ,  ) için, 
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İspat. Lemma 4.1.2 de  f    in log- inigkonveksli


   kullanırsak, 
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eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.  

 

Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak Teorem 4.1.9 un genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.1.11    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralğnda diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu log- konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.2 yi, Teorem 4.1.9 u ve Hölder eşitsizliğini kullanırsak, 
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burada, 
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dir. Şimdi mutlak değerlerinin birinci mertebeden türevleri quasi- konveks   

fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğini oluşturalım. 

 

Teorem 4.1.12    ,0R: Kf   fonksiyonu  K  ,  konveks   kümesinde 

diferansiyellenebilir ve  f   , quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere her  ba    ( 

Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.1 de  f    in quasi- konvekslik   tanımını kullanırsak, 
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elde edilir bu da istenen sonuçtur. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak, Teorem 4.1.11 

in genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.1.13    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralğnda diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu quasi- konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.1 i,  
1/ 


pp

f   in quasi- konvekslik   tanımını ve Hölder 

eşitsizliğini kullanarak, 
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eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.Şimdi türevlerinin mutlak değerleri quasi- 

konveks   fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafını 

oluşturalım. 
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Teorem 4.1.14    ,0R: Kf   fonksiyonu  K  ,  konveksı   kümesinde 

diferansiyellenebilir ve  f   , quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere her  ba    ( 

Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat. Lemma 4.1.2 de  f    in quasi- konvekslik   tanımını kullanırsak, 
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elde edilir ve ispat tamamlanır. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak Teorem 4.1.13 ün 

genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.1.15    ,0R: Kf   fonksiyonu  K   aralğında diferansiyellenebilir ve 

bu aralıkta  1p  ( Rp  ) için  
1/ 


pp

f   fonksiyonu quasi- konveks   olsun. Bu 

durumda her  ba   ( Kba ,  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.1.2 yi, Teorem 3.2.13 ü ve Hölder eşitsizliğini kullanarak, 
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eşitsizliğine sahip oluruz. Bu ise ispat tamamlar.  

3. 2 . KONVEKS OLMAYAN FONKSİYONLARIN İKİNCİ MERTEBEDEN 

TÜREVLERİ İÇİN HERMİTE HADAMARD EŞİTSİZLİĞİ 

Bu bölümde ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri  konveks  , log- 

konveks  , quasi- konveks   olan fonksiyonlar kullanarak Hermite - Hadamard 
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eşitsizliği ile ilgili sonuçlar vereceğiz. İlk olarak ikinci mertebeden türevlerinin mutlak 

değerleri  konveks   olan fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ 

tarafını verelim. 

 

Lemma 4.2.1    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için, 
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eşitliği geçerlidir 

. 

İspat. Varsayalm ki    Kabeaa i  ,   olsun. O halde  K  ,  konveks   küme 

olduğundan, her   1,0t   için,    0Kabtea i     dr. İki kez kısmi integrasyon 

yöntemini kullanarak, 
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elde edilen eşitliğin her iki taraf  2/)( 22 abe i    ile çarpılıp her iki tarafın mutlak 

değeri alınırsa istenen sonuca ulaşılır. 

 

Teorem 4.2.1    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde  konveks   fonksiyon olmak üzere, 

 



 52 

 .)()(
24

)(

2

))(()(
)(

)(

1

22

)(

bfaf
abe

abeafaf
dxxf

abe

i

i
abea

ai

i









 










 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.1 de  f    in  inigkonveksli


   kullanırsak, 
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eşitsizliği sağlanır. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak Teorem 4.2.1 in 

genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.2.2    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde  konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 
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İspat. Lemma 3.3.1 de  
1/ 


pp

f   fonksiyonunun  inigkonveksli


   kullanıp, Hölder 

eşitsizliğini uygularsak, 
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eşitsizliği elde edilir. Burada, 
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şeklindedir. Şimdi ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerleri  konveks   olan 

fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sol tarafını verelim. 

Lemma 4.2.2    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için, 
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eşitsizliği geçerlidir. 
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İspat. Varsayalım ki    Kabeaa i  ,   olsun. O halde  K  ,  konveks   küme 

olduğundan, her   1,0t   için,    0Kabtea i     dr. İki kez ksmi integrasyon 

yöntemini kullanarak, 
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elde edilen eşitliğin her iki taraf  2/)( 22 abe i    ile çarpılır sonra her iki tarafın mutlak 

değeri alnırsa istenen sonuca ulaşılır. 

 

Teorem 4.2.3    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde  konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  f    fonksiyonunun  igkonveksli


   kullanılırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. Bu ise istenen sonuçtur. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak 

Teorem 4.2.3 ün genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.2.4    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
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f  ,  K   kümesinde  konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  
1/ 


pp

f   fonksiyonunun  inigkonveksli


   kullanıp, Hölder 

eşitsizliğini uygularsak, 
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eşitsizliğine sahip oluruz. Bu ise istenen sonuçtur. Şimdi Minkowski eşitsizliğini 

kullanarak Teorem 3.3.4 ün düzenlemesini yapalım. 

 

Teorem 4.2.5 Teorem 4.2.4 deki şartlar geçerli olsun. Bu durumda, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat.   1,0s   ve  0,...,, 21 naaa  ,  0,...,, 21 nbbb   için, Minkowski eşitsizliği, 

 



 57 

  s

k

n

k

s

k

n

k

s

kk

n

k

baba 



111

 

 

şeklinde ifade edilir. Burada  1q   için  1/10  q   olduğundan, 
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seçilerek, 
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elde edilir bu ise istenen sonuçtur. Şimdi ikinci merteben türevlerinin mutlak değeri log- 

konveks   olan fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğini oluşturacağız. İlk 

olarak bu tür fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafını verelim. 

 

Teorem 4.2.6    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde log- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. Burada  (.,.)A   pozitif reel saylar için aritmetik ortalamay ve  

(.,.)L   aynı sayılar için logaritmik ortalamayı ifade etmektedir. 

 

İspat. Lemma 4.2.1 de  f    fonksiyonunun log- inigkonveksli


   kullanarak, 
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eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak, Teorem 

4.2.6 nn genelleştirmesini verelim. 

 

Teorem 4.2.7    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde log- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 
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İspat. Lemma 3.3.1 de  f    fonksiyonunun log- inigkonveksli


   kullanıp, Hölder 

eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilip istenen sonuca ulaşılmış olur. Şimdi benzer sonuçlar Hermite - 

Hadamard eşitsizliğinin sol tarafı içinde verelim. 

 

Teorem 4.2.8    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde log- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  f    in log- konveks   fonksiyon tanım uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanır. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak, Teorem 

4.2.8 in genelleştirmesini yapalım. 

 

Teorem 4.2.9    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde log- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  
1/ 


pp

f   fonksiyonunun log- igkonveksli


   kullanılıp, 

Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanır. Şimdi ikinci mertebeden türevlenin mutlak 

değerleri quasi- konveks   olan fonksiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğini 

vereceğiz. İlk olarak bu tür fonsiyonlar için Hermite - Hadamard eşitsizliğinin sağ 

tarafını verelim. 

 

Teorem 4.2.10    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 
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İspat. Lemma 4.2.1 de  f    in quasi- konveks   fonksiyon tanımını uygularsak, 
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eşitsizliği sağlanır ve ispat tamamlanır. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak Teorem 

4.2.10 un genelleştirmesini verelim. 

 

Teorem 4.2.11    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.1 de  
1/ 


pp

f   nin quasi- igkonveksli


   kullanılıp, Hölder 

eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitsizliği sağlanıp ispat tamamlanır. Kuvvet ortalama eşitsizliğini kullanarak Teorem 

4.2.11 in bir başka çeşitini verelim. 

 

Teorem 4.2.12    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1q  ( Rq  

) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerledir. 

 

İspat. Lemma 4.2.1 de  
1/ 


pp

f   nin quasi- igkonveksli


   kullanlp, Kuvvet ortalama 

eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilir. Burada  111 
qp

  dir. Şimdi ikinci mertebeden türevlerinin 

mutlak değerleri quasi- konveks   olan fonksiyonlar için Hermite - Hadamard 

eşitsizliğinin sol tarafını verelim. 

 

Teorem 4.2.13    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki  f    integrallenebilir ve her  ba   ( R, ba  ) için,  f   ,  K   

kümesinde quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  f    in quasi- inigkonveksli


   kullanırsak, 
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eşitsizliği elde edilir. Şimdi Hölder eşitsizliğini kullanarak Teorem 4.2.13 ün 

genelleştirmesini verelim. 

 

Teorem 4.2.14    ),0(R)(,:  abeaaKf i   iki kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon öyleki her  ba   ( R, ba  ) için,  f    integrallenebilir ve  1p  ( 

Rp  ) için,  
1/ 


pp

f  ,  K   kümesinde quasi- konveks   fonksiyon olmak üzere, 

 

 

p

p

p

p

p

p

p

i

bfaf
p

abe

abea
fdxxf

abe

i

i
abea

ai

1

11

1
})(,)({max

248

)(

)
2

)(2
()(

)(

1 )(










 








 










 

 

eşitsizliği geçrelidir. 

 

İspat. Lemma 4.2.2 de  
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f   nin quasi- igkonveksli


   kullanılıp, Hölder 

eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 67 

 

4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada Noor tarafından oluşturulan  konveks   fonksiyonlar için Hermite - 

Hadamard tipinde eşitsizlikler oluşturduk. Quasi-convex fonksiyonlar, Godunova-Levin 

sınıfı, log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar içinde benzer 

eşitsizlikler oluşturulabilir. Ayrıca  f   fonksiyonu  K    konveks   kümesi üzerinde 

tanımlı olmak üzere her  Kvu ,   ve   1,0t   için, 

 

        vtfuftuvteuf i  1  

 

şeklinde  f    konveks   fonksiyon tanımında   uvei    terimi yerine   uv,   gibi 

daha genel bir fonksiyon tanmlanarak benzer eşitsizlikler oluşturulabilir ve bu 

eşitsizliklerin özel ortalamalarda ve optimizasyon , varyasyonel eşitsizlikler ve denge 

problemlerinde uygulamaları yapılabilir 
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6. EKLER 

Tezin oluşumunda önemli bir rol oynayan Nonkonveks fonksiyonlarn birinci ve ikinci 

türevleri için Hermite-Hadamard eşitsizliği tipinde oluşturduğumuz baz eşitsizlikler 

aşağıdaki kaynaklarda sunulmuştur. 
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