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OZET

INTEGRAL ALT MANIFOLDLARI KAEHLER OLAN HEMEN HEMEN
KENMOTSU UZAY FORMLARI

Imren BEKTAS
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Nesip AKTAN
Haziran 2013, 55 sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak genel
bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan s6z edilmistir.
Ucgiincii boliimde, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar icin egrilik 6zellikleri verilerek
hemen hemen kenmotsu uzay formlar tanitilmistir. Son boliim olan dordiincti bolim ise
sonug ve Onerilere ayrilarak, konu ile ilgili agik problemlere yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Degme manifold, Hemen hemen kenmotsu manifold, Uzay form



ABSTRACT

ALMOST KENMOTSU SPACE FORMS WITH KAEHLERIAN INTEGRAL
SUBMANIFOLDS

Imren BEKTAS
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
June 2013, 55 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction section
and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have given about
the basic concepts needed. In the third chapter, giving curvature and some tensor properties
of the almost kenmotsu manifolds, almost kenmotsu space forms are introduced. The last
chapter is devoted into results and recommondations.

Keywords: Contact manifold, Almost kenmotsu manifold, Space form



EXTENDED ABSTRACT

ALMOST KENMOTSU SPACE FORMS WITH KAEHLERIAN INTEGRAL
SUBMANIFOLDS

Imren BEKTAS
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan
June 2013, 55 pages

1. INTRODUCTION:

Let M be a Riemannian manifold with curvature tensor R. The sectional curvature
{X,Y } is an orthonormal basis of T,(M). The notion of an almost Kenmotsu
manifold was introduced and studied by K. Kenmotsu in 1972. Moreover, Kenmotsu

proved that such a manifold M is locally a warped product |-&,&[x (N*", N*'

being a Kihler manifold and f?=ce® for some positive constant c. More recently

almost contact metric manifolds such that # is closed and d® = 2y A @& have been
studied by Kim, Pak, Olszak, Dileo and Pastore and others. Such manifolds are called
almost Kenmotsu manifolds. Dileo and Pastore considered locally symmetric almost
Kenmotsu manifolds showing that such a manifold is a Kenmotsu manifold if and only
if the Lie derivative of the structure, with respect to the Reeb vector field &, vanishes.
Furthermore, assuming that for a (2n+1)—dimensional locally symmetric almost
Kenmotsu manifold such Lie derivative does not vanish and the curvature satisfies

R(X,Y)¢=0 forany X,Y orthogonal to &. They proved that the manifold is locally
isometric to the Riemannian product of an (n+1)— dimensional manifold of constant
curvature (—4) and a flat n—dimensional manifold. Additionally Wang and Liu (1960)

studied on the classification of almost Kenmotsu of dimension 3.



We concentrate on almost Kenmotsu manifolds with Kaehlerian leaves and considering
Schur's lemma on spaces of constant curvature, we get a new version for almost

Kenmotsu manifolds with Kaehlerian leaves.

2. MATERIAL AND METHODS:

The classical theorem of F. Schur says that if M is a connected manifold of dimension
n>3and in any point PeM, the curvature K(a,P)does not depend on aeT,(M)
then it does not depend on the point P too, i.e. it is a global constant. Such a manifold is
called a manifold of constant sectional curvature. The Shur's theorem has been studied
by many authors for different structures. In 1989, Nobuhiro improves the Shur's
theorem and gets a new version for locally symmetric spaces. In 2001, Kassabov
considers connected 2n— dimensional almost Hermitian manifold M to be of pointwise

constant antiholomorphic sectional curvature v(P), P e M and proves that v is a global

constant. In 2006, Cho defines a contact strongly pseudo-convex CR space-form using
the Tanaka-Webster connection in a way similar to the Sasakian space form and then he
studies the geometry of such spaces. He presents a Schur type theorem for such

structures.

In this study, almost Kenmotsu space forms are dealt with on the basis of studies

mentioned above.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:
We concentrate on almost Kenmotsu manifolds with Kaehlerian leaves and considering
Schur's lemma on spaces of constant curvature, we get a new version for almost

Kenmotsu manifolds with Kaehlerian leaves.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In this study, we have a new version on space of constant curvature for almost
Kenmotsu manifolds. Submanifolds of this type space of constant curvature are open

problems, also under some symmetry conditions, one can obtain very important results.



1.GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok onemli bir yere sahiptir.
(2n+1)-boyutlu bir C smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant
demetlerinin grup yapist U (n)x1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme
manifold denir. Ik olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig1

¢alismada U (n)x1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamistir. Buna gore, (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

X ==X +n(X)&, n(¢)=1

denklemlerini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektdr alan1 & ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan ((p, g, 77) —Ugclustiyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(¢,£,17) hemen hemen degme yapst iizerinde

9(#X,4Y) = g(X,Y)=n(X)n(Y)
n(X)=9(X,<)

esitlikleriyle verilen uygun bir ¢gmetrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar igin normallik sartimn J kompleks yapisinin  J? =—I

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagl kalarak, hemen hemen Kenmotsu manifoldu
ilk olarak 1972 yilinda K. Kenmotsu tarafindan tanimlanmis ve ¢alisilmistir. Hemen
hemen Kenmotsu manifoldlari tizerinde simdiye kadar tinlii matematikgiler tarafindan

birgok 6zellik incelenmistir.

Ikinci boliimde, manifoldlar ve alt manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanitilacaktir.
Bu béliimiin ilk kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ilk

kisim iki alt kissmdan olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar ve bazi



temel ozellikleri tanitilmistir. ikinci alt kistmda, hemen hemen degme metrik
manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisimda, alt manifoldlar teorisi

hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.

Ucgiincii boliimde, hemen hemen Kenmotsu uzay formlar elde edilmistir. Bu béliimiin
ilk kisminda; hemen hemen Kenmotsu yapilar tanitilmistir. Ikinci kisimda, bazi 6zel
tensor alanlarmin temel dzellikleri verilmistir. Ugiincii kisimda, Riemann egrilik tensorii
ozellikleri verilerek integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen Kenmotsu uzay

formlar tanitilmastir.

M, Regrilik tensoriine sahip bir Riemann manifoldu olsun. ¢, T,M tanjant uzayinda
2 -boyutlu bir diizlem olmak iizere, kesit egriligi K(er,P)=R(X,Y,Y,X) seklinde
tanimlanir. Schur'un klasik teoremi der ki; M boyutu 3 ve 3 ten biiyiik olan baglantili
bir manifold ise, M nin her noktasindaki kesit egriligi, secilen noktadan ve diizlemden
bagimsizdir, yani yerel sabittir (Schur 1886). Schur'un bu teoreminin degisik

versiyonlari, daha sonralar1 birgok matematik¢i tarafindan farkli yapilarda da

calisilmustir.

Bu tez calismasinda, Schur'un sabit egrilikli uzaylar iizerindeki teoremi géz Oniinde
bulundurularak, integral alt manifoldlari Kaehler olan hemen hemen Kenmotsu

manifoldlar i¢in Shur'un teoreminin yeni bir versiyonunu elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, diger boliimlerde calismamiz igin gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.

2.1. RIEMANN MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanmm 2.1.1. M n—boyutlu bir C* manifold olsun. M" {izerinde vektor alanlarinin

uzayl1 ;((M ) ve reel degerli C” fonksiyonlarinin halkast C*(M",R) olmak iizere,
g : (M) xx(M") —>C*(M",R)

simetrik, 2—lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimine M" iizerinde bir Riemann

metrik tensorii ve (M ”,g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

(O'neill 1983). M" manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi igin M" iizerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M" ye baglantili manifold adi verilir
(O'neill 1983).

Tamm 2.1.2. M" bir C” manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin uzayi
7(M) olmak iizere,

2-lineer

Vi x(M)xx(M") = x(M")
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

doniigimi, V f,geC”(M",R), Vv X,Y,Z e y(M") igin,



o Vv, ¥Y+2)=V,Y+V, Z,

(2 Vygol=1fV,Z+gV,Z,

B) V, (fY)=1V,Y+X(T)Y,

ozellikleri saglaniyorsa Vya M" lizerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.3. (M",g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V doéntisimi; ¥V X,Y,Z € y(M") igin,
(1) V,Y =V, X =[X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon zeligi),
(2) Xg(Y,Z)=g(V,Y,Z)+9g(Y,V,Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma dzeligi),

sartlarini saglhiyorsa V ya M" iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.4. (M",g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R:x(M")xx(M")xx(M") > x(M")

(2.1)
R(X,Y)Z =V,V,Z-V,V,Z -V}, (2

ile tanimlanan (1, 3) —tipli tens6r alan1 R ye M" nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, V' X,Y,Z,V,W € y(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,



(2) g(ROX,Y)V,W)=—g(R(X,Y)W,V),
(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z, X)Y =0,
(4) gROX,YV,W) = g(R(V,W)X,Y),
ozelliklerini saglar (O'neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M “,g) bir Riemann manifoldu, V' da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1,1)—tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(VL E)Y =V, EY —E(V,Y)
dir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M”,g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan

olmak tizere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
g((vx F)sz) = g(Y7(Vx F)Z)
esitligi gecerlidir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M " g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak tiizere, her X,Y,Z vektor alanlari i¢in,
g((VG)Y,Z) =-9g(Y,(V«G)Z)
dir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.5. (M " g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymnin iki boyutlu



altuzay [[ve V,W eIl vektorleri tizerine kurulan paralel kenarini alan

g(v,V)gW,W)—g(V,W)*=0

olsun. O zaman,

W) GRVWWY)
g(V,V)g(\N,W)—g(V,W)

esitligine [] nin kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {e,.e,,...e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tizere,

S y(MM)xx(M") >R 3
(X'Y)—>3(X,Y)=%g(R(ei,X)Y,ei) (2.2)

seklinde tamiml (0,2)—tipindeki S tensor alanina M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)—tipli Q Ricci operatdrii
S(X,Y)=9g(QX.Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {e,e,,....,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tizere,

r:Zn:S(ei,ei)

degerine M" nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).
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Tamm 2.1.9. (M",g) bir Riemann manifoldu ve M" iizerinde bir pozitif fonksiyon

polsun. Bu durumda, g"=p°g esitligi M" iizerinde metrik degisimini tanimlar.
Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ac1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal donilisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iliskili ise 0 zaman, M" Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n>3 icin C=0 ve n=3 i¢cin C =0 olmasidir (Yano
ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M " g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M" {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,
R(X,Y)Z =k[g(Y,Z)X ~g(X,2)Y]

dir (Yano ve Kon 1984).

Tanmmm 2.1.11. Kk sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form

denir.n—boyutlu bir M" uzay formu M"(k) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1. (M " g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n>2

i¢in,

11



M" (k) =

k=0 ise  M"(k)=E" Oklid uzay,
k :r—l2 ise  M"(k)=S"(r) kresi,
k= —r—lz ise  M"(k)=H"(r) Hiperbolik uzay,

dir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.12. M" bir C* manifold olmak iizere,

¢ RxM">M"

(t, p) = 4 (P)

Doniisiimii

(1) V teR icin, ¢ : P— ¢ (P) diffeomorfizm,

(2) vV t,seR ve PeM" igin, ¢, (P)=d(4(P)),

sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M" nin diferensiyellenebilir bir 1—parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.13. M" bir

lizere, X

ile gerilmis lokal doniisiimli bir 1—parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K

bir tensor alant ve peM" igin,

1
(LK), = lim = K, = (4K), ]

seklinde tanimlanan L, K doniisiimiine X ydniinde K nin Lie tiirevi denir ve L, K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

12
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Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alani

yoniindeki Lie tiirevi igin,
(1) L, (Y®Z)=(L,Y)®Z+Y ®(LyZ), (Y,Z herhangi tensdr alanlar)
(2) n,f=X(f), (f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)
(3) L,V =[X,V], Veyx(M")

ozellikleri gegerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.14. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektdr alani igin,

L, g =0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alani denir (Yano ve Kon 1984).

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLAR

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tammm 2.2.1. M, (2n+1)—boyutlu bir manifold, ¢,&,17 da M iizerinde, sirasiyla,
(1,1)—tipinde bir tensdr alani, bir vektor alan ve 1 -form olsunlar. Eger ¢,&,n icin,

M ?™* {izerinde herhangi bir vektor alanm1 X olmak iizere,

n()=1

2.3
#°X ==X +n(X)é &3

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢,&,7) icliisine M?" {izerinde bir hemen hemen

degme yap1 ve bu yapr ile birlikte M?"" ye bir hemen hemen degme manifold denir
(Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.2. M*™ | (¢,&,7) hemen hemen degme yapst ile verilsin. M " {izerinde

bir g Riemann metrigi,

13



n(X)=9(X,%),

2.4
g(#X,4Y) =g(X,Y)-n(X)n(Y) ¢4

- oy 2n+1 . . - .
sartlarini sagliyorsa @ metrigine M  {izerinde hemen hemen degme metrik,

(#,£,m,9) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢,&,77,09) yapist ile M2an+t

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonu¢ 2.2.1. M*™ | (4,&,17,9) hemen hemen degme metrik yapsi ile verilsin. Bu

durumda,

9(#X,Y) =—g(X, 4Y) (2.5)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.3. M*"" i{izerinde bir hemen hemen degme metrik yapist (¢,&,7,g) olmak

lizere,
O(X,Y)=9g(X,¢Y) (2.6)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2—formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.4. (M",g) bir Riemann manifold ve x,X,....,x. M" nin lokal
koordinatlar1 olsun. W:\/@dxl/\dx2 A...Adx ve g(x)>0 ise wye M" iizerindeki
bir hacim form denir. Burada dx,, M" iizerindeki kotanjant uzayda 1—formlar ve |g|,

M" {izerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanmm 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir hacim form

mevcut iseM" ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

14



Sonug 2.2.2. ® temel 2—formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla n A®" =0

dir. Boylece Tanim 2.1.2.5. geregince (M",¢,&,77,9) hemen hemen degme metrik
manifoldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanmm 2.2.6. M" bir C” manifold olsun. Eger w 1—form ise, keyfi X,Y vektor

alanlari i¢in,
2dw(X,Y) = X (W(Y)) =Y (W(X)) -W X, Y]
dir. Eger w, 2 -form ise,

3dw(X,Y,Z) = X (W(Y,Z))+Y (W(Z,Y)) + Z(W(X,Y))
_W([X ,Y],Z)—W([Y,Z], X)_W([Z! X]’Y)

dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M*™ ¢,&,n,9) bir hemen hemen degme metrik manifold ve

V Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektor alanlart igin,
(i) (Vx@)Y,Z)=9(Y,(V<$)Z)

(il) (V@)Y 2)+ (V@)Y ,Z) =nZ)(V )Y —1(Y)(V )2
(i) (Vim)Y =9(Y, V&) = (V D)(&.4Y)

(iv) 2dn(X,Y)=(V,n)Y —(Vy7)X

(v) 3dO(X,Y,2)= & (V,D)Y,2Z)

esitlikleri gecgerlidir. Burada X€yr)z , X,Y,Z vektor alanlar1 tizerinden alinan devirli
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toplam gostermektedir.

Ayrica, { X;,¢X;,&} 1=1,2,...,n olmak iizere, M*"*" nin agik bir alt ciimlesi iizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, ¢ operatorii

n

== 1V X, + (Ve P }

i=1
seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tamm 2.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M" nin her p

noktasi icin J?=—1 olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir J endomorfizmasi

mevcut ise, 0 zaman M" iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi
ad1 verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapsi (¢,&,7,9) ile verilsin. O zaman,

M xR {izerinde herhangi bir vektor alani

d
(X,fa)

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alan; t, SR nin bir

koordinat ve f, M xR iizerinde bir C* fonksiyondur.

M ftizerinde (¢,&,77,9) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M xR

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
d d
JX, f =)= X -1.5 n(X)—
(X, 10 (¢ ¢ n(X) dtj

bigiminde tanmimlanir. Kolayca J* =—1 elde edilir (Yano ve Kon 1984).
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Tanmmm 2.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M" {izerinde

(L,2) —tipli bir tensor alan1 F olsun. vV X,Y € (M) igin,
N, (X,Y)=F?[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]
seklinde tanimli N_ tensér alana F tensor alanina goére Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).

J, M" lizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M"
tizerinde J tensOr alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (X,Y) JP[X,YT+[IX,IY]-I[IX,Y]-I[X,IY]
X, Y]+[IX,IY]-I[IX,Y]-I[X,IY]

seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.9. (M*",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, =0 ise

J doniistimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.10. Eger M xR iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve

Kon 1984).

Onerme 2.2.2. M {izerinde (¢,&,77) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul

N, +2d7n®& =0

esitliginin saglamasidir. Burada N,, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

¢1

tensoriidiir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.11. (M?",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M*" iizerinde her
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X,Y vektor alanlart igin,

g(IX,JY)=g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tamim 2.2.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y vektér

alanlart igin,

Q(X,Y)=9(X,JY)

esitligi ile tanimlanan QQ 2 —formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2 —formu

denir. Eger dQQ=0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yapi denir. Bu yap1 ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kachler manifoldu denir. Bir Kaehler yapr ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmas1 ig¢in gerek ve yeter kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir

(Blair 2002).

Tamm 2.2.13. (M 2”+1,¢, £,m,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yap1

d® =0(¢, kapahdir), dr7 =0 (77, kapalidir)

sartlarmi sagliyorsa M *™™ manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik
manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M*,4,&,1,09), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M ?™* manifoldunun bir kosimplektik manifold olmas: i¢in gerek ve yeter kosul V@

ve V7 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).
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Yardmcr Teorem 2.2.1. (M*", #,&,1m7,9) bir hemen hemen degme manifoldu olsun.

Eger ® 2—formu kapali ise,

(Vi @)(@Y,Z)+(V, )Y, Z) - n(X) [dn(gY,Z) +dn(Y,$Z)]
+17(Y)[ dn(#Z, X) =3 (L..9)(Z,$X) |+n(Z) [dn(X,¢Y) —dn(#X,Y)] =0

esitligi saglanir (Olszak 1981).

Yardimei Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold {izerinde
(Vix D) (@Y) + (Vi) (V) =1(Y)V jx & =0

esitligi gecerlidir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.1. (M,J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M,
(2n)—boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yapt ve M*" iizerindeki

Riemann metrigi G olmak tiizere,

J2=—1, G(X,Y)=G(IX,JY)

esitlikleri gecerlidir. M 2" {izerindeki temel 2—form
Q(X,Y)=G(X,JY)

seklinde tanimli olup, dQQ =0 dir.

R reel dogru ve g, bir Riemann metrigi olsun. ‘R lizerinde &, sifirdan farkl bir vektor

alanive 7,
9o (X, &) =17,(X)
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olacak sekilde bir 1—form olsun. Boylece M =M¥ xR carpimi manifoldu tanimlidir.

(X, X,), V iizerinde tanimli vektdr alanlari olsunlar. Burada X,V ¢arpim
manifolduna dik olan vektor ve X, ise R dogrusuna dik olan vektordiir. ¢ (1,1)—tipli

bir tensor alan1 £ bir vektor alan1 (£ #0) ve  1—formunu
P(X,, Xy)=(IX,0), £=(0,&), n(X,X,)=1,(X,)
seklinde secelim. Ayrica, M iizerinde tanimls g metrigi

g=G+g,

seklindedir. Boylece (M',¢,r§,77,g) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde
edilir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.2. E* Kaehler manifoldunun 3—boyutlu bir reel hiperkiiresi S* olsun. E*

de S® bir birim normali C olmak iizere E* iin hemen hemen kompleks tensor alan1 J

J: E*>E*
IC=—¢

biciminde tanimlansin. Ozaman ¢, S® lizerinde bir birim vektor alani olur. Yani
e ;((83) dir. S%e teget her bir X vektdr alani icin 7(X) =g(X,&) olmak iizere 7

1—formu iyi tanimhidir. Ustelik 77(¢) =1 dir. Diger yandan,
IX =¢X +n(X)C
esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gére Vp=(p,, p,, Ps P, ) €S°

i¢in;
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00 -10

J_{o —|2}_00 0 -1
l, 0] |10 0 O
010 0

yapist yardima ile;

J(C(p) =I(Py, Py P Py ) =(=P3, =P, Py P,) =&

elde edilir. Burada;

P;
Py
5 =
P
-Pp,
dir.

Simdi g(X, &)< igin;

X Ps Ps

X P, P,
9(X,&)é=<| *|, >

X3 - p1 pl

X, P, P,
oldugundan,

Ps
Py

g(X,§)§=(x1p3+X2p4—X3p1—X4p2)

1

—P,

elde edilir. Boylece;
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ﬂ,z(xlp3+X2p4—X3pl—X4p2)

olmak tizere;

9(X,8)=4¢

esitligi elde edilir. Ayrica,

HpX) = I(X) -n(#X)C

P(@X)=I(IX =1(X)C) —n(IX =n(X)C)C

=X Py

=% P,
=J( —Al " )-9(IX -n(X)C,&)C

X Ps

X, P4
XA | [ x=Ap || s | [ By
_ —X2+2,p4 _< —X4—ﬂ,p2 P, > P,
_X3_ﬂ’pl _X1_/1p3 , —P Ps
__X4 -4 P, =X -4 Py ) Py

X | | AP =[(% = AP) P+ (X, = AP,) Py + (X + APs) Py + (X, +AD,) P, | Py
Xy | | APy =[(X = AP) Py + (X, = AP,) Py + (X + AP3) P+ (X, +AP,) P, | P,

=X _ﬂ“pl_[(XS_ﬂ“pl)p3+(X4_APZ) p4+(Xl+ﬂ'p3) pl+(X2 +ﬂ*p4)p2] Ps
=X _ﬁ*pz _[(X3_2‘p1) p3+(X4—/1p2) p4+(X1+/1p3) p1+(X2 +;Lp4)p2] P,

dir. O zaman
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X Ps

X p
ppX)=—| *|+2| "

X3 —-P

X4 —P,
oldugundan

¢*X =-X+n(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

¢S =3&-n(S)C

oldugundan,
00 -1 0 p3 pl pl pl
0 0 0 -1

e Pa | [P |_|P2| |P2|_g
10 0 0 _pl p3 p3 p3
01 0 0 _pz p4 p4 p4

bulunur. Boylece;

n(¢X)=9g(gX,<)

=9(IX-n(X)C,5) =0

oldugu da acikg¢a goriiliir.

Sonug olarak (¢,&,77,9) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur (Blair 2002).
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2.3. ALT MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, alt manifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.3.1. M Riemann manifoldunun bir alt ciimlesi M olsun. M iizerindeki

metrik § olmak lizere,

j: MM
p—>j(p)=p

dahil etme donilisiimii i¢in p € M noktasindaki

Jlp

™M ->TM

ifte__
M >TM
tiirev ve ek doniisiimleri igin,
(o (@D, W) =G, (5. (V). . (W,)); Vv, w, eT M

esitligi ile tanimlanan j*gp =g, dontsimi M {zerinde bir metrik ise M ye M nin

bir Riemann alt manifoldu denir (O'neill 1983).

Tammm 2.3.2. (M"™, §) Riemann manifoldunun bir Riemann alt manifoldu (M",g)

olsun. V ve V sirasiyla, M" ve M™" manifoldlarmm Levi-Civita konneksiyonlari

olsun. O halde, Gauss ve Weingarten esitlikleri, sirastyla,

V.Y =V, Y +B(X,Y) (2.7)
V,N=-AX+V,N (2.8)
seklinde tamimlidir. Burada B ye M" nin ikinci temel formu denir ve N, M"
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tizerinde bir normal vektor alanidir. Eger V- X,Y € »(M") igin, B(X,Y)=0 ise M
manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

Ikinci temel form B ve A, sekil operatorti arasinda baza gére yazilim
d

B(X,Y) =2 9(AX.Y)N,
=1

esitligi elde edilir. Burada N, (y=1..,d) M" alt manifolduna dik olan vektor

alanlari, V de M" alt manifoldunun normal konneksiyonudur. Kolayca
g(AX,Y)=9g(B(X,Y),N))
esitligi elde edilir (Chen 1973).

Tamm 2.3.3. (M",g), (M™?,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

zaman,
1 n

H==>B(e.e)
Nz

seklinde tanimlanan H vektor alanmma M" nin ortalama egrilik vektor alan denir. Eger
H=0 ise M" alt manifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin
normuna M" nin ortalama egriligi denir. Burada {el,... e } M" {izerinde bir lokal

9+%n

ortonormal bazdir (O'neill 1983).

Tamm 2.3.4. (M™" §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M",g) olsun. Vv

XY € y(M") olmak iizere,

B(X,Y)=9(X,Y)H
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esitligi saglaniyorsa M" ye total umbilik alt manifold denir (Chen 1973).

Tamm 2.3.5. (M",g), (M™*,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. B

ikinci temel formu her X,Y,Z € »(M") igin, B nin X yo6niindeki kovaryant tiirevi
(VxB)(Y,Z) =V, (B(Y,Z))~B(V,Y,Z)~B(Y,V,2)

seklinde tamimhidir. VB (0,3)—tipli bir tensér alamidir ve M" alt manifoldunun

tglinci temel formu olarak adlandirilir. Ayrica, v ya Van der Waerden-Bortolotti

konneksiyonu adi verilir. Eger VB=0 ise M" alt manifoldu paralel ikinci temel
formludur denir (Chen 1973).

I S0 e .
B ikinci temel formunun V B ikinci kovaryant tiirevi

(V'B)(Z,W, X,Y) = (Vx VyB)(Z,W)
=V ((VvB)(Z,W)) = (VvB)(V, Z,W) (2.9)
~(VxB)(Z,V W)= (Vv,/B)(Z,W)

seklinde tanimlidir (Chen 1973).

Tamm 2.3.6. (M",g), (M™?,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

Zaman,

RU(X.,Y) =V, Vy =V, Vs =V (2.10)

seklinde tanimli  R"“ déniisimiine M" nin normal yondeki egrilik tensérii denir

(O'neill 1983).

(2.9) ve (2.10) esitlikleri yardimiyla
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(Vx VyB)(Z,W)— (Vv VxB)(Z,W) = (R(X,Y)-B)(Z,W)
=R*(X,Y)B(Z,W)-B(R(X,Y)Z,W)
—B(Z,R(X,Y)W)

esitligi elde edilir. Burada R, v konneksiyonuna gore egrilik tensoriidiir (Chen 1973).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarinin bir alt sinifi olan hemen
hemen kenmotsu manifoldlar ele alinarak integral alt manifoldlart Kaehler olan hemen

hemen kenmotsu uzay formlar tanitilmigtir.

3.1. HEMEN HEMEN KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu kisimda oncelikle hemen hemen kenmotsu yapilar tanitilarak, gerekli literatiir bilgisi

verilmigtir.

Tanmm 3.1.1. (M,¢,&,17,09),  (2n+1) —boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Herhangi vektor alanlar icin, M *"* iizerinde

dn=0, dd=27 A D

esitlikleri saglaniyorsa M ™" ye hemen hemen kenmotsu manifold denir. (Kenmotsu
1972)

Yardimer Teorem 3.1.1. M*™" manifoldunun bir (4,&,7,g) hemen hemen degme

metrik yapist i¢in,

20((V, #)Y,Z) =3dD(X,#Y,$Z)-3dD(X,Y,Z)

+g(ND(Y,Z),6X)+ NP (Y, Z)n(X) (3.1
+2dn (Y, X)n(Z) —2dn(4Z, X)n(Y)

dir. Burada N® N tensor alanlari, sirasiyla,

N“’(X,Y)zN¢(X,Y)+2d77(X,Y)§ (3.2)
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N@(X,Y)= (L)Y — (L) X (3.3)
dir (Blair 2002).

Onerme 3.1.1. (M*,4,&,17,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlar igin,

hX =4 (L,#)X, h(£)=0 (34)
V.E=0, V,4=0 (3.5)
(goh)X +(heg)X =0 (3.6)
iz(h)=0 (3.7)
h=0VE=—¢

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007), (Kim ve Pak 2005).

Onerme 3.1.2. (M*,¢,&,1,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlar igin,

V& =—¢*X —ghX (3.8)
(Vi)Y =9(X,Y)+n(X)n(Y)+g(4Y,hX) (3.9)
h=0oVE=—¢ (3.10)

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007), (Kim ve Pak 2005).
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Ispat: (Pastore ve Dileo 2007) ve (Kim ve Pak 2005) deki islem adimlari takip edilerek

sonugclar kolaylikla bulunabilir.

Yardimer Teorem 3.1.2. (M*" ¢, & 1,9) bir hemen hemen degme manifold olsun. O

zaman, her X vektor alani i¢in,

(V.h)og+go(V.h) =0

esitligi gecerlidir (Blair 2002).

Onerme 3.1.3. (M*,¢4,&,1,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, V  X,Y € (M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu

(Vx@)Y +(Vyx@)PY =-n(Y)pX —n(Y)hX —29(X, 4Y)S (3.11)

esitligini saglar (Kim ve Pak 2005).

Ispat. Nijenhuis tensor alan1 kullanilarak direkt hesaplamalarla,

SN(X,Y)+N(gX,Y) =2n(X)hY, (3.12)
ve
n(N(#X,Y)) =0. (3.13)

elde edilir. (3.1) den
20((Vy#)Y.Z)=29(a(#X.Y)E=n(Y)pX,Z) +g(N(Y,Z),$X)

seklinde olup (3.12) ve (3.13) kullanilarak ispat tamamlanir.
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Tamm 3.1.2. M" bir C* manifold olsun. Keyfi bir peM" noktasi igin T, M" nin

r —boyutlu altuzay1 (r <n) D ve D_ nin bir koleksiyonu D:{Dp} olmak tizere, p

p
noktasini ihtiva eden M" nin bir U agik altciimlesi lizerinde C” sinifindan lineer

bagimsiz {Xl,...,Xr} vektor alanlart U nun her geM" noktasinda hala D, nin bir

bazi oluyorsa D ye M" iizerinde bir r—boyutlu dagilm ve {X,,...,X,} ciimlesine

r

U iizerinde D i¢in bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tanmm 3.1.3. M" bir C” manifold ve M" nin bir r—boyutlu dagilmi D olsun. M"

ol ol

Ox 17" o,

nin bir haritast X=(X,X,...,X,) olmak iizere, { } ciimlesi D dagilimi igin bir

baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M" nin her
noktasinda tanimli olan D dagilmi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tanim 3.1.4. M" bir C* manifold, M" nin r —boyutlu baglantili alt manifoldu N ve
M" nin bir r — boyutlu daglimi D olsun. Her peN igin, D, =T,N ise N ye M"

nin r —boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.4. M" bir C* manifold ve w M" iizerinde C” bir 1—form olsun. M"
nin her peM" noktasi i¢in n=boy(kerw,)=r sabit ise kerw, M" iizerinde bir

I —boyutlu daglimdir (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.1. (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r —boyutlu

dagilimi D olsun. D dagilimmin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kosul her

X,Y €D igin [X,Y] €D olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.5. M" bir C* manifold, w M" iizerinde C* bir 1—form ve her peM"
noktast igin n=boy(kerw )=r sabit olsun. Bdylece D:{kerwp : peM”}

dagiliminin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kosul her X,Y ekerw ig¢in

dw(X,Y) =0 olmasidir (Sharpe 1997).
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Uyann 3.1.1. (M*™,4,&,1,9), bir hemen hemen kenmotsu manifold olsun. Her
peM®™  icin, D, =kern, :{X eT,M : n(Xp):O} ve Dz{Dp} olmak iizere,
boy(D,)=2n oldugundan Onerme 3.1.4. geregince D M?*" nin bir 2n—boyutlu

dagilimi olur. Diger yandan, M """ bir hemen hemen kenmotsu manifold oldugundan

d7=0 olup, Onerme 3.1.5 yardimiyla D dagilimi integrallenebilirdir. Béylece D

dagilimina 2n-—boyutlu integral alt manifoldlar karsilik gelir.

Teorem 3.1.2. (M*™,¢,&,n,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h=0
olsun. O zaman, M """ manifoldu M'><fz N®" olacak bir sekilde lokal bir katl1 carpimla

ifade edilir. Burada N2" bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinati ile verilen

acik aralik M ve bazi pozitif sabitleri i¢in 2 =ce” dir (Pastore ve Dileo 2007).

Onerme 3.1.9. (M* ¢,&,n,9), D degme dagiliminin integral alt manifoldlar
Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. O zaman, M*""*
nin Kenmotsu manifold olmas igin gerek ve yeter kosul V& =—¢” olmasidir (Dileo ve

Pastore 2007).

Ispat. Herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, N +(X,8)=2¢hX esitligi yazilir. Bu

nedenle, yapmin normal oldugunu kabul edersek Y €D igin, h(Y)=0 elde edilir.
h(&) =0 oldugundan h=0 bulunur ve (3.7) ifadesi V& =0 esitligini gerektirir. (3.7)
ifadesi yardimiyla eger VE=0 ise h=0 dir. O halde, keyfi X vektor alanlari i¢in
N,(X,&)=0 dir. J, hemen hemen kompleks yap1 olsun. Bu durumda her X,Y €D

igcin. N,(X,Y)=N,; (X,Y)=0 dir. Béylece D dagilmnin integral alt manifoldlari

Kaehler yapidadir.

3.2. TENSOR ALANI OZELLIKLERI

Bu kisimda belli tensor kosullarini saglayan A ve h tensor alanlari incelenmistir.

Simdi, bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel esitlikleri verelim.
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Yardime1r Teorem 3.2.1. (M* ¢, & 1,9) bir hemen hemen Kenmotsu manifold
olsun. M*™ iizerinde (L1)—tipli A ve h tensor alanlari, sirastyla, A=-VE& ve
h=3L.¢ seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X,Y vektor alanlari igin,
(i) A ve h simetriktir,
(i) Ag+pA=-2¢,
(iii) noA=0, noh=0,
(iv) h=Aog+g,
(v) hA+ Ah=-2h,
(vi) Iz(A)=-2n
(vii) Iz(pA) =0
esitlikleri saglanir (Olzsak ve Dacko 1998).

Ispat. (i) M?®" iizerinde herhangi X,Y vektor alanlart igin,

g(AX,Y)=g(¢*X +¢hX,Y)
=—-0(¢X,4Y)—-9(X,hgY)

=g(¢°Y, X)+g(ghY, X)
— g(AY, X)

dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X =¢& igin AE=¢’E+¢hE =0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensoér alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.
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(i) A tensdr alaninin Ozellikleri gozdniine alindifinda Ag=—¢@+(gh)g ve

PA=—p+p(ph) esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
A+ pA=—-2¢ esitligi bulunur.

(ii) A tensor alanimin tanimmdan

(70 A)X =n(AX)
=g(-V<,9)
= g(xivgcf)zo

bulunur. Benzer sekilde 7, h=0esitligi L Lie tiirev operatoriiniin tanimi kullanilarak

elde edilir.

(iv) (3.3) esitliginden Agp=—g+h dir. Burada h tensdr alani gekilerek h=Ag+¢

elde edilir.

(v) hA ve Ah bileske tensor alanlar
hA=hg? +hgh, Ah=gh -+ gh’

seklinde bulunur. Boylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak hA+ Ah=2¢°h

elde edilir.

(vi)- (vii) A ve @A tensér alanlarinin izleri alinir ve (3.7) esitligi kullanilirsa (Vi) ve

(vii) siklart elde edilir.

Onerme 3.2.1. Bir hemen hemen Kenmotsu manifoldun D dagiliminin integral alt
manifoldlariin Kaehler yapida olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y vektor

alanlari igin,

(Vx9)Y ==0(AX,Y)S +1(Y)pAX (3.16)
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dir. Burada AX =¢°X +¢hX olarak almmistir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

3.3. EGRILIK OZELLIKLERIi

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik 6zellikleri incelenmistir.

Onerme 3.3.1. (M*™ 4,&,17,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, M " {izerinde herhangi vektor alanlart X,Y igin,

R(X,Y)& =[n(X)Y =n(Y)X]-[n(X)ghY —n(Y)ghX]
+(V, gh) X —(V, gh)Y (3.17)
= (V,A)X —(V, A)Y

esitligi saglanir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

Ispat. R Riemann egrilik tensorii tanimi ve (3.8) esitligi gozoniine alinirsa,

R(X,\Y)S = vavg_v\(vxg_v[x,v]é
= Vi (=¢%Y —¢hY) -V, (-¢°X —¢hX)
—(—¢2[X,Y]—¢h[X,Y])
= Vv, AX —VXAY+A[X,Y]
= (VY A)X _(VXA)Y
elde edilir.

Onerme 3.3.2. (M*" ¢,&,1,9), bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Bu

durumda,
R(X,&)E = ¢° X +2¢hX —h*X +¢(V.h)X (3.18)
(V)X =—gR(X,&)E - ¢X —2hX —ph*X (3.19)
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R(X,£)E - gR($X, )& =2(4"X —h*X) (3.20)
S(X, &) ==2nn(X) - (div(gh)) X (3.21)
S(&, &) = (1) = {2n+trace(h?)] (3.22)
esitlikleri gegerlidir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

Ispat. V=0 ve (3.16) ifadeleri kullanilarak (3.18) bulunur. (3.18) esitligine ¢

uygulanir ve g((Vgh)X,f):O oldugu gbzoniine alinarak (3.19) elde edilir. (3.20)

ifadesi (3.18) den kolayca bulunur.

Ozdegerleri {1, =0, 1, — 1} olan h nin  Ozvektorlerinden  olusan

{E, =¢, E;, E,.; =¢E;} vyerel ortonormal bir ¢—baz1 almabilir. (3.17) esitliginden,

2n+1 2n+l

> 0(R(E.Y)E.E) == a((Ve )Y E) (3.23)

yazilabilir. Bu sonug¢ (3.21) ifadesini verir. Son olarak, (3.21) esitliginde Y =¢
alinarak, (3.22) elde edilir.

Tanmm 3.3.1. M, R egrilik tensoriine sahip bir degme manifold olsun. «, T,M

tanjant uzaymnda 2-—boyutlu bir diizlem olmak iizere, ¢—holomorfik kesit egriligi

K(a,P)=R(X,¢X,¢X, X) seklinde tanimlanir.
3.4. INTEGRAL ALT MANIiFOLDLARI KAEHLER OLAN HEMEN HEMEN
KENMOTSU UZAY FORMLARI

Bu kisimda, integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen Kenmotsu manifoldun
uzay form olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar

orjinaldir.

36



Yardimar Teorem 3.4.1. (M*", ¢,& 1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda,

R(X,#Y)Z —R(X,Y)Z =n(Y)R(E, X, Z) +g(AZ, pX)AdY —g(AZ, Y ) AgX

3.24
—9(AZ, X)AY +g(AZ,Y)AX —=n(X)R(S,Y, Z) +n(X)n(Y)R(S, S) (324

dir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

Yardima Teorem 3.4.2. (M*™ ¢, & 1n,9), integral alt manifoldlar1 Kachler olan

hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda,

R(X,Y)4Z —gR(X,Y)Z = g(AX,¢Z)AY — g(AY, $Z)AX — g(AX,Z)pAY
+g(AY,Z)gAX +n(Z)¢((Vx A)Y = (Vy AX)+9(V AY = (V, A) X, ¢Z)&
= g(AX,4Z)AY —g(AY,$Z)AX — g(AX, Z)PAY +g(AY,Z)pAX
-n(Z2)p(R(X,Y)E) - g(R(X,Y)E, 92)E

(3.25)

dir.

Yardimar Teorem 3.4.3. (M*™ 4,£,n,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan
7.9 g

hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Eger,

P,(X,Y)=(V,gh)X —(V,gh)Y (3.26)

P(X,Y)=(V,h)X —(V,h)Y (3.27)

olarak tanimlanirsa,

P,(X,Y)=¢P(X,Y)

#P,(X,Y)=—P(X,Y)+2g(hX,ghY)¢&

P¢(X,Y):—P¢(Y,X)
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esitlikleri saglanir.

Ispat. (3.25) ve (3.26) esitlikleri kullanilarak ispat kolayca elde edilir.

Yardima Teorem 3.4.4. (M*™ ¢, & n,9), integral alt manifoldlar1 Kachler olan
hemen hemen Kenmotsu manifold ve M " in sabit ¢—holomorfik kesit egriligi H

olsun. M in sabit ¢—holomorfik kesit egriligine sahip olmas igin gerekli ve yeterli

kosul,

48R(X,Y,Z,W)=12(H +3)[g(X,W)g(Z,Y)-g(X,Z)gW,Y)]
~12(H +1)[7(X)n(W)g(Z.Y)+n(Y)n(Z)g(X,W)
+29(X,#Y)9(Z, M) -1 (Y)n(W)g(X,Z)=n(X)n(Z)gW,Y |
+12(H -1)[g(X,4Z)gW,¢Y) - g(X,dW)g(Z, 4Y |
~12g(AX,#Z)g(AY, M) +12g (AW, pX )g(AZ, #Y)
~129(AZ,$X)g(AW, @Y ) +12g(AX, ) g(AY, ¢Z)
+24g(AX,Z)g(AW,Y) —24g(AX ,W)g(AZ,Y)
~249(AX,Z)gW,Y)+247(Y ) (W) g(AX,Z)
+249(AX,W)Q(Z,Y) 241 (Y )7(Z) g(AX,W)
+249(AZ,Y)g(X W) —247(X)n(W)g(AZ,Y)
~249(X,Z)g(AW,Y) +24n(X)n(Z)g(AW,Y)
+4817(X)P,(Z,W,Y) +487(Z)P,(X,Y,W)
—487(W)P,(X,Y,Z) - 487(X)n(W)P,(Z,&,Y)
~487(X)n(Z)P,(£,W,Y) - 487(X)n (Y)P,(Z,W, &)
~4837(Y)P,(Z,W, X) +487(Y)n (W) P,(Z, &, X)
+487(Y)1(Z) P,(£,W, X) +487(X)n(Z ) P,(£,Y W)
~48n(X)n(W)P,(&,Y,Z)—487(X)n(Z) g(ghY, W)
+487(X )17 (W) g(ghY,Z) +487(Y)1(Z) g(ghX W)
~48n(Y)n(W)g(ghX,Z) - 72n(X)n (W ) g(Y,2)
=72n(Y)n(Z)g(X, W) +72n(Y)n(W ) g(X,Z)
+72n(X)n(Z)9(Y,W)

olmasidir.
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ispat. Her X,Y,Z eD olmak iizere, ¢ —holomorfik kesit egriligi tanimi1 kullanilarak,

g(R(X,$X)X,¢X )=—-Hg(X,X )’
yazilabilir. (3.24) den

R(X,4Y, X, 4Y) =R(X,4Y.Y,0X) +g(AX,¢X)g(AY,4Y)
—g(AgY,pX)g(AX,Y)+g(AdY,#Y)g(AX, X)
—9(AgY, X)g(AX, ¢4Y)

ve

R(X,¢X,Y,$X) =R(X, X, X,4Y)—2g(X, X)g(AX,Y)
+2g9(AX, X)g(X,Y)-2g(AX,¢X)g(X, 4Y),

elde edilir. (3.28) esitliginde X yerine X +Y alinirsa,

—H[2g(X,Y)*+29(X, X)g(X,Y)+2g(X,Y)g(Y,Y)+g(X, X)g(¥.Y) |
=1(GR(X +Y,#X +gY) (X +Y), X +4Y )+ 3H (g(X, X)* +g(Y,Y)?)

oldugu goriiliir. (3.24) esitliginden,

~H[2g(X,Y ) +29(X, X)g(X,Y) +2g(X ,Y)g(¥,Y) +g(X, X)g(¥,Y)
= R(X,¢X,Y,6X)+R(X,6X, X,8Y) +R(X,6X,Y,gY)

FROK, Y, Y, 8X)+R(Y, XY, 8Y) +R(X, 4Y.Y, 6Y)

FL[R(Y, $X,Y,6X)+R(X, Y, X, 4Y)]

olup, (3.30) esitligi ve Bianchi 6zdesligi kullanilarak
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~H[2g(X,Y)"+29(X, X)g(X,Y) +2g(X,Y)g(¥,Y)+g(X, X)g(¥,Y)]
—R(X, X, Y,8X)+R(X, X, X, ¢¥) +R(X, 6X,Y, ¥ ) +R(X,4Y,Y,¢X)
FROY,GX.Y,4Y)+ RO, 4Y. Y 4Y) + 5[ g(APX, X )g(AY,Y) ~ gAY, ¢X)*

g(ABY , #Y)Q(AX, X)+g(AX,gY)’ |

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilarak esitlik,

“H [2g(x,\()2 +29(X, X)g(x,Y)+2g(x,Y)g(Y,Y)+g(x,X)g(Y,Y)]

=2R(X,¢X, X,9Y)—-29(X, X)g(AX,Y)+29(AX, X)g(X,Y)
—29(AX,¢X)g(X, oY) +2R(X,aY,Y,¢X)+R(X,Y,oX,4Y)
+2R(Y,aY,Y,¢X)—-2g(AX,Y)g(Y,Y)+2g(AY,Y)g(X,Y)
—29(AY,8Y)g(Y,pX)+R(X,¢Y, X, 4Y)

+4[ gAY, Y)g(ABX,$X) gAY, $X)* — g (AX, X)g(AgY , #Y)
+g(AX,gY)’ |

sekline doniisiir. (3.25) ve (3.29) ifadelerinden,

2R(X,$X, X, @Y ) +2R(Y, XY, 4Y) +3R(X,4Y,Y,4X)
+R(X,Y, X,Y)+1[2g(AX,$X ) g (AY,¢Y)-2g(AX,¢Y)g(AY,¢X)
—2g(AX, X)g(AY,Y)]+4g(AX,Y) +4g(AX,Y)g(X,Y)-g(AX, gV )’
+29 (AX,¢X ) g (AY,4Y ) —4g(X, X)g(AX,Y) +4g(AX, X)g(X,Y)
—4g(AX,¢X)g(X,4Y)—4g(Y,Y)g(AX,Y)+4g(AY,Y)g(X,Y)
—4g(AY,gY)g(Y,sX)+g(AY,Y)g(AFX,4X)

~g(AY,¢X ) —g(AX, X)g(AgY,4Y)

=—H|2g(X,Y)"+29(X, X)g(X,Y)+2g(X,Y)g(¥,Y)+g(X, X)g(¥.Y) |

(3.31)

elde edilir. (3.31) de Y yerine —Y yazilir ve bulunan esitlik. (3.31) ile toplanirsa
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BROX,Y,Y,9X)+R(X,Y, X,Y)==H| 29 (X,Y) +g (X, X )g(Y.Y)]

29 (AX,$X) g (AY,§Y)+g(AX,4Y ) g (AY,4X )+2g(AX, X )g(AY,Y)

29 (AX,Y ' +2g(AX, X)g(¥,Y)—2g(AX,Y)g(X,Y) (3.32)
+3[~g(AY,Y)g(ApX,#X )+ g (AX,X) g (AHY,4Y)

+9(AY,¢X ) +g(AX,4Y)" |

elde edilir. (3.32) esitliginde Y yerine @Y alinarak

~H[2g(X,#Y ) + 9 (X, X)g(gY.4Y)]|
=-3R(X,Y,4Y, X )+R(X, 4, X, )
—29(AX,#X)g(AgY,Y)+g(AX,Y)g (A ,¢X)
—29(AX, X ) g(AgY,¢Y )—2g(AX, X)g(Y,Y)

129 (AX, Y )’ =29 (AX, Y ) g (X, )

+3[ 9 (AFY.9Y ) g (APX . ¢X)
—g(A¢Y,¢X)2—g(AX,X)g(AY,Y)—g(AX,Y)ZJ
=3R($X, Y, X,Y )+ R(X, 4, X, 4Y)
—29(AX,$X ) g (AY,4Y)-2g(AX, X ) g (AgY,gY)
+9(AX,Y)g(AgY, X )+2g (AX,gY )’

—29(AX, X)g(Y,Y)+2g (AX,4Y g (X,4Y)

+3[ 9(ABY,9Y ) 9 (APX,#X )~ g (AGY ,#X )
~g(AX,X)g(AY.Y)-g(AX,Y)'| (3.33)

yazilabilir. (3.25) ve (3.29) esitlikleri (3.33) ifadesinde kullanilarak,

=3R(X,Y,X,Y)+R(X,4Y,Y,¢X)

+2g (AX,#X ) g (AY, Y )-3g(AX,¢Y ) g (AY,¢X)
~Zg(AX,X)g(AY,Y)+5g(AX,Y)’

~g(AX, X )g(AgY,4Y)+g(AX,pY)

—29(AX, X)g(Y,Y)+29(AX,4Y)g(X,4Y)

+3[ 9(APY,9Y) 9 (APX,#X) - g (APY #X ) |

(3.34)
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bulunur. Bu son ifadede (3.32) kullanilarak,

=BR(X,Y, X,Y)=ER(X,Y, X, Y) =4[ 2g (XY ) +g (X, X )g(Y.Y)]
£g(AX, X )g(AY, 4 )—Eg(AX,4Y)g(AY,4X)-Lg(AX,X)g(AY,Y)
Lg(AX,Y) +Zg(AX,gY ) —4g(AX, X)g(Y,Y)+2g(AX,4Y)g(X,4Y)
g(AX,Y)g(X,Y)-1g(AY,Y)g(AsX,¢X )+1g(AY,$X)’
g(AX,X)g(APY .Y )+4| g (AFY.4Y )0 (ApX #X)-g(AgY . 4X)’|

+

_l_

6
2
3
5
6

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler ile birlikte(alttaki diizeltilmedi)

8R(X,Y,X,Y)

H{29(X.0Y ) +9 (X, X)g(4Y, 9 )+2g (XY ) +g(X,X)g(Y.Y)]
—4g (AX,$X ) g (AY, Y )+8g(AX,4Y)g(AY,¢X)
+Zg(AX,X)g(AY,Y)-Lg(AX,Y) —1g(AX,4Y )
+1g(AY,Y)g(ApX,pX)—-1g(AY,gX ) +2g(AX,X)g(ASY,¢Y)
=3[ 9(AY, 97 ) g (APX X )~ g (AY,4X )] (3.35)

esitligine ulasilir. (3.35) ifadesi, gerekli diizenlemeler ile

BR(X,Y,X,Y)=-3H|2g(X,g¥ )" +g(X,X)g(g¥.,#Y)]

+H[29 (XY ) +9(X, X)g(Y.Y) |49 (AX,#X ) g (AY,gY)

189 (AX,4Y ) g (AY,¢X )+Zg(AX, X )g(AY,Y)

+4g(AX, X)g(Y,Y)+2g(AX,Y)g(X,Y)-6g(AX,4Y)g(X,4Y) (3.36)
~2g(AX,Y) ~Fg(AX,gY) +1g(AY.Y)g(APX,¢X)

~Lg(AY,pX) +2g(AX,X)g(AgY,g4Y)

-5 (A .0Y) g (AgX. 9% )~ g (APY X )’ |

Seklinde yeniden ifade edilebilir. (3.36) da X yerine X +Z alinirsa
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16R(X,Y, X,Y)+32R(Z,Y, X,Y)+16R(Z,Y,Z,Y)

= 2H[2g(X,Y )2 +49(X,Y)g(Z,Y) +29(Z,Y)?

+9(X, X)g(Y,Y)+29(X,Z2)g(Y,Y)+9(Z,Z)g(Y,Y)]
—6H[2g(X,#Y )2 +49(X,#Y)g(Z,4Y) +29(Z,¢Y )

+9(X, X)g(Y,Y)+29(X,Z)g(Y,Y)+9(Z,Z)g(Y,Y)]
~8g(AX,#X)g(AY, ¢Y)~8g(AX,4Z)g(AY,gY)
—89(AZ,¢X)g(AY,¢Y)-89(AZ,pZ)g(AY,4Y)
+16g(AX,#Y)g(AY,#X) +169(AX, #Y)g(AY, 4Z)
+16g(AY,#X)g(AZ,#Y) +169(AZ, #Y)g(AY, $Z)

+17g(AX, X)g(AY,Y)+34g(AZ, X)g(AY,Y)+17g(AY,Y)g(AZ,Z) (3.37)
~11g(AX,Y)2—22g(AX,Y)g(AZ,Y)-11g(AZ,Y)?
—Tg(AX,#Y)2—14g(AX,#Y)g(AZ,#Y) - Tg(AZ, 4 )?

+8g(AX, X)g(Y,Y)+16g(AZ, X)g(Y,Y) +89(AZ,Z)g(Y,Y)
+4g(AX,Y)g(X,Y)+4g(AX,Y)g(Z,Y) +4g(AZ,Y)g(X,Y)+4g(AZ,Y)g(Z,Y)
+g(AY,Y)g(AgX,9X)+29(AY,Y)g(APX,¢Z) + g(AY,Y)9(APZ,$2)
—g(AY,¢X)?—29(AY,¢Z)g(AY,$X)—g(AY,¢4Z)?

+5g(AX, X)g(AgY ¢,Y) +10g(AZ, X)g(AFY,#Y) +59(AZ,Z)g(ASY , #Y)
—12g9(AX, ¢Y)g(X,4Y) -129(AX,4Y)9(Z,9Y) -129(AZ,#Y)g(X, 4Y)
—129(AZ,¢Y)9(Z, Y ) —39(APY,4Y ) g(AgX, #X)

—69(APY, Y )g(APX,9Z) —39(AgY ,#Y)9(APZ, $Z)

+39(APY , 9 X )2 +69(AFY, #X)g(APY, $Z) +39(APY , pZ)

bulunur. Daha sonra (3.37) esitliginde Y yerine Y +W yazilarak ve (2.3) kullanilarak

16R(X,Y,Z,W)+32R(X,W,Z,Y)
+16R(X,Z,Y,W)=H[12g(X,Y)g(Z,W)
—129(X,4Y)9(Z, N )—24g (X, )g(Z,4Y)
~129(X,Z)g(Z,W)+12g9(X,4Z)g(Y,W)]

+39 (AX,¢Z) g (AY,¢W )—3g(AX,4Y )g(AZ,pW)
—12g(AX,4Z)g (AW, ¢Y )+12g (AX, Y ) g (AW, ¢Z )
—12g(AZ,¢X ) g (AY, W )+12g (AY,4X ) g (AZ,4W)
—39(AZ,4X) (AW, #Y )+3g(AY,$X)g(AW,¢Z)
+15g (AX,@W ) g (AY,¢Z)-15g (AX, W ) g (AZ,¢Y)
+99(AZ,¢Y ) g (AW, X )—9g (AY,4Z ) g (AW, ¢X)
+459 (AX,Z)g(AY,W)-45g(AX,Y)g(AZ,W)
+20 (APX,4Z) g (AY W )—-2g(AgX,4Y )g(AZ W)
+10g (AX,Z) g (AW, ¢Y )—10g (AX,Y ) g (AP, ¢Z )
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-9 (APX,¢Z) g (APY W ) +99 (APX, #Y ) g (ASZ, W)
+14(AX,Z)g(Y,W)-14g(AX,Y)g(Z,W)+2g(AZ,W)g(X,Y)

—69 (AX,#Y ) g ($Z,W)-12g(AX, N )g(Z,4Y )—67 (AZ,4Y )g(X, W)
—69 (AZ, W )g(X,4Y)—2g(AY,W)g(X,Z)+6g(AX,¢Z)g (Y, )
+69 (AY,4Z)g (X, )+6g(AY, MW )g(X,4Z)

esitligi elde edilir. Bianchi 6zdesligi kullanilarak, (2.3) den

48R(X,W,Z,Y)=H[12g(X,Y)g(Z.W)
—1Zg(X,¢Y)g(Z,M)—24g(X,WV)g(Z,¢Y)
—129(X,Z)g(Y,W)+12g(X,¢Z)g(Y,pW)]

+39 (AX,¢Z) g (AY, W )-3g(AX,4Y ) g (AZ, W)
~12g(AX,4Z) g (AW, Y )+12g (AX,¢Y ) g (AW, ¢Z )
~12g(AZ,$X ) g (AY, W )+12g(AY,$X ) g(AZ,4W)
-39 (AZ,4X)g(AW, Y )+3g(AY,$X ) g (AW,42Z)
+15g (AX, AV ) g (AY,¢Z)-15g (AX, AW )g(AZ,¢Y)
+99 (AZ,#Y ) g (AW, X )-9g (AY,4Z)g (AW, $X)
+249 (AX,Z)g(AY,W)-24g(AX,Y)g(AZ,W)
+369(X,Y)g(Z,W)-369(X,2Z2)g(Y,W)
+14g(AX,Z)g(Y,W)-14g(AX,Y)g(Z,W)
+29(AZ,W)g(X,Y)-2g(AY,W)g(X,Z)
—69(AX,4Y )g(Z,#N )12 (AX, W )g(Z,¢Y)
—69(AZ,¢Y ) g (X, W )-6g(AZ, W )g(X,4Y)
+69(AX,¢Z)g(Y,WV)+6g(AY,¢Z)g(X,¢\N)

+69 (AY, W) g (X,4Z)-49(X,Z)g(AY,W)
+49(X,Y)g(AZ,W)-20g(Y,W)g(AX,2)
+20g(W,Z)g(AX,Y)-18g(X,Z)g(AY,W)
—-18g(AX,Z)g(Y,W)+18g(AX,Y)g(Z,W)
+189(X,Y)g(AZ,W)

(3.38)

elde edilir. X, M*"* {izerinde keyfi bir vektor alan1 olmak iizere,

X =XT+n(X)&
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yazilabilir. Burada X' e D dir. Vv X,Y,Z,W € ;((M) olmak tizere,

R(X,Y,Z,W)=R(XT,Y",Zz" W")

+(X)RE YT, ZT W) +7(Y)R(XT,E,ZTWT)

+Z)RXTYT,EWT) +nW)R(XT,YT,Z", &) (3.39)
+n(X)N(Z)R(E YT, EWT) +n(X)nW)R(E, YT, ZT, &)

+n(Y)n(Z)R(XT,&,EWT) +n(Y)nW)R(XT,E,Z7,8)

dir. (3.39) ifadesinde (3.17), (3.26), (3.27) Ve (3.38) esitlikleri kullanlarak

48R(X,Y,Z,W)=12(H +3)[g(X ,W)g(Z,Y)-g(X,Z)gW,Y)]
—12(H +D)[n(X)n(W)g(Z,Y)+n(Y)7(Z)g(X W)
+29(X,Y)9(Z, W) -1 (Y) (W) g(X,Z)-n(X)n(Z)gW,Y |
+12(H -1)[g(X,¢Z)gW,¢Y)—g(X,AV)g(Z,4Y |
—129(AX,¢Z)g(AY,dW)+129(AW,¢X)g(AZ,4Y)
—129(AZ,¢X)g(AW, oY) +12g(AX, W) g(AY,¢Z)
+249(AX,Z)g(AW,Y) —24g(AX,W)g(AZ,Y)
—24g(AX,Z)g(\N,Y)+2477(Y)n(W)g(AX,Z)
+249(AX,W)g(Z,Y)—24n(Y)n(Z)g(AX,W)
+24g(AZ,Y)g(X,W)—2477(X)n(W)g(AZ,Y)
—24g(X,Z)g(AW,Y)+2477(X)n(Z)g(AW,Y)
+487(X)P,(Z,W,Y) +481(Z)P,(X,Y W)
—4877(\N)P¢(X,Y,Z)—4877(X)77(W)P¢(Z,§,Y)
~48n(X)n(Z)P,(&W,Y)—48n(X)n(Y ) P,(Z,W,&)
—4877(Y)P¢(Z,W,X)+4877(Y)77(W)P¢(Z,§,X)
+4877(Y)77(Z)P¢(§,W,X)+4877(X)77(Z)P¢(.§,Y,W)
—48n(X)n(W)P,(&£,Y,Z)—487(X)n(Z ) g(ghY W)
+4877(X)77(W)g(¢hY,Z)+4877(Y)77(Z)g(¢hX,W) (3.40)
—~48n(Y)n (W) g(ghX,Z)—72n(X)n(W)g(Y,Z)
=72n(Y)n(Z)g(X,W)+72n(Y)n(W)g(X,Z)
+72n(X)n(Z)g(Y,W)

sonucuna ulasilir.

Yardimer Teorem 3.45. (M*™,4,£,n,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan
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hemen hemen Kenmotsu manifold ve M in sabit ¢—holomorfik kesit egriligi H

olsun. Bu durumda M ™" in Ricci ve skalar egrilikleri,

28(Y,2)=[(n+1)H J{g (Y.Z)-n(Y)n(2)}
+[1-3n]g(Y,Z)-[1+n]n(Y)n(Z)+[2-4n]g(4Y ,hZ)

+2n(Z)>P, (E;.Y.E;)-2n(Y)ZP,(Z,E, E) (3.41)
+20(Y)n(Z) 2P, (£.E. B ) 4P, (£.Y.Z)

=n(n+1)H —n[1-3n]-2Tr(h?) (3.42)

seklindedir.

Ispat. {E;}, (i=12,..,2n+1), M*™ iizerinde keyfi ortonormal baz vektorleri olmak

tizere, (3.40) ifadesinden (3.41) ve (3.41) ifadesinden de Tr(h) =0 oldugundan, skalar
egrilik (3.42) elde edilir.

Tamim 3.4.1. (M*",4,&,1,9), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan hemen hemen

Kenmotsu manifold olsun. Eger h tensor alani,

0

g((Vhy',z")
kosulunu saglyorsa, h tensor alanina 77— paraleldir denir.

Yardime1r Teorem 3.4.6. (M*" ¢, & 1,0), integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Eger h tensor alani, 77— paralel ise,

(Vi)Y ==n(X)[ 4IY +gY +2hY +gh°Y ]

3.43
—U(Y)(hx +¢h2X)—g(¢h2x +h)(,y)§ (3.43)
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saglanir.

Ispat.

0=g((V, MYT,Z7) = 0 (VMY =71 (Y) £, 2 -1(2) &)
=g((V,h)Y,Z2)-n(X)g ((v h)Y Z)-n(Y)g((Vxh)&,2)
=1(2)g((Vxh)Y.&)+n(X)n(Y)g((V0)E.Z)+n(Y)n(Z)g((Vxh)E.E)
+7(Z)n(X)g((V)Y,&)=n(X)n(Y)n(Z)g((V.h)é &)

ifadesinden

(o> (Vxh)Y,Z)=-n(X)g((V.h)Y.Z)-n(Y)g((V<h)& Z)

yazilabilir. (3.19) yardimiyla istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.4.1. (3.43) ifadesinden, V X,Y € (M) igin,

P(X,Y)=7(X)[4IY +¢¥ +hY]

—n(Y)[#IX +$X +hX]+2g(gh*X,Y )& (3.49
P, (X,Y) == (X)[IY +Y = ghY ]+ 7 (Y )[IX + X - ¢hX] (3.45)
(1,2) tipinde tensor alani, Q,(X,Y)

QX,Y) = (Vi h)Y +7(X)[ AIY +4Y +2hY +gh’Y | 2.6

+17(Y ) (X +¢h°X )+ g (gh*X +hX,Y )&

olmak iizere, Q, =0 kosulunu saglayan Kaehler integral alt manifoldlara sahip hemen

hemen Kenmotsu manifoldlarin uzayzi,
©={(M,p,&,n,9): Q =0}

seklinde tanimlansin.
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Yardimer Teorem 3.4.7. M** ¢ smifina ait bir manifold olsun. Ohalde h tensér

alaniin 6zdegerleri sabittir.

Yardimc1 Teorem 3.4.8. M?*"™ ¢ sinifina ait bir manifold olsun. Eger ¢— holomorfik

kesit egriligi, M nin her noktasinda, ¢—holomorfik kesitin se¢iminden bagimsiz ise,

¢ —holomorfik kesit egriligi ve egrilik tensorii V X,Y,ZW € y ( M ) i¢in,

4R(X,Y, Z W)—C[g(X W)g(Z, Y)—g(X,Z)g(\N,Y)]

—c[n(X)n(W)g(Z,Y)+n(Y)n(Z)g(X,W))
+29(x,¢v)g(z,¢W—n( )7 (W)g(X,2)

(3.47)
+c[9(X,9Z)gW,¢4Y) —g(X,AW)g(Z,¢Y |

—9(AX,4Z)g(AY, W) +g (AW, 9X)g(AZ, ¢Y)
—9(AZ,#X)g(AW, ¢Y) + g (AX, W)g(AY,4Z)
+29(AX,Z)g(AW,Y)—2g(AX,W)g(AZ,Y)

seklinde verilir.

ispat. Kabul edelim ki M*"*! manifoldu sabit ¢—holomorfik kesit egriligi H ya sahip
ve H ¢— holomorfik kesitin seciminden bagimsiz olsun. (3.43), (3.44) ve (3.45)

esitliklerini gozoniinde bulundurursak, (3.41) ifadesinden,

S(Y Z)‘z[(”+1 H]{ Z)=n(Y)n(2)}

1[5-3n]{g(Y n(Z)}+[3—2n]g(¢Y,hZ) (3.48)
+Tr(|)77(Y) (Z )+Zg(l Z)
=n(n+1)H +3Tr(I)-n(3n-5) (3.49)

elde edilir. (3.43) den ve (3.16) kullanilarak ve Yardimci Teorem 3.4.7. den,
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2(VyS)(Y.Z)=[(n+1) X (H) {g(Y.Z)-n(Y)n(Z)|
+[(n+1)H +5-3n [{g((V<@)Y.4Z)+ g (4. (Vx#)Z)}
+(6-4n)g((Vxp)Y,hZ)+(6—-4n)g(g4Y,(V,h)Z)
+2Tr(1){n(Z) g (Y. V&) +n(Y)g(Z.V(E)]
+4g((Vi1)Y.Z)

elde edilir, ki buradan

$2(Ve S)(Y.E ) =Z[(n+1)E (H)]{g(Y.E )-n(Y)n(E)}

+{(n+DH +5-3n]{-2n,(Y )} -(6-4n)Tr(h*)n(Y)

2T ()= {n(Y)g(E,.Ve }+Z4g(VEII) E) (3.50)
Y

n+1zE )(Y, ) (n+1)&(H)n(Y)
+z4g( Y,E,)

bilinen formiil yoluyla,

(Vy7)=2%(VeS)(X.E;)

oldugundan, her lokal ortonormal ¢at1 alan1 {E;}(i=12,...,2n+1) i¢in, (3.49), (3.50),

Yardimci Teorem 3.4.7. kullanilarak,
(n+1){XH —(&H)n(X )} =2n(n+1) XH

elde edilir. Bu demektir ki éH =0 ve (n—1)XH =0 dir. Yani n>1 i¢in H sabittir.

H=c diyelim. Yardimci Teorem 3.4.4 ifadesine (3.43), (3.44) ve (3.45)
uygulanilarak, (3.47) i elde ederiz.

Tammm 3.4.1. Sabit ¢—holomorfik kesit egrilikli, @ sinifina ait bir tam ve basit

baglantili hemen hemen Kenmotsu manifolda, bir hemen hemen Kenmotsu uzay form

denir.
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Teorem 3.42. M?*"™ o smifina ait bir tam ve basit baglantili bir manifold olsun.

M > manifoldunun hemen hemen Kenmotsu uzay form olmasi igin gerek ve yeter

kosul egrilik tensorii R nin (3.47) ile verilmesidir.

4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, sabit egrilikli uzaylar tizerinde hemen hemen Kenmotsu manifoldlar i¢in
yeni bir teorem verilmistir. Hemen hemen Kenmotsu uzay formlarinin alt manifoldlar
acik problemlerdir. Ayrica bazi simetri kosullar1 altinda, ¢ok Onemli sonuglara

ulasilabilir.

50



5. KAYNAKLAR

Arslan K., Ezentas R., Mhai I., Murathan C., Ozgiir C., Ricci curvature of sub-
manifolds in Kenmotsu space forms, Hindawi Pub. Corp., 29 (12) (2002) 719-726.

O'neill B., Semi Riemannian Geometry, A. Press, London, (1983).
Bang-Yen C., Geometry of submanifolds, New York, M. Dekker, (1973).

Blair, D. E., The theory of quasi-Sasakian structures, J. Diff. Geometry, (1) (1967) 331-
345.

Blair D. E., Geometry of manifolds with structural group U (n)xO(s) , J. Diff. Geom.,
4 (1970) 155-167.

Blair D. E., Contact manifolds in Riemannian Geometry, Springer-Verlag, NewYork
(1970).

Blair D. E., Two remarks on contact metric structures, Tohoku Math. J., 29 (1977) 319-
324,

Blair D. E., Koufogiorgos T. and Papantoniou B. J., Contact metric manifolds satisfying
a nullity condition, Israel J. Math., 91 (1-3) (1995) 189-214.

Blair D. E., Riemannian geometry of contact and symplectic manifolds, Progress in
Mathematics, 203. Birkhauser Boston, (2002).

Boeckx E., Cho J. T., n—parallel contact metric spaces, Differential geometry and its

applications, 22 (2005) 275-285.

Boeckx E., Cho J. T., Locally symmetric contact metric manifolds, Monatsh. Math., 148
(4) (2006) 269-281.

Chinea D., Gonzalez C., A classification of almost contact metric manifolds, Annali di
Matematica pura ed applicata, 156 (4) (1990) 15-36.

Cho J. T., Geometry of contact strongly pseudo-convex CR-manifolds, J. Korean Math.,
(43) 5 (2006) 1019-1045.

Dileo G., Pastore A. M., Almost Kenmotsu manifolds and local symmetry, Bull. Belg.

51



Math. Soc. Simon Stevin, 14 (2007) 343-354.

Dileo G., Pastore M., Almost Kenmotsu manifolds and nullity distributions, J. Geom.,
Birkhauser Verlag Basel., (2009).

Dileo G., Pastore M. 2009. Almost Kenmotsu manifolds with a condition of

n—parallelism, Differential Geo. and its applications, (27) (2009) 671-679.

Gabriel E. V., A Schur-type Theorem On Indefinite Quaternionic Kaehler Manifolds,
Int. J. Contemp. Math., 11 (2) (2007) 529-536.

Gallot S., Hulin D., Lafontaine J., Riemann Geometry, 3rd ed., XVI, 322 p., Springer
Universitext, ISBN: 9783540204930, (2004).

Ghosh A. and Sharma R., On contact strongly pseudo-convex integrable CR manifolds,
J. Geom., 66, (1999) 116-122.

Ghosh A., Sharma R. and Cho J. T., Contact metric manifolds with 7 —paralel
torsion tensor, Ann. Glob. Anal. Geom., DOI 10 (2008) 1007/s10455-008 9112-1.

Goldberg S. 1., Yano K., Integrability of almost cosymplectic structure, Pacific J. Math.,
31 (1969) 373-382.

Goldberg S. 1., Integrability of almost Kaehler manifolds, Proceedings of the American
Math. Soc., 21(1) (1969) 96-100.

Gray J., Some global properties of contact structures, Annals Of Mathematics, Vol. 69
No.2 (1959).

Hacisalihoglu H. H., Diferensiyel Geometri, Cilt I, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi
Yayinlari, (1993).

Hacisalihoglu H. H., Diferensiyel Geometri, Cilt II, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi
Yayinlari, (2000).

Hacisalihoglu H. H., Ekmekgi N., Tensor Geometri, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi
Yayinlari, (2003).

Kassabov O. T., Schur’s theorem for almost Hermitian manifolds, C.R. Acad. Bulg.
Sci., (54) 3 (2001) 15-18.

Kenmotsu K., A class of contact Riemannian manifold, Tohoku Math. Journal, 24
(1972) 93-103.

52



Kim T. W., Pak H. K., Canonical foliations of certain classes of almost contact metric
structures, Acta Math. Sinica, Eng. Ser. Aug., 21(4) (2005) 841-846.

Koufogiorgos T. and Tsichlias C., On the existence of a new class of contact metric
manifolds, Canad. Math. Bull., 43(4) (2000) 440-447.

Koufogiorgos T., Markellos M. and Papantoniou J., The harmonicity of the reeb vector
field on contact metric 3— manifolds, Pasific Journal of Math., 234 (2) (2008).

Kulkarni R. S., On a theorem of F. Shur, Journal Diff. Geom., (4) (1970) 453-456.

Nobubhiro 1., A theorem of Schur type for locally symmetric spaces, Sci. Rep. Niigata
Univ., Ser. A (25) (1989) 1-4

Olszak Z., On almost cosymplectic manifolds, Kodai Math, 4(2) (1981) 239-250

Olszak Z., Dacko P., On conformally flat almost cosymplectic manifolds with
Keahlerian leaves, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino, (56) 1 (1998) 89-103.

Oztirk H , Aktan N , Murathan C., Almost a-Cosymplectic (x,u,v)— Spaces,
arXiv:1007.0527.(2010).

Sharpe R.W., Differential Geometry, Graduate Texts in Math., Springer, (1997).

Schur F., Ueber den Zusammenhang der Raume constanten Riemann'schen
Kriimmungsmasses mit den projectiven, Raumen. Math., (27) (1886) 537-567.

Spivak M., Calculus on Manifolds, Reading, Massachusetts, W.A. Benjamin, Inc.,
ISBN: 0805902193, (1965).

Tanno S., The standard CR structure on the unit tangent bundle, Tohoku Math., J. 44
(2) (1992) 535-543.

Vaisman |., Conformal changes of almost contact metric manifolds, Lecture Notes in
Math., Berlin-Heidelberg-New York, 792 (1980) 435-443.

Wang Y., Liu X., On the classification of almost Kenmotsu manifolds of dimension 3,
Article ID 927159, 6 pages (2013)

Yano K., Kon M., Structures on manifolds, Series in Pure Mathematics, 3.World

Scientific Publishing Corp. Singapore, (1984).

53



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler
Soyad, adi : Imren BEKTAS
Uyrugu : T.C.

Dogum tarihi ve yeri  : 01.12.1988 / BURSA

Telefon : (0542) 613 87 90
E-posta : bektasimren@gmail.com
Egitim

Derece Egitim Birimi

Yiiksek Lisans Diizce Universitesi

Lisans Afyon Kocatepe Universitesi
Lise Bursa Karacabey Lisesi

Is Deneyimi

Yil Yer

2011-2012 Diizce Topcular 1.0.0
2012-2013 Diizce Birey Dershanesi
Yabanci Dil

Ingilizce (UDS : ---)

Yayinlar

Mezuniyet tarihi
2013

2010
2005

Gorev
Matematik Ogr.
Matematik Ogr.

1. Aktan, N. , Bektas, 1. , Ayar, G. , Almost cosymplectic (k,m)-spaces satisfying

some curvature conditions, Internatioanl Congress in Honour of Professor Hari M.

Srivastava, Auditorium Campus of Uludag University, Bursa-Turkey, (2012).

2. Aktan, N. , Ayar, G. , Bektas I. , A Shur type theorem for almost cosymplectic

manifolds, 7.Ankara matematik giinleri, Bilkent Universitesi, Ankara-Tiirkiye,

(2012).

54



. Aktan, N. , Ayar, G. , Bektas 1. , Almost cosymplectic manifolds of constant

sectional curvature, X. Geometri sempozyumu, Balikesir Universitesi, Balikesir-

Tiirkiye, (2012).

. Aktan, N. , Bektas 1. , Ayar, G. , Almost cosymplectic (k,m,v)-spaces satisfying
some curvature conditions, X. Geometri sempozyumu, Balikesir Universitesi,
Balikesir Tiirkiye, (2012).

. Aktan, N. , Ayar, G. , Bektas I. , A Shur type theorem for almost cosymplectic
manifolds, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, (basimda).
. Aktan, N. , Bektas 1. , Ayar, G., Almost cosymplectic (k,m,v)-spaces satisfying
some curvature conditions, Kodai Mathematical Journal, (incelemede).

55



