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OZET

GUCLU @, KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN HERMITE-HADAMARD
TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERi UZERINE

Kubilay OZCELIK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. M. ZEKi SARIKAYA
Haziran 2013, 60 sayfa

Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatlir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan séz
edilmistir. Uclincii bolimde farkli konvekslik tiirleri icin elde edilen Hermite -
Hadamard tipinde esitsizlikler verilmistir. ¢ —konveks fonksiyon kavrami tanitilmais,
bu konvekslik turi icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. Reel normlu
uzay ve Gugli ¢ —konveks fonksiyon kavrami tanitilmig, bu konvekslik tiirii igin
Hermite-Hadamard tipinde integral esitsizlikler verilmistir. Dordiincii boliimde  gucli
¢, —konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikler elde
edilmistir. GU¢ll ¢, —konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin

genelleme oldugunu gosterdik. Son béliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir

Anahtar sozcukler: Gigli ¢, —konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi



ABSTRACT

ON HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
STRONGLY @, —CONVEX FUNCTIONS

Kubilay OZCELIK
Duzce University
Institute of Science and Technology, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Dog. Dr. M. Zeki SARIKAYA
2013, 60 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed. In the third chapter, nation of real norm space
and strongly ¢ —convex function were introduced Hermite-Hadamard type integral
inequalities were given fort his type some convexty. in the four chapter, we obtained
some Hermite-Hadamard type inequalities for strongly ¢, —convex functions. At the
same time we denoted that Hermite-Hadamard type inequalities for strongly
¢, —convex functions are more general notion. The last chapter is devoted into results

and recommondatitons

Keywords: Strongly ¢, —convex functions, Hermite-Hadamard inequality



EXTENDED ABSTRACT

ON HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
STRONGLY @, —CONVEX FUNCTIONS

Kubilay OZCELIK
Diizce University
Institute of Science and Technology, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Dog. Dr. M. Zeki Sarikaya
2013, 60 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a general knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed. In the third chapter, Hermite-Hadamard-type
inequalities were given for the different type of convexity. Notion of ¢ —convex
function was introduced,and Hermite-Hadamard type inequalities were for this type of
convexty. Dragomir and Agarwal (1998) proved with respect to the right of Hermite-
Hermite trapezoid inequalities for differentiable convex functions. On the other hand
Kirmact (2004) proved with respect to the left of Hermite-Hermite (midpoint)
inequalities for differentiable convex functions. Yang (2004) established with respect to
both of side of Hermite-Hermite inequalities for differantiable convex and concave
functions. Cristescu gave some result of both of side of Hermite-Hermite inequalities
for ¢ —convex funcitons and Polyak firstly introduced notion of strongly ¢ —convex

function. Sarikaya established some Hermite-Hadamard type inequalities for strongly
@ —convex functions which are defined in real norm space. In the four chapter, we

obtained some Hermite-Hadamard type inequalities for strongly @, —convex

functions. At the same time we denoted that Hermite-Hadamard type inequalities for
strongly ¢, —convex functions are more general notion.

Anahtar sozcukler: Strongly ¢, —convex function, Hermite-Hadamard inequalities



1.GIRIS

1.1. AMAC VE KAPSAM

Konveks fonksiyonlarn ilk arastirmasi 19. yiizyilin sonlarinda olmustur. 20. yiizyilin
ortalarinda matematigin 6nemli bir alani olarak kabul edilmistir. Konvekslik, geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve sayr teorisi, klasik ekstremum
problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve
matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar. Glinimuzde artan uygulamalariyla
matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almigtir. Konveks
terimine 1881 de Ch. Hermite(1822-1901) in Mathesis 3(1883, s.82) dergisine

gonderdigi mektupta rastlanmistir

Hermite-Hadamard Esitsizligi, geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasi konveks
fonksiyonun ilk temel sonucudur. Cogu matematik¢i farkli konveks fonksiyon
siiflari(quasi-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin sinifi, log-konveks , p-konveks
fonksiyonlar, s-fonksiyonlar vb.) ve 0zel ortalamalar(p-logarithmic ortalamalar,
identric ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) icin onu uygulamaya, genisletmeye,

sadelestirmeye ve genellestirmeye calismaktadir.

O. Holder(1889), f "(X) >0 durumunda Jensen esitsizligi olarak bilinen esitsizligi f

nin sagladigmni ispatladi. O. Stolz(1893), f nin [a,b] de surekliyse ve

f[ijgi[f(x)n(y)]

2 2

esitsizligini saglamasi durumunda , (a, b) nin her noktasinda sag ve sol tiirevlere
sahip oldugunu gosterdi. J. Hadamard(1893), [a,b] da tirevleri artan olan
fonksiyonlar igin temel integral esitsizlikleri buldu. ilk olarak J. L. W. V.
Jensen(1905,1906) konveks fonksiyonlar1 sistematik olarak arastirdi. Jensen
konveksligi iisteki esitsizlikten tanimladi. A.O-G.O esitsizligi, Young Esitsizligi,

Holder esitsizligi ve Minkowski esitsizlikleri konveks fonksiyonlar igin Jensen



esitsizliginin sonuglaridir.Hardy, Littlewood ve Polyak 1934 yilinda "Inequalities"
adli eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri vermislerdir.
Beckenbach ve Bellman 1965 de '"Inequalities" adli eseri, Mitrinovic'in 1970 de
"Analytic Inequalities" adli eseri yayinlamistir. A. W. Roberts ve D. E. Varberg
tarafindan "Convex Functions" adli eser, Peari¢ tarafindan 1987 yilinda "Convex
Functions: Inequalities" adli eser yayinlanmigtir. S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce
tarafindan "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications" adli
eser yayimlanmistir. Konveks fonksiyonlarin daha genel bir durumu olan h -konveks
fonksiyonlar icin M. Z. Sarikaya " On some Hadamard-type inequalities for h-convex

functions" (2008) adl1 eserde Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri tanitmistir.

Konvekslik matematik programlamada, mduhendislikte ve optimizasyon teorisinde
onemli bir role sahiptir. Konveksligin genellemesi matematiksel programlama ve

optimizasyon teorisinin en 6nemli unsurlarndan biridir

Son yilllarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon gesitleri

olusturulmaktadir. Bu c¢alismada glglu ¢, —konveks fonksiyonlar igin Hermite-

Hadamard tipinde integral esitsizlikler olusturulmustur.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitsizlikler ve temel

oOzellikler verilecektir. Gerekli goriilenler igin ispatlar yapilacaktir.

Tanim 2.1.1. (Fonksiyonel): Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniisiimlere

fonksiyonel denir.

Tanim 2.1.2. (Operator): Fonksiyonlar climlesini fonksiyonlar climlesine doniistiiren

dontisiime operator denir.
Tamim 2.1.3 (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonu, n>0 igin
I(n) = [ x""e dx
0

ile tanimlanir. Bu integral n >0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi 6nemli

Ozelliklerini soyle siralayabiliriz, [Abramowitz 1972].

I. T(n+1) = n’(n) =n!

i. TE)=+v7z
iii. | dx=T(p)L(l-p)=55; 0<p<l

0

iv. 22" T(n)I(n +1) = /7T (2n)

Tamim 2.1.4 (Beta fonksiyonu): Euler integralinin ilk tlirQi olan Beta fonksiyonu

x>0 ve y >0 degerleri i¢in

B(x,y) = i t*(1—t) "t

integrali ile tanimlanmistir. Beta fonksiyonu Jacques Binet tarafindan 6grencileri Euler

ve Legendre' ye adandi.



1
LRI - 2[(sin @) *(cos ©)**d 6
0

dir (Dragomir et al.2000).
Tamim 2.1.5. (Normlu Uzay): X , F Uzerinde bir vektor uzay olsun. X uzerinde bir
norm asagidaki 6zellikleri saglayan bir
I.]: X >R
Fonksiyonudur (Reed 1980).
V x,yeX ve VaeF igin
L |]20
ii. || x| =0 ancakveancak x=0
i | o x| =[] ]
iv. [[x+y| =[x+l
Tamm 2.1.6. (Stmirh Fonksiyon): | cR , f : | — R bir fonksiyon ve Vxell

icin |f(X] <K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirli

fonksiyon denir.

Tanim 2.1.7: (Lipschitz Sart): [a, b] kapali araligindaki her x ve y noktalari igin,
[f(x)- f(y)<K|x—Y|

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa f , [a,b] araliginda Lipchitz sartin1 sagliyor
denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.1.8. (Mutlak Siireklilik): [a,b] nin ayrik acik alt araliklarinin birikimi

{(ai b, )}f icin

n

> (b -a)<s

oldugunda,



olacak sekilde herhangi bir & >0 sayisina karsilik, bir 6 >0 bulunabiliyorsa, f,

[a, b] de mutlak sureklidir denir (Carter and Brunt 2000).

Tanmm 2.1.9. (Konveks Kiime): K < R" bostan farkli bir kiime olsun. K
kiimesinin herhangi iki elemanin birlestiren dogru parcast K kiimesine ait ise veya
baska bir ifadeyle Vu,ve K ve te[0,1] igin

tu+@Q-tiveK

oluyorsa K kimesine konveks kiime denir (Bayraktar 2000).

Tamm 2.1.10. (Konveks Fonksiyon): V x,yel ve te [0,1] icin,

fix+@A-t)y) <tf (x)+@A-t)f(y)
esitsizligini saglayan f : | « R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir(esdeger
olarak t, (0,1) araliginda segilebilir). Geometrik olarak bu esitsizlik, f fonksiyonunun

grafigi kirislerinin altindan gectigi anlamina gelmektedir (Pecari¢ et al.1992).

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.
I. 1 araligr tizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart
herhangi bir c el noktasi igin, -1 fonksiyonunun 1 araliginda artan
X—c¢

olmasidir (Pecari¢ et al.1992).
ii. f:(ab)>R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢,x<(a,b)
icin,

f(x)-f(c)=[ glt)at
olacak sekilde Q : (a, b)—) R artan fonksiyonun olmasidir.
ii. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tzere, f in konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart ' fonksiyonunun artan olmasidir (Pecari¢ et al.1992).

iv. ", (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f in konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f"(X)>0 olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

v. f: (a,b)—>R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
Xo e(a,b) icin f fonksiyonun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani

Vv x e(a,b) icin,



f(x)> f(x,)+A(x—x%,) , ¥xe(ab)
esitsizligini saglamasidir. Burada A , X, a baghdir ve eger f’ varsa 0 zaman
A=11(x,) yada f'(x,)= f.(x,) ise Ae|f (x,)f, (x)| dir.
vi. f:(ab)>R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerck ve yeter sart P,Q Ve

R noktalar1 f fonksiyonun grafigi iizerinde herhangi ii¢c nokta olmak iizere,

egimPQ < egimPR < egimQR esitsizliginin saglanmasidir.

Konveks Fonksiyonun Ozellikleri

i. Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir (Azpeitia 1994).

ii. f : 1 >R konveks fonksiyonise, 1° ( I’ ninici) inde herhangi bir [a, b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] araliginda de
mutlak stirekli ve 1° de siireklidir (Pecarié et al.1992).

iii. f:1—>R konveks fonksiyonise, 1° de f'(x) ve f (x) vardir ve artandir

(Pecari¢ et al.1992).

iv. f : 1 —R fonksiyonu | agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E klmesi
haricinde f’ mevcuttur ve streklidir.

v. k tane fonksiyon R" — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
f()=3a,f,(x) a,>0 (j=12...k)

fonksiyonu da konvekstir.

vi. g :R—R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h :R" — R konveks olsun.
Bu takdirde; f :R" >R, f(x)=(goh)(x) olarak tanimlanan f bileske
fonksiyonu da konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

vii. g :R™ >R konveksve h, h(x)=Ax+B formunda h :R" >R konveks

olmak Uzere,

fonksiyonu konveks fonksiyondur. Burada A uygun matristir.



Teorem 2.1.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi): f : | - R konveks fonksiyon

olmak lzere, Vv a,bel ve a<b igin,

f[ibj< : bf(X)dx<w

2 ) b-a‘ a 2

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav

olmasi esitsizligi tersine gevirir (Pecari¢ et al.1992).

Ispat: f fonksiyonu siirekli ve smirl olsun. Bu durumda [a, b] araliginda f
fonksiyonu integrallenebilirdir. Konvekslik tanimindan,

f(ta+@1—-t)b) <tf (&) + (1—t) f(b)
esitsizligi saglanir. f fonksiyonunun integrallenebilir oldugu gozoniine alinarak, bu

esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,

1 ~ 1 L _ f(a)+ f(b)
J, fla+@-nb)< [ @+ [ a-0f @) =———=

elde edilip soldaki esitsizlikte — x=ta+(1-t)b, te [0,1] doniisiimii uygulanirsa
H.—H. esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafin1 ispat etmek igin,
1 b 1 | 2P b
- L N
— _f(x)dx b—a“a f(x)dx + a;bf(x)dx

esitliginin sagindaki integrantlara sirasiyla X=a+ t(b - a)/ 2 ve X=Db —t(b - a)/ 2

degisken degisimi uygulanirsa,

o o ) o 00 ()

elde edilip H.—H. esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur.

Tamim 2.1.11. (Logaritmik Konveks Fonksiyon): f : I—)[O,oo) fonksiyonu,
i. vxyel ve tel0]] icin,

focr@-ty) <[F ()] [F(y)]™
ii. log f konveks

sartlarindan birini sagliyorsa f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir

(Pecari¢ et al.1992).

10



Teorem2.1.2. f : | —>[O,oo) fonksiyonu logaritmik konveks ise konvekstir.

Ispat: f fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon oldugundan, log f fonksiyonu 1

X

araliginda konvekstir ve g(x)= e” fonksiyonu tiim reel sayilar kiimesinde artan ve

konveks bir fonksiyon oldugundan, 6zellik vi. den dolayzi,
f =exp(log f)
olup f  fonksiyonu konveks olur. Diger yoldan direk olarak konveksligin ve

logaritmik konveksligin tanimi kullanilarak AO-GO esitsizliginden de benzer sonug

elde edilebilir.
Teorem 2.1.3. f : | - R logaritmik konveks fonksiyon, a,bel ve a<b olmak
Uzere,

esitsizlikleri gecerlidir. Burada G(a, b) pozitif reel sayilar i¢in geometrik ortalama ve

L( P, q) ayrik pozitif reel saylar i¢in logaritmik ortalama anlamindadir.

Tamim 2.1.12. (Quasi-Konveks Fonksiyon): Her x,yel ve te [0,1] icin,
f(ox+ (L-)y) < max{f (x), f(y)}

esitsizligi saglaniyorsa f : I — R fonksiyonuna quasi konveks fonksiyon denir.
Tanim 2.1.10., 2.1.11. den ve AO-GO esitsizliginden,
fox+@-ty) < [ [F(y)]
<tf (x)+(@L-t)f(y)
< max{f (x), f(y)}
esitsizliklerine sahip olabiliriz. Yani quasi-konveks fonksiyon ailesi log-konveks
fonksiyon ailesini, log-konveks fonksiyon ailesinde konveks fonksiyon ailesini kapsar

(Dragomir and Pearce 1998).

11



Tammm 2.1.13. (Godunova-Levin Fonksiyon): f : I —R negatif olmayan bir

fonksiyon her x,y e, t€(0,1) olmak tizere

f(x+@-1t)y) S¥+%

Sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon ve Q(l) sinifina aittir

denir (Godunova and Levin 1985).

Tanmm 2.1.14. (P-Fonksiyon): f : | — Rnegatif olmayan bir fonksiyon olsun.
v xyel, te[O,l] olmak Uzere

fIx+@-t)y)< f(X)+ f(y)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(1) sinifina aittir denir

(Dragomir at al. 1995).

Tanim 2.1.15. (h-Konveks Fonksiyon): h : (0,1) — (0,) pozitif bir fonksiyon ve

f : I =R —>[0,00) negatif olmayan bir fonksiyon olsun. v x,yel, te[01] icin

f(x+@-t)y) <h@)f(x)+h@-t)f(y)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir. Esitsizligin tersini

dogrulayan f fonksiyonuna h -konkav fonksiyon denir (Varosanec 2007).

Tanm 2.1.16. (Guclu Konveks Fonksiyon): Tim x,yel , te(0,1) ve c>0ile

fix =0 =t QOHtFAU=D «DPOCtQ «tR =«yQ
esitsizligini saglayan f : | — R fonksiyonuna gucli konveks fonksiyon denir

(Polyak).

Teorem 2.1.4. (Kompakt Destek ya da Support): Bir f fonksiyonunun kompakt

destegi ya da supportu

Suppf = {x/ f(x) =0}

olarak tanimlanir.(Schwartz 1996).
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Teorem 2.1.5. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f |, [a, b] araliginda

siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde a<b olmak Uzere,

b

<[[fooldx a<b

.Tf(x) dx

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Tamim 2.1.17. (Ozel Ortalamalar): «, 8 reel sayilar ve o = 4 olmak iizere,

G(a,f)=+JaB, a.peRI{0} Harmonik Ortalama

Ala, B) =4L, a,feR  Aritmetik Ortalama
L(a, B) :% a,f<R/{0} Logaritmik Ortalama

Seklindedir (Bullen et al. 1988; Bullen 2003).

Teorem 2.1.6. (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve

x; €(a,b) olsun. Budurumda «; >0 ve Y, a, =1 ise

f(ZaiXiJ < Zai f(x)
i=1 i=1
esitsizligi gecerlidir (Jensen 1906).

Ispat: Tiimevarim yontemiyle ispat1 yapalim. i = 2 i¢in f konveks oldugundan
f(a,x, +a,x,)<a, f(x)+a,f(x,)
oldugu agiktir. Simdi i =n igin
f(ax +a,x, +..+a,x,)<a f(x)+a,f(x,)+..+a,f(x,)
dogru oldugunu kabul edelim. Simdi i =n+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. ¢; >0
icin f in konveksliginden

f[nil:aixijs f[alxl +(1—al)§1 aia xi}alf(xl)+(1—a1)f(nil 4 xij

-9 i=2 +7 A4

yazabiliriz. Y2
1-a,

=1 oldugundan esitsizlik i =n+1 i¢in dogrudur ve

f(zn:aixijs Zn:ai f(x)

esitsizligi gergeklenir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 2.1.7. (integraller igin Jensen Esitsizligi): f : [a,b] >R konveks
fonksiyon, h : [a,b]—>(0,oo) ve U :[a,b]>R, =[0,oo) integrallenebilir

fonksiyonlar olmak tzere,

f(ﬁ’ h(t)U(t)dtJ < L 0(®) f (ut))dt

L h(t)dt . h(t)dt

esitsizligi gecerlidir (Jensen 1906).

Ispat: f fonksiyonu konveks oldugundan dolayi, bir support dogruya sahiptir. Yani
y>0 i¢gin
f(t)-f(y)=Alt—y), vt=0

olacak sekilde bir A sabiti vardir. Burada t= u(t) secilir ve esitsizligin her iki tarafi

h(t) ile carpilir ve [a,b] araliginda t ye gore integral alinirsa,

[0 @)t - () [ hD)at= 2{[ hu()dt - [ ht)et]

elde edilir. Son bulunan esitsizlikte,

_ Lh(®)u(t)dt

T Ph)at

yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.8. (AO-GO Esitsizligi): Eger V i=1,2,..,n i¢in X, 20, «, >0 ve

Yo =1 ise,

ﬁ X < Zn:ai X;
i=1 i=

esitsizligi gecerlidir (Lin 2012).

Ispat: Enaz bir i icin x, =0 ise ispat asikdrdir. x, >0 durumunda Y, = logx;

secilirse,
olup f(t) =e¢' fonksiyonu R de konveks oldugundan Jensen esitsizligini uygularsak,
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li[Xi“‘ = f(gaiyi]s iz::ai f(yi)zgaixi

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n=2, «, =<, AG=7, =X

ve X, =Yy" secilirse Yooung esitsizligi olarak bilinen,

1 p 1 q
xy<—xP+=y
p q

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.1.9. (Holder Esitsizligi): X,,...,X,,¥;,.,Y, >0, p,q>1 dyle ki %+% =1

olmak Uzere

i=1

Son<(Sn (5]

esitsizligine Holder esitsilizligi denir. Ozel olarak, p=q=2 segilirse yukaridaki
esitsizlik Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir (Mitrinovi¢ 1970).

Ispat: Yukaridaki esitsizlikte X, ve Y, ler den en az birinin sifirdan farkli oldugunu

diistinebiliriz. O halde, u :(Zi”:lxip )% ve v:(zill y! )% her ikisi de pozitiftir, Young

esitsizliginde X=X, /u ve y=y, /v secersek,

_ﬁhﬁ<£{ﬁjp+1fﬁf
u v plu qlv

elde edilir, son esitsizlik 1<i<n icin dizenlenir taraf tarafa toplanirsa,

Sxy 11
w  p q

olur, bu da Holder esitsizligini verir.

Teorem 2.1.10. (integraller i¢in Holder Esitsizligi): p>1 ve £+1=1 olsun. f

ve g, [a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, f|p ve |g|q , [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

Qo=

I:| f(x)g(x)dx < U:| f (x]pdx)p(mg(x]qj
esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ at al. 1970).
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Tamim 2.1.18. (Kuvvet Ortalama Esitsizligi) q>1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda

taniml1 reel fonksiyonlar, f| ve |g|q, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar

ise

-t L

1T 0g00jdx < [ It (x)|dxj q ( It (x)||g(x)|“o|xJq

esitsizligi gecerlidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde farkli konvekslik tiirleri i¢in elde edilen Hermite - Hadamard tipinde
esitsizlikler verilmistir. ¢ —konvekslik tird igin Hermite-Hadamard tipinde esitsizlik
olusturulmus, 1998 de Dragomir ve Agarwal’ 1n diferansiyellenebilir konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard trapezoid esitsizliginin sag tarafi ile ilgili
esitsizlikleri, 2004 yilinda Kirmaci tarafindan ispatlanan diferansiyellenebilen konveks
fonksiyonlar icin Hermit-Hadamard(midpoint) esitsizliginin sol tarafi ile ilgili sonuglari,
2004 yilinda Yang’in diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard esitsizliginin her iki tarafi ile ilgili sonuglari, 2004 yilinda
Crstescu’ nun ¢ —konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin her iki
tarafi ile ilgili sonuglari, 2013 yilinda Sarikaya’ nin reel normlu uzay da taniml glglu

@ —konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipinde esitsizlikleri verilmistir .

3.1. @-KONVEKS FONKSIYONLAR IiCiN H-H TiPLi INTEGRAL
ESITSIZLIKLER

1998 de Dragomir ve Agarwal diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar icin Hermite-
Hadamard trapezoid esitsizliginin sag tarafi ile ilgili sonucu ispatlamak icin asagidaki

lemmay1 vermislerdir.

fl@+fb) 1 p _b-ap ’
2 _b—aJ. f(x)dX—T 0(1—2t)f (ta+(1—t)b)dt
esitligi saglanir.

Boylece bu lemma kullanilarak asagidaki teorem ispatlandi.

Teorem 3.1.1. f : | R — R fonksiyonu | da diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b ( a,bel )olmak iizere, eger |f’| fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

/()]

[f(a)+f(b) 1 jbf(x)dx

b-ay,,
| 5 vl < Uf(a)|+

8

a
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esitsizligi gecerlidir.

2000 yilinda Pearce ve Pecari¢ Teorem 3.1.1 in genellestirmesi olan asagidaki sonucu

ispatladi.

Teorem 3.1.2. f : | R —> R fonksiyonu 1 de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b (abel ) olmak iizere, eger q=1 icin |f|" fonksiyonu [a,b]

araliginda konveks ise,

[fa)+f(b) 1 .[b £ (x)dx

| 2 " b-alk

4 2

Sba[|f'<a1‘*+|f'<bw

ve

' q ’ q ﬁ
‘f(a—“’j—i bf(x)dx‘gba[f(a] +|f'(0) }
2 b—av-a 4 2

f'|" fonksiyonu [a,b] araliginda konkav

esitsizlikleri gecerlidir. Eger g =>1 igin

ise bu takdirde

If(a);f(b)_bl jbf(x)dxsb_af'(“bj‘
—a 4 2
ve
‘f(a—mj—irf(x)dx SH f'(a_erj‘
2 b—a-a 4 2

esitsizlikleri gecerlidir.

Asagida 2004 yilinda Kirmaci tarafindan ispatlanan diferansiyellenebilen konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard(midpoint) esitsizliginin sol tarafi ile ilgili
sonuglar verilmistir.

Lemma 3.1.1. f : R —> R fonksiyonu | de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a<b ( abel ) olmak iizere, eger f’ fonksiyonu [a,b] araliginda

integrallenebilir ise

f[a_;bj_bfla £ (x)dx = (b—a)[ K f (ia-+ (- t)b)ct
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esitsizligi gecerlidir. Burada

t, tel0i]
1-t, te[ 1]

()= {
seklinde verilir [Kirmaci 2004].

Bu lemmay1 kullanarak Kirmac1 asagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 3.1.3. f : | R — R fonksiyonu 1 de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

f| fonksiyonu [a,b] arahiginda konveks ise

ve a<b ( a,bel )olmak iizere, eger

‘ )k _f(a+bj
2

esitsizligi gecerlidir, [Kirmaci 2004].

e GORIEDI

2004 yilinda Yang diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizliginin her iki taraf i¢inde baz1 sonuglar verdi.

Teorem 3.1.4. f : | R — R fonksiyonu 1 de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

f/° fonksiyonu [a,b]

ve a<b ( a,bel ) olmak iizere, eger q=1 igin

< b_2a!|f'(a)|q +‘f’(a—;bj

araliginda konveks ise

1

q +|f'(b)|q}q

HOMIDESTA

| 2 b—a-a
ve
a+b 1 b-al,.,  ya ,a+bq ,qE
‘f(TJ—Eaf(x)dx < [f(a)| +4H_2 j +|f(b)|}
eger |f'" konkav ise
[f(a)+fb) 1 Ibf(x)dx _b-a f,(5a+bj+f,(a+5b]
2 b-ad B 6 6
ve

,(2a+bj‘
f +
3

(22)]

19



esitsizlikleri gecerlidir. Simdi asagidaki tanimi vererek ¢ —konveks fonksiyonlar igin

H-H tipindeki esitsizlikleri verelim.

Tanim 3.1.1. Her x,ye [a,b] ve te [0,1] icin f :[a,b]— R fonksiyonu

f (to(X) + Q- e(y)) < tf (p(x)) + A—1) f (2(Y))
esitsizligini  sagliyorsa [a, b] Uzerinde @ —konveks  fonksiyondur. Eger
esitsizligin tersi gegerliyse bu durumda f fonksiyonuna ¢ —konkav fonksiyon denir

(Youness 1999).

@ -konveks fonksiyonlar igin  H-H tipli integral esitsizliklerle ilgili lemma ve

teoremleri verelim (Cristescu 2004).

Lemma 3.1.2. f :[a,b] > R i¢in asagdaki ifadeler esdegerdir:

i. f,[a,b] uzerinde ¢—konveks fonksiyondur.

Ii. Her x,ye[a,b] icin g :[0,1] - R, g(t) = f (te(x) + @—t)p(y)) doniisimii
[0,1] lzerinde Klasik anlamda konvekstir.

Ispat: X,y e[a,b] vet,t, €[0,1] , 1<[0,1] icin

g(At, +A-At,) = F (A + A= Dt 1p(x) +[1- At — (A=), Jp(y))

= f(AlLe(X) + (L-t)(Y)]+ (L= Dte(xX) + 1-1,)p(Y)])
<A (to(x) + 1-t)e(y) + 1= A) f (t,o(x) + L -t,)0(y))
=Ag(t,) +(@-A)g(t,)

oldugundan g fonksiyonu konvekstir. Tersine g fonksiyonunun disbiikey oldugunu

varsayarak, x,ye[a,b], 1€[0,1],t =1 vet, =0 igin

f(Ap(x) + 1-De(y)) = 9(A1+ (1 - 2)0) < A9 (D) + 11— 2)9(0) = Af ((x)) + A1 — 2) f ((¥))
oldugundan f, ¢@—konveks fonksiyondur.
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Teorem 3.1.6. ¢:[a,b] —[a,b] surekli fonksiyonu igin f:[a,b] >R , [a,b]

uzerinde ¢ —konveks fonksiyon ise

o(b)

(a)+e(b) f(p(@)+f (o(b))
et [ (x)dx < fe@ et (3.0)

»(a)

esitsizligi saglanir.
Ispat: f:[a,b] >R , [a,b] tzerinde ¢ —konveks fonksiyon oldugundan

f w(a);—w(b)): f (w(a)+%_t)¢<b) + (1—t)¢(§)+w(b))

<3 Fte(a) + A-t)o(b)) +3 f(L-1)e(a) +tp(b))
yazilir. Lemma 3.1.2. den ve dnceki esitsizligin [0,1] araliginda integrali alinirsa,

f (starot) o %j f (tp(a) + (L-t)p(b))dt + L j f((L—t)p(a) + to(b)dt

elde edilir. Buradan da
x=tp(a) +(L-t)p)) ve x=@1-t)p(a)+tep(b))

degisken degistirme kullanilarak,

»(a) »(b)
(p(a)w(b)) 1 1
f (2520 ) < 2 @) o O] _[f(x)dx+ 2 Tp(0) ()] _ff(x)dx
»(b) »(a)
»(b)
_ 1
= P®-p@ jf(x)dx
@la)
elde edilir. Esitsizligin ikinci kismim kanitlamak igin, f nin,  ¢—konveks

fonksiyon oldugu kullanilarak

f(to(a) + 1-De(D)) <t (p(@)) + A-1) f((b)) (t<[01])

elde edilir. Lemma 3.1.2. den son esitsizligin her iki tarafinin  [0,1] araliginda

integrali alinirsa,
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1

[ ftp(a) + A-)p(b)dt < f (p(a)) [ tdt +  (p(0)) [ (L—t)dt

yazilir. Dolayisiyla bu esitsizlikte degisken degistirilirse,

o(a)

sase | FOOdX <3 f(p(a)+4 T (b))

@(b)

(3.1) esitsizliginin ikinci kismi bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.7. ¢ :[a,b]—[a,b], [ab] Uzerinde azalan olmayan fonksiyon igin

f, g :[a,b] >R reel degerli negatif olmayan ¢ —konveks fonksiyonlar olsun. Bu

durumda
»(b)
sors@ | F00g()dx <4 M(a,b) + 4 N(a,b) (3.2)
p(a)
o(b)
o f ((/)(a);—w(b) )g((p(a);rp(b)) < ¢(b)fco(a) I f(xX)g(x)dx+£tM(a,b)+iN(ab) (3.3)
p(a)

esitsizlikleri saglanir. Burada

M(a,b) = f (p(a))g(e(a)) + f (o(b))g(e(b))
N(a,b) = f (¢(a))g(e(b)) + f (¢(b))a(x(a))
dir.

Ispat: (3.2) esitsizligini kanitlamak igin f ve g nin [a,b] uzerinde

@ — konveksfonksiyon oldugunu varsayalim, t<[0,1] igin

f(tp(a) + 1-1)e(b)) <t (p(a)) + 1-1) f (¢(b)), (3.4)
9(te(a) + 1-1)p(b)) <tg(e(a)) + 1-1)g((b)) (3.5)

yazilir. Dolayisiyla (3.4) ve (3.5) esitsizliklerinin ¢arpimindan

f (tp(a) + A-1)e(b))g(te(a) + 1-1)e(b))
<t*f (p()9(p(@)) + 1 - 1)* f (2(b)) 9 ((b)) (3.6)
+t(1-1)[f(e(a))g(e(b)) + f (p(0))g(x(a))]
esitsizligini elde ederiz.

a:lab] =R, a(t) = f (tp@@) + (1—t)p(b))
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ve
B:[ab]—> R, A(t) = g(te(a) + L t)e(b))

fonksiyonlari ile birlikte Lemma 3.1.2. den [0,1] araliginda konvekstir. Sonu¢ olarak
bu fonksiyonlar [0,1] tzerinde integrallenebilirler. Ayrica fve g nin [a,b] Gzerinde
@ —konveks olmas1 ve verilen 6zellikleri altinda bu fonksiyonlar integrallenebilir ve
bu ylzden fg integrallenebilirdir. Boylece (3.6) esitsizliginin iki tarafimin [0,1]

uzerinde integralini almak mimkiindir. Dolayisiyla
[ £ tp(@) + A-1)p(0))g (te(a) + (L-t)p(b))dt
< f(p(a)g(p@)] t*dt+ f(p0))g(p))[ (@-1)°dt

[ (p(@)g(eb) + f (p(b)g(p(@)][tL-t)dt

elde edilir. Burada degisken degistirmeyle,

tp QU= «tYBOHX § QD
t Q@O B> HX =D

()

Lo | F99(x)dx+1M(a,b)+%N(a,b)

p(a)—p(b)
o(b)

(3.2) esitsizligi elde edilir.
(3.3) esitsizligi kanitlamak igin T ve g nin  [ab] Czerinde ¢—konveks

fonksiyon oldugunu varsayalim, t €[0,1] igin

p(a)+e(b) p(a)+e(b)
f (220 ) g (oo )

_ f[tw(a)+(1—t)(p(b) N (1—t)¢(a)+t§0(b)jg (t¢(a)+(1—t)¢>(b) N (1—t)¢(a)+t<0(b)j
2 2 2 2

<[ f (tp(@)+1-t)e(b)) + f (L-1)p(a) +tpd))][9 (te(a) + 1-t)e(b)) + g (L-t)p(a) + te(b))].

¢ nin konvekslik 6zelliginden
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f (qo(a);o(b) )g (¢(a)42—go(b) )

<;[f (tp(a) + L-De(D))g(te(a) + (L-t)e(b))

+ F(@A-t)p(a) +te(b))g(AL—-t)p(a) +te(b))]
L1910 AKPAWOPAW TR DWH D
+[t? +(@-1)*1[f (9(a)) (b)) + f ((b))g(e(a))]}

yazilir. Simdi, [0, 1] araliginda bu esitsizligin her iki tarafinin integrali alinirsa
(a)+op(b) (a)+o(b)
f (rp t0 )g((p to )
1

<i[ [f (tp(@)+ (L-pb) g tp(a) + (L-tp(b)) + f (L-V)p(a) +tp(b) g ((L-t)p(a) + te(b))dt

0

+:5M(a,b)+%N(a,b)

f(tp(a) + 1-1)p(b))g(tp(a) + 1 -t)p(b))dt + ;M (a,b) + § N(a,b)

1
2

O ey

Elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2. GUCLU @ - KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN H-H TiPLi INTEGRAL
ESITSIZLIKLER

Tamm 3.2.1. (Guclu ¢ -Konvex Fonksiyon) (X,|.|) reel normlu uzay olmak

Uzere X in bir konveks alt kiimesi olan D kimesi Uzerinde ¢:D — D verilen

fonksiyon igin Vv x,ye D ve te[0,1] olmak tizere c¢>0 ile

f (to(x) + L—p(y)) <t (p(x)) + A-1) f (p(y) —ct L)) — oY) (3.7)
esitsizligini saglayan f : D — R fonksiyonu gugclii ¢ —konvekstir. Eger t=3 ve

X,y € D igin

f(200tem) < OO _elo00) 1 o(y)|*

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna gugli ¢ -midkonvex fonksiyon denir. ¢=0

durumunda @ - konveks 6zelligi saglanir (Sarikaya 2013).
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Normlu uzayda tanimli glgli @ - konveks fonksiyonlar icin H-H tipli integral

esitsizlikler icin lemma ve teoremleri verelim (Sarikaya 2013).

Lemma3.2.1. (X, |.|) gercek bir i¢ carpm uzays, D , X in konveks bir alt kiimesi

olmak tizere ve c pozitif bir sabit, ¢o: D — D fonksiyon olsun. Bu durumda

i. f : D-—>R fonksiyonu gucli ¢—konveks fonksiyonudur  ancak ve

ancak g = f —c||.|" fonksiyonu ¢ — konveks fonksiyondur

ii. f : D— R fonksiyonu gucli ¢ —midkonveks fonksiyonudur ancak ve ancak

g=f —c||.||2 fonksiyonu ¢ —midkonveks fonksiyondur

Ispat i. f fonksiyonunun giclii ¢ —konveks fonksiyon oldugunu varsayalim. ¢

carpm ozelliklerini kullanarak,
g(te(x) + A-t)e(y))
=  (tp(x) + A-1)p(¥)) — cte(x) + A-1)p(y)|’

<t ((x)) + L) f (@(¥)) —ct@—1)](X) — o(Y)|" —cte(x) + L—)e(y)[*
<tf (p(x)) + L—t)  (p(y)) -

(10 QAT 22 [ eAROA A | L OAE =20 0T ALHUELD AGLHE |)
=tf (p(X)) + L —1) f (2(¥)) — ctle(X)||* —c@—t)|e(y)|

=19(p(X)) + 1 -1)g(e(y))

elde edilir. Buda g nin ¢ —konveks fonksiyonu oldugunu verir. Tersine g nin

¢ —konveks fonksiyonu oldugunu kabul edelim, bu durumda

f (tp() + L—Dp(¥)

= g(te(X) + L-e(y) + cte(x) + L-p(y)

<tg(p(x) + L-Dg((y)) + cfto(x) + A e(y)|’

~t{g(p()+¢| 00’} A alo)+ )] -ct-0){ o ~2¢ 000 o) Y+ }

=tf (X)) + L) F (p(y)) —ctL—1)] () — ()|
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elde edilir. Buda f fonksiyonunun gugli ¢ —konveks fonksiyon oldugu anlamina

gelir.

ii. f fonksiyonunun  glgli ¢ —midkonveks fonksiyon oldugunu varsayalm.

Dolayisiyla,

2
2(X)+e(y) ) __ P (X)+e(y) P(X)+e(Y)

< fe()) + floy))
- 2

< fle()) + flp(y))
2

_ 9(e(x) + 9(e(y))
2

bulunur. Buradan da g nin ¢ —midkonveks fonksiyon oldugunu anlagilir.Tersine g nin

2o00 -0 = Zloto-+ ol

2 o0l 2letf

@ -konveks fonksiyonu oldugunu kabul edelim, o halde

2
P(X)+o(y) ) _ 2(X)+(y) 2(X)+@(y)
f (202500 ) = (2020t )4 gflease]

< 9(e(¥) + 9(x(y))
- 2

+= o0+ oy

_ 9@ +pMI | 9oty +leyl”
2 2

#2000+ o] =20 - 2ley])

< () + flp(y))
2

%II(D(X)-(D(V)IIZ

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.1. (X, |.|) reel normlu uzay olsun, D , X in bir konveks alt kiimesi
olmak tUzere ¢ : D — D icin asagidaki ifadeler esdegerdir

i (X, |||| ) reel i¢ carpim uzayidir.

ii. Her ¢ >0 i¢cin D , X in bir konveks alt  kiimesi iizerinde tanimlanan
f : D—>R bir fonksiyon olmak (zere g=f+c||.||2 glicli ¢ — konveks

fonksiyondur.
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iii. ¢ =1 igin ||.||2:X —R fonksiyonu giiclii ¢ —konveks fonksiyondur

Ispat: Lemma 3.1.2. ifade edilen i.=ii. yi saglar. ii.=iii. oldugunu gormek

icing =0 almir. Acikca g, ¢—konveks fonksiyondur. Bu ylzden C ye bagh

f =c||” giigli ¢ konveks fonksiyon olur. Sonug olarak ||.|* , c=1 ile giglu

o —konveks olur. iii.=i. i ispatlamak icin ||. |* nin giiglii o —konveksligi ile

elde ederiz. Buylzden Vvx,yeX igin
le)+eM |’ +leM -2 | <2[ o) |* +2e () [’ (39)

olur.

Simdi (3.9)da u=@(xX)+@(y) Ve v=gp(x)—p(y) secersek Vu,veX igin
20" + 2" <[u+]" +fu " (39)
elde ederiz.

2 . .
normunun klasik Jordan — VVon Neumann teoremi

ile ifade edilen paralelkenar ozelligini saglamasi demektir, oyleki ( X,||||) bir i¢

carpim uzayidir. Bu da ispati tamamlar. Simdi ¢ >0 ile glgli ¢ —konveks

fonksiyonlar icin yeni bir Hermite-Hadamard tipli integral esitsizligini verecegiz.

Teorem 3.2.2. ¢:[a,b]— [a,b] sirekli fonksiyonu igin f:[a,b] >R c¢>0 a gore

gucli o —konveks fonksiyon ise

o(a)+ o(b) .
[Tj 15 @ -0 ) < o(0) — () w(fa)f (x)dx .10

cfle@)+ fe(b) c
2

5 @)= (b))’

esitsizligi saglanir.
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Ispat: f nin giclii o —konveks fonksiyon olmasindan

f(co(a)ﬂo(b)j: f(tw(a)+ 1-eb)  A-1¢(@)+te(b) j
2 2 2

S% f(tp(a) + (1—t)<0(b))+% f ((1—t)<0(a)+t<0(b))—%(1— 2t)* (p(a) - (b))*

Lemma 3.1.2. dikkate alinarak son esitsizlikte [0,1] araliginda her iki tarafinin

integrali alinirsa,

12020 ). € (o) -pto)’

s%j' f (to(a) + (1—1)p(b)) dt +

N

[ f(@—t)p(a)+te(b)) dt
yazilir.Burada

x=tp(a)+(1-1)¢p(b)
x=(1-1)p(a)+teo(b)

degisken degistirmeleriyle

122220 (ota) - oo’
1 »(a) 1 »(b)
< f d f d
2@ -0 4 "% 2w @y ) O
o(b)
! [ 0 ax

“od)-0(@) 7,
esitsizligin 2. kismimi ispatlamak igin Vv t [0,1] olmak tizere f nin guglii ¢ _
konveksliginden baslayarak,

f (to(a) + (L - )pd) <tf (p(a)) + (L -1) f (p(b)) — ct 1 - t)(p(a) — (b))
Lemma 3.1.2. yardimiyla, [0,1] aralifinda bu esitsizligin her iki tarafinin integralini
alirsak,

[ f(tp(a)+ (L-p(b))dt< f (p(a)) [tdt + f (p(b)) [ (L-t)dt—c(p(a) — (b))’ [tA—t)dt

0
elde ederiz. Bu esitsizligin birinci tarafinda x=t¢p(a)+ (L —t)e(b) degisken degisimini

yaparsak,
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B S f(p@) , flob) c )
ORTO)R A S R (UL )

(3.10) elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.3. ¢:[a,b]—[a,b] stirekli fonksiyon ve ¢ >0 ile f:[a,b]—>R gugli
@ —konveks fonksiyon ise
1 o(0)

f f b-—x)d
o(b)— () ML) () 1 a+h-x)dk

L (o) (o) 2f LOLGH) (3.11)

—%(so(x)—cﬁ(y))2 [f (p(x) + 1‘((/)()/))]—2—0((0(><)—(p(y))4

esitsizligi saglanir.

Ispat: f nin c>0ile giiclii o —konveks fonksiyon olmasi ve t e[0,1] igin
f (tp(a) + L~ t)p(b)) <tep()) + (L~ 1) f (p(0)) - ct (L-1) (p(a) — p(b))* (3.12)
(-1 p(a) +tp(b)) < A-1) f (p(a)+1f (p(b)) - ct 1~ 1) (p(a) — (b))’ (3.13)

esitsizliklerinin ¢arpimindan

f(tp(a) +1-t)e(d)) f 1-t)e (a) +tp(d))
<t(@-1)[f 2 (p(@)+ £ 2 () [+ (17 + (1-1)?) f (p(@)) f ((0)) (3.14)
—ct(1-1) (p(@) ()’ [f (p(@) + f (p(0))]+¢ t* (L-1)* (p(2) — (b))*

elde edilir. [0,1] araliginda (3.14) esitsizliginin her iki tarafinin integralini alirsak,
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1

[ ftp(@)+@-1t) (b)) f (A-1)p(a)+te(b))dt

0

<[t7 (p(@)+ £ (0 O)][t@—t)dt+ f (p(2)) f (p(0))[ t2+(1—1)?)dt

—c(p(@)-(0) [f (p(@)+  (p®)] [tA-1) dt—c? (p(a) - p(B)* 17 (1-1)° dt

_[F2e@)+ 12 (0], 21 (@) f (o))
6 3

—%((o(f:l)—(p(b))2 [f (p(a) + f (co(b))]—g—o((ﬂ(a) ~p(b)".

bulunur. Burada t €[0,1] ve x =tgp(a)+(1—t) ¢(b) degisken degistirmesiyle (3.11)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.4. ¢:[a,b]— [a,b] sirekli fonksiyon ve f,g:[a,b]—>R c> 0 ile guglu

@ — konveks fonksiyon ise

1 o(b)
= |+ d
)o@ 4 | 900
(3.15)
< M0 RED_ 2 (ofa)-otb)* S2.0)+ S (0(@)-0(0)’

esitsizligi saglanir. Burada

M (a,b)=f(p(a)) g (¢(a))+ f (#(b)) g (¢(b))
N (a,b)= f (¢(a))g(p(0)) + f (2(b))g(¢(a))
S(a,b)=f (p(a))+ f (¢(b)) + g(e(a)) + g((b))

dir.
Ispat: f,g:[a,b]—>R, c> 0 ile giigli »—konveks fonksiyon ve t e[0,1] igin

f (tp(a) + (L~ )p0) <tf (p(a)) + L~ 1) f (p(b)) —ct 1 -1) (p(a) (b)) (3.16)
g (te(a) + (L - o) <tg(¢(a)) + (L - 1)g (p(b)) —ct (1 - 1) (p(a) — (b)) (38.17)

esitsizliklerinin ¢carpimindan
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f (te(a) + @-t)p(b)) g (te(a) + (L-t)p(b))
<t*f (p(a))g(p(2) + L-1)* T (p(0)) T (b))
+t1-1) [ (p(@)) 9 (p(0)) + T (0(0)) 9 ((a))]
—ct? (L-1) (p(2) — p(0))* [ f (p(a)) + 9 (¢(2)) ]
—ct (1-1) (p(a) - p(0))* [f (p(b)) + 9 (p(b))]
+c’t* (1-1)° (p(a) - p(b)) .

elde edilir. Lemma 3.1.2. yardimiyla [0,1] araliginda bu esitsizligin her iki tarafinin

integralinin alinmasiyla

i f(tp(a) +(1-1)p(b))g(te(a) + (1-1t)p(b)) dt

<f ((/J(a))g((p(a))itzdt + T (p(b) f ((D(b))l.(l—t)2 dt
+[f (p()g(p(b)) + f ((ﬂ(b))g((ﬂ(a))]it(l—t) dt
—c(p(@)-eb)*[f (o)) +9 (<0(61))]it2 (1-t)dt
—c(p@-e®)? [f (p(b) +9 ((p(b))]it (1-t)*dt
+¢* (p(a) - ¢(b))* itz (1-1)°dt

bulunur. Buradanda x =te(a)+(@1—t)@(b) degisken degistirmesiyle (3.15) esitsizligi

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde gugli ¢, —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipinde integral

esitsizlikleri olusturulmustur

4.1. GUCLU ¢, —~-KONVEKS FONKSIYONLAR ICiN H-H TiPLI INTEGRAL
ESITSIZLIKLER

Tanim 4.1.1. (Gugli ¢, —Konveks Fonksiyon): x,y e D ve her ve te(0,1) olmak

Uzere ¢>0 ile

f (te(x) +@-1)p(y)) <h(®) f (X)) +h@L-1) T (@(y)) —ct @~ t)(@(X) — ()

esitsizligini saglayan f : D —[0,00) fonksiyonuna guglii ¢, —konveks fonksiyon

denir (Sarikaya 2013).

Lemma4.1.1l. a,belcR, a<h, ¢: [a,b]—>[a,b] fonksiyon, f : lcR—>R

1° (I nin igi) de diferansiyellenebilir doniisiimii Lebesgue anlaminda integrallenebilir

olsun. Bu durumda,

@) tlo®) 1 Py

2 p(0) -9 (@) i, (4.1)

_ M}Qt ~D[f'(to (0) + L t)p (@) + ct (L~ t)(p (b) — ¢ (2))° ]t

esitligi saglanir.

Ispat: Kismi integral yardimryla,
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| = [ -D[f (to (o) + L-1)p (@) + et )(p (0) - 0 (2)* it

+ [ct-DOA-1t)(p (b) - ¢ (3))*dt

fto (b) +(1-t)p () 2
= (2t -1 - f b) +(1- d
D @ V) p@i (0O Ao

_He®)+fle@) 2t 0 d
o0 @ pO_p@i PO @)d

bulunur. Buradan da son integralde X =t¢ (D) +(1—t)@ (a) , t €[0,1] degisken

degisimi yapilirsa

[ Ho®)eflo@) 2 TP (4.2)
pb)-p@@)  (p()-9() i,
elde edilir. Boylece, her iki tarafi M ile carparsak
0®)-0@,_fle®)+flo@) 1 Py
2 2 ¢ (0) - (@) i

elde edilir.

Teorem 4.1.1. h : (0,1)— (0,«), abel <R, a<b, ¢ : [ab]->[ab] sirekli
bir fonksiyon ve @(@)<@((®) olsun.f : IcR—>R, 1° (Inm igi) de
diferansiyellenebilir ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Eger Vv t e(O,l)

icin |,

c>0" a gore gucli -¢, —konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizligi

saglar.

Ho@): to®) 1Py

2 @ (0)-¢p(a) o(a)

~ 1 3
< ¢(b)2¢(a)[| f'(go(b)|+| fr(¢(a))|”|2t—1|h(t)dt- )
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esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 4.1.1. denve If'|, ¢ >0 agore guglii ¢, —konveks fonksiyon

oldugundan,
flo@)+flo®) 1 ﬁy(@m
2 Q (b) -—Q (a) »(a)

L 20 ;_(/’ (a)j|2t_]4 [| (te (0) + @—t)p (@) |+ ctd—t)(p (b) — ¢ ())? Jeit

< Mhm_q h @) £ (@ O] +h@-1) £ (@) Jdt

= 2O 2O o o) |+ £ (o @) | ]] 2t -1 ekt

elde edilir. Burada

jh (t)dt :jh (L—t)dt

dir.
Teoremi kullanarak, gi¢li ¢ —konveks, guclu ¢, —konveks, gicli ¢ — P —konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili sirasiyla

asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.1. varsayimlar altinda, h(t)=t, te (0,1) olarak alirsak,

fo@:tlp®) 1 _7f ([P 6)]+] @)
2 o) (p(a)wja 10| <o ®) o (@) : 44

elde edilir.
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Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1. varsayimlar1 alinda, h(t)=t°, se (0,1), te (0,1) olarak

alirsak,
flo@)+ flo®) 1 P g 45)
2 e(b) — (a) i
< 9(b)—¢(a) (S L1 j | f'(p(0)) +| '(0(2))]
B 2 2° (s+1D)(s+2)
elde edilir.

Sonug 4.1.3. Teorem 4.1.1. varsayimlari altinda, h(t) =1, te (0,1) olarak alirsak,

f(p@)+ fp®) 1 “b)f(x)dngp(b)—q»(a)[ flp®)|+ f'(co(a»I] 45)
2 o(b)-9(a) 7, 2 :
elde ederiz.

Not 4.1.1. V x e [a,b] icin @(X) =X alir ve ¢ — O limit durumunda (4.4) esitsizligi

Dragomir ve Agarwal’ in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili olan

s(b-a)[f'(b);f’(a)]

2 b-a

f@+fb) 1 jf(x)dx

esitsizligi ile esdegerdir.

Not 4.1.2. V x [a,b] i¢in ¢(x) =x alir ve ¢ — Olimit durumunda (4.5) esitsizligi

Kirmaci ve arkadaslarinin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili olan

3 b—a( 1 )(|f’(b)|+ f’(a)lJ
S—| S+— .
2 2° (s+1(s+2)

esitsizligini verir,

f(a)+ f(b) 1 Tf(x)dx

2 _b—a

a
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Teorem 4.1.2. h : (0,1)—>(0,0), abel =R ,a<b , ¢ : [a,b]—[ab] strekli

bir fonksiyon ve ¢@(a)<e@(() olsun. f : IcR—-R , I° (I nn ici) de

f!q

diferansiyellenebilir ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun, eger ,c>0

a gore guclu ¢, —konveks fonksiyon ve q>1 ise

A=c(p(b) - (a))** B(q+1,q+1) — £ (e(b) — p(a))* >0

ve Vte(0,) icin

f(p@)+ f(p(b) LT e ()
2 (D(b) - ¢(a) o(a)

S‘P(b)i(p(a)( - jp{ﬂf'(w(bm%
2a p+1

1 .
f'(p(a))° ){ | h(t)dt] + AJ
0
esitsizligi saglanir. Burada B Beta fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 4.1.1.” den ve Holder integral esitsizliginden

fo@to®) 1Py
2 o0)— (@),

0

. ¢(b) ; o(a) U'Zt _q° dtj . m f/(to(b) + (1-t)p(a))] + ct@ - t)(p(b) - p(a))* [ dth

elde edilir, [ : [a, b] uzerinde ¢ >0 agore guclu ¢, —konveks oldugundan ve

(u+v)! <27 +v9), u,v>0, g>1

esitsizligini kullanarak,

flo@)r flo®) 1 P
2 @) - p(a) o(a)
b) — 1 % ' a ' q i
o )23¢(a)(p+1] [qf (PO +[f (p(2) ){I hﬁ)dt]

+¢% (p(b) - 9(2))**B(q +1.q+1) - % (¢(b) - p(a))* j
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elde ederiz. Burada asagidaki esitsizlikler kullanildi

- 1
[let-1Pdt=——,
5 p+1
1 1 1
It(l—t)dtzg, Itq(l—t)th:B(q+1,q+1),
i 1 i 1
[h®dt = [h@-t)dt.
0 0

bu ispati tamamlar.
Hermite-Hadamardin sag taraf ile ilgili sirasiyla gucli ¢ —konveks, gugli

@, —konveks , giclli ¢ — P —konveks sonuglarini elde edilir.

Sonug 4.1.4. Teorem 4.1.2. varsayimlar altinda h(t) =t, te (O,l) olarak almirsa,

@) flo®) 1 P
2 p(b) — ¢(a) »(a)

swm%w@{ 1JTﬁKﬂMW+

: Flo@l | AJQ @7
24 P+ 1 2

elde edilir.

Sonug 4.1.5. Teorem 4.1.2. varsaymmlari altinda h(t) =t°, (S e (0,1)), te (0,1) olarak

alinirsa,
fo@) fom)_ 1P,
2 p(b) - 9(a) i,
_o0)-p@( 1 V(o) + @) ) (48)
= 2§ p+1 s+1 |
elde edilir.
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Sonuc 4.1.6. Teorem 4.1.2. varsaymmlari altinda h(t) =1, te (0,1) olarak alinirsa,

flo@)rilo®) 1 P
2 p(b) — p(a) o(a)

1

<20 ¢<a)( : Jpﬂf'(go(b))r* +[ @)+ Af. (4.9)
2 p+1

elde edilir.

Not 4.1.3. ¢ >0 limit durumunda (4.7.) (4.8) ve (4.9.) esitsizlikleri sirasiyla ¢ -

konveks, ¢, —konveks ve ¢@—P —konveks fonksiyon igin Hermite-Hadamard tipli

esitsizligin sag tarafini iiretir.

Lemma4.1.2. a,belcR, a<h, o¢: [a,b]—>[a,b] fonksiyon, f : IcR—>R

I° (I nmn igi) de diferansiyellenebilir ve Lebesgue anlaminda integrallenebilirse,

1 q’]f” £ (x)dx — f(mm +¢(b)j
¢(b) - qD(a) »(a) 2
= (p(0) ~ p(@)| [1] (to(a) + A1) p(0)) + et~ )(p(b) - p())* ot

0

+ | (t —1)[1‘ (tp(a) + (1 -t) (b)) + ct (1 - t)(e(b) — p(a))? ]dt

N | 1 ey

esitligi elde edilir

ispat: Kismi integrasyon yardimiyla
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t[f (to(a) + (L—t)p(b)) + ct(l— t)(p(b) — (a))? ]t

Il
O e N |

Iy

_ ¢ He@ +(1-t)p(b))
v(2) - p(b)

oO—nN |~

1

¢(a) 0 j f (tp(a) + (1—t)p(b))dt + c(e(b) — p(a))? j t?(1-t)dt (4.10)

_ 1 ¢ (co(b) + co(a)]
2(p(a) - (0(b)) 2

J (tp(a) + (1-1) mDM+ 5 (9(0) - 9(2)’

cn(b) <o(a

elde edilir ve buna benzer bigimde,

(t-D)[F (tp(a) + L—t)p(b))+ ct (L —t)(p(b) — (a))? ]t

(_l
||
N | P C—

_p) @+ 0-t)eb)}
p(@)-p®) 1

—
—~t

1
p(a) — o(b)

N | e

f(tp(a) + (L—t)p(b))dt — c(p(b) — p(a)? [tA-1)*dt  (4.10)

2

1 f(MM+¢mq
2(p(2) — p(0)) 2

1 1
+m! f(to(a) + (1—t)p(b))dt —

2

elde edilir. (4.10) ve (4.11) toplanirsa

J=J,+J,=

¢(b) - (/)( a)

jft¢(a)+1 (L—t)p(b))dt - o f(p(a)f(‘/’(b);“’(a)j (4.12)

olur. Buradan da (4.12) esitligi x=tp(a) +(1—t)p(b), t<[0,1] degisken degistirmesi

ve (@(b)—@(a)) ilecarpilirsa
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1 © (D(a) (D(b)j
b) — aAAJ=—— f dx - f] 22—~£ Y77
((0( ) @( )) ¢(b) go(a) (ﬂ.([l) (X) X (

elde edilir.

Teorem 4.1.3. h : (0,1)—(0,»), abel <R , a<b , ¢ : [a,b]—>[ab] strekli

bir fonksiyon ve ¢@(@)<e@(() olsun.f : 1cR—>R , 1° (I nin ici) de

diferansiyellenebilir ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Eger |f'|, c>0

a gore giiclii ¢, —konveks fonksiyonuise v te(0,1) icin

1 ““f” £ (x)dx - f((p(a) +(p(b)j
¢(b) - ¢(a) o(a) 2

(@) — p@)( (@) + | f'(@®))])| [tlh®) + h@—t)]dt

Ot |

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 4.1.2.> den ve |f'|, ¢>0 a gore giicli ¢, —konveks fonksiyon

oldugundan,

_r w]p) f(x)dx — f (Mj
(D(b) - ¢(a) »(a) 2

1

< (p(b) — (@)1 [ th(®)|f '(p(a))] + h@—1)| f (e (b))]dlt

0

+[@-0)[h®)| F (o)) + h@—1)| f "((b))[]dt

2
elde edilir. Burada
1

Rthddt B0 «tOQ «tdt

0 i
2
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1
2 1
RhQ «t@t @0 =t DAt

0 1

2

esitliklerini kullanarak,

1 ‘P-([b) f (X)dX — f [¢(a) + ¢(b))
¢(b) - (D(a) »(a) 2

< (p(0) — p(@)( f "(p(@))] +| T '(20))])] [tlh(t) + h@—1)]dt

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Hermite-Hadamardin sol tarafi ile ilgili sirastyla giic¢li ¢ —konveks, gicli

@, —konveks, glcli ¢ — P —konveks sonuglarin1 ¢ > 0 ile elde ederiz.

Sonucg 4.1.7. Teorem 4.1.3. deki varsaymmlar altinda h(t)=t, te (0,1) olarak alinirsa

1 "’T” £ (x)dx — f(qo(ao +<o(b)]
¢(b) - (0(3) o(a) 2

(4.13)

f’ f'(e(b
s«o(b)—qo(a»{' (p(2)] +]f (o ))IJ

8

elde edilir.

Sonug 4.1.8. Teorem 4.1.3. deki varsaymmlar altinda h(t)=t* (s <(0,1)), te(0,1)

olarak alinirsa,

1 ‘”T” f(x)dk f[<o<a)+<o(b)j
(D(b) - go(a) o(a) 2

(4.14)

< (p(b) —(p(a))(1+ S+ 2)@ (@) +|f ’(co(b))l}

2°5+3 (s+2)(s+3)
elde edilir.
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Sonuc 4.1.9. Teorem 4.1.3. deki varsayimlar altinda h(t) =1, te (0,1) olarak alinirsa,

1 “"f) f () dx— f(co(a)w(b)j
(D(b) - QJ(a) o(a) 2

(4.15)

f' f'(p(b
g(go(b)—cu(a))(' (¢(a))|1| i »I}

elde edilir.

Not 4.1.4. V x e[a,b] i¢in ¢(x) =X alir ve ¢ — 0 limit durumunda (4.13) esitsizligi

Kirmact’ nin Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi ile ilgili olan esitsizligi verir.

(23
s(b—a)( J

Not 415 V xe[a,b] icin ¢(x)=x alir ¢c—0 limit durumunda (4.14)

esitsizliginden

¢ a+b
a{f x)dx —f( ]‘

o-afy- 523
B 252 )| (s+D(s+2) |

Teorem 4.1.4. h : (0,1)—(0,), abelcR , a<b , ¢ : [ab]—>[ab] siirekli

elde ettik.

bir fonksiyon ve @(@)<¢@(®) olsun. f : IcR—R , I° (I nin ici) de dif
eransiyellenebilir ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Eger, |f '| 9 ¢>0
a gore giglli ¢, —konveks fonksiyonise g >1, +++=1 , B,(,.) tamolmayan

beta fonksiyonu

G =c(p(b) ~9(@)™' B, (4+1.4+1) ~ - (p(b) ~ (@)’ >0 ve v t=(0.1) igin
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1 »(b)

T f(x)dx_f(MJ
o) —p(a), 2

(a)

1
q

< 20 ( iJ {I (o) ot@|® +h@-0] (oM )it + G}

1
aq
+

esitsizligi saglanir.

N | 1 ey

(h(t)| f'(p(a)" +h@—1)|f'(p(b))|° )dt + GJ

Ispat: Lemma 4.1.2." den ve Holder integral esitsizliginden

1 »(b)

I f (X)dX _ f((o(a) + go(b)j
p(0) - p(a) i, 2

< (p(b) - 9(a))

.

} {f [f(to(a) + @ t)p(b)) + et - t)(p(b) - p(a))? ] dt] :

O — o |
O — o |

[ (tp(a) +(1—t)<o(b>)|+ct<1—t)<¢(b)—w(a»Z]thJ

+
N\H'—.H

bulunur. Buradan da | f

[a b] gucli ¢, —konveks fonksiyon oldugundan ve

(U+v)* <29 +v%), u,v>0, g>1,

esitsizligini kullanarak,
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1 "’T” f (x)ch— f[co(b)w(a)]
(p(b) - (D(a) o(a) 2

1

:

-t dt} {I [ to(@) + A-1)o®)" + cta- o) - p(@)? ] ]dtJ

2

[ (to(@) + ) o) + (@ tXe(b) - p(a)? ) ot

O |
O t—— |

< 2" (p(b) - p(a) [
+[

S(p(b)—co(a)[ 1 }

fpoe

- % (p(b) - p(a))° +c(p(b) - p(a) B, (A +1,q+ 1))

{

~5 (9(0) ~ p(@)” + clp(d) - () B, (4 1.+ 1)]}

N | e—

(het (o) Jot

f'(p@)]" +h@-1)

ot—n |

1
q

()|t (o(@)]* + ha— 1|t (o)) Jat

N | e

elde edilir

1

P dt |0 «tOdt B 1
2P @ =10

0 ES
2

1
1
tL—t)dt = [t@—t)dt = —
! 12

ot— |

2
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oCt— |

1
t(A-t)*dt=[t(L-1)°dt =B, (q+1q+1)

1 2

2

esitliklerini kullanarak,

1 ‘“f” f(x)x - f(co(a) +<o(b)j
¢(b) - ¢(a) o(a) 2

1
q

(h(t)| f'(p(@)|" +h-1)|f (o))" )dt +G

_od)-p@( 1 )
- 2 p+1

Ot |

+ (h(t)| f'(p(a))" +h@—-t)|f (o) )dt +G

N | e

elde edilir.Boylece ispat tamamlar.

Hermite-Hadamardin sol taraf ile ilgili sirasiyla gicgli ¢ —konveks, gucli

@, —konveks, gucli ¢ — P —konveks sonuglarini ¢ > 0 ile elde ederiz.

Sonug 4.1.10. Teorem 4.1.4. deki varsayimlar altinda h(t) =t, te (0,1) olarak alinirsa,

1 “’]*” f (x)dx - f(co(a) +<o(b))
§D(b) - q)(a) »(a) 2

Sqo(b)—co(a)( 1 Ji
.

p+1

8

) {|f (@)’ +3t o) GJQ {3 :

Flp@)" +[F (e qu (4.16)

elde edilir.
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Sonug 4.1.11. Teorem 4.1.4 deki varsayimlar altinda h(t) =t°, se (0,1), te (0,1)

olarak alinirsa,

; (pf) f (x)dx —f (M]
¢(b) - ¢(a) o(a) 2

1

< (p(b) — ¢(a))
2 q p+ 1

1 ’ q 1 .
x{gggiﬁﬁ(wmm +@+n[ ZﬁJﬁ(wmm +Gj (4.17)

1 1 1
+((s+1)(1 23+1j| (@) +25+1( )If (o))" +GJ}

elde edilir.

Sonug 4.1.12. Teorem 4.1.4. deki varsayimlar altinda h(t) =1, t €(0,1) olarak

almirsa,
1 "’T’) f(x)dx— 1 (co(a) + co(b)j
o(b) - p(@) iy 2
L gp(b)l—(o(a)( 1 jipf’(co(b))lq +|f'(e(a))" +GT (4.18)
25‘1 p+ 1 2
elde edilir.

Not 4.1.6. ¢ — 0 limit durumunda (4.16.) (4.17) ve (4.18) esitsizlikleri sirasiyla ¢ -

konveks, ¢,-konveks ve @ —P-konveks fonksiyon igin Hermite-Hadamard tipi

esitsizligin sol tarafini tiretir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada birinci mertebeden tiirevli fonksiyonun mutlak degerinin gucli
¢, —konveks fonksiyon igin Hermite-Hadamard tipinde esitsizlikler elde edilmistir.
Burada h fonksiyonu swrasiyla  h(t)=t, h(t)=t° ve h(t)=1 secilirse, giicli
@ —konveks, gucli ¢, —konveks, gucli @ — P —konveks fonksiyonlari i¢in Hermite-

Hadamard esitsizliginin sag ve sol tarafi i¢in bazi esitsizlikler elde ettik. Benzer olarak

ikinci mertebeden tiirevli fonksiyonun mutlak degerinin gii¢lii ¢, —konveks fonksiyon

alinmasi halinde de yeni sonugclar elde edilebilir. .Bunu da agik problem olarak burada

verebiliriz.
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7. EKLER

Tezin olusumunda dnemli bir rol oynayan guclu ¢, —konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard tipinde elde etmis oldugumuz ¢alisma yayinlanmasi i¢in asagidaki

baslik altinda yayima gonderilmistir.

1) M. Zeki Sarikaya and Kubilay Ozcelik, On Hermite-Hadamard type integral

inequalities for strongly ¢, —convex functions, submitted.
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