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OZET

HEMEN HEMEN YARI KENMOTSU MANIFOLDLAR

Dilek YESILSANCAK
Duizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dal1
Yuksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Nesip AKTAN
Eylul 2013, 63 sayfa

Plazma fiziginde genis bir uygulama alanina sahip olan degme manifoldlarin, hemen
hemen yar1 Kenmotsu manifold olarak adlandirilan, yeni bir alt sinifi tanimlanmistir.
Oncelikle, bu tir manifoldlar icin temel egrilik 6zellikleri verilmis ve daha sonra
hemen hemen yar1 Kenmotsu manifoldlarin bazi paralel tensor alanlartyla olan iliskileri
incelenerek ¢ok carpici sonuglara ulasilmistir. Son olarak sonra hemen hemen yari

Kenmotsu manifoldlara ait iki 6rnek ve konu ile ilgili agik problemlere yer verilmistir.

Anahtar sozcikler: Degme manifold, Hemen hemen Kenmotsu manifold, Hemen

hemen yar1 Kenmotsu manifold.



ABSTRACT

ALMOST PSEUDO KENMOTSU MANIFOLDS

Dilek YESILSANCAK
Diizce University
Institute of Science and Technology, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan

September 2013, 63 pages

A new sub-class called almost pseudo Kenmotsu manifold of contact manifolds with a
wide range of applications in plasma physics is described. First, for this kind of
manifolds, basic curvature properties are given and then striking results are obtained by
examining the relationship between almost pseudo Kenmotsu manifolds with some
parallel tensor fields. Finally, then, two examples of manifolds with almost pseudo

Kenmotsu and clear problems related to the subject are given place.

Key Words: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost Pseudo Kenmotsu
Manifold.



EXTENDED ABSTRACT

ALMOST PSEUDO KENMOTSU MANIFOLDS

Dilek YESILSANCAK
Diizce University
Institute of Science and Technology, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Nesip Aktan

September 2013, 63 pages

1. INTRODUCTION

The class of almost contact metric manifolds which are called almost Kenmotsu
manifolds M , were firstly introduced by Kenmotsu. These manifolds appear for the first
time in (Kenmotsu 1972), where they have been locally classified. Kenmotsu defined a
structure closely related to the warped product which was characterized by tensor
equations.

Contact metric structures have been intensively studied by several authors. The recent
monograph of (Blair 2002) gives a wide and detailed overview of the results obtained in
this framework. Contact pseudo-metric structures (n, g) , where 1 is a contact one-form
and g a pseudo-Riemannian metric associated to it, are a natural generalization of
contact metric structures. Contact structures equipped with pseudo-Riemannian metrics
were first introduced and studied by (Takahashi 1969), who focused on the Sasakian
case. Since then, up to our knowledge, most of the research devoted to the topic was
concerned with Sasakian pseudo-Riemannian metrics (see for instance Duggal, 1990;
Bejancu and Duggal 1993). On the other hand, a systematic study of general contact
pseudo-metric manifolds has undertaken by (Calvaruso and Perrone 2010). The authors

provide the technical apparatus needed for further investigations, prove some general



classification results and exhibit several explicit examples.

In (Boecks 2006), the authors showed that a locally symmetric contact metric space is
either Sasakian with the constant curvature or locally isometric to the unit tangent
sphere bundle of an Euclidean space. Following these works, Cho et all investigated the
n -parallelity of the torsion tensor T of a contact metric manifold M . The tensor field t
was firstly introduced by Hamilton and Chern. They defined by the torsion tensor field

T for any vector fields X and Y on M as follows:

9(TX,Y) = (Leg)(X,Y)

Cho showed that a non-Sasakian contact metric manifold with the n-parallel torsion

tensor is a (k, u)-contact manifold.

2. MATERIAL AND METHODS:

In this section, we introduce some fundamental concept of manifold theory. In the first
subsection, we give pseudo-Riemannian manifolds and some basic properties. In the
second subsection, we introduce some fundamental concept of pseudo almost contact

metric manifolds. In the second subsection, we give submanifolds.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In this section, we define a wide subclass of almost contact metric manifolds which is
called almost pseudo Kenmotsu manifold. Firstly, we give the concept of almost
pseudo Kenmotsu manifolds and state general curvature properties. We derive several
important formulas on almost pseudo Kenmotsu manifolds. These formulas enable us to
find the geometrical properties of almost pseudo Kenmotsu manifolds with n -parallel
tensors h and ¢h . We also examine the tensor field = on M. Then we give some
propositions and theorems on n-parallelity, cyclic parallelity, Codazzi condition and
n-cyclic parallelity. Finally, we give two extensive examples on almost pseudo

kenmotsu manifolds.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this study, we have a generalization of almost Kenmotsu manifolds and some
curvature properties. Submanifolds of pseudo almost Kenmotsu manifolds and

symmetry properties are open problems, one can obtain very important results.

Key Words: Contact Manifold, Almost Kenmotsu Manifold, Almost Pseudo Kenmotsu
Manifold



1.GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.
(2n + 1)-boyutlu bir € smfindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant
demetlerinin grup yapis1 U(n) X 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme
manifold denir. ilk olarak, 1959 yilinda J. Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig

calisgmada U(n) X 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamistir. Buna gore, (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

¢*X = X +n(0¢, n(§) =1

denklemlerini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan1 ¢ , bir vektor alani & ve bir 1-form
olan 7 ile olusturulan (¢, &, n) tglisiiyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(@, €,1) hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(@X,pY) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

nX) =g9X,%),

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiy1 tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar icin normallik sartimin ]| kompleks yapismin  J? = —]

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar Gzerinde yeni bir
karakterizasyon ve smiflama ortaya koymustur. Bu smiflama Kenmotsu manifold
olarak adlandirilmistir (Kenmotsu 1972). 1981 yilinda Vanhecke hemen hemen degme
yapilarini ele aldig1 ¢aligmasinda hemen hemen Kenmotsu manifoldlarini genisleterek

hemen hemen f-Kenmotsu manifoldlari tanimlamistir (Vanhecke 1981).

(M, ¢,¢,1m,9), (2n + 1)- boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

dn =0, dd =2nND
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sartlari1 saglaniyor ise bu manifoldlara hemen hemen Kenmotsu manifold denir.

Normallik kosulu altinda ise Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

Ikinci béliimde, manifoldlar ve altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanitilacaktir.
Bu béliimiin ilk kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ilk
kisim iki alt kisimdan olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar1 ve bazi
temel ozellikleri tanitilmistir. Ikinci alt kisimda, hemen hemen degme metrik
manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. ikinci kisimda, altmanifoldlar teorisi

hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.

Uciincii bolimde, hemen hemen yar1 Kenmotsu manifoldlar ile ilgili genel sonuglar elde
edilmistir. Ozellikle, paralel tensor alanlarmi gdzdniine alarak bu tiir manifoldlari
ayrintili bir sekilde arastirilmistir. Bu boliimiin ilk kisminda; hemen hemen yari
Kenmotsu yapilar tanitilmistir. Ikinci kisimda, bazi 6zel tensdr alanlarmin temel
ozellikleri verilmistir. Uglincii kisimda, Riemann egrilik tensorii dzellikleri verilmis ve
(Pastore ve Dileo 2007) de deginilen hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ile ilgili
temel Ozellikler genellestirilmistir. Son kisimda, bazi paralel tensor alanlar1 ve h, ¢h
tensorleri yardimiyla yeni sonuglara ulasiimistir. Ozellikle, bu kisimda h tensér alaninin

n-paralellik kosulu 6nemli yer kaplamaktadir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. YARI-RIEMANN MANIFOLDLAR

Tanim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV —R

doniisimii V a,b € R ve Vu,v,w € V igin,

D gu,v) = g,uw),

ii) glau + bv,w) = ag(u,w) + bg(v,w),
g, av+ bw) = ag(u,v) + bg(u,w)

Ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer
form denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.2. V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

Vv eVwvev # 0icin g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,
i) Vv e Vvev # 0icin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tammlt,
iii) Vv € Vicin g(v,v) = 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yari-tanimli,

iv) Vv € Vicin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari-tamiml denir
(O’Neill 1983).

Tamim 2.1.3. V bir reel vektor uzayi ve g , V Uzerinde simetrik bilineer form olsun. 0 #

& € V olmak Gizere V v € V igin

g v)=0

ise g simetrik bilineer formuna V Gzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-

dejeneredir denir.

Buradan gorullr ki , g nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart V u € V igin

g, v) =0ikenv =0

8



olmasidir (Duggal 1996).

Tamim 2.1.4. V bir reel vektor uzay1 ve g, V zerinde simetrik bilineer form olsun.
glwWxW — R

negatif tanimli olacak sekildeki en biiylik boyutlu W altuzaymin boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.5. V bir reel vektor uzay1 ve V Uzerinde simetrik bilineer form g olsun.

Bu durumda,

i) g(ai,a]-) =0,i#]j
i)gla,a)=1,1<i<y,

iiiyglaj,a;)) =—1Ly+1<i<y+v
iv)gla,a;)=0y+v+1<i<n=y+v+yu

olacak sekilde V nin {ay, ..., @} baz1 vardir (Duggal 1996).

Tamim 2.1.6. V reel vektor uzayi lizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma V reel
vektor uzay:r tizerinde bir skalar ¢arpim (yari-oklid metrigi) denir. V Uzerindeki bir

skalar carpma g ise (V, g) ikilisine de skalar carpim uzayi (yari-0klid uzay1) denir.

Eger g pozitif tammli ise o zaman g bir i¢ carpim (Oklid metrigi) olur ve (V,g) de
Oklid uzay olarak adlandirilir. Eger g nin indeksi v = 1 ise g ye Lorentz (Minkowski)
metrigi ve (V, g) yede Lorentz (Minkowski) uzayr denir. Eger g dejenere ise 0 zaman
V vektor uzayina g ye gore lightlike (dejenere) vektor uzay: denir (Duggal 1996).

Teorem 2.1.7. V bir yar1-0klid uzay ve W da bu uzaym bir lightlike altuzay1 olsun. Bu

durumda , W boyunca V uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardir (Duggal 1996).

Tamm 2.1.8. M bir C* manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay T, M olmak

Uzere

glp:ToM X T,M — R

(Xp' Yp) - 9|p(Xp' Yp) = g(Xp'Yp)



biciminde taniml1 sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensor alanina M

Uzerinde metrik tensor alani denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.9. M bir C* manifold olsun. M, bir g metrik tensorii ile donatilmigsa, M ye
yar1-Riemann manifoldu denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.10. Bir M yari-Riemann manifoldu Gzerinde g metrik tensérinun indeksine

yar1-Rieamann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v =0 ise Vp € M igin glp, T,M
tizerinde pozitif tanimli bir i¢ ¢arpim oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur. v = 1

ve n = 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983).
Tamm 2.1.11. M bir C* n-boyutlu manifold olsun. M Uzerinde
D:M — T,M

p— D, cT,M

seklinde tanimli D doniisiimiine r —boyutlu dagilim ve X € I'(TM) igin Xp € D,, ise
X vektor alanina da D ye aittir denir. Eger her p € M noktas: i¢cin D, de r tane

diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alam1 var ise D dagilimima

diferensiyellenebilir denir (Duggal 1996).

Tamim 2.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun ve K de M (zerinde herhangi

bir tensor alani olsun. Bu durumda p € M,t € I ¢ R ve X € I'(TM) olmak Uizere

1
LK = 1im= (K@) = (@K)(P))

ile tammmlanan Ly diferensiyel operatoriine X vektor alanina gore Lie tlrevi denir.

Burada @,
®:(t,x) € [—¢,¢€]lxU — d(t,x) EM

seklinde tanimli bir doniisiimdiir (Duggal 1996).

Teorem 2.1.13. M bir diferensiyellenebilir manifold ve £y de manifold iizerinde tanimli
Lie tlrevi olsun. O zaman VY,Z € I'(TM) ve f € C*(M,R) icin

10



D Lyf =X(f)
i) LyY = [X,Y]

iii) ¥, M Uzerinde (0,2) tipinde bir tensor alani olmak tizere

Lxp)(¥,2) =Xy, 2)) — (X, Y],2) — (Y, [X,Z])

dir (Duggal 1996).

Tamim 2.1.14. M bir C* n-boyutlu manifold ve D, M (izerinde r-boyutlu bir dagilim
olsun. Eger X,Y € T'(D) icin [X,Y] € T'(D) ise D dagilimina involutuftir denir (Duggal
1996).

Tamm 2.1.15. {uy, ...u,}, RY iizerinde dogal koordinatlar olsun. V ve

W =Y W;0;, R} tizerinde vektor alanlari iseler

VW = z V(Wy)o;

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant ttrevi denir (O’Neill 1983).
Tamm 2.1.16. M bir C* manifold olsun. M Uzerindeki bir V konneksiyonu

i) VyW,V ye gore C*(M,R) lineerdir,
it) VyW,W ya gore R lineerdir,
u) vy (fw) =v(HOw + fv,w, vf e C*(M,R)

sartlarini saglayan ve
V:I['(TM) X I'(TM) - I'(TM)

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur (O’Neill 1983).
Teorem 2.1.17. Bir M yari-Riemann manifoldu lizerinde V X,Y,Z € I'(TM) igin

D) [X,Y] = Vy¥ — VX

i) Xg(Y,2) = g(VxY,2) + g(¥,Vx2)

11



olacak sekilde M nin bir tek V Levi-Civita konneksiyonu vardir ve bu konneksiyon

29(VxY,2) =Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) = Zg(X,Y) —gX,[V,Z]) + g(Y,[Z X])
+9(Z,[X,Y])

Kozsul formli ile karakterize edilir (O’Neill 1983).
Tamm 2.1.18. M bir C* manifold ve V, M (izerinde bir lineer konneksiyon olsun.

Eger X,Y €T'(D) icin
V.Y € ['(TM)

ise D dagilimina paraleldir denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.19. M, Levi-Civita konneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifoldu olsun.
vV X,Y,Z € I'(TM) igin

R:T'(TM) x I'(TM) x I['(TM) — TI'(TM)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z = VyVyZ — VyVyZ — Viyy|Z

bi¢iminde tamimlanan M (zerinde (1,3) tipindeki R fonksiyonuna M nin Riemann
egrilik tensorii denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.20. M bir yari-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik tensorii
olsun. O zaman, VX,Y,Z, W € I'(TM) icin

DgRX,Y)ZW)=—-gR(Y,X)Z,W),
i) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, V)W, Z),
iit) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0,
iv) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y)

dir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.21. Eger M manifoldu sabit bir ¢ egrisine sahipse M nin egrilik tensorii

v X,Y,Z € I'(TM) igin

12



RX,V)Z = c{g(Y,2)X — g(X,Z)Y}

seklindedir (O’Neill 1983).

Tamm2.1.22. M bir yari- Riemann manifold ve R , M nin Riemann egrilik tensorii

olsun. {ey, ...e,}, T, M nin bir ortonormal baz1 olmak iizere
S:T,M X T,M — R
(Xp, Yp) = S(Xp, ¥p) = Zis 19 (R(ei, Xp) Vo €)
veya
S(Xp, Yp) = iz{Zy — R(Zp, Xp)Y,}

seklinde tanimli Ric tensoriine M yari- Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensori

veS (Xp, Yp) degerine de Ricci egriligi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.23. M yari-Riemann manifoldu ve R , M nin Riemann egrilik tensorii olsun.

{e1, ...en}, T,M nin bir ortonormal bazi olmak iizere

n
p= Z £;S(e;, e;)
i=0

degerine M yari-Riemann manifoldunun skalar egriligi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.24. M bir yari-Riemann manifold ve R de M nin egrilik tensorii olsun. Eger,
R=0 ise M ye lokal flat ve VR=0 ise M ye lokal simetrik uzay denir
(Hacisalihoglu H. H., 2003).

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLAR

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

13



Tamm 2.2.1. M?"*1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold ¢,&,n da M?"*1 {izerinde,
sirastyla, (1,1) - tipinde bir tensor alani, bir vektor alant ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &,

icin, M?™*1 {izerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak Uzere,

n@ =1 (2.1)
@P*X = =X +n(X)§

esitsizlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢, &,17) UclUstine M?™*1 {izerinde bir hemen hemen
degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M2™*1 ye bir hemen hemen degme manifold denir
(Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.2. M*"*1 | (9, &,71) hemen hemen degme yapist ile verilsin. M2+ {izerinde

bir g Riemann metrigi

nX) = g(X,%), (2.2)

g(@X,pY) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

sartlarrm  sagliyorsa g metrigine M?"*1  iizerinde hemen hemen degme
metrik, (¢, ,1, g) yapisina hemen hemen degme metrik ve (¢, &,7, g) yapist ile M2"+1

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2.1. M?"*1 (,&,m,g9) hemen hemen degme metrik manifold verilsin. Bu

durumda,

9(@X,Y) = —g(X, 9Y) (2.3)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.3. M?™*1! (izerinde bir hemen hemen degme manifold (¢,&,n,g) olmak

uzere,

D(X,Y) = gX,pY) (2.4)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme manifoldun temel 2-formu denir
(Yano ve Kan 1984).
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Tanmim 2.2.4. (M" g) bir Riemann manifold ve  xq,x,,..,x, M™nin lokal

koordinatlar1 olsun. w = ./|gldx; Adx, A ...dx, ve g(x) >0 ise w ye M"
Uzerindeki bir hacim form denir. Bu arada dx; , M™ Uzerindeki kotanjant uzayda 1-

formlar ve |g|, M™ lizerindeki metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tammm 2.2.5. (M™,g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ Uzerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonug 2.2.2. @ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla n A @™ # 0 dir.

Boylece Tanim 2.1.2.5. geregince (M™, ¢,¢&,n,g) hemen hemen degme manifoldu
yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tamm 2.2.6. M bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y vektor alanlari

icin,
2dw(X,Y) = X(0(1)) - Y(w(X)) — w[X,Y]
dir. Eger w 2-form ise,

3dw(X,Y,Z2) = X(w(Y,2)) = Y(w(Z, 1)) + Z(w(X,Y)) — w([X, Y], Z)
—w([Y,Z],X) - w([Z,X],Y)

dir. ( Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M?™*1,¢,&,1,g) bir hemen hemen degme manifold ve V Riemann

konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlart igin,

(D) (Vx@)(Y,2) = g(¥, (Vxp)Z)

i) (V@) (Y, Z) + (Vx@) (Y, 9Z) = n(Z) (Vxn) Y —n(¥)(Vxn)pZ
(i) (VemY = g(¥,Vx&) = (VxP) (&, ¢Y)

(iv) 2dn(X,Y) = (VxmY — (VymX

() 3dO(X,Y,2) = 43 ,(Vx®)(V,2)

esitlikleri gecerlidir. Burada X?Z, X,Y,Z vektor alanlar1 tizerinden alinan devirli

toplami1 gostermektedir.

15



Ayrica, {X;, 0X;, &} i = 1,2,...,n olmak lizere, M?™*1 nin acik bir alt ciimlesi tizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatoru

o1 = = (T + o)

seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tamim 2.2.7. M™ bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin V p noktasi
icin J2 = —I olacak sekilde TpM tanjant uzaymin bir / endomorfizmasi mevcut ise, 0
zaman M™ (izerindeki | tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 ad1 verilir. Bir
J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks
manifold denir (YYano ve Kon 1984).

M Uzerinde bir hemen hemen pseudo yapist (¢,&,n,g) ile verilsin. O zaman, MxR

tizerinde herhangi bir vektor alani

d
(X'fa

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; t,R nin bir

koordinat1 ve f, M X R Uzerinde bir C* fonksiyondur.

M JUzerinde (¢,§,1n,g9) bir hemen hemen degme manifold olsun. Boylece M x R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

/(x,f%) = (ox = f.&100) %)

bigiminde tanimlanir. Kolayca J? = —I elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tamm.2.2.8. M™ bir diferensiyellenebilir manifold olmak Uzere , M™ Uzerinde (1,1)

tipli bir tensor alam1 F olsun. V X, Y € X' (M) igin,
Np(X,Y) = F2[X,Y] + [FX,FY] — F[FX,Y] — F[X,FY]

seklinde tanimli N tensOr alanina F tensOr alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).
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J, M™ tlizerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M™

Uzerinde J tensor alanina Nijenhuis torsiyon tensorii

N, X, Y) = J2[X, Y1+ UX,JY] = JUX, Y] = JIX,JY]
==X, Y]+ UX,JY] =JUX, Y] = J[X,]Y]

seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.9. (M*",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0 ise ]

dontigiimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.10. Eger M?" x R (zerindeki bir ] hemen hemen kompleks yapisi
integrallenebilir ise (¢, ¢, 1) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve
Kon 1984).

Onerme 2.2.2. M?"*1 (izerinde (¢, &,) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul
N,+2dn®¢=0

esitliginin saglamasidir. Burada N, ¢  tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

tensorudur (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.11. (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" (izerinde V X,Y

vektor alanlari igin,

gUXx,JY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.
Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir ( Blair
2002).

Tamm 2.2.12. (M?",], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. v X,Y vektor

alanlar1 i¢in,
NX,Y)=gX,JY)
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esitligi ile tanimlanan 2 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu
denir. Eger d2 =0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir
Kaehler yap1 ile verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit
manifoldunun bir Kaehler manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul V] = 0 esitliginin
saglamasidir ( Blair 2002).

2.3. ALT MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, altmanifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar verilmistir.

Tanmm 2.3.1. M Riemann manifoldunun bir alt ciimlesi M olsun. M (izerindeki metrik

g olmak Gzere,
M — M

p—jp)=p
dahil etme doniisiimii i¢in p € M noktasindaki

o .~
M — T,M

tiirev ve ek doniisiimleri igin,

(15 (gp)) (v.wp) = Gy (J'*(Vp),j* (Wp)); V vy, wp, € T,M

esitligi ile tanimlanan j, g, = g, doniisiimii M Uzerinde bir metrik ise M ye M min bir

Riemann altmanifoldu denir (O’neill 1983).

Tamm 2.3.2. (M™*4, 5) Riemann manifoldunun bir Riemann altmanifoldu (M", g)
olsun. VveV sirasiyla, M™ve M™® manifoldlarmin Levi-Civita konneksiyonlar:

olsun. O halde, Gauss ve Weingarten esitlikleri, sirasiyla,

VyY =VyY +B(X,Y) (2.5)

VN = —4,X + V%N (2.6)
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seklinde tanimhidir. Burada B ye M™ nin ikinci temel formu denir ve N, M™ (zerinde

bir normal vektor alamidir. Eger VX,Y € X(M™) icin, B(X,Y)=0 ise M
manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

Ikinci temel form B ve A,, sekil operatorii arasinda baza gore yazilim

d
B(X,Y) = 2 g(4,X,Y)N,
y=1

esitligi elde edilir. Burada N, (y =1,..,d) M™ altmanifolduna dik olan vektor

alanlar1, V+ de M™ altmanifoldunun normal konneksiyonudur. Kolayca
9(4,X,Y) = g(B(X,Y),N,)

esitligi elde edilir (Chen 1973).

Tamm 2.3.3. (M", g), (M™%, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

Zaman,

1 n
H=2>) B(ee;
EILIOND
i=1

seklinde tanimlanan H vektor alanina M™ nin ortalama egrilik vektor alani denir. Eger
H =0 ise M™ altmanifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin
normuna M™ nin ortalama egriligi denir. Burada {e,,...,e,} M™ Uzerinde bir lokal
ortonormal bazdir (O’neill 1983).

Tamm 2.3.4. (M™"*%,§) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M", g) olsun.
VX,Y € X(M™) olmak Uizere,

B(X,Y) = g(X,Y)H

esitligi saglaniyorsa M™ ye total umbilik altmanifold denir (Chen 1973).

Tamm 2.3.5. (M™, g), (M™%, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. B

ikinci temel formu VvV X,Y,Z € X (M™) igin, B nin X yonundeki kovaryant turevi
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(VxB)(Y,Z) = Vx (B(Y,2)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ)

seklinde tanimlidir. VB (0,3)- tipli bir tensér alanidir ve  M™ altmanifoldunun Gglnci
temel formu olarak adlandirilir. Ayrica, V  ya Van der Waerden-Bortolotti
konneksiyonu adi verilir. Eger VB =0 ise ~M™ altmanifoldu paralel ikinci temel
formludur denir (Chen 1973).

B ikinci temel formunun V2B ikinci kovaryant tirevi

(V2B)(Z,W,X,Y) = (VxVyB)(Z, W) = V¥ ((VyB)(Z,W)) —
(VyB)(VxZ,W) — (VxB)(Z,VyW) — Vy,yB(Z, W) (2.7)

seklinde tanimlidir (Chen 1973).

Tammm 2.3.6. (M", g), (M™%, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O

Zaman,
RY(X,Y) = Vg V§ — Vy Vx — Vixy; (2.8)

seklinde tammli R+ doniisiimiine M™ nin normal yoniinde egrilik tensérii denir
(O’neill 1983).

(2.7) ve (2.8) esitlikleri yardimiyla

(VxVyB)(Z, W) — (VyVxB)(Z, W) = (R(X,Y).B)(Z, W)
= RY(X,Y)B(Z,W) — B(R(X,Y)Z,W) — B(Z,R(X, V)W)

esitligi elde edilir. Burada R*,V konneksiyonuna gore egrilik tensoriidiir (Chen 1973).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir alt sinifi olan hemen
hemen yar1 Kenmotsu  manifoldlar incelenmistir. Bu boélim orjinal sonuglar

icermektedir.

3.1. HEMEN HEMEN YARI KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu kisimda 6ncelikle hemen hemen yar1 Kenmotsu yapilar tanitilarak, gerekli literatir
bilgisi verilmistir.

Tamm 2.2.2. M?"*1 | (¢, &,71) hemen hemen degme yapist ile verilsin. M2+ {izerinde

bir g yar1 Riemann metrigi

nX) = eg(X,),

9(@X,pY) = g(X,Y) — en(X)n(Y)

M2n+1

sartlarin1 sagliyorsa g yart Riemann metrigine tizerinde hemen hemen degme

yart Riemann metrik, (¢, &,7n,g) yapisina hemen hemen yar1 degme metrik yapr ve
(9,€,1,9) yapist ile M?"*1 ye de hemen hemen yar1 degme metrik manifold denir .

Burada ¢ = +1 dir (Calvaruso and Perrone 2010).

Tamm 3.1.1. (M, ¢,¢&,n,g),(2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen yar1 degme metrik

manifold olsun. M?2"*1 {izerinde
dnp=0, do=2nA®

esitlikleri saglaniyorsa M2™*1 ye hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold denir.

Yardima Teorem 3.1.1. M?"*1 manifoldunun bir (¢,¢,7n,g) hemen hemen degme

metrik yapis1 igin,

29((VxP)Y,Z) = 3dP(X, Y, pZ) — 3dP(X,Y, Z) (3.1)
+g(NO(,2),pX) + eNA(Y, Z)n(X)

+2edn(¢Y, X)n(Z) — 2edn(pZ, X)n(Y)
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dir. Burada N, N@ tensor alanlari, sirasiyla,

NDX,Y) = Npy(X,Y) + 2dn(X,Y)¢E (3.2)

N@X,Y) = (LoxmY — (LoymX (3.3)

dir (Calvaruso and Perrone 2010).

Onerme 3.1.1. (M?"*1, ¢, &,n, g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. O
zaman, vV X,Y € X (M?™*1) igin,

i) hX == (Led)X, h(€) =0 (3.4)

i) Vx§ = —¢2X — phX (3.5)

[i) Ve =0, Vep =0 (3.6)

i) (o)X +(hodp)X =0 (3.7)

v) (Vxm)Y = [eg(X,Y) —n(X)n(Y)] + eg($Y, hX) (3.8)
vi) iz(h) = 0 (3.9)

Vii)h =0 & Vi=—¢? (3.10)
dir.
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Ispat (i) ve (ii): Koszul formiiliinden

29((Vx9)Y,Z)
= 3do(X, Y, 9Z) —3dP(X,Y,Z) + g(NV(Y, Z), pX)
+ eNA(Y, Z)n(X)
=2{n(X)@(¢Y, pZ)}
= 2(n()@(Y,2) + n(NP(Z,X) + n(Z)2 (X, )} + g(NV (Y, 2), pX)
+ eN@(Y, Z)n(X)

yazilabilir. Bu esitlikte Y = & alinirsa

29((Vx)¢,Z) = —2{g(Z, pX)} + g(NV (£, 2), pX) + eNPD (&, 2)n(X)

esitligi elde edilir.

(3.2) ve (3.3) ile verilen NV ye N® de X =& veY = Z yazilirsa;

ve

NP (,2) =nleZ,¢]

yazilir.
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Bu degerler kullanilarak

29((Vx9)§,2) = —29(Z,0X) + g(NV (&, 2), 0X) + eNP (&, 2)n(X)
= —29(Z, ¢X) — g(@(Lep)Z, X) — e[ (Lozn)E]n(X)
= —29(Z,0%) - g ((£:9)Z X) + en ((£:0)Z) n(X) = &n ((£zn)E) 1 (O
= —29(Z, ¢X) — g ((£:90)Z X) + en([£, 9Z] — o[£, ZDn(X)
—&e(9z(n(®) —nlez,¢1)nX)
= —29(Z ¢X) — g ((£:0)Z X) + enl&, 9ZIn(X) + enleZ, Eln ()

=-29(Z,pX)— g ((quo)Z,X)

elde edilir. Eger hZ = %(L;(p)Z olarak tanimlanir ise h simetrik bir operator olup,
9((Vx9)$,Z) = g(X, 92) — g(hX, Z)
dir. Ve buradan
Vyé = —@p%X — phX

bulunur.

iii) (3.5) esitliginde X = & alinir ise;
fo =0
oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

(Vxp)¢ = —pX — hX

esitligi gozoniine alinir ve Kozsul formiiliinde X = ¢ alinir ise;
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29 ((vgq))y, z) = 2{® (Y, pZ)} — 2{>(Y, 2)} + g(ND(Y, 2), p&) + eND (Y, 2)
=29(@Y,0*Z) = 2g(Y,9Z) + eNA(Y,2)
=29(Y,02) —2g(Y,pZ) + eNPD(Y,Z)

=eN®(Y,2) =0

yazilabilir. Z # 0 oldugundan Vg =0 ‘dur.

(iv) VX, Y € X(M?™*1) igin,

(poh)X + (ho ¢p)X = p(hX) + h(pX)

1 1
=5 (0l X1 - @*[¢, X]) +§([€.¢2X] — @l X])

= 9?5, X] 42 [, 92X]
ZQD ’ ) P

1 1
(£, X1 = 510§, XDE +3[£, =X +1(X0)¢]

N[ = N =

1 1 1

(£, X] —EU([f.X])f —E[f,X] +§[5'77(X)5]
1 1

= —>n([&XDE + 5 [6,n(X)¢]
1 1

= = 51(VeX = VxE)E + 2 (Ven(X)E = Vyoef)
1 1 1

= —En(VgX)f +§TI(VX5)5 +§V€77(X)€

1 1 €
= —50(VeX)¢ +on(Vx)E +5Veg (X, )¢

1 1 1 1
= =5 1(VeX)§ +5n(Vx$)E +5n(VeX)E = 5n(Vx)E = n(Vx§)E

=0
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yazilabilir. Dolayisi ile (3.7) esitligi elde edilir.
(v) VX, Y € X(M?™*1) igin,
(VxmY = Vgn(Y) —n(VxY)
= Vxeg(¥,§) = n(VxY)
= &Vyg(¥, &) —n(VxY)
= eg(VxY,§) +eg (Y, Vx$) — n(VxY)

=é&g (Y, VX’S—)

=¢eg(Y,—@*X — phX)

= eg(Y,—@?X) + eg(Y, —phX)

= eg (@Y, pX) —eg(Y, phX)
=eg(X,Y) —e.en(X)n(Y) — eg(Y, phX)

=eg(X,Y) —n(X)n(Y) — eg(Y, phX)
= [eg(X,Y) —n(XIn()] + eg (@Y, hX)

dir. Dolayist ile (3.8) ispat edilmis olur. (vi) ve (vii) esitlikleri (3.4)’den agiktir.

Yardimcr Teorem 3.1.2. (M?"*1, ¢, &,7, g), bir hemen hemen degme manifold olsun.

O zaman, V X € X' (M) igin,
(Veh)op+ ¢ o (Veh) =0

dir (Blair 2002).

Onerme 3.1.2. (M?™*1,¢,&,1,g), bir hemen hemen yari Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, V X,Y € X' (M) icin Levi-Civita konneksiyonu

(VxP)Y + (Vpx )Y = —[n(V)PX + 2eg(X, pY)E] — n(YIRX (3.11)

kosulunu saglar.
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Ispat: (3.1) esitliginden yararlanilarak;

29((Vxp)Y, Z)
=2{n(X)p(@Y, 9Z)} — 2{n(X)p(Y,Z) + n(V)P(Z, X) + n(Z)d(X,Y)}
+ g(NO(,2), pX)

yazilabilir. Bu esitlikte X = ¢@X ,Y = @Y yazilirsa,

29 ((Vox)oY. 2) = =20(Z)p(0X, oY) + g(ND (9, 2), 9?X)
bulunur. Elde edilen her iki esitlik toplanirsa;
29 ((Vx)Y + (Vox0) oY, Z) =2{n(X)p(9Y, 0Z) = n(X)$ (Y, 2) (3.12)

—n(PZ, X) —n2)pX,Y) = n(2)Pp(@X, pY)}

1
~g(eN D, 2) + ND (@Y, 2),X) +—-n(Xm (ND (Y, 2)
elde edilir.

eND(Y,Z) + NO(pY,2)

toplanacak olursa

eNM(Y,2) = @3[Y, Z] + ploY, 0Z] — @?[pY,Z] — @?[Y, pZ]

+

N® (@Y, 2) = @?[pY,Z] + [9?Y, 9Z] — 0lp?Y,Z] — @leY, pZ]

ifadelerinden

oND(Y,2) + NO(pY,2) = —olY, Z] — p?[Y, Z] — 9?[Y, 0Z] + ¢?[¢Y, Z]

+[@?Y, 9Z] — @lp?Y, Z]
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= —olY,Z] — ¢*[oY, Z] + [9*Y, 0Z] — ¢[@?Y,Z]
—@?[Y, 9Z] + ¢*[oY, Z]
= —olY,Z] + oY, Z] — n(leY,ZD§ — [V, 9Z] + [n(Y)§, Z]
+lY,Z] — o[n(Y)$, Z] + @*loY, Z] — @*[Y, 9Z]

= oY, Z] = n([eY,ZDE = [V, pZ] + [n(Y)E, 9Z] —
e[n(N)E, Z] + @*[oY, Z] — @?[Y, Z]

= VoyZ — VY —n(VyyZ)E + n(Vz9Y)E — VyoZ +
VpzY + Vyw)e®PZ = Vo (Y)§ — oVywyeZ +
+o(Von(Y)E) + ¢?[eY, Z] — @*[Y, 9Z]

= VorZ = Vz0Y = 1(VyyZ)E — eg(pY,Vz8)E = VyoZ +
Voz¥ = nN(VVepZ — e9(VyzY,§)E — eg(Y, Vy28)E —
N(YVez& —n(Y)VeZ + @(eg(VzY,$)E) +
@(eg(Y,V;8)E) + on(Y)VE + @*[@Y, Z] — @Y, oZ]

=VorZ = Vz0Y —n(VyyZ)E — g(@Y, V)¢ — VyoZ +
Voz¥ —onMNVeZ —n(VyzY)E — eg(Y,Vp78)E -
NNV & = on(NVeZ + on(V)VzE + @*[oY, Z] —

%Y, pZ]

= VyyZ —Vz0Y — U(quyz)f —eg(@Y,Vz8)¢ — VyoZ +
Voz¥ =1(VypzY)E — eg(Y,Vyz8)E —n(Y)Vyz€ +
N()Vz¢ + @*[eY, Z] — ¢?[Y, pZ]

=VorZ = Vz0Y —n(Vyy Z)E — eg(@Y,Vz8)¢ — VyoZ +
Voz¥ =n(VyzY)$ — eg(Y,Vyz8)§ —n(NV ¢ +
NV, —VyyZ +V0Y +1(VyyZ)E —n(Vz9Y)E +
Vy@9Z — V7Y —n(Vy@Z)E +1(V,y7Y)E

= —eg(pY,V;6)¢ —eg(Y, V(pzf)f —n(Y)Vyz& +
NN V¢ + eg(@Y,Vz8)E + eg(wZ, Vyé)E
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= —eg(Y,—93Z — ph9Z)¢ —n(Y)(—93Z — pheZ) +
N(Y)(—=@*Z — 9*hZ) + eg(9Z,—p*Y — phY)¢

= —eg(Y,0Z)¢ +eg(Y,hZ)E —n(Y)pZ + n(Y)hZ +
nWMeZ +n(Y)hZ — eg(Z, pY)E — eg(Z,hY)§

= 2n(Y)hZ
dir. Yani;
eNO(Y,Z) + N®(pY,Z) = 2n(Y)hZ

olarak bulunur. Ayrica

n(ND(py,2)) = eg(ND (g, 2),§)
= eg(p?loY, Z] + [9?Y, 0Z] — 9l0?®Y, Z] — ¢loY, ¢Z],§)
= eg([p?Y,9Z],§) = eg (=Y, 0Z],§) + eg(n(Y), 9Z],§)
=eg(VpzV, &) — eg(Vy9Z, &) + eg(Vy)e9Z, &) — eg(Vpzn(Y)E, €)
=1(VezY) = n(Vy@Z) — eg (Eg(V(pZY, f)) E+eg(Y,V,,6)E
+ (n(V)Vy5€,€)
=1(VpzY) = n(Vy0Z) — eg(n(V42Y)$,€) — (¥, V428)9(£, )
—eg(M(V)V,28,¢)
=1(VpzY) = 1(VypZ) = 1(VyzY) = £9(Y, Vz8§) = en(V)g(Vyz$, §)
= eg(9Z,Vy§) — eg(Y,Vyz§)

= eg(@Z, —*Y — phY) — eg(Y, —@3Z — phoZ)
=eg9(Z,9°Y) —eg(Z,hY) + eg(Y,93Z) + g(Y,hZ) = 0

dir. Bu ifadeler (3.12) esitliginde yerine yazilirsa

29 (V)Y + (Vyx0) Y, 2)

=-2n(V)g(eX,Z) —2n(Y)g(hX,Z) — 4n(Z)g(X, Y)
= -2n(V)g(eX,Z) —2n(Y)g(hX,Z) — 4eg(Z,§) g (X, pY)
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olarak bulunur. Bu son esitlikten

(VxP)Y + (Vpx )Y = —[n(Y)pX + 2eg(X, pY)E] —n(YIRX

dir. Buise (3.11) ‘in ispatidir.

Sonug:  (M?™*1 ¢, &n,9), hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.

VXY € X(M)igin,
P(Vpx )Y — (Vx@)Y = 2n(Y)pX — eg(¢pX + hX,Y)E (3.13)

dir.

Ispat: vV X, Y € X (M?™*1) igin,

(Vox$)PY = Vopx9?Y — @Vx ¥
= —Vx¥ + V()€ = 9*V ¥ — (Vyx0)Y

= —VoxV +eg(VypxV, )¢ + eg(Y,Vyx€)E + n(Y)IV i€ + V,xY —
n(vprY)f - ¢(V¢X¢)Y

= eg(Y,—9*X — pheX)¢ + (V) (—9*X — pheX) — ¢(V,x9)Y
= eg(Y,—pX — RX)E + n(VN X — (VX — ¢(Vyxp)Y

= eg(Y, pX)& — eg(Y,hX)E + (V)X — n(Y)RX — ¢(V,xp)Y

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina (Vy¢@)Y eklenirse;

(Vx@)Y + (Vox )Y = eg(Y, pX)E — g (Y, hX)E + n(V)X —n(Y)hX —
(P(anX‘P)Y + (Vxp)Y

olup, (3.11) esitligi kullanilarak,

(V@)Y — p(Vpxp)Y = —2n(Y)pX — eg(X, Y)é + eg(Y, hX)E

= —2n(V)eX + ¢[(g(pX,Y) + g(hX,Y))¢]

30



=-2n(Y)pX + eg(pX + hX,Y)¢
P(Vpx @)Y — (Vx@)Y = 2n(YV)pX — eg(@X + hX,Y)E

bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Onerme 3.1.3. (M?"*1,¢,&,1,g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, V X,Y € X (M) igin,
9(RexY,Z) — g(Rex Y, ¢Z) + g(RepxY, ¢Z) + g(RepxPY,Z)  (3.14)

=2(Vpx®)(Y,2) + 2n(V)g(X,Z) — 2n(Z2)g(X,Y) — 2n(Y)g(¢hX, Z)
+2n(2)g(phX,Y)

esitligi saglanir.

Ispat: R Riemann egrilik tensorii simetrik oldugundan R(&,X,Y,Z) = g(X,R(Y,Z)&)
dir. (3.20) esitliginin kullanilmasiyla

R(£,X,Y,2) — R(E,X, @Y, 0Z) + R(E, X, Y,0Z) + R(§, X, @Y, Z) =
=1(Ng(X,2) —n(@DgX,Y) = n(V)g(phZ,X) + n(Z)g(phY,X) + g((Vzoh)Y, X)
— 9((Wyo)Z,X) = g ((Vpzoh) 0¥, X) + g ((Vpr0h)9Z, X )
+0(N)g(pX,92) = (N g(hZ, oX) + g ((Vypz0h)Y, 0X)
— 9((Vyoh)eZ, X) = n(2) g (X, @Y) +n(Z)g(hY, pX)

+ 9((Vz0) oY, 9X) = g ((Vyroh)Z, oX)

=nNgX,2) —n(2)gX,Y) —n(Y)g(phZ, X) + n(Z)g(phY,X) + n(Y)g(X, Z)
—n(nXOn(Z) + n(YV)g(phz,X) —n(Z2)gX,Y) + n(Z)n(X)n(Y)
—n(2)g(phY,X) + g((Vzoh)Y,X) — g((Vyoh)Z,X)

-9 ((V(ngoh)goY, X) +g9 ((V(pygoh)(pZ, X) +g ((V¢Z(ph)Y, (pX)

— 9((Vyoh) 9z, 9X) + g((V20)0Y, 0X) — g ((Voroh)Z, oX)
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=2n(MgX,2) - 2n(2)gX,Y) + g((Vzoh)Y,X) — g((Vyph)Z,X)
= 9((Vpz0n)0Y.X) + g (Voroh)0z,X) + g (V4z0h)Y, ¢X)

— 9((Vy o0z, 9X) + g((V200)0Y, 0X) = g ((Vproh)Z, 0X)
elde edilir.

B(X,Y,Z) = —g(eX, (Vyph)9Z) — g(X, (Vyph)Z) + g(X, (V,yh)@Z)
— 9(0X, (Voroh)Z)

seklinde tanimlanir ise

B(X,Z,Y) = —g(pX, (Vz0h)Y) — g(X, (Vzoh)Y) + g(X, (V,z0h)eY)
- g(<pX, (thZ‘Ph) Y)

yazilabilir.

B(X,Y,Z) - B(X,Z,Y)
= —g(@X, Vyph)9Z) — g(X, (Vyoh)Z) + g(X, (Vyy@h)Z)
— 90X, (Voyoh)Z) + (X, (Vz0h)Y) + g(X, (V,0h)Y)
= 9(X, (Voz0n)9Y) + g(@X, (Vyz0h)Y)

olacagindan

R(§,X,Y,Z) — R(E, X, @Y, 9Z) + R(E, X, Y, 0Z) + R(E, X, @Y, Z)
=2n(Ng(X,2) - 2n(2D)g(X,Y) + B(X,Y,Z) — B(X,Z,Y) (3.15)

seklinde elde edilir. Ote yandan
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9(X, (Voroh)oZ) — g(@X, (Voroh)Z) =
= 9(0X, 0(Vor9h)02) = g(0X, (Vor 0h)Z) + 1 COn ((Vpr9h)02)

= g(‘PX» ‘P(Vqu(Ph)‘PZ) - (quy‘/)h)z +n(X)n ((VwY‘ph)‘pZ) (3.16)

ve

o(Vyph)oZ — (Vyph)Z = @Vy@heZ — *hVy@Z — VyhZ + @hVyZ
= @VyhZ + hVy@Z — Vy@hZ + hV,Z
= @VyhZ + hoVyZ + h(Vyp)Z — (Vy@)hZ — VyhZ
+ hVyZ o(Vyph)pZ — (Vyph)Z = h(Vyp)Z — (Vy@)hZ (3.17)

0 ((Voroh)0z) = eg ((Voroh)92,€) = eg(VoyohoZ,§) — eg(0hVyy92,§) =

= eg(VyyhZ, &) = —eg(hZ,V py¢) = —eg(hZ, —3Y — pheY) =
= —eg(hZ, Y — hY) = eg(hZ, —@Y + hY) (3.18)

olarak elde edilen (3.16),(3.17) ve (3.18) ifadelerinin yanmisira (3.11),(3.13)
esitlikleride B(X,Y, Z)’de yerine yazilirsa

B(X,Y,Z) = g(X, p((Vyph)9Z) — (Vyh)Z)
+ 9 (0X,0 (Voron)0z) = (Voroh)Z) + nX)n ((Voroh)eZ )
= g(X,—(Vy@)hZ + h(Vy9)Z) + g(0X, —(Voy@)hZ + h(V,y9)Z)
+ 100N ((Voroh)92)
= —g(X,~(Vy)hZ) + g(hX, (Vy0)Z) — g(9X,~(Vpyp)hZ)
+ 9(@X, h(V 4y 0)Z) + nCOn ((Vyroh)Z)
= 9(X, 9(Voyp)hZ — (Vy@)hZ) + g(hX, (Vy)Z + ¢(Vyy9)Z)

+ 000N ((Voroh)92)
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=g(X,2n(hZ)pY — eg(@Y + hY,hZ)§)

+ g(hX,2(Vy@)Z + 2n(Z)pY — eg(@Y + hY,Z)§)
+n(X)[+eg(hZ, —@pY + hY)]

= —g(@Y + hY,hZ)n(X) + 2g(hX, (Vy9)Z) + 2n(Z) g(@Y, hX)
—eg(hZ, pY)n(X) + eg(hZ, hY)n(X)

= —g(@Y,hZ)n(X) — g(hY — hZ)n(X) + 2g(hX, (Vy9)Z)
+2n(2)g(@Y, hX) — eg(hZ, Y In(X) + eg(hZ, hY)n(X)

B(X,Y,Z) = —(e+ 1)g(eY,hZ)n(X) + (¢ — 1)g(hY,hZ)n(X) + 2g(hX, (Vy@)Z) +
2n(Z2)g (oY, hX) (3.19)

esitligi elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak (3.15) esitligi

R, X,Y,Z) — R X, oY, 0Z) + R(§, 0X, Y, 0Z) + R(§, X, oY, Z)
=2n(VgX,2) —2n(2)gX,Y) + 2g(hX, (Vyp)Z)
—2g(hX, (Vz0)Y) + 2n(Z)g(@Y,hX) — 2n(Y)g(@Z, hX)

seklinde yeniden yazilarak

dd =2n A D

ve

30(Y,Z,hX) = (Vy@)(Z, hX) + (V@) (hX,Y) + (Vx®)(Y, Z)

esitlikleri gézoniine alinarak ispat tamamlanir.

Tamm 3.1.2. M™ bir C* manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktas1 i¢in TpM™ nin r-
boyutlu altuzay1 r < n D ve Dp nin bir koleksiyonu D = {Dp} olmak Uizere, p noktasini
ihtiva eden M™ nin bir U agik altciimlesi iizerinde C“sinifindan linecer bagimsiz
{X1, ..., X,} vektor alanlart U nun her g € M™ noktasinda hala Dp nin bir bazi oluyorsa
D ye M™ lizerinde bir r-boyutlu dagilim ve {X, ..., X,.} cimlesine U lzerinde D icin
birlokal baz denir (Sharpe 1997).
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Tamim 3.1.3. M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun. M™ nin

. . N a 2 . . 5 D
bir haritas1 x = (xq, x5, ..., x,,) olmak Uzere, {— —} cumlesi D dagilimi igin bir

ox,’ 7 ox,
baz olusturuyorsa x haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M™ nin her
noktasinda tanimhi olan D dagilimi igin bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tamm 3.1.4. M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlubaglantili altmanifoldu
N ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun. Her p € N icin, Dp = TpN ise N ye M"
nin r-boyutlu integral altmanifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.4. M™ bir C*® manifold ve w M™ {izerinde C*® bir 1-form olsun. M™ nin
her p € M" noktasi i¢in n = boy(kerw,) = r sabit ise ker w, M™ (izerinde bir r-

boyutlu dagilimdir (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.1. (Frobenius Teoremi) M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu
dagilimi D olsun. D dagilimimnin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kosul her X,Y €
D icin [X,Y] € D olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 3.1.5. M™ bir C*® manifold ve w M™ (izerinde C® bir 1-form olsun. M™ nin

V p € M" noktas1 i¢in n = boy(kerw,) = r sabit olsun. Boylece

D= {ker wp:p €M n} dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul V
X,Y € kerwicin dw(X,Y) = 0 olmasidir (Sharpe 1997).

Uyan 3.1.1. (M?"*1,¢,&,1,9), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.

Vv p € M2t jcin,
Dp = kernp ={X€eTpM:n(Xp) =0}

ve D = {Dp} olmak lizere, boy(Dp) = 2n oldugundan Onerme 3.1.4. geregince D
M***1 nin bir 2n-boyutlu dagilmi olur. Diger yandan, M?"*1 bir hemen hemen yar
Kenmotsu manifold oldugundan dn = 0 olup, Onerme 3.1.5. yardimiyla D dagilinu
integrallenebilirdir. Boylece D dagilimina 2n-boyutlu integral altmanifoldlar1 karsilik

gelir.

Onerme 3.1.6.(M*"*1,¢,¢,m1,9), D degme dagilmmin integral altmanifoldlari

Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. O zaman,
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M?**1 qin yar1 Kenmotsu manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul Vy= —¢?
olmasidir.

Ispat: Herhangi bir vektor alan1 X olmak (izere, Ny (X,&) = 2¢hX esitligi yazilir. Bu

nedenle, yapinin normal oldugunu kabul edersek Y € D icin, h(Y) = 0 elde edilir.

h(&) = 0 oldugundan h = 0 bulunur ve (3.10) ifadesi V;= —¢? esitligini gerektirir.
(3.10) ifadesi yardimiyla eger Ve= —¢? ise h = 0 dir. O halde, keyfi X vektor alanlar
icin Ny, (X, &) = 0 dir. J, hemen hemen kompleks yap1 olsun. Bu durumda her X,Y € D
icin Ny (X,Y) = N, (X,Y) = 0 dir. Béylece D dagiliminin integral manifoldlar: Kaehler
yapidadir.

Sonug 3.1.1. (M, ¢, &,7, g), 3-boyutlu bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifoldu V=

—¢? sartin1 sagliyorsa bir Kenmotsu manifolddur.

Ispat: Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagiliminin integral altmanifoldlar1 boyutu 2
olan hemen hemen Kaehler yapidadirlar. Béylece Onerme 3.1.8. den dolayr ispat

tamamlanir.

3.2. TENSOR ALANLARI VE OZELLIiKLERIi

Bu kisimda belli tensor kosullari saglayan A ve h tensor alanlari incelenmistir.

Yardimar Teorem 3.2.1. (M?"*1 ¢,&,7n,9), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu
manifold olsun. M?"*! iizerinde (1,1)-tipli A tensér alani, A = —V; scklinde

tanimlansin. Bu durumda, VX,Y € X' (M) igin,

(i) A ve h simetriktir,

(i) Ap + pA = —2¢,
(i) noA=0,noh =0,
(iv)h=A40¢ + ¢,

(v) hA + Ah = —2h,

i) iz (4) =-Y¢,
(wid)iz(¢pA) = 0
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esitlikleri saglanir.

Ispat: (i) M?™*1 (izerinde herhangi X, Y vektér alanlari igin,

g(AX,Y) = g(¢*X + phX,Y)

= g(X, p*Y + @hY)
g(4AX,Y) = g(X,AY)

dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X = & icin AE = ¢2& + ¢phé = 0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensor alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.

(ii) A tensér alanmmin tanimi g6z Oniine alindiginda Ap = (p? + ph)p ve
PA = $p(dp? + ¢h)  yazlabilir. Bu iki esitlik taraf tarafa  toplanirsa
AP + pA = —2¢ esitligi bulunur.

(iii) A tensor alaninin tanimindan

(n 0 A)X = n(AX)

=eg(AX, &) = eg(X,A8) =0
ve

(mo h)X = n(hX)

=eg(hX,§) = eg(X,hé) =0

dir.

(iv) (3.5) esitliginden

AX = @*X + phX
ApX = @3X + phpX

= —@X + hX

hX = ApX + X
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elde edilir.

(v) AX = —Vx& = ¢?X + @hX esitliginden yararlanilirsa;

hAX = h@?X + hphX
= @?hX — ph?X

= —hX — @h?X

ve

AhX = @?hX + @h?X

= —hX + ph?*X

seklinde bulunur. Boylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak

hAX + AhX = —2hX elde edilir.

(vi)
2n+1 2n+1
iz(A) = Z £ g(AE;, E;) = z €:9(@?E;, 9hE;, E;)
i=1 i=1
2n+1 2n+1 2n+1
= z e9(p*e, Ep) + Z gg(@hE, E;) = — Z £ 9(QE;, 9E;) + g;tr(ph)
i=1 i=1 i=1
=—(gt+ette, g+t )
2n
Y
i=1
(vii)

2n+1

i2(pA) = ) &g (9AE, )

i=1
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2n+1

= z &9(@3E; + 9*hE,, E))

i=1
2n+1
= z &9(—¢E; — hE, E})
i=1
2n+1 2n+1
== z &9(QE, E;) — 2 gg(hE, E) = —tr(h) =0
i=1 i=1

elde edilir.

Onerme 3.2.2. Bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifoldun D dagiliminin integral

altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi igin gerek ve yeter kosul VX, Y € X' (M) icin,

(Vxp)Y = —g(@AX,Y)§ + n(Y)pAX (3.20)

dir. Burada her X vektor alani igin, AX = ¢2X + ¢phX dur.

Ispat: (Pastore ve Falcitelli 2007) 6nerme 2.2 s = 1 igin kolayca goruliir.

3.3 EGRILIK OZELLIKLERI{
Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik 6zellikleri incelenmistir

Onerme 3.3.1.(M?™*1, ¢, &,7, g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.

Bu durumda vX,Y € X (M?"*1) icin,

R(X,Y)¢ = [nX)Y —n(V)X] — [n(X)phY —n(Y)phX] + (Vyph)X —
(Vxph)Y (3.21)

= (V,A)X — (VxA)Y

esitligi saglanir.

Ispat: R Riemann egrilik tensorii tanimindan
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R(X,Y)E = VyVy& — VyVy€ — Vig i€
= (V¥ = n(VxY)§ — eg (Y, X)§ + eg(Y, 9hX)& —n(Y)X + n(¥)phX
— @hVxY — (Vx@hY))
— (VyX = n(VyX)§ — eg(X,Y)§ + £g(X, hY)E —n(X)Y +n(X)phY
— @hVyX — (VyphX))
— (VxY — VyX — eg(VxY, ) + eg(Vy X, §)E — h(VxY) + h(VyX))
= VxY —n(VxY)¢ — eg(Y,X)¢ + eg(Y, ohX)§ —n(V)X + n(Y)phX
— @hVxY — (VxphY) = Vy X + n(VyX)$ + eg(X,Y)E — eg(X, phY)¢
+1n(X)Y —n(X)phY + @hVyX + (Vy@hX) — VY + Vy X
+eg(VxY, )¢ — eg(Vy X, )& + h(VxY) — h(VyX)

yazilabilir. Bu ifade sadelestirilirse

R(X,Y)¢ = [n(X)Y —n(V)X] — [n(XDphY —n(Y)phX] + (Vyph)X — (Vxph)Y

elde edilir.

Onerme 3.3.2. (M2™*1, ¢, &,7, ), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. Bu

durum

i) R(X, )& = ¢2X + 2¢hX — h?X + ¢(Veh)X (3.22)
ii) (Veh)X = —pR(X,€)¢ — pX — 2hX — ph?X (3.23)
iit) R(X,$)§ — pR(PX, )¢ = 2[¢p*X — h?X] (3.24)
iv) S(X,&) = —2nn(X) — (div(ph))X (3.25)
v) S(§,8) = 1z(1) = —[2n + iz(h?)] (3.26)

esitlikleri gecerlidir.
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Ispat i) : (3.21) esitliginde Y = & yazilir ise;

R(X,6)¢& = [n(X)€ — n(©)X] — M) @hé —n(&)phX] + (Veph)X — (Vxph)E
= @?X + phX + (Veph)X — (Vxph)&

olarak bulunur. Bu ifadede yer alan

(Veph)X ve (Vx@h)é degerleri

(Vxph)§ = Vxph§ — phVx§
= —ph(—¢*X — phX)
= ph@?*X + phphx
= @3hX — p?h?X
= —@hX + h?X

ve

(Vewh)X = VephX — @hVeX
= (Vep)hX + @VehX — phVeX
= @hVeX + o(Veh)X — phVeX
= ¢(Vgh)X
seklinde olacaktir. Bu degerler yerine yazilir ise

R(X,6)¢ = 92X + 2¢hX — h*X + @(Veh)X

olarak bulunur.

ii) R(X,&)¢ = £x olsun,

@plx = 3X + 2¢°hX — ph?X + ¢*(Veh)X

= —@X — 2hX — ph*X — (V¢h)X + 1 ((th)x) §

41



ve
n((Veh)X)§ = eg (Veh)X,€) = eg(X, (Veh)§) = 0
olacagindan

(Veh)X = —x — X — 2hX — oh?X

dir.

iii) (3.22) ifadesinde X yerine ¢X alinirsa
R(¢X, )¢ = ¢°X + 20h¢X — h*pX + ¢(Veh)($X) (3.27)
esitligi bulunur. (3.22) ve (3.27) ifadeleri géz 6niine alindiginda

2x — ptox = 2X + 2phX — h*X + ¢(Veh)X
— [9*X + 2¢2heX — h?*pX + ¢?(Veh)@X]|

= @2X + 2¢hX — h*X + ¢(V¢h)X + 92X — 29hX — h?X —
¢*(Veh)oX

= 2¢%X — 202X + @(Veh)X + 3(Veh)X = 2[2X — h?X]

R(X,6)§ — oR(pX, §)¢ = 2[p*X — h?X]

dir.
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iv) (3.21) ifadesinden

2n+1

SO = ) eg(REXEED

= Z gg(R(e;, X)E, e;)

i=1

+ Z enrig(R(@e;, X)E, pe;) + e2n119(R(§,X)E,€)
i=1

n

Z & g(phe;, e;) + e,1,9(@hoe;, pe;)
i=1

= —2nn(X) +n(X)

+ D Tag((Txphen e + 09 (Txph)pes pep)]
= D Leg(Teph)X, ) + ensig (Vpe0h)X, 0]

i=1

n n
= —2m00 + ) eg((Txphepe) + ) eng((Txphpe, per)

i=1 i=1
n n
= eg (Vo)X ) = ) enig(Tpe, PR)X, ;)
i=1 i=1
2n+1
= -2nn(X) + Z &g ((VElxph)X, El-) = =-2nn(X) + [div(ph)]X
i=1

seklinde (3.25) esitligi elde edilir.

v) (3.25) esitliginde X = ¢ alnirsa

5,8 = —2nn(§) — [div(eh)]¢

= —2n — (div(ph))¢

dir. Bu ifadede yer alan (div(@h))& hesaplanirsa

43



2n+1 2n+1

(divph)g = > 29 ((Vewh) B) = ) al-g(whEy E) + g(WE, E)]

i=1 i=1
2n+1 2n+1
= — Z &9 (phE;, E;) + Z &g (thi, Ei) = —tr(ph) + tr(hz)
i=1 i=1

= tr(h?) = Iz(h?)

olacagindan (3.25) esitliginde X = & alinarak

S(£,&) = —2n — (div(ph))é = —2n — iz(n?)

elde edilir. Boylece (3.26) esitligi ispatlanmis olur.

3.4 PARALEL TENSOR ALANLARI

Bu kisimda, hemen hemen yar1 Kenmotsu manifoldlar tUzerinde n-paralellik, Kodazzi,

devirli paralellik ve devirli n-paralellik tensor kosullar1 incelenmistir.

Tamm 3.4.1. (M?"*1, ¢, &, 7, g), bir hemen hemen degme metrik olsun.

Vv {X,Y,Z} € kern olmak lzere,

g((Vxm)Y,Z) =0 (3.28)

kosulu sagliyorsa M?"*1 ye n-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tamm 3.4.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ Uzerinde herhangi simetrik

(1,1)- tipli tensor alan1 T olmak Uzere, herhangi X, Y, Z vektor alanlart igin,
(V)Y = (V,T)X (3.29)

ise T ye Kodazzi tensor alani denir (Blair 2002).

Tamm 3.4.3. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ Uzerinde herhangi simetrik

(1,1)- tipli tensor alan1 T olmak (izere, herhangi X,Y, Z vektor alanlari igin,
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9((VxT)Y,2) + g((VyT)Z,X) + g((V;T)X,Y) = 0 (3.30)

esitligi saglaniyorsa T ye devirli paralel tensor alani denir (Cho 2008).
Tamm 3.4.4. (M?"*1, ¢, &,7, g), bir hemen hemen degme metrik olsun.

Vv {X,Y,Z} € kern olmak lzere M?"* (izerindeki herhangi simetrik (1,1)- tipli T

tensOr alani
9((VxT)Y,2) + g((VyT)Z,X) + g((V;T)X,Y) = 0 (3.31)

esitligi saglaniyorsa T ye devirli n-paralel tensor alani1 denir (Cho 2008).

Tamm 3.4.5. (M?>™*1,¢9,&,1,9), bir degme metrik manifold olsun. V X,Y vektor

alanlari i¢in,

9(TX,Y) = (Leg)(X,Y)

esitligi ile verilen 7 tensor alanina torsiyon tensor alani denir (Cho 2008).

Bu tanimlamaya gore asagidaki énerme verilebilir.

Onerme 3.4.1. (M?™*1,¢,&,1, g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. O

zaman, M?™*1 manifoldu icin 7 torsiyon tensdr alani
X = —24X (3.32)

dir.

Ispat: 7 tensor alaninin tanimmdan M?™*? {izerindeki tiim vektor alanlar1 igin,

(Leg)(X,Y) = Leg(X, V) + g(LeX,Y) — g(X, LeY)
= g(Vx&, V) + g(X,v4¢)

=29(—*X — phX,Y)

elde edilir. (3.5) kullanilarak istenen sonuca ulasilir.
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Onerme 3.4.2. (M?"*1,¢,&,1,9), bir hemen hemen yar: Kenmotsu manifold olsun.

Eger h tensor alan1 n-paralel ise 0 zaman, V X,Y € X (M?™"*1) igin,

(Vyh)Y = —n(X)[@lY + @Y + 2hY + @h?Y] — n(Y)[hX + @h?X]

—eg(Y,hX + ph?X)& (3.33)

esitligi saglanir. Burada .= R(., &)¢& dur.

Ispat: h tensor alami n-paralel olsun. Her X vektor alani icin X7 = X — n(X)&

alinirsa
0=g ((VXTh)YT,ZT)

= 9 ((Txmnooeh) (¥ =n(NE), Z = n(2)¢)
= g(Wxn)Y,2) = n(X)g ((Veh)Y, 2) = (V) g((V4h)é, 2)
— 1@ g(Wxh)Y,€) +n(On (g ((Veh)é, 2)
+ 1@ g((VxE §) + @) g ((Veh)Y.¢)
—nXMIN(2)g ((Veh)é,€)

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlik sadelesirse
(Vxh)Y = n(X)(Veh)Y +n(Y)(Vxh)§ + eg((Vxh)E,Y)§

denklemi elde edilir. (3.5),(3.7) ve (3.23) denklemleri yardimiyla (3.33) esitligi

bulunur.

Onerme 3.4.3. (M, ©,&,1m,9), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. Eger

@h tensor alan1 n-paralel ise 0 zaman, her X,Y vektor alanlari igin,

(Vxph)Y = n(X)[IY — %Y — 2¢hY + h?Y] —n(Y)[@phX — h?X] —
eg(Y,phX — h?X)¢& (3.34)

esitligi gegerlidir.
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Ispat: @h tensor alaninin n-paralel olsun. Bu durumda

0= g ((WronYT,27) = g ((Vaguoeoh) (Y = (), Z —n(2)§)
= 9((Wxon)Y,2) —n(X)g ((Veoh)Y, Z) = n(1) g((Vxph)é, 2)
—1@g((xph)Y,€) + n(n Mg ((Veoh)é, 2)
+ (M@ g((Txoh)E,§) +n@nX)g ((Veoh)Y, )

—nXMIN2)g ((Veoh)é,¢)

denklemi yazilir. Bu denklem diizenlenirse

9((Wxon)Y,92Z) = =1 (X)g ((Veoh)Y, Z) = n(V)g((Vxph)é, Z)
elde edilir. ( 3.5) ve (3.7) denklemleri kullanilarak
(Vxph)Y = n(X)(Veph)Y —n(V)[phX — h*X] — eg (Y, hX — h*X)§

esitligi bulunur. Burada (Vf(ph)Y = go(Vgh)Y oldugundan (3.33) denklemine ulasilir.

Onerme 3.4.4. (M?"*1,¢p,&,7m,g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.

Eger @h tensor alan1 n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlari igin,
R(X, V)¢ = n(N)IX — n(X)IY (3.35)
dir.

Ispat: (3.21) denklemi kullanilarak

R(X,Y)¢ = [n(X)Y —n(V)X] — [n(X)phY —n(Y)phX] —n(X)(Veph)Y
+ (V) [@hX — h?X] + eg(Y, phX — h2X)E + n(Y)(Veph)X
—n(X)[@hY — h?Y] — eg(X, ohY — h?Y)¢&
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elde edilir. (3.34) ifadesinden ispat tamamlanir.

Boylece Ricci operatorii ile ilgili asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.4.3. (M?"*1,¢,&,1,9), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.
Eger @h tensor alani n-paralel ise o zaman, & vektoér alani1 M2™*! (izerinde Ricci

operatdrinin 6zvektoruddar.

Ispat: {E,,...,E;n41, &}, tanjant uzaym herhangi bir noktasindaki ortonormal bazi

olmak tzere (3.31) esitliginden

2n+1 2n+1
> EgRENEE) = D aln(V)gUE, E) - n(E)gQY, E]

olup, bu esitlikte Y = ¢ alinarak

2n+1

SEO = ) agUE,E

i=1
ifadesine ulasilir. Buradan

Q¢ = trace()¢ (3.36)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.4. (M, @,&,n,g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. Eger
¢@h veya h tensor alanlar1 Kodazzi sartlarini sagliyorsa bu durumda, V. X,Y, Z vektor

alanlar1 igin D ‘nin integral alt manifoldlar1 total umbuliktir.

Ispat: @h tensor alan1 Kodazzi sartini saglasin. O halde, X, Y, Z vektor alanlari icin,

0= g((Vyoh)X,Z) — g((Vxh)Y, Z) (3.37)
esitligi saglanir. (3.37) esitliginden

(Vyoh)X — (Vxph)Y =0
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yazilir. X = & secilerek
IY = Y + @hY (3.38)

denklemine ulasilir. (3.38) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanip, (3.24) esitligi
kullanildiginda

—2h*Y =0

elde edilir. Sonug olarak, h = 0 dir. Bu nedenle, Onerme 3.1.6 ve Onerme 3.1.7 den

ispat tamamlanacaktir.

Onerme 3.4.5. (M, ®,&,7, g), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun. Eger t

tensor alan1 n-paralel ise 0 zaman, V X, Y, Z vektor alanlar1 igin,

(Vxph)Y = n(X)(Veph)Y —n(V)phVxé + eg((Vxph)E, Y)E (3.39)

denklemi gecerlidir.

Ispat: Hipotez geregince tiim X7 tanjant vektorleri igin,
g((Wyro¥™,z7) =0

esitligi saglanir. T tensdr alanmin tanimi kullanilir ve X7 = X — n(X)¢& olarak segilirse

(VxT)Y = 00O (Ver )Y + (V) (Vx7)E + g((Vx1)Y, §)¢ (3.40)
(VxT)Y = =2n(Y)Vx& — 29 (Vx$,Y)E — 2(Vxph)Y (3.41)
(VyT )& = —2Vyé + 2¢hV, & (3.42)

(Ver )Y = —2(Veph)Y (3.43)

denklemleri elde edilir. (3.42), (3.43) denklemleri (3.40) ve (3.41) esitliklerinde

yerine yazilarak, bu iki denklem birbirine esitlenirse (3.39) denklemi bulunur.
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Teorem 3.4.5. (M?"*1,¢,&,1n,9), bir hemen hemen yar1 Kenmotsu manifold olsun.
Eger T tensdr alami n-paralel ise o zaman, ¢ vektor alan1 M?"*1 (izerinde Ricci

operatdrinin 6zvektorudar.

Ispat: (3.40) denklemi kullanilarak

(VypR)X — (Vxph)Y = n(Y)(Veph)X — n(X)phVyé

—n(X)(Veph)Y + n(Y)phVyé (3.44)
yazilir. (3.20), (3.22), (3.44) esitlikleri goz oniine alindiginda
R(X, V)¢ =n(MIX —n(X)lY
bulunur.

3.5. ORNEKLER

Ornek 3.5.1. R;™1 in standart koordinatlarimi (X1) ees Xy V1, oo Vi Z) VE
M = {(x1,...,x{n}, y1,...,y{n}, 2)|z # 0} tarafindan tammlanan M c RZ"*' (2n +

1)-boyutlu manifoldunu alalim. M nin bir bazi

d d
== 2 2z ) — 4
X; ( z+1D)++/(z+1) +e2)axi+az,

Y, = ((z+ 1) ++/(z + 1)2 +e22)%,

i

seklinde olsun. Eger
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n

g.
n=dzg= z : 2 dx}
i=1 (—(z +D+4/(z+1)2+ eZZ)

+ enti ! dy? | + edz?
((z+ 1)+J(z+1)2+e22>
d (z+1D)+J(z+12+e?2 0
=0,¢0(—) = —
p)=0.¢ (axi) ~(z+ 1D +/(z+ 12+ 220y
(i)_(z+1)+\/(z+1)2+ezzi_ 1 a
" \ay, Z+1)—JZ+D?+e20%  (z+1)+./(z+ 1)? + 2207

olarak alinirsa, M Uzerindeki (¢,¢,71,g) hemen hemen degme metrik yapisinin

saglandigr goriiliir. Ustelik, dn = 0 kosulunun saglandig1 asikardir. Ote yandan,
2 2 o
Q=g (5’ 1) a_y-) = —¢; digindaki tiim @;; ler sifirdir, bu nedenle

® = —-Y", dx; Ady; olup, d® dis tiirevi d® = 0 dir. Sonug olarak, ¢ nin Nijenhuis
torsiyon tensoriiniin sifir olmamasi nedeniyle, manifold hemen hemen yar1 Kenmotsu

manifolddur.

Ornek 35.2. R3™1! in standart koordinatlarin (X1, eees Xy Vi, oo0s Yo Z) VE
M = {(x4,...,x{n}, y1,...,y{n}, z)|z # 0} tarafindan tanimlanan M C Rf,”“ 2n +

1)-boyutlu manifoldunu alalim. M nin bir bazi

Xp=(-1+ 1+e22)%+%
L

seklinde olsun. Eger
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= =y [———E 4,2 S S N 2
n=dzg=X <(—1+\/W)2 dx; + ep4i i) dy; > + edz

@ =0 (6)_ 1+vV1+e?” 0
v o 0xi/  —1++V1+e220y/
(6)_1+\/1+ezz 0 1 d
P\oy) "1 Vitemox, 1+viteror

olarak alinirsa, M Uzerindeki (¢,¢,71,g) hemen hemen degme metrik yapisinin

saglandig goriiliir. Ustelik, dn = 0 kosulunun saglandig1 asikardir. Ote yandan,
a d .
Q=g (E' 1) a_y-) = —¢&; digindaki tim ®@;; ler sifirdir, bu nedenle

® =—-Y", dx; Ady; olup, d® dis tiirevi d® = 0 dir. Sonug olarak,

@ nin Nijenhuis torsiyon tensoriiniin sifir olmasi nedeniyle, manifold yar1 Kenmotsu

manifolddur.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada degme manifoldlarin yeni bir sinifi olan hemen hemen Pseudo Kenmotsu
manifoldlar tanimlanarak bu manifoldarin bazi temel o6zellikleri elde edilmistir. Bu
yapilan ¢alismalar sonunda hemen hemen Pseudo Kenmotsu (x,u,v)- uzaylari igin
genel bir siniflandirma problemi agiktir. Ayrica, Ricci simetrik, Ricci yari-simetrik,
Pseudo simetrik ve Pseudo yari-simetrik gibi 6zel tensor sartlari altinda hem hemen
hemen Pseudo Kenmotsu hem de (k, u, v)- uzaylari i¢in ilging sonuglar bulunabilir.
Bundan baska divR =0 ve divC = 0 esitlikleri bu tiir uzaylar i¢in agik uglu

problemlerdir.
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