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ÖZET 

THETA FONKSİYONU VE DEDEKIND ETA FONKSİYONUNDAN ELDE 
EDİLEN ELİPTİK FONKSİYON ÜZERİNE 

Nuray SAKALLI 
Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. İsmet YILDIZ 
Ağustos 2013, 122 sayfa 

Weierstrass'ın sigma fonksiyonu ile Theta fonksiyonları arasında bir ilişki olduğu 
aşikardır. Bir eliptik fonksiyon Theta fonksiyonları ile oluşturulabileceği gibi,  
Weierstrass'ın sigma fonksiyonu yardımıyla da kurulabilir ve Dedekind η-fonksiyonu ve 
θ-theta fonksiyonu arasındaki iki ilişki Imτ>0 ı sağlayan z,τ kompleks sayıları ve (z,τ) 
çiftine göre θ-fonksiyonu için karakteristik değerler kullanılarak kurulabilir. Bu tez üç 
bölümden oluşmaktadır ve tezin birinci bölümünde çalışma içerisinde kullanılmış olan 
gerekli tanım ve temel teoremler verildi. Bu tezin ikinci bölümünde de periyodik ve 
eliptik fonksiyonlar, Weierstrass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-fonksiyonu ve Sigma 
fonksiyonu tanıtılmıştır. Aynı zamanda eliptik fonksiyonların Zeta-fonksiyonu ile 
oluşturulması ve Weierstrass tarzı eliptik fonksiyonların oluşturulması hakkında bilgi 
verilmiştir. Ardından, eliptik fonksiyonların cebirsel ve geometrik özellikleri, Theta 
fonksiyonları ve Jacobi theta fonksiyonları hakkında bilgi verilmiştir. Son olarak 
Dedekind eta fonksiyonu tanıtılmıştır. Üçüncü bölümde ise, çeyrek periyotlara göre 
Theta fonksiyonları arasındaki dönüşümler verilmiş ve Jacobian tarzı eliptik 
fonksiyonlar; tanımlanmış bir fonksiyon yardımıyla Theta fonksiyonları kullanılarak 
kurulmuştur. 

Anahtar sözcükler: Dedekind eta Fonksiyonu, Theta Fonksiyonu, Eliptik 
Fonksiyonlar,  Weierstrass Fonksiyonları ve Karakteristik Değerler 
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ABSTRACT 

ON THE ELLIPTIC FUNCTION OBTAINED FROM THE THETA  
FUNCTION AND DEDEKIND’S ETA FUNCTION 

 
Nuray SAKALLI 
Duzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. İsmet YILDIZ 
August 2013, 122 pages 

It's a reality that there is a relationship between the sigma function of Weierstrass and 
Theta functions. An elliptic function can be set up using the theta functions just as it can 
be established with the help of sigma function of Weierstrass and two relations between 
the Dedekind's η-function and θ-theta function were established by the using 
characteristic values for θ-function according to the (z,τ) pair and z,τ complex numbers, 
satisfying Imτ>0. This thesis consists of three sections. In the first section, a short 
literature survey is given. The definitions and basic theorems which used for this study 
are provided in this section.. In the second section, firstly periodic functions, elliptic 
functions, Weierstrass functions, theta functions, Jacobi elliptic functions and Dedekind 
eta function are defined and then some relations between them are given. In the third 
section, the transformations among the Theta functions according to the quarter periods 
have been given and a Jacobian style elliptic functions has been set up the theta function 
by the help of a defined function. 

Keywords : Dedekind eta Function, Theta Function, Elliptic Functions, Weierstrass 
Functions and Characteristic Values 
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EXTENDED ABSTRACT 
 

ON THE ELLIPTIC FUNCTION OBTAINED FROM THE THETA  
FUNCTION AND DEDEKIND’S ETA FUNCTION 

 
Nuray SAKALLI 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. İsmet YILDIZ 
August 2013, 122 pages 

 

 

1.INTRODUCTION 

It's a reality that there is a relationship between the sigma function of Weierstrass and 
Theta functions. An elliptic function can be set up using the theta functions just as it can 
be established with the help of sigma function of Weierstrass and two relations between 
the Dedekind's η-function and θ-theta function were established by the using 
characteristic values for θ-function according to the (z,τ) pair and z,τ complex numbers, 
satisfying Imτ>0. This thesis consists of three sections. In the first section, a short 
literature survey is given. The definitions and basic theorems which used for this study 
are provided in this section. In the second section, firstly periodic functions, elliptic 
functions, Weierstrass functions, Theta functions, Jacobi elliptic functions and 
Dedekind eta function are defined and then some relations between them are given. In 
the third section, the transformations among the Theta functions according to the quarter 
periods have been given and a Jacobian style elliptic functions has been set up the theta 
function by the help of a defined function. 

 

2.MATERIAL AND METHODS: 

We define Weierstrass functions, Dedekind's η-function and Theta function in this 
section. We defined the Theta function  ,z   by the series, 
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS:  

In this section, we show relations between the Dedekind's η-function and Theta 
function. These relations are given below. We have the relations 
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   where Imτ>0 and k is a integer. 

 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

As a result, the relation has been obtained between Theta and Dedekind's -η(z) functions 

by using the characteristic 
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1 G·IR·IŞ

Eliptik fonksiyonlar teorisi 18. yüzy¬l ve 19. yüzy¬l¬n başlar¬nda Euler,

Legendre, Gauss, Abel, Jacobi ve Liouville�in çal¬̧smalar¬ile geli̧stirilmi̧stir.

Abel ve Jacobi bu konuyu, 1827�de ters fonksiyonlar¬ve kompleks düzlem

teorisi çal¬̧sarak köklü bir de¼gi̧sime u¼gratm¬̧st¬r. Liouville s¬n¬rl¬tam fonksiy-

onlar üzerine teoremini de kapsayan kompleks de¼gi̧skenler metodunun sis-

tematik kullan¬m¬n¬ortaya ç¬karm¬̧st¬r. Weierstrass�¬n 19. yüzy¬l¬n sonlar¬na

do¼gru geli̧stirdi¼gi versiyon Jacobinin theta fonksiyonlar¬ ile kurdu¼gu yön-

temden çok daha basitti. Mittag-Le er, Neville ve Tricomi, Abel ve Jacobi

teorisini geli̧stirmek için theta fonksiyonlar¬yerine Weierstrass fonksiyon-

lar¬n¬kullanm¬̧slard¬r.

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r ve tezin birinci bölümünde çal¬̧sma

içerisinde kullan¬lm¬̧s olan gerekli tan¬m ve temel teoremler verildi.

Bu tezin ikinci bölümünde de periyodik ve eliptik fonksiyonlar, Weier-

strass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-fonksiyonu ve Sigma fonksiyonu

tan¬t¬lm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda eliptik fonksiyonlar¬n Zeta-fonksiyonu ile oluş-

turulmas¬ve Weierstrass tarz¬eliptik fonksiyonlar¬n oluşturulmas¬hakk¬nda

bilgi verilmi̧stir. Ard¬ndan, eliptik fonksiyonlar¬n cebirsel ve geometrik özel-

likleri, theta fonksiyonlar¬ve Jacobi theta fonksiyonlar¬hakk¬nda bilgi ver-

ilmi̧stir. Son olarak Dedekind eta fonksiyonu tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde ikinci bölümde verilmi̧s olan Jacobi eliptik fonksiy-

onu kullan¬larak, Theta fonksiyonu ve Dedekind eta fonksiyonu aras¬nda

bir ba¼g¬nt¬elde edilmi̧stir.
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1.1 KURAMSALKAVRAMLAR

1.1.1 Genel Kavramlar

Bu bölümde çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1.1 ("-Komşuluk): z0 2 C ve " > 0 olmak üzere,

B (z0; ") = fz 2 C : jz � z0j < "g

kümesine z0 noktas¬n¬n "�komşulu¼gu denir.

Tan¬m 1.1.1.2 (·Iç Nokta): A � C herhangi bir küme ve z0 2 A olsun.

B (z0; ") � A olacak şekilde bir " > 0 gerçel say¬s¬varsa, z0 noktas¬na A

kümesinin bir iç noktas¬denir.

Tan¬m 1.1.1.3 (iç): BirA kümesinin bütün iç noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu

kümeye A kümesinin içi denir, ve A0 ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.1.4 (Aç¬k Küme): Her noktas¬bir iç nokta olan kümeye

aç¬k küme denir. Başka bir deyi̧sle A0 = A ise A kümesi bir aç¬k kümedir.

Tan¬m 1.1.1.5 (Kapal¬Küme): Tümleyeni aç¬k olan kümeye kapal¬

küme denir.

Tan¬m 1.1.1.6 (D¬̧s Nokta): A � C kümesi verilsin. A kümesinin

tümleyeninin bir iç noktas¬na A kümesinin bir d¬̧s noktas¬ denir. Bütün

d¬̧s noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kümeye A kümesinin d¬̧s¬denir ve (C� A)0 ile

gösterilir.

Tan¬m 1.1.1.7 (Y¬¼g¬lma Noktas¬): � 2 C olsun. ��n¬n her " > 0

komşulu¼gunda A kümesine ait en az bir eleman varsa, ��ya A kümesinin

y¬¼g¬lma noktas¬veya y¬¼g¬lma yeri denir. E¼ger sonsuz çoklukta eleman¬varsa

bu y¬¼g¬lma noktas¬na limit noktas¬denir.

Tan¬m 1.1.1.8 (Kapan¬̧s Noktas¬): A � C alt kümesi ve bir z 2 C

noktas¬verilsin. E¼ger z noktas¬n¬n her komşulu¼gunda A kümesinin en az

bir eleman¬varsa, z noktas¬na A kümesinin kapan¬̧s noktas¬denir.
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Tan¬m 1.1.1.9 (Ba¼glant¬l¬Küme): A; Y ve Z C kompleks say¬lar

kümesinin alt kümeleri olsun. E¼ger A � Y [Z; A\Z 6= ?; A\ Y 6= ? ve

A \ Y \ Z = ? olacak biçimde Y ve Z gibi boş olmayan iki ayr¬k ve

aç¬k küme bulunamaz ise, A � C kümesine ba¼glant¬l¬d¬r denir. Aksi halde

ba¼glant¬s¬zd¬r denir.

Tan¬m 1.1.1.10 (Basit Ba¼glant¬l¬Küme): A kümesi içindeki her-

hangi iki noktay¬birleştiren bütün yollar yine küme içinde kal¬yorsa, bu A

kümesine basit ba¼glant¬l¬küme denir.

Tan¬m 1.1.1.11 (Bölge): Kompleks düzlemde aç¬k ve ba¼glant¬l¬kümelere

bölge denir.

Tan¬m 1.1.1.12 (Örtü): X herhangi bir uzay olsun. Bileşimleri V

kümesini kapsayan fGig ailesine, V � X kümesinin örtüsü denir. Bileşim-

leri V � X kümesini kapsayan ve
[
i

Gi = X olan aç¬k kümelerin fGig

ailesine, V � X kümesinin aç¬k örtüsü denir. Bileşimleri V � X kümesini

kapsayan alt aileye veya V kümesini örten aileye, verilen bir örtünün alt

örtüsü ad¬ verilir. E¼ger V � X kümesini kapsayan alt aile yanl¬z sonlu

say¬da küme kaps¬yorsa, bu aileye de sonlu alt örtü denilir.

Tan¬m 1.1.1.13 (Kompaktl¬k): E¼ger bir kümenin her aç¬k örtüsünün

sonlu alt örtüsü varsa, bu kümeye kompaktt¬r denir.

Tan¬m 1.1.1.14 (Seri):

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � �

ifadesine seri denir. a1; a2; ::: say¬lar¬na da serinin terimleri ad¬verilir.

Bir seriyi göstermek için

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � � =
1X
n=1

an

veya

a1 + a2 + a3 + � � �+ an + � � � =
X

an
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kullan¬l¬r.

Tan¬m 1.1.1.15 (Yak¬nsakl¬k): Kompleks say¬lar¬n bir fzng dizisi ve

z0 2 C verilsin. Her " > 0 say¬s¬için 8n > n0 oldu¼gunda jzn � z0j < " olacak

biçimde bir n0 do¼gal say¬s¬varsa, bu dizi z0 kompleks say¬s¬na yak¬ns¬yor

denir. fz0g dizisinin z0 noktas¬na yak¬nsamas¬zn ! z0 veya lim zn = z0

biçiminde gösterilir.

Tan¬m 1.1.1.16 (Düzgün Yak¬nsama): A � C ve fn : A ! C

fonksiyonlar¬n¬n ffng dizisi verilsin. E¼ger her " > 0 ve tüm z 2 A de¼gerleri

için 8n > n0 al¬nd¬¼g¬nda jfn (z)� f (z)j < " olacak biçimde bir n0 do¼gal

say¬s¬varsa, ffng fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬ns¬yor denir.

Tan¬m 1.1.1.17 (Mutlak Yak¬nsakl¬k):
1P
n=1

jUnj serisi yak¬nsak ise
1P
n=1

Un serisine mutlak yak¬nsak seri denir.

Tan¬m 1.1.1.18 (Limit):! = f (z) fonksiyonu basit ba¼glant¬l¬ bir

D bölgesinde tan¬mlanm¬̧s olsun.z0 2 D için z ! z0 oldu¼gunda ! =

f (z) fonksiyonunun limiti; " > 0 say¬s¬ve jz � z0j < � oldu¼gu müddetçe

jf (z)� Lj < " eşitsizli¼gi daima gerçeklenecek şekilde � > 0 say¬s¬mevcut

ise f (z) fonksiyonunun limiti L�dir denir ve limz!z0 f (z) = L şeklinde

yaz¬l¬r.

Tan¬m 1.1.1.19 (Süreklilik): A � C, f : A ! C bir fonksiyon ve

z0 2 A olsun. " > 0 key� olmak üzere z 2 A ve jz � z0j < � için

jf (z)� f (z0)j < "

olacak biçimde � (z0; ") > 0 say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna z0 noktas¬nda

süreklidir denir.

Tan¬m 1.1.1.20 (Parçal¬Süreklilik): A � C; f : A ! C tan¬ml¬

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A�daki süreksizlik noktalar¬n¬n say¬s¬

sonlu ise f fonksiyonuna A üzerinde parçal¬süreklidir denir.
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Tan¬m 1.1.1.21 (Analitik Fonksiyon): f , kompleks de¼gi̧skenli ve

kompleks de¼gerli fonksiyonu z0 2 C noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda tan¬ml¬

olsun. E¼ger

lim
z!z0

f (z)� f (z0)

z � z0

limiti varsa, bu fonksiyona z0 noktas¬nda diferansiyellenebilirdir denir. z0

noktas¬n¬n bir " > 0 komşulu¼gunda diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna

z0 noktas¬nda analitik fonksiyon denir.

Tan¬m 1.1.1.22 (Analitik Devam): Bir f(z) fonksiyonu, a merkezli

C1 yak¬nsakl¬k çemberi içinde

a0 + a1(z � a) + a2(z � a)2 + :::

ile tan¬mlanan Taylor serisi ile gösterilebilir. C1 çemberi içinde seçilmi̧s

bir b noktas¬için; yukar¬daki aç¬l¬mdan, f(z) fonksiyonunun b noktas¬ndaki

türevleri ve f(z) fonksiyonunun de¼geri bulunabilir. Böylece

b0 + b1(z � b) + b2(z � b)2 + :::

serisi yeni bir seri olup C2 yak¬nsakl¬k dairesine sahip olur. E¼ger C1�den

öteye bir C2 varsa o zaman f(z)�nin de¼geri ve türevleri bu parça uzamas¬

içinde bulunabilir ve böylece f(z) ile ilgili fazla bilgiye sahip oluruz. Bu

durumda; f(z) fonksiyonunun analitikli¼ginin C1 e¼grisinin ötesine geni̧sleye-

bildi¼gini söyleyebiliriz. Buna analitik devaml¬l¬k denir.

Tan¬m 1.1.1.23 (Kutup Noktas¬, S¬f¬r Noktalar¬): f fonksiyonu,

z = z0 noktas¬nda analitik de¼gil fakat

lim
z!z0

(z � z0)
n f (z) = A 6= 0 (1)

olacak şekilde bir n 2 Z+ say¬s¬mevcut ise, z = z0 noktas¬na f fonksiy-

onunun bir kutup noktas¬denir. (1) ifadesini gerçekleyen en küçük n 2 Z+

say¬s¬na z0 kutup noktas¬n¬n mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup nok-

tas¬basit kutup noktas¬ad¬n¬al¬r.
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z0 2 C noktas¬nda analitik bir f fonksiyonu için f (z0) = 0 iken

f (z) = (z � z0)
n g (z) (2)

koşulunu sa¼glayan bir n pozitif tamsay¬s¬ve g (z0) 6= 0 olan, z0 noktas¬nda

analitik bir g fonksiyonu varsa z0 say¬s¬na f fonksiyonunun n: mertebeden

s¬f¬r¬denir. n = 1 durumunda z0 noktas¬na f fonksiyonunun bir basit s¬f¬r¬

denir.

Tan¬m 1.1.1.24 (Rezidü): f fonksiyonu, tek de¼gerli olmak üzere C

içindeki bir z = z0 noktas¬hariç, C�nin üzerinde ve içinde analitik olsun. f

fonksiyonunun z = z0 noktas¬ndaki Laurent aç¬l¬m¬,

f (z) =
1X
n=0

an (z � z0)
n +

1X
n=1

bn (z � z0)
�n (3)

şeklindedir.

Bu aç¬l¬mdaki negatif üslü terimin ilk b1 katsay¬s¬da f fonksiyonunun

z = z0 noktas¬ndaki rezidüsü denir ve Rez(f; z0) ile gösterilir.

(3) ifadesinden

Rez (f; z0) = b1

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu rezidü ayr¬ca

b1 =
1

2�i

Z
C

f (z) dz

integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

f (z) =
b1

z � z0
+ a0 + a1 (z � z0) + a2 (z � z0)

2 + � � �

aç¬l¬m¬var olup burdan

b1 = lim
z!z0

[(z � z0) f (z)]

limiti ile de rezidü hesaplanabilir.
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Tan¬m 1.1.1.25 (Periyodik fonksiyon): Kompleks düzlem üzerindeki

her noktada tan¬ml¬ve reel say¬lar cisminde lineer ba¼g¬ms¬z vektörler olan

!1 ve !2 kompleks say¬lar olmak üzere iki periyoda sahip olan fonksiyona

çifte periyodik fonksiyon denir.

Tüm kompleks z say¬lar¬için !1 ve !2�nin f�in periyodlar¬olmas¬

f (z + !1) = f (z + !2) = f (z)

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 1.1.1.26 (Meromorf Fonksiyon): Bir B bölgesinde kutup

noktalar¬ndan başka singüler noktas¬olmayan fonksiyona meromorf fonksiyon

denir.

Tan¬m 1.1.1.27 (Eliptik Fonksiyon): Aç¬k z�düzlemindeki bir periyot

latisinde meromorf ve çifte periyodik fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Tan¬m 1.1.1.28 (Riemann Theta Fonksiyonu): a; b 2 R olmak

üzere, Riemann theta fonksiyonu

�

24 a

b

35 (u; �) =X
n

exp �i

�
�
�
n+

a

2

�2
+ 2

�
n+

a

2

��
u+

b

2

��

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.1.1.29 (Jacobi Theta Fonksiyonu): Jacobi theta fonksiy-

onu

�1 (z j �) = �iq1=8
1X

n=�1
(�1)n qn(n+1)=2e(2n+1)iz = 2q1=8

1X
n=0

(�1)n qn(n+1)=2 sin (2n+ 1) z

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.1.1.30 (Tam Fonksiyon): Bütün sonlu z düzleminde anal-

itik olan fonksiyonlara tam fonksiyonlar denir.

11



Tan¬m 1.1.1.31 (Grup): Bir G kümesi üzerinde � i̧saretiyle göstere-

ce¼gimiz bir ikili i̧slem tan¬ml¬olsun. E¼ger bu i̧slem grup aksiyomlar¬denilen

aşa¼g¬daki özelliklere sahipse (G;�) yap¬s¬na bir grup, denilir.

(G1) ·I̧slem birleşme özelli¼gine sahiptir.

(G2) ·I̧sleme göre G nin birim ö¼gesi vard¬r.

(G3) G nin her ö¼gesinin bu i̧sleme göre bir ters ö¼gesi vard¬r.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki özellik de sa¼glan¬yorsa (G;�) yap¬s¬na de¼gi̧smeli (abel)

bir gruptur, denilir.

(G4) ·I̧slem yer de¼gi̧stirme özelli¼gine sahiptir.

Tan¬m 1.1.1.32 (Halka): Bir H kümesi üzerinde � ve 
 i̧saretleriyle

gösterece¼gimiz iki tane ikili i̧slem tan¬ml¬ olsun. E¼ger bu i̧slemler halka

aksiyomlar¬diyece¼gimiz aşa¼g¬daki üç özelli¼ge sahipse (H;�;
) yap¬s¬na bir

halka denilir.

(H1) (H;�) bir abel grubudur.

(H2) 
 i̧slemi birleşme özelli¼gine sahiptir.

(H3) 
 i̧sleminin � i̧slemi üzerine soldan ve sa¼gdan da¼g¬lma özelli¼gi

vard¬r.

Bu üç özellik ile birlikte

(H4) 
 i̧slemine göre H nin birim ö¼gesi var.

aksiyomu da sa¼glan¬yorsa, (H;�;
) halkas¬na birim ö¼geli halka ya da,

k¬saca, birimli bir halka, denilir.

·Ilk üç özellik ile birlikte

(H5) 
 i̧slemi yer de¼gi̧stirme özelli¼gine sahiptir,

aksiyomu da sa¼glan¬yorsa, bu halkaya de¼gi̧smeli bir halkad¬r, denilir.

Yukar¬daki beş özelli¼gi sa¼glayan bir halkaya birimli ve de¼gi̧smeli bir

halkad¬r,denilir.

Tan¬m 1.1.1.33 (Cisim): Bir F kümesi üzerinde � ve 
 i̧saretleriyle

gösterece¼gimiz iki tane ikili i̧slem tan¬ml¬ olsun. E¼ger bu i̧slemler cisim

aksiyomlar¬diyece¼gimiz aşa¼g¬daki iki özelli¼ge sahipse (F;�;
) yap¬s¬na bir
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cisim, denilir.

(C1) (F;�;
) birimli ve de¼gi̧smeli bir halkad¬r.

(C2) F kümesinden � i̧sleminin birim ö¼gesi at¬l¬nca, geri kalan küme 


i̧slemine göre bir abel grubudur.

Tan¬m 1.1.1.34 (Modül): C kompleks say¬lar cümlesinin boş cümle-

den farkl¬ve toplama i̧slemine göre de¼gi̧smeli her alt grubuna, Z tam say¬lar

halkas¬üzerinde bir modül denir.

Tan¬m 1.1.1.35 (Latis): Sonlu düzlemde y¬¼g¬lma noktas¬bulunmayan

bir modüle latis denir.

S¬f¬rdan farkl¬bir y¬¼g¬lma noktas¬olan her modül için s¬f¬r da bir y¬¼g¬lma

noktas¬d¬r. O halde bir L latisi için s¬f¬r bir y¬¼g¬lma noktas¬de¼gildir. Buna

göre s¬f¬rdan farkl¬elemanlar¬, mutlak de¼gerce alttan s¬n¬rl¬olan her de¼gi̧smeli

grup bir latis olmal¬d¬r.

Düzlemsel latisler:

a)L0 = fmw : m = 0; w 6= 0;m 2 Z; w 2 Cg

şeklinde tan¬ml¬latise, s¬f¬r boyutlu ya da s¬f¬r latis denir.

b)L1 = fmw : m 6= 0; w 6= 0;m 2 Z; w 2 Cg

olarak tan¬mlanan latise bir boyutlu veya basit latis denir.

c)L2 =

8<: mw1 + nw2 : (m;n) 6= (0; 0) ; w 6= 0; m; n 2 Z;

w1; w2 2 C; w2w1 = � =2 R

9=;
cümlesi ile tan¬mlanan latise de iki boyutlu ya da çift latis denir.

Burada w1; w2 kompleks say¬lar¬lineer ba¼g¬ms¬z olup (w1; w2) çiftine L

latisi için bir baz¬denir ve

Im

�
w2
w1
= �

�
> 0

al¬n¬r.
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Tan¬m 1.1.1.36 (Kalan S¬n¬f¬): u 2 C olmak üzere

u+ L = fu+ w : w 2 Lg

cümlesine, modL�ye göre bir kalan s¬n¬f¬denir.

Tan¬m 1.1.1.37 (Temel Bölge): Her kalan s¬n¬f¬n¬n yaln¬z bir tek

eleman¬n¬içeren basit ba¼glant¬l¬bölgeye, ilgili latisin temel bölgesi denir.

L latisinin kendisi de bir kalan s¬n¬f¬d¬r. Buna göre, L0 düzlemsel latisinin

temel bölgesi bütün düzlem, L1 latisinin temel bölgesi iki paralel iki do¼gru

ile s¬n¬rlanm¬̧s, sonsuz bir şerit ve L2 latisinin temel bölgesi ise, de¼gi̧sik

geometrik şekillerde olabilir.

D = faw1 + bw2 : 0 � a; b < 1g

paralelkenar¬, bu geometrik şekillerden biridir. Bir L latisinin bütün w 2 L

noktalar¬, s¬f¬rdan farkl¬bir � 2 C kompleks say¬s¬ile çarp¬ld¬¼g¬nda yeni bir

L̂ = f�w : w 2 Lg

latisi tan¬mlanabilir.

Teorem 1.1.1.1: Eliptik fonksiyonlar¬n toplam¬, fark¬, bölümü ve çarp¬m-

lar¬da yine bir eliptik fonksiyondur.

Teorem 1.1.1.2: En fazla bir kutbu olan 1. dereceden bir eliptik

fonksiyon sabittir.

Tan¬m 1.1.1.38 (Euler Formülü ): Her reel � say¬s¬ için ei� ya da

exp (i�) ile gösterilen

ei� = cos � + i sin �

ifadesi Euler Formülü olarak bilinir. S¬f¬rdan farkl¬z kompleks say¬s¬n¬n

kutupsal formda

z = r (cos � + i sin �)
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yaz¬l¬̧s¬nda Euler Formülü kullan¬larak, z kompleks say¬s¬üstel formda

z = rei�

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 1.1.1.39 (Moivre Formülü ):

(cos � + i sin �)n = cosn� + i sinn� (n = 0;�1;�2; :::)

ifadesine Moivre Formülü ad¬verilir.

Teorem 1.1.1.3(Laurent Teoremi): ! = f (z) fonksiyonu ayn¬ a

merkezli r1 yar¬çapl¬C1 çemberi ve r2 yar¬çapl¬C2 çemberi üzerinde ve

bu çemberlerin s¬n¬rlad¬¼g¬D halka bölgesinde tan¬mlanm¬̧s, analitik bir

fonksiyon olsun. Bu halde f fonksiyonu

f (z) =
1X
n=0

an (z � a)n +
1X
n=1

a�n
(z � a)n

şeklinde bir aç¬l¬ma sahiptir.

Bu aç¬l¬mda

an =
1

2�i

Z
C1

f (!)

(! � a)n+1
d!;n = 0; 1; 2; :::

ve

a�n =
1

2�i

Z
C2

f (!)

(! � a)�n+1
d!;n = 1; 2; :::

şeklinde ifade edilir. Ayr¬ca aç¬l¬mdaki

1X
n=1

a�n
(z � a)n

k¬sm¬na Laurent serisinin �esas k¬sm¬�ad¬verilir.
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Teorem 1.1.1.4(Weierstrass M-testi): gn; A � C cümlesindeki fonksiy-

onlar¬n bir dizisi olsun ve Mn � 0 reel sabitlerin bir dizisi al¬ns¬n.

(i) Tüm z 2 A de¼gerleri için jgn (z)j � Mn ve,

(ii)
P1

n=1Mn serisi yak¬nsak

olacak şekilde iki koşul sa¼glan¬yorsa

1X
n=1

gn (z)

serisi mutlak ve düzgün olarak A cümlesinde yak¬nsar.
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2 MATERYAL VE YÖNTEM

2.1 PER·IYOD·IK FONKS·IYONLAR:

Tan¬m 2.1.1: f(z) fonksiyonu düzlemin bir D bölgesinde tan¬ml¬ olsun.

E¼ger 8z1; z2�D için, z1 � z2 = m2! olacak şekilde f (z1) = f (z2) ise o

zaman m�Z için 2! kompleks say¬s¬na fonksiyonun periyodu ve fonksiyona

da periyodik fonksiyon denir.

Örnek:

1) exp (z + 2�i) = exp z

f (z) = exp (z + 2�i) = ez:e2�i = ez (cos 2� + i sin 2�) = ez yani

f (z) = f (z + 2�i) oldu¼gundan 2�i bu fonksiyonun periyodudur.

Teorem 2.1.1: f (z) ve g (z) fonksiyonlar¬ayn¬periyotlu iki periyodik

fonksiyon ise, o zaman f (z)� g (z) ; f (z) g (z) ve f(z)
g(z)

(g (z) 6= 0) de ayn¬

periyotlu periyodik fonksiyonlard¬r.

Teorem 2.1.2: Ayn¬periyotlu periyodik fonksiyonlar kümesi bir cisim

formundad¬r.

Teorem 2.1.3: Bir periyodik fonksiyonun türevi de ayn¬periyot yada

periyotlara sahip bir periyodik fonksiyondur.

·Ispat: f (z) fonksiyonu 2! periyotlu bir fonksiyon olsun.

O zaman

f (z + 2!) = f (z)

dir. Bundan dolay¬

f 0 (z + 2!) = f 0 (z)

dir.
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Teorem 2.1.4: E¼ger f (z) fonksiyonu 2! periyotlu bir periyodik

fonksiyon ise, o zaman herhangi bir m tamsay¬s¬ için m2! da f (z) nin

bir periyodudur.

·Ispat: m herhangi bir pozitif tamsay¬olsun.

f (z +m2!) = f
�
z +m� 1 2! + 2!

�
= f

�
z +m� 1 2!

�
= f

�
z +m� 2 2! + 2!

�
= f

�
z +m� 2 2!

�
...

= f (z)

m herhangi bir negatif tamsay¬olsun. O zaman

f (z �m2!) = f (z �m2! +m2!)

= f (z)

dir.

Dikkat: 
 = fm2!g periyotlar¬n¬n kümesi sonsuzdur.

Teorem 2.1.5: E¼ger f (z) periyodik fonksiyonunun periyotlar¬n¬n kümesi

2!1; 2!2; 2!3 ise, o zaman
Pn

r=1mr2!r (mr 2 Z) de fonksiyonun bir periy-

odudur.

·Ispat: f (z) için

f

 
z +

nX
r=1

mr2!r

!
= f

 
z +

nX
r=2

mr2!r +m12!1

!

= f

 
z +

nX
r=2

mr2!r

!

= f

 
z +m22!2 +

nX
r=3

mr2!r

!

= f

 
z +

nX
r=3

mr2!r

!
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...

= f (z)

Teorem 2.1.6: 
 periyotlar¬n kümesi olmak üzere toplama i̧slemi al-

t¬nda 
 bir de¼gi̧smeli gruptur.

Teorem 2.1.7:E¼ger periyodik meromor�k fonksiyonun sabit olmayan

iki periyodu 2!1; 2!2 ve 2!2
2!1

2 R ise, o zaman 2!2
2!1

2 Q d¬r.
·Ispat: m 2 Z için 0 ve 2!1 üzerinde bulunduran aral¬k (0;�m2!1)

olsun. 2!2
2!1

2 R oldu¼gundan n 2 Z için n2!2 bu do¼gru üzerinde olmal¬d¬r.

E¼germ2!1 = n2!2 ise 2!2
2!1

bir rasyonel say¬d¬r. m;n nin en az bir de¼geri

için e¼germ2!1 = n2!2 ise o zaman fz0ng noktalar¬n¬n kümesimod2!1 e göre

fn2!2g konjuge olur.

z0n1 = z0n2 ; n1 6= n2

veya

n12!2 � n22!2 (mod2!1)

yani

(n1 � n2) 2!2 = m2!1

dir. Sonsuz s¬n¬rl¬bir küme olan fz0ng kümesinin bir limit noktas¬vard¬r.

Fakat fz0ng � 
 oldu¼gundan bu imkans¬zd¬r. Bundan dolay¬ 2!2
2!1

2 Q dur.

Teorem 2.1.8: Sabitten farkl¬periyodik meromor�k bir fonksiyon 


periyotlar kümesinin elemanlar¬ya m2! yada m2!1 + n2!2 dir.

Tan¬m 2.1.2: Bir f (z) periyodik fonksiyonunun m2! şeklindeki periy-

otlar¬na göre f (z) fonksiyonuna basit periyodik fonksiyon denir. 2!1 periy-

oduna da esas periyot veya as¬l periyot denir.

Tan¬m 2.1.3: 2!1 ile tan¬mlanan şeride de basit periyot fonksiyonunun

periyot şeridi denir.
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Tan¬m 2.1.4: Köşeleri z0 +m2!1 + n2!2 noktalar¬nda bulunan latise

periyot paralelkenar¬veya z0 periyot kafesi denir.

Teorem 2.1.9 (Liouville): f (z) fonksiyonu tüm sonlu düzlemde anal-

itik ve s¬n¬rl¬ise, f (z) sabittir. Bir başka ifadeyle, bütün düzlemde s¬n¬rl¬

olan tam fonksiyon sabittir.

Tan¬m 2.1.5:E¼ger f(z+!) = f(z),z ve z+! f 0 nin alan¬nda oldu¼gunda,

kompleks de¼gi̧skenli bir f fonksiyonu ! periyodu ile periyodik olarak ad-

land¬r¬l¬r. ! bir periyot ise, bu şekilde her n tamsay¬s¬için n!�d¬r. !1 ve !2

periyotlar ise,bu şekilde seçilen her m ve n tamsay¬lar¬için m!1 + n!2 dir.

Tan¬m 2.1.6:E¼ger iki periyodu !1 ve !2,onlar¬n oran¬ !2!1 reel de¼gil ise,

f fonksiyonuna çifte periyodik denir.

Dejenere durumlar¬önlemek için oran¬n reel olmas¬gerekir.Örne¼gin; e¼ger

!1 ve !2 periyotlar,onlar¬n oran¬reel ve rasyonel ise her !1 ve !2 nin ayn¬

periyorlar¬n bir tamsay¬kat¬oldu¼gunu göstermek kolayd¬r. Gerçekten e¼ger

a ve b aralar¬nda asal tam say¬lar oldu¼gunda !2
!1
= a

b
ise ,o zaman m ve n

tamsay¬lar¬vard¬r, böylece mb + na = 1�dir. ! = m!1 + n!2 olsun. O

zaman ! bir periyottur ve

! = !1

�
m+ n

!2
!1

�
= !1

�
m+ n

a

b

�
=
!1
b
(mb+ na) =

!1
b

elde edilir. Böylece !1 = b! ve !2 = a! �dir. Bu nedenle hem !1 hem de

!2 !�n¬n tamsay¬katlar¬d¬r.

E¼ger !2
!1
oran¬ reel ve irrasyonel ise f nin key� olarak küçük periyot-

lara sahip oldu¼gu gösterilebilir. Key� küçük periyotlar ile bir fonksiyon,

bu fonksiyonun analitik oldu¼gu her aç¬k ba¼glant¬l¬küme üzerinde sabittir.

Gerçekten, f nin analitik oldu¼gu her noktada

f 0 (z) = lim
zn!0

f (z + zn)� f (z)

zn

dir. Burada fzng, 0 e¼gilimindeki s¬f¬rdan farkl¬kompleks say¬lar¬n herhangi

bir dizisidir. E¼ger f key� küçük periyotlara sahip ise, fzng 0 e¼gilimindeki

periyotlar¬n bir dizisi olarak seçilebilir. O zaman f (z + zn) = f (z) dir ve
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bundan dolay¬f 0 (z) = 0 d¬r. Başka bir deyi̧sle f nin analitik oldu¼gu her

aç¬k ba¼glant¬l¬küme üzerinde sabit olmal¬d¬r.

Tan¬m 2.1.7: f ;!1 ve !2 periyotlar¬na sahip olsun ve periyotlar¬n oran¬
!2
!1
reel olmas¬n. E¼ger m ve n birer tamsay¬iken f nin her periyodu m!1 +

n!2 biçiminde ise (!1; !2) çiftine esas çift denir.
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!1 ve !2 periyotlar¬n¬n her esas çifti; düzlemin karolar¬ biçimin-

deki paralelkenarlar¬n bir a¼g¬n¬belirler. Bunlara periyot paralelkenarlar¬

denir. Köşeleri ! = m!1 + n!2 periyotlar¬d¬r. ·Iki kenar¬n kesi̧simi ve

periyot paralelkenar¬na ait tek s¬n¬r noktalar¬olarak bunlar¬n kesi̧sme nok-

talar¬dikkate al¬n¬r, şekil 1.1.b de gösterildi¼gi gibidir.

Gösterim: E¼ger !1 ve !2 iki kompleks say¬ve onlar¬n oran¬reel de¼gil

ise, burada m ve n key� tam say¬lar olmak üzere m!1+n!2 nin tüm lineer

kombinasyonlar¬n¬n kümesi 
 (!1; !2) (veya sadece 
) ile gösterilir. Bu !1

ve !2 taraf¬ndan oluşturulan latis olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 2.1.10: E¼ger (!1; !2) periyotlar¬n bir esas çifti ise, o zaman

köşeleri 0; !1; !2 olan üçgen içinde veya s¬n¬r¬nda başka periyotlar içerir.
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·Ispat: Şekil 1.2.a da gösterilen, köşeleri 0; !1; !1+!2 ve !2 olan paralelke-

nar¬dikkate alal¬m. Bu paralel kenar¬n içindeki ve s¬n¬r¬ndaki noktalar,

z = �!1 + �!2

formuna sahiptir, burada 0 � � � 1 ve 0 � � � 1 dir. Bu noktalar

aras¬ndaki periyotlar sadece 0; !1; !2 ve !1+ !2 dir, yani köşeleri 0; !1; !2

olan üçgenin köşeleri d¬̧s¬nda hiçbir periyodlar¬yoktur.

Tersi olarak 0; !1; !2 üçgeninin köşeleri d¬̧s¬nda bir periyodu oldu¼gunu

varsayal¬m ve ! herhangi bir periyodu olsun. m ve n tamsay¬lar¬için ! =

m!1 + n!2 oldu¼gu gösterilsin. !2
!1
reel olmayan say¬!1 ve !2 reel say¬lar

üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu için ,bunun sonucu olarak

! = t1!1 + t2!2

dir, burada t1 ve t2 reeldir. Şimdi [t] t den küçük veya eşit en büyük tam

say¬olsun ve burada 0 � r1 < 1 ve 0 � r2 < 1 oldu¼gunda

t1 = [t1] + r1; t2 = [t2] + r2

yaz¬l¬r. O zaman

! � [t1]!1 � [t2]!2 = r1!1 + r2!2

dir. E¼ger r1 veya r2 den biri s¬f¬rdan farkl¬ise o zaman r1!1 + r2!2 köşeleri

0; !1; !2; !1+ !2 olan paralelkenar¬n içinde uzanan bir periyot olacakt¬r.
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Fakat e¼ger bir w periyodu bu paralelkenar¬n içinde uzan¬yorsa, o zaman ya

w yada !1+ !2 � w ; 0; !1; !2 üçgeninin içinde veya !1 ve !2 yi birleştiren

köşegen üzerinde uzanacakt¬r, bu hipoteze ayk¬r¬d¬r. Bu nedenle r1 = r2 = 0

ve ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 2.1.8: Reel olmayan orana sahip olan (!1; !2) ve (!01; !
0
2) kom-

pleks say¬lar¬n¬n iki çiftine,e¼ger periyotlar¬n¬n ayn¬latislerini oluşturuyorlar

ise eşittir denir; bu ise, 
 (!1; !2) = 
 (!01; !
0
2) olarak gösterilir.

Teorem 2.1.11: (!1; !2) ve (!01; !
0
2) iki çifti eşittir ancak ve ancak

tamsay¬girdileri ile 2x2 matrisi

0@ a b

c d

1A ve ad � bc = �1 determinant¬

vard¬r, böylece �
!02
!01

�
=

0@ a b

c d

1A�!2
!1

�
dir veya di¼ger bir deyi̧sle,

!02 = a!2 + b!1;

!01 = c!2 + d!1

dir.

2.2 EL·IPT·IK FONKS·IYONLAR:

Tan¬m 2.2.1: E¼ger f fonksiyonu aşa¼g¬daki iki özelli¼ge sahip ise eliptiktir.

(a) f çifte periyodiktir.

(b) f meromor�ktir.

Teorem 2.2.1: Sabit olmayan eliptik fonksiyon, periyotlar¬n bir esas

çiftine sahiptir.

Teorem 2.2.2: E¼ger bir f eliptik fonksiyonu baz¬ periyot paralelke-

narlar¬nda kutba sahip de¼gil ise f fonksiyonu sabittir.
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·Ispat: E¼ger f nin bir periyot paralelkenar¬nda kutbu yok ise, o zaman f

sürekli ve bundan dolay¬paralelkenarlar¬n kapat¬lmas¬ile s¬n¬rland¬r¬lm¬̧st¬r.

Periyodiklik ile, f bütün düzlemde s¬n¬rl¬d¬r. Bundan dolay¬, Lioville�s Teo-

remi (Teorem 2.1.9) ile, f sabittir.

Teorem 2.2.3: E¼ger bir f eliptik fonksiyonu baz¬ periyot paralelke-

narlar¬nda s¬f¬ra sahip de¼gil ise, o zaman f sabittir.

Teorem 2.2.4: Herhangi bir hücrenin (cell) s¬n¬r¬boyunca al¬nan eliptik

fonksiyonun kontur integrali s¬f¬rd¬r.

·Ispat: Periyodiklik nedeniyle paralel kenarlar boyunca integraller iptal

edilir.(Etkisiz hale gelir.)

Teorem 2.2.5: Herhangi bir periyot paralelkenar¬nda, eliptik fonksiy-

onun kutuplar¬ndaki eliptik fonksiyonun rezidüleri toplam¬s¬f¬rd¬r.

Not: Teorem 2.2.5 Her bir periyot paralelkenar¬nda en az 2 basit kutba

veya en az bir çift kutba sahip olan eliptik fonksiyonun sabit olmad¬¼g¬n¬

gösterir.

Teorem 2.2.6: Herhangi bir periyot paralelkenar¬ndaki eliptik fonksiy-

onun s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬kutuplar¬n¬n say¬s¬na eşittir.

·Ispat: Bir hücrenin C s¬n¬r¬etraf¬nda al¬nan

1

2�i

Z
C

f 0 (z)

f (z)
dz

integrali, hücre içindeki kutuplar¬n say¬s¬ ile s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬ aras¬ndaki

fark say¬l¬r. Fakat, f ile ayn¬periyotlarda f 0

f
eliptiktir ve Teorem 2.2.4 bu

integralin s¬f¬r oldu¼gunu bize anlat¬r.

Not: Herhangi bir periyot paralel kenar¬ndaki eliptik fonksiyonun s¬f¬r-

lar¬n¬n (veya kutuplar¬n¬n) say¬s¬fonksiyonun derecesi(mertebesi) olarak ad-

land¬r¬l¬r. Her sabit olmayan eliptik fonksiyonun derecesi 2 ye eşit veya 2

den büyüktür.
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2.2.1 Eliptik Fonksiyonlar¬n Yap¬s¬

Fonksiyonun mertebesi en az 2 oldu¼gundan, her bir periyot paralelke-

nar¬ndaki ikinci dereceden bir kutba veya iki basit kutba ihtiyac¬m¬z var.

Biri Weierstrass ile, di¼geri Jacobi ile geli̧stirilen iki olas¬l¬k eliptik fonksiy-

onlar¬n iki teorisine yol açar. Wierstrass ve onun hareket noktas¬n¬n, z = 0

da ve bunun için her periyottaki derecesi 2 olan bir kutuba sahip eliptik

fonksiyonlar¬nn yap¬s¬d¬r. Laurent aç¬l¬m¬n¬n her bir ! periyodu civar¬ndaki

önemli bir k¬sm¬
A

(z � !)2
+

B

(z � !)2

formuna sahip olmal¬d¬r.

Kolayl¬k için A = 1; B = 0 alal¬m. Her bir ! periyodu civar¬ndaki böyle

bir aç¬l¬m istedi¼gimizden, bu tip terimlerin bir toplam¬n¬X
!

1

(z � !)2

olarak düşünmek do¼gald¬r, bütün ! = m!1 + n!2 periyotlar¬ üzerinde

toplan¬r. z 6= ! sabiti için, bum ve n üzerinde toplanan bir çift seridir. Son-

raki iki lemmada, bu tipteki çift serilerin yak¬nsakl¬k özellikleri ele al¬nacak-

t¬r. Bu lemmalarda,bütün m!1 + n!2 lineer kombinasyanlar¬n¬n kümesi 


ile gösterilir, burada m ve n key� tamsay¬lard¬r.

Lemma 2.2.1: E¼ger � reel ise,X
!2

! 6=0

1

!�

sonsuz serisi mutlak yak¬nsar,ancak ve ancak � > 2 dir.
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·Ispat: Şekil 1.3 e bak¬n¬z ve r ve R s¬ras¬yla 0 dan gösterilen paralelke-

nara olan minimum ve maksimum uzakl¬klar olsun. E¼ger !, bu şemada

gösterilen herhangi 8 s¬f¬r olmayan periyotsa,

r � j!j � R (! n¬n 8 periyodu için)

elde edilir.

Bu 8�i çevreleyen eş periyotlar¬n bir sonraki kat¬nda

2r � j!j � 2R (! n¬n 16 yeni periyodu için)

eşitsizliklerini sa¼glayan 2.8=16 tane yeni periyot elde edilir. Bir sonraki

kat¬nda

3r � j!j � 3R (! n¬n 24 yeni periyodu için)

eşitsizli¼gini sa¼glayan 3.8=24 tane yeni periyot elde edilir v.b. Bu nedenle ,

! n¬n ilk 8 periyodu için,
1

R�
� 1

j!j� �
1

r�

! n¬n sonraki 16 periyodu için;
1

(2R)�
� 1

j!j� �
1

(2r)�
; v:b:
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eşitsizlikler elde edilir. Bunun için orijin etraf¬ndaki s¬f¬r olmayan 8(1+ 2+

::::::+ n) periyot üzerinde al¬nan S (n) =
P
j!j�� toplam¬;

8

R�
+

2:8

(2R)�
+ :::+

n:8

(nR)�
� S (n) � 8

r�
+

2:8

(2r)�
+ :::+

n:8

(nr)�
;

veya
8

R�

nX
k=1

1

k��1
� S (n) � 8

r�

nX
k=1

1

k��1

eşitsizliklerini sa¼glar. � > 2 ise, bu 8� (��1)
r�

ile üstten s¬n¬rl¬S(n) k¬smi

toplamlar¬n¬n oldu¼gunu gösterir. Fakat herhangi bir parçal¬ toplam, bu

tür iki parçal¬toplam aras¬nda yer al¬r, bu yüzden
P
j!j�� serisinin bütün

parçal¬toplamlar¬üstten s¬n¬rl¬d¬r ve bundan dolay¬� > 2 ise seri yak¬nsar.

� � 2 ise alttan s¬n¬rl¬S(n) dizisinin ¬raksar oldu¼gunu gösterir.

Lemma 2.2.2: � > 2 ve R > 2 ise jzj � R diskindeX
j!j>R

1

(z � !)�

serisi mutlak ve düzgün yak¬nsar.

·Ispat: � � 1 ise, böyle bir M sabitinin (R ve � ya ba¼gl¬olarak) var

oldu¼gu gösterilecek, jzj � R olan z�ler ve j!j > R olan bütün !�lar için

1

(z � !)�
� M

j!j� (4)

elde edilir. (4) eşitsizli¼gi ����z � !

!

����� � 1

M
(5)

denktir.

M yi sergilemek için j!j > R olan 
 daki bütün ! lar¬göz önüne alal¬m.

Modülü minimum düzeyde seçilsin, d > 0 oldu¼gunda j!j = R + d söylenir.

O zaman jzj � R ve j!j � R + d ise����z � !

!

���� = ���1� z

!

��� � 1� ��� z
!

��� � 1� R

R + d
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elde edilir ve bundan dolay¬

M =

�
1� R

R + d

���
oldu¼gunda ����z � !

!

����� � �1� R

R + d

��
=
1

M

dir. Bu hem (5) �i hem de Lemma 2.2.2 yi ispatlar.

Daha önce belirtildi¼gi gibi, X
!2


1

(z � !)2

formundaki seri kullan¬larak basit eliptik fonksiyonlar oluşturmak denenebilir.

Bu, her bir periyot civar¬nda uygun (gerekli) temel k¬sma sahiptir. Ancak

seri mutlak yak¬nsamaz, bu yüzden serideki üs 2 yerine 3 kullan¬l¬r. Bu bize

3. dereceden eliptik fonksiyonlar¬verir.

Teorem 2.2.7: f ;

f (z) =
X
!2


1

(z � !)3

serisi ile tan¬mlans¬n. O zaman f ; 
 da her bir ! periyodunda 3. dereceden

bir kutbu olan ve periyotlar¬!1,!2 olan eliptik bir fonksiyondur.

·Ispat: Lemma 2.2.2 ile, seri jzj � R diskinde düzgün yak¬nsayan j!j >

R üzerindeki toplam ile elde edilir. Bu nedenle o, bu diskteki analitik bir

fonksiyonu gösterir. Say¬lardaki sonlu kalan terimler bu diskteki her bir

! periyodundaki 3.dereceden kutuplar¬hariç, bu diskte analitiktir. Bu, 


daki her ! daki 3. dereceden bir kutbu olan f fonksiyonunun meromor�k

oldu¼gunu ispatlar. Sonra f nin !1 ve !2 periyotlar¬na sahip oldu¼gunu

gösterir. Bunun için serinin mutlak yak¬nsakl¬¼g¬ndan faydalan¬labilir.

f (z + !1) =
X
!2


1

(z + !1 � !)3

29



elde edilir. Fakat ! � !1; ! ya sahip 
 daki bütün periyotlardan geçer,

yani f (z + !1) için seri, f(z) için serinin sadece bir yeniden düzenleme-

sidir. Mutlak yak¬nsakl¬k ile f (z + !1) = f(z) elde edilir. Benzer şekilde

f (z + !2) = f(z) dir yani f çifte periyodiktir. Bu ispat¬tamamlar.

2.3 MOB·IUS DÖNÜŞÜMLER VE MODÜLER

FONKS·IYONLAR:

Tan¬m 2.3.1 (Mobius Dönüşümler): Daha genel bir dönüşüm olan

f (z) =
az + b

cz + d
(6)

(a,b,c,d key� kompleks say¬lar) ile ilgili baz¬aç¬klamalar ile başlayal¬m.

Eşitlik (6); z = �d
c
ve z =1 hariç C� = C[f1g geni̧sletilmi̧s kompleks

say¬lar sistemindeki tüm z�ler için f(z) tan¬mlar. z 6= 0 ise z
0
= 1 oldu¼gu

ola¼gan kurala sahip

f

�
�d
c

�
=1 ve f (1) = a

c

ile tan¬mlanan C� tamam¬na f nin tan¬m¬geni̧sletilebilir.

·Ilk olarak;

f (w)� f (z) =
(ad� bc) (w � z)

(cw + d) (cz + d)
; (7)

ad � bc = 0 ise f nin sabit oldu¼gunu gösterir. Bu dejenere durumu en-

gellemek için, ad � bc 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. Dolay¬s¬yla bu rasyonel

fonksiyona mobius dönüşüm denir. z = �d
c
deki sabit kutup hariç C� üz-

erindeki her yerde analitiktir.

Eşitlik(7), her Mobius dönüşümü C� üzerinde bire bir oldu¼gunu gösterir.

f(z) cinsinden z için (6) çözüldü¼günde;

z =
df (z)� b

�cf (z) + a
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bulunur. Yani C� üzerinde f nin haritas¬C� dir. Bu da ters fonksiyonun

f�1 in bir Mobius dönüşüm oldu¼gunu gösteriyor.

(7)�de w � z ile bölündü¼günde ve w ! z oldu¼gunda

f 0 (z) =
ad� bc

(cz + d)2

elde edilir, bundan dolay¬ analitik olan her noktada f 0 (z) 6= 0 d¬r. Bu

nedenle, muhtemelen z = �d
c
kutbu hariç her yerde f konformaldir.

Mobius dönüşümler daireler üzerindeki daire haritalar¬d¬r.(Dairelerin özel

durumlar¬n¬n do¼grular oldu¼gu düşünülsün.) Bunu ispatlamak için A ve C

reel olmak üzere

Azz +Bz +Bz + C = 0 (8)

eşitli¼gi düşünülsün. Herhangi bir daire üzerindeki noktalar A 6= 0 olan böyle

bir eşitli¼gi kaŗs¬lar ve herhangi bir do¼gru üzerindeki noktalar A = 0 olan

böyle bir eşitli¼gi kaŗs¬lar. (8)�deki z, (aw + b)=(cw + d) ile de¼gi̧stirildi¼ginde

w nun ayn¬tip bir eşitli¼gi olan

A0ww +B0w +B0w + C 0 = 0 (9)

kaŗs¬lad¬¼g¬bulunur, buradaA0 veC 0 reeldir. Bunun için her Mobius dönüşüm,

bir daire veya do¼gru üzerindeki bir daire veya do¼gru haritas¬d¬r.

Ayn¬s¬f¬r olmayan sabitler ile tüm a; b; c; d katsay¬lar¬çarp¬l¬r ise Mobius

dönüşüm de¼gi̧smeden kal¬r. Bu nedenle bu ad � bc = 1 oldu¼gu varsay¬lan

genellik içinde hiçbir kay¬p yoktur.

ad� bc 6= 0 olan her bir Mobius dönüşümü (6)

A =

0@ a b

c d

1A
2x2 matrisi ile ili̧skilidir. O zaman detA = ad � bc 6= 0 dir. E¼ger A ve B

s¬ras¬yla f ve g Mobius dönüşümleri ile ili̧skili matrisler ise, o zaman matris
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çarp¬m¬AB nin f�g bileşke ile ili̧skili oldu¼gunu do¼grulamak kolayd¬r, burada

(f � g) (z) = f (g (z)) dir. I =

0@ 1 0

0 1

1A birim matrisi,

f (z) = z =
1z + 0

0z + 1

birim dönüşümü ile ili̧skilidir ve

A�1 =

0@ d �b

�c a

1A
ters matrisi

f�1 (z) =
dz � b

�cz + a

olan f nin tersi ile ili̧skilidir. Böylece ad � bc 6= 0 bileşke alt¬nda bir grup

oluşturan tüm Mobius dönüşümlerin kümesi oldu¼gu görülür. Bu bölüm

katsay¬lar¬olan a; b; c; d tamsay¬lar¬önemli alt gruplarla ilgilidir.

Tan¬m 2.3.2 (� Modüler Grubu): a; b; c; d 2 Z için detA = jAj =

ad�bc = 1 olmak üzere A =

0@ a b

c d

1A şeklinde tersi mevcut olan matrisler

grubu < olsun. Tersi mevcut olan L : C2 ! C2 lineer dönüşümü için,

LA : C2 ! C2; z ! w = A:z

ile verilen ifadeye, homojen lineer dönüşüm denir. A:z çarp¬m¬, A ile z =0@ w1

w2

1A 2 C2 nin matris çarp¬m¬d¬r.

z ! w = A (z) =
az + b

cz + d

ifadesi de inhomojen lineer dönüşüm olarak tan¬mlan¬r. Elemanlar¬tam-

say¬lar ve detA = 1 olan homojen lineer dönüşüme, homojen modüler

dönüşüm denir. Homojen modüler dönüşümler bir grup teşkil eder ki bu

gruba modüler grup denir ve

� =

8<:
0@ a b

c d

1A : a; b; c; d 2 Z; detA = 1

9=;
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ba¼g¬nt¬s¬ile verilir. ·Inhomojen modüler dönüşümler,

� =
�
A : A 2 �

	
grubu olarak tan¬mlan¬r [19].

Teorem 2.3.1: Homojen modüler grup, sonsuz kuvvetten T =

0@ 1 1

0 1

1A
ve 4.kuvvetten S =

0@ 0 �1

1 0

1A matrisleri ile oluşturulur. ·Inhomojen mod-

üler dönüşümler ise, 2.dereceden S� = � 1
�
ve sonsuz dereceden T� = � + 1

dönüşümleri ile oluşturulur.

Sonraki teorem ,� n¬n

T� = � + 1 ve S� = �1
�

dönüşümleri ile oluşturuldu¼gunu gösterir.

Teorem 2.3.2: � modüler grubu

T =

0@ 1 1

0 1

1A ve S =

0@ 0 �1

1 0

1A
matrisleri ile oluşturulur. Yani n ler birer tamsay¬olmak üzere, � daki her

A,

A = T n1ST n2S:::T nkS

formunda ifade edilebilir.

Tan¬m 2.3.3 (Temel Küme): G, � modüler grubunun herhangi bir

alt grubunu göstersin. H üst yar¬ düzlemindeki iki nokta � ve � 0 nün,

G�deki baz¬A için � 0 = A� ise G alt¬nda denk oldu¼gu söylenir.G bir grup

oldu¼gundan bu bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Bu denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬n, denklik s¬n¬�ar¬n¬n ayr¬k(parçal¬) toplamlar¬

halindeki H üst-yar¬düzlemini bölmesine y�or�unge denir.G� yörüngesi,A 2

G olmak üzere A� formunun tüm kompleks say¬lar¬n¬n kümesidir.

Her yörüngeden bir nokta seçilir, bütün bu noktalar birleştirilirse buna

G�nin temel kümesi denir.
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Tan¬m 2.3.4: G, � modüler grubunun bir alt grubu olsun. E¼ger RG

aşa¼g¬daki iki özelli¼ge sahip ise H�nin RG alt kümesi G�nin temel bölgesi

olarak adland¬r¬l¬r.

(a) ·Iki farkl¬noktas¬olmayan RG ,G alt¬nda denktir.

(b) � 2 H ise, RG kapal¬bölgesinde bir � 0 noktas¬vard¬r,öylekiG alt¬nda

� 0, � ya denktir.

Lemma 2.3.1: !01; !
0
2 ile

!02
!01
reel olmas¬n,


 = fm+ n!02g : m;n birer tamsay¬

O zaman ,burada bir (!1; !2) temel çifti (!01; !
0
2) denktir. Öyleki,

ad� bc = 1 olan 0@ !2

!1

1A =

0@ a b

c d

1A0@ !02

!01

1A
dür ve öyleki

j!2j � j!1j ; j!1 + !2j � j!2j ; j!1 � !2j � j!2j

dir.

Teorem 2.3.3: � 0 2 H ise H deki bir � kompleks say¬s¬� alt¬ndaki � 0

ye denktir, öyleki;

j� j � j1j ; j� + 1j � j� j ve j� � 1j � j� j

·Ispat: !01 = 1; !02 = � 0 olsun, 
 = fm+ n� 0 : m;n birer tamsay¬g

periyotlar¬n¬n kümesine Lemma 1 uygulans¬n. O zaman burada j!2j �

j!1j ; j!1 � !2j � j!2j olan !1; !2 bir temel çifti vard¬r. � = !2
!1
olsun. O

zaman ad� bc = 1 ve

j� j � j1j ; j� � 1j � j� j

ile � =

0@ a b

c d

1A � 0 dür.
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Not: j� � 1j � j� j kaŗs¬layan H deki bu � ,ayn¬zamanda j� + � j � 1

de kaŗs¬lar.

Teorem 2.3.4:

R� = f� 2 H : j� j > 1; j� + � j � 1g

aç¬k kümesi � için bir temel bölgedir. Dahas¬R� daki baz¬� lar için A 2 �

ve A� = � ise o zaman A = 1 dir. Di¼ger bir deyi̧sle ,sadece birim eleman

R� da sabit noktalara sahiptir.

·Ispat: Teorem 3.3.2; R� kapal¬ bölgesindeki � nun � alt¬nda � 0 ne

denk oldu¼gunu gösterir. ·Iki farkl¬noktas¬olmayan R� n¬n � alt¬nda denk

oldu¼gunu ispatlamak için, � 0 = A� olsun, buradaA =

0@ a b

c d

1Adir. � 2 R�
ve c 6= 0 ise, ilk olarak Im (� 0) > Im (�) oldu¼gu gösterilsin.

Im (� 0) =
Im (�)

jc� + dj2

elde edilir. � 2 R� ve c 6= 0 ise

jc� + dj2 = (c� + d) (c� + d) = c2�� + cd (� + �) + d2 > c2 � jcdj+ d2

elde edilir. d = 0 ise jc� + dj2 > c2 � 1 bulunur. d 6= 0 ise

c2 � jcdj+ d2 = (jcj � jdj)2 + jcdj � jcdj � 1

elde edilir, bu yüzden tekrar jc� + dj2 > 1 dir. Bu nedenle c 6= 0; jc� + dj2 >

1 anlam¬na gelir ve bunun sonucu olarak Im (� 0) < Im (�) dur. Di¼ger bir

deyi̧sle ,c 6= 0 olan � n¬n her A eleman¬, R� daki her bir noktan¬n ordinat¬n¬

azalt¬r.

Şimdi hem � hem de � 0 nün R� n¬n iç noktalar¬na denk oldu¼gunu varsay-

al¬m. O zaman

� 0 =
a� + b

c� + d
ve � =

d� 0 � b

�c� 0 + a
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d¬r. c 6= 0 ise hem Im (� 0) < Im (�) hem de Im (�) < Im (� 0) elde edilir.

Bunun için c = 0 d¬r yani ad = 1, a = d = �1 ve

A =

0@ a b

c d

1A =

0@ �1 b

0 �1

1A = T �b

dir. Fakat o zaman hem � hem de � 0 R� içinde oldu¼gundan yani � = � 0

oldu¼gundan b = 0 d¬r. Bu R� n¬n farkl¬olmayan iki noktas¬n¬n � alt¬nda

denk oldu¼gunu ispatlar.

Son olarak, R� içindeki baz¬� için A� = � ise, ayn¬kan¬t c = 0, a =

d = �1 oldu¼gunu gösterir, yani A = 1 dir. Bu sadece birim eleman¬n R� da

sabit noktalara sahip oldu¼gunu ispatlar.

Tan¬m 2.3.5 (Modüler Fonksiyonlar): H üst yar¬düzlem ve w;w0 2

H oranlar¬reel olmayan kompleks say¬lar için � = w0

w
; Im � > 0 olmak üzere

bir f (�) fonksiyonu,

(a) Bütün � de¼gerleri için geni̧sletilmi̧s H�üst yar¬düzleminde analitiklik

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa,

(b) f nin Fourier aç¬l¬m¬

f (�) =
1X

n=�m
a (n) e2�in�

formuna sahipse ve

(c) Her � 2 H� ve A 2 � için

f (A (�)) = (c� + d)k f (�)

yaz¬labiliyorsa, bu f (�) fonksiyonuna k a¼g¬rl¬kl¬ bir modüler form denir.

Özel olarak, k=0 al¬n¬rsa, f (�) modüler fonksiyondur [19].

Teorem 2.3.5: E¼ger f nin modüler ve özdeş s¬f¬rlar¬yok ise, o zaman

R� temel bölgesinin kapat¬lmas¬ndaki, f nin s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬, kutuplar¬n¬n

say¬s¬na eşittir.

Teorem 2.3.6: E¼ger f modüler ve sabit de¼gilse, o zaman her c kompleks

say¬s¬için, f � c fonksiyonu R� kapan¬̧s¬ndaki kutuplar¬gibi s¬f¬rlar¬n¬n ayn¬
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say¬s¬na sahiptir. Di¼ger bir deyi̧sle, f genellikle R� kapan¬̧s¬ndaki eşit her

de¼geri al¬r.

Teorem 2.3.7: E¼ger f , H de modüler ve s¬n¬rl¬ise, o zaman f sabittir.

2.4 WEIERSTRASS S·IGMA FONKS·IYONU � (z):

Tan¬m 2.4.1:

lim
z!0

� (z)

z
= 1

sa¼glanmas¬şart¬ile
d

dz
[log � (z)] = � (z)

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.4.1: � (z) fonksiyonu

� (z) = z
Y
m;n

0
(�

1� z


mn

�
e

�
z


mn
+ 1
2

z2


2mn

�)
formunda sonsuz say¬da çarpan ile ifade edilebilir. Burada çarp¬m m ve

n�lerin ayn¬anda s¬f¬r olmad¬klar¬tüm pozitif ve negatif say¬lara geni̧sletilebilir.

·Ispat: � (z)�nin tan¬m¬ndan elde edilen

d

dz
flog � (z)g � 1

z
= � (z)� 1

z

eşitli¼ginin iki taraf¬n¬n integralini alarak

log
� (z)

Az
=

zZ
0

�
� (z)� 1

z

�
dz

elde ederiz. � (z)�nin tan¬m¬ndan

log
� (z)

Az
=

zZ
0

XX
0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
dz

=
XX

0
zZ
0

�
1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
dz

=
XX

0
�
log

�
z � 
mn
�
mn

�
+

z


mn
+
1

2

z2


2mn

�
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burada A integral sabitidir ve � (z) � 1
z
; z = 0 komşulu¼gunda analitiktir

ve her bir terimin integrali al¬narak serinin, analitik fonksiyonlar¬n düzgün

yak¬nsak serisi oldu¼gu görülebilir.

Böylece A bir sabit iken

� (z) = Az
Y
m;n

0
(�

1� z


mn

�
e

�
z


mn
+ 1
2

z2


2mn

�)

olur.

lim
z!0

� (z)

z
= 1

oldu¼gundan A = 1�dir.

Aç¬klama 2.4.1: � (z) fonksiyonu 
mn�de s¬f¬rlar¬olan integral fonksiy-

onudur. Bu yüzden eliptik fonksiyon de¼gildir. Baz¬yazarlar � (z)�yi Teorem

2.4.1 ile tan¬mlarlar.

Yard¬mc¬Teorem 2.4.1: � fonksiyonunda homojenlikten her � 6= 0

için

� (�z;�!1; �!2) = �� (z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

·Ispat: Bu Teorem 2.4.1 ile do¼grudan ispatlan¬r. � (z) fonksiyonu birinci

dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 2.4.2: � (z) fonksiyonu z = 0 komşulu¼gunda

b1 = �
a2
12
; b2 = �

a4
30
; � � �

olmak üzere

� (z) = z + b1z
5 + b2z

7 + � � �+ bnz
2n+3 + � � �

şeklinde kuvvet serisine aç¬l¬r.
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·Ispat : � (z)�nin tan¬m¬ndan

log
� (z)

z
=

zZ
0

�
� (z)� 1

z

�
dz

oldu¼gunu biliyoruz. � (z)�nin Teorem 2.5.4 ile gösterilen seri aç¬l¬m¬ndan

log
� (z)

z
=

zZ
0

�
�a2

z3

3
� a4

z5

5
� � � � � a2n

z2n+1

2n+ 1
� � � �

�
dz

= �a2
12
z4 � a4

30
z6 � � � � = �z4

�a2
12
+
a4
30
z2 + � � �

�
elde edilir. Dolay¬s¬yla

P (z) =
a2
12
+
a4
30
z2 + � � �

olmak üzere

� (z) = ze�z
4P (z)

= z

�
1� z4P (z) +

z8

2!
P 2 (z) + � � �

�
= z � a2

12
z5 � a4

30
z7 � � � �

olur. Buradan

b1 = �
a2
12
; b2 = �

a4
30

olmak üzere

� (z) = z + b1z
5 + b2z

7 + � � �+ bnz
2n+3 + � � �

olur.

Yard¬mc¬Teorem 2.4.2: � (z) tek fonksiyondur.

·Ispat: Kuvvet serisi aç¬l¬m¬nda z yerine �z yaz¬ld¬¼g¬nda

� (�z) = (�z) + b1 (�z)5 + b2 (�z)7 + � � �+ bn (�z)2n+3 + � � �

= �
�
z + b1z

5 + b2z
7 + � � �+ bnz

2n+3 + � � �
�

= �� (z)
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oldu¼gu görülür.

Teorem 2.4.3: � ve } fonksiyonlar¬aras¬nda

} (z) = � d2

dz2
flog � (z)g = �02 (z)� � (z)�00 (z)

�2 (z)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat:

} (z) = � d

dz
� (z)

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan

} (z) = � d2

dz2
flog � (z)g

=
�02 (z)� � (z)�00 (z)

�2 (z)

bulunur.

Teorem 2.4.4: 2�mn = 2m�1 + 2n�2 olmak üzere

� (z + 
mn) = (�1)m+n+mn e2�mn(z+

mn
2 )� (z)

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 2.5.6�dan elde edilen

� (z + 
mn) = � (z) + 2�mn

veya
�0 (z + 
mn)

� (z + 
mn)
=
�0 (z)

� (z)
+ 2�mn

eşitli¼ginin iki taraf¬n¬n da integrali al¬narak, A bir integral sabiti olmak

üzere,

log � (z + 
mn) = log � (z) + 2�mnz + A

ve böylece

� (z + 
mn) = e2�mnz+A� (z)

= e2�mn(z+

mn
2 )+A0� (z)

= Ce2�mn(z+

mn
2 )� (z)
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elde edilir. Burada A0 = A� �mn
mn ve C = eA
0
birer sabittir. C sabiti

aşa¼g¬daki şekillerde elde edilebilir:

Durum 1:

m ve n ayn¬anda çift olmad¬¼g¬zaman 
mn
2
bir periyot de¼gildir.

Son elde edilen denklemde z = �
mn
2
yaz¬ld¬¼g¬nda

C =
�
�

mn
2

�
�
�
�
mn

2

� = �1
elde edilir.

Durum 2:

m ve n ayn¬anda çift oldu¼gu zaman 
mn
2
say¬s¬� (z)�nin bir s¬f¬r¬d¬r.

Böylece L�Hospital Kural¬ile

C =
�0
�

mn
2

�
�0
�
�
mn

2

� = +1
elde edilir.

� fonksiyonunun 
mn�de basit s¬f¬ra sahip olmas¬na ra¼gmen, �0 fonksiy-

onu bir çift fonksiyondur ve 
mn
2
�de hiç s¬f¬r¬yoktur. Bu yüzden

� (z + 
mn) = (�1)m+n+mn e2�mn(z+

mn
2 )� (z)

Yard¬mc¬Teorem 2.4.3. : Teorem 2.4.4�ten aşa¼g¬daki özel sonuçlar

elde edilir.

� (z + 2!1) = �e2�1(z+!1)� (z) ;

� (z + 2!2) = �e2�2(z+!2)� (z) ;

� (z + 2!3) = �e2�3(z+!3)� (z) :

Teorem 2.4.5 (Legendre Ba¼g¬nt¬s¬):

!1; !2=
�
!1
!2

�
> 0

için L latisinin baz¬olsun. Bu durumda zeta fonksiyonunun �j = � (!j) yar¬

periyotlar¬

!1�2 � !2�1 = 2�i
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ifadesini sa¼glar.

·Ispat: 0�¬F�in bir iç noktas¬olarak kabul edelim. Bu durumda � (z) F

içerisinde 1. dereceden kutba sahiptir. Bu yüzden rezidü teoreminden

2�i =

Z
@F

� (z) dz

bulunur.

Zeta fonksiyonunun dönüşüm formülünü kullanarak ve z¬t köşeler üz-

erindeki integralleri birbirine ekleyerek Teorem 2.4.5�i ispatlayan

�
Z

+!1

�2dz �
+!2Z


�1dz = !1�2 � !2�1

elde edilir.

2.5 WEIERSTRASS ZETA-FONKS·IYONU � (z):

Tan¬m 2.5.1: Zeta fonksiyonu aşa¼g¬daki çifte seri ile tan¬mlan¬r.

�(z) =
1

z
+
XX

0
�

1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

�
(10)

Burada 
mn = 2m!1 + 2n!2 ve (m;n) 6= (0; 0) şeklinde tamsay¬lard¬r.PP0 toplam¬(m;n) 6= (0; 0) oldu¼gu tüm tamsay¬de¼gerleri için tan¬ml¬d¬r.

Aç¬klama 2.5.1: 
mn�lerin �(z)�nin basit kutuplar¬oldu¼gu aç¬kt¬r ve

bu nedenle fonksiyon meromorftur.

Teorem 2.5.1:

1

z
+
XX

0
�

1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

�
serisi mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.
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·Ispat: j
mnj > 2 jzj olmak üzere���� 1

z � 
mn
+

1


mn
+

z


2mn

���� =

���� z2


2mn(z � 
mn)

����
� jzj2

j
mnj3
�
1� jzj

j
mnj

�
<

2 jzj2

j
mnj3

oldu¼gu için (10) ile verilen seri mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.5.2: � (z) fonksiyonu bir tek fonksiyondur.

·Ispat:

� (�z) = �1
z
+
XX

0
�

1

(�z � 
mn)
+

1


mn
� z


2mn

�
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z + 
mn)
� 1


mn
+

z


2mn

��
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
�m�n)
+

1


�m�n
+

z


2�m�n

��
= �

�
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

��
= �� (z)

Burada f
mng ve f
�m�ng kümelerinin denk oldu¼guna dikkat edelim.

Teorem 2.5.3: }(z) ve � (z) fonksiyonlar¬ aras¬nda }(z) = �� 0 (z)

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat: � (z) serisi, analitik fonksiyonlar¬n düzgün yak¬nsak bir serisi

oldu¼gundan her terimi ayr¬ayr¬türevlenebilir.

Böylece,

� 0 (z) = �
�
1

z2
+
XX

0 1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= �}(z)

elde edilir.
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Teorem 2.5.4:

ak =
XX

0(k + 1)
�(k+2)mn

olmak üzere, � (z) fonksiyonu

� (z) =
1

z
� a2
3
z3 � a4

5
z5 � � � � � a2n

2n+ 1
z2n+1 � � � �

şeklinde kuvvet serisine aç¬labilir.

·Ispat:

1

(z � 
mn)
= � 1


mn

 
1

1� z

mn

!
= � 1


mn

 
1 +

z


mn
+

�
z


mn

�2
+ � � �

!

bilgisini kullanarak

�(z) =
1

z
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�
=

1

z
+
XX

0
(
� 1


mn

 
1 +

z


mn
+

�
z


mn

�2
+ � � �

!
+

1


mn
+

z


2mn

)

=
1

z
+
XX

0
�
� 1


mn
� z


2mn
� z2


3mn
+ � � �+ 1


mn
+

z


2mn

�
=

1

z
�
XX

0
�

z2

(
3mn)
+

z3


4mn
+ � � �

�
=

1

z
� z2

nXX
0
�3mn

o
� z3

nXX
0
�4mn

o
� � � �

�(z) tek fonksiyon oldu¼gundan her k 2 Z+ için z2k terimlerinin kat-

say¬lar¬s¬f¬r olacakt¬r.

Böylece

ak =
XX

0(k + 1)
�(k+2)mn ; k = 2; 4; 6; :::

oldu¼gu yerde

�(z) =
1

z
� a2
3
z3 � a4

5
z5 � � � � (11)

elde edilir.

Teorem 2.5.5: (10) ifadesinde homojenlikten her � 6= 0 için

� (�z;�!1; �!2) = ��1� (z;!1; !2)
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

·Ispat: Bu �(z)�nin tan¬m¬ndan do¼grudan elde edilir. �(z) fonksiyonu

(�1) : dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 2.5.6: Tan¬ml¬olduklar¬yerlerde

� (z + 2!1) = � (z) + 2�1;

� (z + 2!2) = � (z) + 2�2

eşitlikleri vard¬r. Burada

�1 = � (!1) ve �2 = � (!2)

dir.

·Ispat:

� 0 (z + 2!1)� � 0 (z) = �} (z + 2!1) + } (z) = 0

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla C sabit olmak üzere � (z + 2!1) = �(z)+C

olur. Buradan z = �!1 için

C = � (!1)� �(�!1) = 2� (!1)

ve böylece

� (z + 2!1) = � (z) + 2� (!1)

elde edilir. Benzer şeklide

� (z + 2!2) = � (z) + 2�2 ve �2 = � (!2)

elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.5.1: Teorem 2.5.6�n¬n tekrar tekrar uygulanmas¬

ile

� (z + 2m!1 + 2n!2) = � (z) + 2m�1 + 2n�2 (12)

elde edilir.
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Teorem 2.5.7: �1 ve �2 sabitleri

�1!2 � �2!1 =
�

2
i

şeklinde Legendre ba¼g¬nt¬s¬ile birbirlerine ba¼gl¬d¬r.

·Ispat: Rezidü teoremi ileR
(z0)

�(z)dz = 2�i ��(z)�nin (z0) latisinde bulunan 
mn�deki rezidüsü

2�i =

Z
(z0)

�(z)dz

=

264 z0+2!1Z
(z0)

+

z0+2!1+2!2Z
(z0+2!1)

+

z0+2!2Z
(z0+2!1+2!2)

+

z0Z
(z+2!2)

375 �(z)dz
=

z0+2!2Z
(z0)

f�(z + 2!1)� �(z)g dz �
z0+2!1Z
(z0)

f�(z + 2!2)� �(z)g dz

= 4�1!2 � 4�2!1

Buradan

�1!2 � �2!1 =
�

2
i

bulunur.

Aç¬klama 2.5.2: Teorem 2.5.6�dan �(z) �nin çifte periyodik olmad¬¼g¬

aç¬kt¬r ve bu sebeple eliptik bir fonksiyon de¼gildir. Bu ayn¬ zamanda 1.

dereceden sabit olmayan bir eliptik fonksiyon olmad¬¼g¬ için beklenen bir

sonuçtur. Legendre ba¼g¬nt¬s¬ndan, �1 ve �2�nin ayn¬anda s¬f¬r olamayacak-

lar¬aç¬kt¬r. Ama �(z) fonksiyonu periyodikli¼ge ba¼gl¬olarak davran¬̧s¬nda

baz¬ düzenlere sahiptir: 
mn artt¬kça z gibi bir toplama sabitine ba¼gl¬

olarak fonksiyon de¼geri de¼gi̧sir. Fonksiyonlar¬n bu özelli¼gi genelde yar¬(veya

pseudo) toplam periyodikli¼gi olarak bilinir.
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2.6 WEIERSTRASS PE-FONKS·IYONU }(z):

Eliptik fonksiyonlar¬n Weierstrass teorisini geli̧stirmek için, Weierstrass Pe-

Fonksiyonu }(z) veya daha net şekilde }(z;!1; !2) yi ele almal¬y¬z.

Tan¬m 2.6.1:


mn 6= 0;
mn = m2!1 + n2!2 � 0(mod 2!1; 2!2)

iken ve
P
m

P
n

toplam¬(m;n) 6= (0; 0) için tüm pozitif ve negatif m;n tam-

say¬lar¬ile al¬nd¬¼g¬nda, Weierstrass Pe-Fonksiyonu

}(z) =
1

z2
+
X
m

X
n

�
1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
(13)

çifte serisi ile tan¬mlan¬r.

Konunun devam¬nda X
m

=
X

;
X
n

=
X

0

ile gösterilecektir.

Şüphesiz ki }(z);
mn�de 2. dereceden bir kutba sahip ve temel k¬sm¬
1

(z�
mn)2 olan düzgün meromorf fonksiyondur ve }(z) serisi yak¬nsakt¬r.

NOT: (13) ifadesinde homojenlikten her � 6= 0 için

}(�z;�!1; �!2) = ��2}(z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 2.6.1: }(z) serisi 
mn d¬̧s¬ndaki tüm z�ler için mutlak ve

düzgün yak¬nsakt¬r.
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·Ispat: j
mnj � 2 jzj olmak üzere her m;n 2 Z� için���� 1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

���� =

���� 2
mnz � z2


2mn(z � 
mn)2

����
� f2 j
mnj+ jzjg jzj

j
mnj4
���1� � z


mn

����2
�

�
2 j
mnj+ 1

2
j
mnj

�
jzj

j
mnj4
���1� z


mn

���2
� 5 jzj

2 j
mnj2
1����1� ��� z

mn

�������2
� 10 jzj

j
mnj2

eşitsizli¼ginden j
mnj � 2 jzj içinXX
0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r. Bu yüzden }(z) serisi 
mn d¬̧s¬nda tüm z�ler

için mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.6.2: } fonksiyonu bir çift fonksiyondur.

·Ispat:

}(z) =
1

z2
+
XX

00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
burada


mn = m2!1 + n2!2; 
0mn = �m2!1 � n2!2 = �
mn

m bir pozitif tamsay¬ ve n herhangi bir tamsay¬ ve
PP00 toplam¬ hem

m pozitif tamsay¬s¬ve herhangi bir n tamsay¬s¬ için ayn¬anda m = 0 ve

n = 0 olmad¬¼g¬duruma geni̧sletilebilir. E¼ger yukar¬daki }(z) ifadesindeki z

yerine �z yaz¬l¬rsa

}(�z) =
1

z2
+
XX

00
�

1

(�z � 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(�z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
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=
1

z2
+
XX

00
�

1

(z + 
mn)2
� 1


2mn

�
+
XX

00
�

1

(z + 
0mn)
2
� 1


02mn

�
=
1

z2
+
XX

00
�

1

(z � 
0mn)2
� 1


02mn

�
+
XX

00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= } (z)

eşitli¼gi elde edilir ve yukar¬da görüldü¼gü gibi 1
z2
terimi de¼gi̧smez, sadece iki

serinin yerleri de¼gi̧sir.

Böylece } bir çift fonksiyondur.

NOT: }(z) fonksiyonu tüm 
mn noktalar¬nda s¬f¬r rezidülü çift kutba

sahiptir.

Teorem 2.6.3: }(z) fonksiyonu 2!1; 2!2 periyotlar¬na sahip çifte periy-

odik bir fonksiyondur.

·Ispat :

}(z) =
1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+

1

(z � 2!1)2
� 1

(2!1)
2 +

XX
00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
burada (m;n) = (0; 0) ve (m;n) = (1; 0) d¬̧s¬ndaki tüm m ve n�ler içinPP00 bir toplamd¬r.

}(z + 2!1) =
1

z2
+

1

(z + 2!1)
2 �

1

(2!1)
2

+
XX

00
�

1

(z + 2!1 � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= }(z)

Benzer şekilde

}(z) =
1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+

1

(z � 2!2)2
� 1

(2!2)
2 +

XX
00
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
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burada (m;n) = (0; 0) ve (m;n) = (1; 0) d¬̧s¬ndaki tüm m ve n�ler içinPP00 bir toplamd¬r.

}(z + 2!2) =
1

z2
+

1

(z + 2!2)
2 �

1

(2!2)
2

+
XX

00
�

1

(z + 2!2 � 
mn)2
� 1


2mn

�
=

1

z2
+
XX

0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
= }(z)

Sonuçlar 2.6.1:

(1) }(z) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur, böylece eliptik fonksiyonlar

s¬n¬f¬boş de¼gildir.

(2) Bir çifte periyodik fonksiyon eliptik olmak zorunda de¼gildir, örne¼gin

e}(z) çifte periyodik oldu¼gu halde eliptik de¼gildir. e}(z) meromorf fonksiyon

olmad¬¼g¬ndan eliptik de olamaz. Bu yüzden eliptik fonksiyonlar s¬n¬f¬, çifte

periyodik fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬n özel bir alt s¬n¬f¬d¬r.

Teorem 2.6.4: z = 0�¬n bir komşulu¼gunda

a2k = (2k + 1)
XX

0
�(2k+2)mn

iken

}(z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

şeklinde bir Laurent(kuvvet) serisine aç¬labilir.

·Ispat: }(z) � 1
z2
fonksiyonu z = 00¬n bir komşulu¼gunda analitiktir ve

bu yüzden j2!j = min (j2!1j ; j2!2j) için jzj < j2!j oldu¼gu yerde }(z) � 1
z2

fonksiyonu z�nin kuvvet serisine dönüştürülebilir.

XX
0
�

1

(z � 
mn)2
� 1


2mn

�
=
XX

0
(

1


2mn(1� z

mn

)2
� 1


2mn

)
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=
XX

0
(

1


2mn

 
1 +

2

1!

z


mn
+
3 � 2
2!

�
z


mn

�2
+ � � �

!
� 1


2mn

)

=
XX

0
�

1


2mn
+
2z


3mn
+
3z2


4mn
+ � � � � 1


2mn

�
=

XX
0
�
2z


3mn
+
3z2


4mn
+ :::

�
=

XX
0
(X

k

(k + 1)
zk


k+2mn

)

=
X
k

�
(k + 1)

XX
0 1


k+2mn

�
zk

=
X
k

akz
k

Weierstrass } fonksiyonunun bir çift fonksiyon oldu¼gunu görmüştük.

Dolay¬s¬yla

ak = (k + 1)
XX

0 1


k+2mn

ifadesinde k�n¬n tüm tek tamsay¬de¼gerleri için ak = 0�d¬r.

Böylece bu sonuçtan yola ç¬karak;

Teorem 2.6.5: E¼ger }(!1) = e1; }(!2) = e2 ve }(!1 + !2) = e3 ise

e1; e2 ve e3 farkl¬olmal¬d¬r.

·Ispat:Yar¬periyotlarda çift bir eliptik fonksiyonun kutup ya da s¬f¬r-

lar¬n¬n mertebesi çifttir. Bu yüzden f (z) = }(z)� e1 çift fonksiyonu ikinci

dereceden bir s¬f¬ra sahiptir. E¼ger e1 = e2 ise f�nin bir latis içinde 4 s¬f¬ra

sahip olmas¬gerekir ki bu da bir çeli̧skidir. Böylece teoremin ispat¬tamam-

lan¬r.

Tan¬m 2.6.2 (}(z)0nin Türevleri):
PP

toplam¬ tüm pozitif ve

negatif tamsay¬ de¼gerleri ve m ve n�nin s¬f¬r de¼gerlerine geni̧sletildi¼ginde

}(z)�nin türevi

}0(z) = � 2
z3
�
XX

0 2

(z � 
mn)3
= �2

XX 1

(z � 
mn)3

ile tan¬mlan¬r.
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}(z) serisi mutlak ve düzgün yak¬nsak oldu¼gu ve }(z) serisi analitik

oldu¼gu için, }0(z) serisi de ayn¬zamanda mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

Sonuçlar 2.6.2:

1) }0(z) fonksiyonu her 
mn noktas¬nda s¬f¬r rezidülü üçüncü dereceden

kutba sahiptir.

2) }(z) fonksiyonunda homojenlikten her � 6= 0 için

}0(�z;�!1; �!2) = ��3}(z;!1; !2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Özellikler 2.6.1:

1) }(z)�nin türevi olan }0(z) fonksiyonu }(z) ile ayn¬periyotlara sahip,

bir tek eliptik fonksiyondur.

2) Yar¬periyotlar (!1; !1 + !2 ve !2) }0(z)�nin s¬f¬rlar¬d¬r.

3) }0(z)�nin kutuplar¬n¬n toplam¬ s¬f¬ra eşittir veya daha do¼grusu 0�a

denktir.

4) E¼ger �1 ve �2 noktalar¬}(z)� C �nin iki s¬f¬r¬ise bu durumda

�1 � ��2(mod 2!1; 2!2):

5) }(z1) = }(z2)() z1 � z2(2!1; 2!2)

Teorem 2.6.6: }(z) veya }0(z)�nin 
mn d¬̧s¬nda kutuplar¬yoktur.

·Ispat: }(z) ve }0(z)�nin tan¬mlar¬ndan gelir.

Teorem 2.6.7: z = 0 komşulu¼gunda, a2k = (2k+1)
PP0


�(2k+2)
mn iken

}0(z)�nin Laurent(kuvvet) serisi aç¬l¬m¬

}0(z) = � 2
z3
+ 2a2z + 4a4z

3 + � � �

şeklindedir.

·Ispat: Teorem 2.6.4�ten

} (z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

}0(z) = � 2
z3
+

1X
k=1

2ka2kz
(2k�1)
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2.7 EL·IPT·IK FONKS·IYONLARIN �(z) C·INS·INDEN

·IFADE ED·ILMES·I:

Teorem 2.7.1: f eliptik fonksiyonunun sadece �1; �2; :::; �s noktalar¬nda

basit kutuplar¬n¬n oldu¼gu bir latis içinde bu kutuplardaki rezidüleri s¬ras¬yla

A1;A2; :::; As olmak üzere A0�¬n sabit oldu¼gu yerde

f (z) = A0 +

sX
r=1

Ar�(z � �r)

dir.

·Ispat: f eliptik bir fonksiyon oldu¼gundan,

sX
r=1

Ar = 0 (14)

eşitli¼gi vard¬r.

� (z) =
sX
r=1

Ar�(z � �r)

fonksiyonunu ele alal¬m.

� fonksiyonu sonlu say¬da meromorf fonksiyonun toplam¬oldu¼gundan

meromorftur.

(14) eşitli¼gi yard¬m¬yla

� (z + 2m!1 + 2n!2) =

sX
r=1

Ar� (z + 2m!1 + 2n!2 � �r)

Yard¬mc¬Teorem 2.5.1�den faydalanarak

� (z + 2m!1 + 2n!2) =
sX
r=1

Ar f�(z � �r) + 2m�1 + 2n�2g

=

sX
r=1

Ar�(z � �r)

Dolay¬s¬yla � fonksiyonu çifte periyodik bir fonksiyondur ve aç¬kça elip-

tiktir. Böylece � ve f fonksiyonlar¬, kutuplarda ba¼glant¬l¬rezidüleri ile ayn¬
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kutuplara sahip iki eliptik fonksiyondur. Böylece A0�¬n sabit oldu¼gu yerde

f(z) = A0 + � (z) = A0 +
sX
r=1

Ar�(z � �r)

denklemine sahibiz.

Teorem 2.7.2: � fonksiyonu yar¬cebirsel toplam teoremini sa¼glar:

�(z1+ z2)� �(z1)� �(z2) =
1

2

�
}0 (z2)� }0 (z1)

} (z2)� } (z1)

�
=
1

2

�
� 00 (z2)� � 00 (z1)

� 0 (z2)� � 0 (z1)

�
·Ispat:

}0 (z)

} (z)� } (z1)

fonksiyonu z1;�z1; 0 noktalar¬nda kutbu olan ve bu noktalarda s¬ras¬yla 1,

1, -2 rezidülerine sahip bir eliptik fonksiyondur. E¼ger z1;�z1; 0 noktalar¬bir

latisin içinde de¼gillerse latis içinde o noktalar¬n denk noktalar¬n¬alabiliriz.

Teorem 2.7.1 ile

}0 (z)

} (z)� } (z1)
= A0 + �(z � z1) + �(z + z1)� 2�(z) (15)

elde ederiz.

z yerine �z yazarak

� }0 (z)

} (z)� } (z1)
= A0 � �(z + z1)� �(z � z1) + 2�(z)

veya
}0 (z)

} (z)� } (z1)
= �A0 + �(z + z1) + �(z � z1)� 2�(z) (16)

elde ederiz.

(15) ve (16)�dan aç¬kça A0 = 0�d¬r. (15) eşitli¼ginde z = z2 için

}0 (z2)

} (z2)� } (z1)
= �(z2 + z1) + �(z2 � z1)� 2�(z2)

ve buradan z1 ve z2�nin yerleri de¼gi̧stirilerek

}0 (z1)

} (z1)� } (z2)
= �(z1 + z2) + �(z1 � z2)� 2�(z1)
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elde edilir. Dolay¬s¬yla

1

2

�
}0 (z2)� }0 (z1)

} (z2)� } (z1)

�
= �(z1 + z2)� �(z1)� �(z2) (17)

bulunur.

� 0 (z) = �} (z)

sonucunu kullanarak

�(z1 + z2)� �(z1)� �(z2) =
1

2

�
� 00 (z2)� � 00 (z1)

� 0 (z2)� � 0 (z1)

�
oldu¼gunu görürüz.

Aç¬klama 2.7.1: �(z) ve � 0(z) hiçbir cebirsel ili̧skiyi sa¼glamad¬¼g¬ndan

yukar¬da elde etti¼gimiz sonuç � 0(z1+z2); �(z1) ve �(z2) aras¬nda bir cebirsel

ba¼glant¬ya yol açmaz. Bu yüzden bu teorem yar¬cebirsel toplam teoremi

olarak adland¬r¬l¬r.

Yard¬mc¬Teorem 2.7.1: } fonksiyonu aşa¼g¬daki şekillerdeki toplama

teoremlerini sa¼glar.

} (z1 + z2) = } (z1)�
1

2

@

@z1

�
}0 (z1)� }0 (z2)

} (z1)� } (z2)

�

} (z1 + z2) = } (z2)�
1

2

@

@z2

�
}0 (z2)� }0 (z1)

} (z2)� } (z1)

�
·Ispat: (17) eşitli¼ginin s¬ras¬yla z1 ve z2�ye göre türevleri al¬narak bu

yard¬mc¬teorem görülür.

Teorem 2.7.3: Herhangi bir f eliptik fonksiyonu,
P
bir latis içindeki

tüm farkl¬�r kutuplar¬için genelleştirilmi̧s bir toplam ve C bir sabit ve �r

kutbundaki temel k¬sm¬

Ar
z � �r

� 1!A0r
(z � �r)

2 +
2!A00r

(z � �r)
3 � � � �+

(�1)kr�1 (kr � 1)!Akr�1r

(z � �r)
kr

olmak üzere;

f (z) = C +
X
r

�
Ar� (z � �r) + A0r�

0 (z � �r) + � � �+ Akr�1r �kr�1 (z � �r)
	

şeklinde yaz¬labilir.
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·Ispat: � fonksiyonu

� (z) =
X
r

�
Ar� (z � �r) + A0r�

0 (z � �r) + � � �+ Akr�1r �kr�1 (z � �r)
	

şeklinde verilmi̧s olsun.

� sonlu say¬da meromorf fonksiyonun toplam¬oldu¼gundan meromorftur.

Ayn¬zamanda

� (z + 2m!1 + 2n!2) = � (z)

oldu¼gu için � (z) fonksiyonu çifte periyodik ve dolay¬s¬yla eliptiktir.

2.8 WEIERSTRASS TARZI EL·IPT·IK

FONKS·IYONLARINOLUŞTURULMASI:

Sabit olmayan bir f eliptik fonksiyonu, modul L�de mertebesi 0�dan farkl¬

olan sonlu say¬da noktaya sahiptir. Bu noktalar mertebeleri m1; :::;ms olan

a1; :::; as noktalar¬olsun.

sX
j=1

mj = 0 ve
sX
j=1

mjaj 2 L (18)

oldu¼gu bilinmektedir.

Aksine, (18)�i sa¼glayan aj 2 C ve mj 2 Z için

g (z) =
sY
j=1

�
eza

�
j� (z � aj)

�mj (19)

f ile ayn¬derecelere, s¬f¬rlara ve kutuplara sahip bir eliptik fonksiyon tan¬m-

lan¬r. Bunu görmek için ! 2 L için � fonksiyonunun dönüşüm formüllerini

kullanaca¼g¬z.

g (z + !) = 	 (!)
P
mj e!(

P
mjaj)

��!�(
P
mjaj)g (z)

Bu noktada, e�nin kuvveti, Legendre ba¼g¬nt¬s¬ve
P
mjaj 2 L ba¼g¬n-

t¬s¬na göre 2�i�nin bir çarpan¬d¬r. Dahas¬kabule göre
P
mj = 0�d¬r. Böylece

g (z + !) = g (z)�dir. Bu yüzden g eliptiktir.
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Teorem 1.1.1.1�den f
g
fonksiyonu sabit olmal¬d¬r ve aşa¼g¬daki teoremi

ispatlam¬̧s oluruz.

Teorem 2.8.1(Abel-Jacobi): a1; :::; as 2 C ve m1; :::;ms 2 Zn f0g

olsun. Öyle bir eliptik f fonksiyonu vard¬r ki ancak ve ancak (19) şart¬

sa¼gland¬¼g¬nda ai�ler modL�de f �in derecesinin s¬f¬rdan farkl¬ve mi�ye eşit

oldu¼gu noktalard¬r. Bu şekilde sabit bir çarpana sahip olan her fonksiyon

(19)�daki çarp¬ma eşittir.

Örnek olarak, a 2 CnL için } (z)�} (a) fonksiyonunu ele alal¬m. Burada

a1 = a; a2 = �a; a3 = 0; m1 = m2 = 1; m3 = �2�dir. Bu yüzden Teorem

2.8.1 ve C sabiti ile

} (z)� } (a) = C
� (z � a)� (z + a)

�2 (z)

olur. C�yi bulmak için, denklemin her iki taraf¬n¬da � (z)2 ile çarpal¬m

ve z ! 0 için limit alal¬m. Bu C = �1
�2(a)

oldu¼gunu gösterir ve s¬radaki

teoremin ilk iddias¬n¬ispatlar. ·Ikinci k¬sm¬ispatlamak için ilk formülü z�a

�ya bölelim ve a! z için limit alal¬m.

Teorem 2.8.2:

(i) a 2 CnL için

} (z)� } (a) = �� (z � a)� (z + a)

�2 (z)�2 (a)

(ii)

�0 (z) = �� (2z)
�2 (z)

Aç¬kça, bir latise ba¼gl¬eliptik fonksiyonlar¬n kümesi toplama ve çarp-

maya göre bir cisimdir. Konunun devam¬nda bunu CL ile gösterece¼giz.

Teorem 2.8.3: CL, C üzerinde } ve }0 : CL = C (}; }0) ile üretilir.
·Ispat: ·Ilk olarak her eliptik fonksiyonu, }�nin rasyonel fonksiyonu olarak

gösterece¼giz. Bu nedenle aşa¼g¬daki ifadeye ihtiyac¬m¬z olacak.
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Lemma 2.8.1: f , CLnC içinden bir çift fonksiyon olsun ve 2a 2 L

olacak şekilde a 2 C olsun. Bu durumda a�da f �in derecesi 2 ile tam

bölünür.

·Ispat: f �in a�da Taylor aç¬l¬m¬n¬yazarsak

f (z) = cm (z � a)m + cm+1 (z � a)m+1 + � � � ; cm 6= 0

f (z) = f (�z + 2a) = f (a+ (a� z)) = (�1)m cm (z � a)m + � � �

buluruz.

Bu yüzden m çift olmal¬d¬r.

Lemma 2.8.2: }0 (z) 3.mertebedendir ve

w1 =
!1
2
; w2 =

!1 + !2
2

; w3 =
!2
2

yar¬periyotlar¬nda 3 tane basit s¬f¬r¬vard¬r.

a 2 CnL için } (z)�} (a) fonksiyonu, 2a =2 L ise, her bir �a noktas¬nda

basit s¬f¬r¬; 2a 2 L ise a�da 2. dereceden s¬f¬r¬vard¬r.
·Ispat: }0 tek fonksiyon oldu¼gundan Lemma 2.8.1�in ispat¬ndaki Taylor

aç¬l¬m¬n¬kullanarak }0 (z)�nin s¬f¬rlar¬n¬n yar¬periyotlar oldu¼gu sonucuna

var¬r¬z. Dahas¬}0 derecesi 3 oldu¼gu için bunlar L moduna göre s¬f¬rlard¬r.

Lemma 2.8.2�nin } hakk¬ndaki iddias¬}�nin derecesi 2 oldu¼gu için görülür.

Teorem 2.8.3�ün ispat¬: ·Ilk önce f derecesi mj 6= 0 olan, modL0e

göre tüm noktalar¬a1; :::; as olan, sabit olmayan çift eliptik bir fonksiyon

olsun. 2aj 2 L oldu¼gunda, m0
j = mj ve 2aj 2 L oldu¼gunda m0

j =
mj

2
olarak

alal¬m. Bu durumda Lemma 2.8.2 ile

g (z) = f (z)
sY
j=1

(} (z)� } (aj))
�m0

j

fonksiyonunu L içinde sadece s¬f¬rlara ya da kutuplara sahiptir ve g sabittir,

bu yüzden f , }0nin rasyonel bir fonksiyonudur.

Şimdi, f herhangi bir eliptik fonksiyon olsun. Biz f fonksiyonunu tek ve

çift fonksiyonlar¬n toplam¬olarak yazal¬m

f (z) =
f (z) + f (�z)

2
+
f (z)� f (�z)

2}0 (z)
}0 (z)
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bu 1 ve }0 katsay¬lar¬ile 1 ve }0 nin lineer kombinasyonlar¬ndan oluşan, }

içindeki çift ve dolay¬s¬yla rasyonel fonksiyonlard¬r.

2.9 EL·IPT·IK FONKS·IYONLARIN CEB·IRSEL VE

GEOMETR·IKÖZELL·IKLER·I:

L latisinin Eisenstein serisi

Gm (L) =
X
!2L

0 1
!2m

; m > 2

mutlak yak¬nsakt¬r.

g2 = g2 (L) = 60G2 (L)

g3 = g3 (L) = 140G3 (L)

Teorem 2.9.1: } ve }0 fonksiyonlar¬

}02 = 4}3 � g2}� g3

cebirsel denklemini sa¼glar.

P (X) = 4X3 � g2X � g3

polinomu !j yar¬periyodu ile üç ikili farkl¬s¬f¬ra sahiptir.

ej = } (wj) ; j = 1; 2; 3

Diskriminant¬

�(L) = 16 (e1 � e2)
2 (e1 � e3)

2 (e2 � e3)
2

Tüm latisler için

�(L) 6= 0

ve

�(L) = g32 � 27g23
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elde edilir.

·Ispat: z = 0�¬n bir komşulu¼gunda

a2k = (2k + 1)
XX

0
�(2k+2)mn

iken

}(z) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

şeklinde bir Laurent serisine aç¬labildi¼gini biliyoruz.

g (z) = }02 �
�
4}3 � g2}� g3

�
fonksiyonunu Laurent aç¬l¬m¬cinsinden yazarsak, g�nin hiç kutbu olmad¬¼g¬n¬

ve g (0) = 0 oldu¼gunu görürüz. Böylece ilk iddiam¬z¬ispatlar¬z, g = 0�d¬r.

Kalan iddialar¬ispatlamak için, her !i yar¬periyodu için Lemma 2.8.2�ye

göre

}0 (!i) = 0

oldu¼gu için 4X3� g2X � g3 polinomunun s¬f¬rlar¬ j = 1; 2; 3 için } (!j)�dir.

Dahas¬bunlar }0 (!i) = 0 oldu¼gundan farkl¬ikilidir ve }; !j�de 2. dereceye

sahiptir.

Bu Teorem 2.9.1�in ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 2.9.1, C=L ve

E =
�
(t : x : y) 2 P 2 (C)

��y2t = 4x3 � g2xt
2 � g3t

3
	

izdüşümsel e¼grisi aras¬nda

z + L 7�! Q (z) =

�
(1 : } (z) : }0 (z)) z =2 L iken�
1

}0(z) :
}(z)
}0(z) : 1

�
}0 (z) 6= 0 iken

şeklinde bir birebir örten eşlemeye sebep olur.

Tan¬mdan

Q (z1) +Q (z2) = Q (z1 + z2)

E, sonsuzdaki Q (0) = (0 : 0 : 1) noktas¬ile nötr eleman olarak bir grup

yap¬s¬ile verilmi̧stir. Bu grup yap¬s¬n¬n cebirsel özellikleri elde edece¼gimiz

}�nin toplam formülünden elde edilmektedir.
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Toplam formülünün analitik kayna¼g¬Teorem 2.8.2�deki ilk formüldür.

} (z)� } (z0) = �� (z + z0)� (z � z0)

� (z)2 � (z0)2

Her iki taraf¬n z ve z0 �ne göre logaritmik türevini al¬rsak;

}0 (z)

} (z)� } (z0)
= � (z + z0) + � (z � z0)� 2� (z)

� }0 (z0)

} (z)� } (z0)
= � (z + z0)� � (z � z0)� 2� (z0)

elde edilir ve iki formülü toplarsak;

Teorem 2.9.2 (� fonksiyonunun toplam formülü)

z; z0 2 CnL; z � �z0modL için

� (z + z0) = � (z) + � (z0) +
1

2

}0 (z)� }0 (z0)

} (z)� } (z0)

Teorem 2.9.2�deki formülün z ve z0�ye göre türevlerini alarak,

} (z + z0) = } (z)� 1
2

}00 (z) (} (z)� } (z0))� (}0 (z)� }0 (z0))}0 (z)

(} (z)� } (z0))2

} (z + z0) = } (z0)� 1
2

�}00 (z0) (} (z)� } (z0))� (}0 (z)� }0 (z0)) (�}0 (z0))
(} (z)� } (z0))2

Dahas¬, Teorem 2.9.1�deki cebirsel denklemin türevi al¬narak

}00 (z) = 6} (z)2 � g2
2

elde edilir.

} (z + z0) için olan formülleri toplayarak ve }00 ifadesini } kullanarak

ifade edersek, son formül ile;

Teorem 2.9.3 (} fonksiyonunun toplam teoremi)

z; z0 2 CnL; z � �z0modL için

} (z + z0) = �} (z)� } (z0) +
1

4

�
}0 (z)� }0 (z0)

} (z)� } (z0)

�2
ve 2z � �0modL için

} (2z) = �2} (z) + 1
4

�
}00 (z)

}0 (z)

�2
:
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2.10 JACOB·I EL·IPT·IK FONKS·IYONLARI:

Tan¬m 2.10.1 (sn z;cn z;dn z Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬): sn z;cn

z;dn z Jacobi eliptik fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki eşitlikler ile tan¬mlan¬r,

sn (z; k) =
#3 (0j�)
#2 (0j�)

#1
�
z#�23 (0j�) j�

�
#4
�
z#�23 (0j�) j�

� (20.1)

cn (z; k) =
#4 (0j�)
#2 (0j�)

#2
�
z#�23 (0j�) j�

�
#4
�
z#�23 (0j�) j�

� (20.2)

dn (z; k) =
#4 (0j�)
#3 (0j�)

#3
�
z#�23 (0j�) j�

�
#4
�
z#�23 (0j�) j�

� (20.3)

burada k2 = #42(0j�)
#43(0j�)

=
�
e3�e2
e1�e2

�
eliptik fonksiyonlar¬n modülü olarak

bilinir ve k
0
=
�
e1�e3
e1�e2

� 1
2
ile verilen k

0
ise bütünleyici modül olarak adland¬r¬l¬r

ki k ve k
0
; k3 + k

02
= 1 ili̧skisi ile ba¼gl¬d¬r.

Gelecek tart¬̧smada,

K =
�

2
#23 (0) ; iK

0 ��

2
#23 (0)

ifade edilecek, bunlar¬n gelecek Teorem 2.10.6 da � ve �� periyotlar¬ile

ba¼glant¬lar¬verilecektir.

Teorem 2.10.1: sn z;cn z ve dn z fonksiyonlar¬, s¬ras¬yla 4K; 2iK 0
; 4K; 2K+

2iK
0
; ve 2K; 4iK

0
periyotlar¬n¬n periyodik fonksiyonlar¬d¬r.

Teorem 2.10.2: Temel hücredeki s¬f¬rlar ve kutuplar ile sn z;cn z ve

dn z fonksiyonlar¬n¬n kutuplar¬ndaki rezidüler aşa¼g¬daki gibi verilir:

sn z nin basit s¬f¬rlar¬ 0; 2K

cn z nin basit s¬f¬rlar¬ K; 3K

dn z nin basit s¬f¬rlar¬ K + iK
0
; K + 3iK

0

sn z nin basit kutuplar¬ iK
0
; 2K + iK

0

cn z nin basit kutuplar¬ iK
0
; 2K + iK

0

dn z nin basit kutuplar¬ iK
0
; 3iK

0

iK
0
ve 2K + iK

0
deki sn z nin rezidüleri s¬ras¬yla 1

k
;� 1

k

iK
0
ve 2K + iK

0
deki cn z nin rezidüleri s¬ras¬yla � i

k
; i
k
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iK
0
ve 3iK

0
deki dn z nin rezidüleri s¬ras¬yla �i; i dir.

Teorem 2.10.3: Jacobi eliptik fonksiyonlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki ili̧skiler

bulunur.

sn2z + cn2z = 1 (21.1)

dn2z + k2sn2z = 1 (21.2)

dn2z � k2cn2z = k
02 (21.3)

Teorem 2.10.4: sn z;cn z ve dn z ile sa¼glanan diferansiyel denklemler

aşa¼g¬daki gibidir:
d

dz
sn z = cn z dn z (22.1)

d

dz
cn z = �sn z dn z (22.2)

d

dz
dn z = �k2sn z cn z (22.3)

Teorem 2.10.5 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬n¬nMaclaurin Kuvvet

Serisi Aç¬l¬m¬): sn z;cn z ve dn z fonksiyonlar¬,

sn z = z �
�
1 + k2

� z3
3!
+
�
1 + 14k2 + k4

� z5
5!
� :::

cn z = 1� z2

2!
+
�
1 + 4k2

� z4
4!
� ::.

dn z = 1� k2z2

2!
+
�
4k2 + k4

� z4
4!
� ::.

gibi kuvvet serilerine geni̧sletilebilir.

Teorem 2.10.6 (Weierstrass Eliptik Fonksiyonunun Terimlerindeki

Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬n¬n Aç¬l¬m¬ve Tersi):

sn (z; k) =

8<: (e1 � e2)

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

9=;
1
2

cn (z; k) =

8<:}
�

zp
e1�e2

�
� e1

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

9=;
1
2

dn (z; k) =

8<:}
�

zp
e1�e2

�
� e3

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

9=;
1
2
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Teorem 2.10.7 (Cebirsel Toplam Teoremi): sn z;cn z ve dn z

fonksiyonlar¬, aşa¼g¬daki toplam teoremlerini sa¼glar:

sn (z1 + z2) =
sn z1 cn z2 dn z2 + sn z2 cn z1 dn z1

1� k2sn2 z1sn2 z2
(23.1)

cn (z1 + z2) =
cn z1 cn z2 � sn z1 sn z2 dn z1 dn z2

1� k2sn2 z1sn2 z2
(23.2)

dn (z1 + z2) =
dn z1 dn z2 � k2sn z1 sn z2 cn z1 cn z2

1� k2sn2 z1sn2 z2
(23.3)

Teorem 2.10.8: k s¬f¬r e¼giliminde iken; sn z;cn z ve dn z fonksiyonlar¬

da s¬ras¬yla sin z; cos z ve 1 e¼gilimindedir.

Teorem 2.10.9: k bir e¼giliminde iken; sn z;cn z ve dn z fonksiyonlar¬

da s¬ras¬yla tanh z; sechz ve sechz e¼gilimindedir.

Teorem 2.10.10 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬ile Sa¼glanan ·In-

tegral Formülü): sn z;cn z ve dn z fonksiyonlar¬; integralin yolunun

herhangi bir fonksiyonun tekilli¼ginden geçmedi¼gi yerde,

z =

Z sn(z;k)

0

�
1� t2

�� 1
2
�
1� k2t2

�� 1
2 dt (24.1)

z =

Z 1

cn(z;k)

�
1� t2

�� 1
2

�
k
02 + k2t2

�� 1
2
dt (24.2)

z =

Z 1

dn(z;k)

�
1� t2

�� 1
2
�
t2 � k02

�� 1
2 dt (24.3)

integraller yoluyla gösterilebilir.

Teorem 2.10.11: � (�; �; ;x) ; x in bir hiper geometrik fonksiyonu

oldu¼gunda, K sabiti

K =

Z �
2

0

�
1� k2 sin2 �

�� 1
2 d� =

�

2
F

�
1

2
;
1

2
; 1; k2

�
(25.1)

gibi k n¬n bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.10.12: K 0
Sabiti

K
0
=

Z �
2

0

�
1� k

02 sin2 �
�� 1

2
d� =

�

2
F

�
1

2
;
1

2
; 1; k

02

�
(25.2)

gibi k
0
nün bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir.
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Tan¬m 2.10.2: am(z; k) fonksiyonu

z =

Z am(z;k)

0

�
1� k2 sin2 t

�� 1
2 dt

integrali ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.10.13:

sn (z; k) = sin fam (z; k)g

cn (z; k) = cos fam (z; k)g

dn (z; k) = 4fam (z; k)g

Teorem 2.10.14: sn z;cn z ve dn z için Jacobi�nin sanal dönüşümü,

sn
�
iz; k

0
�
= isc (z; k) (26.1)

cn
�
iz; k

0
�
= nc (z; k) (26.2)

dn
�
iz; k

0
�
= dc (z; k) (26.3)

olarak belirtilebilir.

Teorem 2.10.15: sn z Jacobian tarz¬eliptik fonksiyonunun Landen

dönüşümü, k1 =

�
1�k0

�
(1+k0)

oldu¼gu yerde

sn
n�
1 + k

0
�
z; k1

o
=
�
1 + k

0
�
sn (z; k) cd (z; k) (27)

ile verilebilir.

Teorem 2.10.16 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬n¬n Sonsuz Çarp¬m

Gösterimi): Jacobi eliptik fonksiyonlar¬,

sn
2Kz

�
= 2q

1
4k�

1
2 sin z

1Y
n=1

�
1� 2q2n cos 2z + q4n

1� 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

�
(28.1)

cn
2Kz

�
= 2q

1
4k

1
2k�

1
2 cos z

1Y
n=1

�
1 + 2q2n cos 2z + q4n

1� 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

�
(28.2)

dn
2Kz

�
= k

1
2

1Y
n=1

�
1 + 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

1� 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

�
(28.3)
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formunun sonsuz çarp¬mlar¬olarak belirtilebilir.

Teorem 2.10.17 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlar¬n¬n Fourier Gös-

terimi): Jacobi eliptik fonksiyonlar¬n¬n Fourier serisi gösterimi, jIm (z)j <
�
2
Im (�) sa¼gland¬¼g¬nda,

sn
�
2Kz

�

�
=
2�

Kk

1X
n=0

qn+
1
2 sin (2n+ 1) z

1� q2n+1
(29.1)

cn
�
2Kz

�

�
=
2�

Kk

1X
n=0

qn+
1
2 cos (2n+ 1) z

1 + q2n�1
(29.2)

dn
�
2Kz

�

�
=

�

2K
+
2�

K

1X
n=1

qn cos 2nz

1 + q2n
(29.3)

am
�
2Kz

�

�
=

Z 2Kz
�

0

dntdt = z +
1X
n=1

2qn sin 2nz

n (1 + q2n)
(29.4)

ile verilir.

2.11 THETA FONKS·IYONLARI:

Tan¬m 2.11.1: Riemann theta fonksiyonunda a; b 2 R yerine �; �0 2 C

al¬nd¬¼g¬nda; u kompleks say¬s¬, di¼ger � kompleks say¬s¬ Im(�) > 0 olacak

şekilde üst yar¬düzlemde ve elemanlar¬ tamsay¬lardan oluşan

24 �

�0

35 2 �
1�lik �-Theta karakteristi¼gi verilsin. Argümenti u olan, �-Theta periyodu � ,

karateristi¼gi

24 �

�0

35 olan birinci dereceden �-Theta fonksiyonunu aşa¼g¬daki
eşitlikle tan¬ml¬olsun.

�

24 �

�0

35 (u; �) =X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
u+

�0

2

��
(30)

Theta fonksiyonunun i̧sareti; � ve �0 de¼gerlerinin rezidü s¬n¬�ar¬ile belirlenir.

(Rauch, 1973). Çal¬̧smalar¬mda bu fonksiyon kullan¬lm¬̧st¬r.
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E¼ger tan¬ml¬eşitlikte q = e��i al¬n¬rsa ��Theta fonksiyonu

�

24 "

"0

35 (u; q) =X
n

q(n+
"
2)

2

e
2i(n+ "

2)
�
u� "0

2
�
�

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 2.11.1: E¼ger � = 2�0 + �E ve �0 = 2�0 + �E 0 ise

�

24 �

�0

35 (�; �) = (�1)��0
24 �E

�E 0

35 (�; �) (31)

eşitli¼gi elde edilir.

·Ispat: ·Ilk olarak " yerine "� 2 yaz¬ls¬n. (30)�dan; n bir toplam¬n yapay

indeksi oldu¼gundan, n0 = n� 1 ile de¼gi̧stirilmesiyle,

�

24 �� 2

�0

35 (�; �) =
X
n

exp �i

8<: �
�
n+ �

2
� 1
�2
+ 2

�
n+ �

2
� 1
��

� + �0

2

�
9=;

= �

24 �

�0

35 (�; �)
eşitli¼gi bulunur. Buradan

�

24 �

�0

35 (�; �) =
24 �E

�E 0

35 (�; �)
�ya ulaş¬l¬r.Sonra "0 yerine "0 � 2 yaz¬ls¬n. Tekrar (30)�dan

�

24 �

�0 � 2

35 (�; �) =
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2
� 1
��

=
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

��
exp f�i (2n+ �)g

= (�1)� �

24 �

�0

35 (�; �)
eşitli¼gi bulunur. Böylece (31) eşitli¼gi bulunmuş olur.

67



Teorem 2.11.2: Çift veya tek olan

24 �

�0

35 ba¼gl¬olarak; �
24 �

�0

35 (�; �) ;
� nun tek veya çift fonksiyonudur

0@�
24 �

�0

35 (��; �) = + veya � �

24 �

�0

35 (�; �)
1A :Daha

do¼grusu;

�

24 �

�0

35 (��; �) = (�1)""0 �
24 �

�0

35 (�; �) (32)

elde edilir.

·Ispat: (30)�dan

�

24 �

�0

35 (��; �) =
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
�� + �0

2

��

=
X
n

exp �i

�
�
�
�n+ �

2

�2
+ 2

�
�n+ �

2

��
�� + �0

2

��
=

X
n

exp �i

�
�
�
�n� �

2

�2
+ 2

�
�n� �

2

��
�� + �0

2

��
=

X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� � �0

2

��
=

X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

��
exp �i f� (2n+ ") "0g

= (�1)""
0
�

24 �

�0

35 (�; �) ;
burada n yapay indeksi ile n0 = �n de¼gi̧stirildi¼ginde, ikinci ad¬mda �

2
ile

�
�
�
2

�
de¼gi̧stirildi¼ginde �� bir tamsay¬olur, dolay¬s¬yla n0 yapay indeksinin

yerine n00 = n0 + " yaz¬ld¬¼g¬nda ve son olarak �
�
�0

2

�
ile �0

2
de¼gi̧stirildi¼ginde

"0 olur.

Şimdi
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�

24 �

�0

35 (� + �� ; �) = q�1 exp f�2�ig exp f��ig �

24 �

�0

35 (�; �)
= exp f���i+ �0�i� 2�ig �

24 �

�0

35 (�; �)
ile tan¬ml¬theta fonksiyonlar¬n¬n � ve ��nun analitik fonksiyonlar¬oldu¼gunu

ispatlamak için (30) ile verilen serinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬göstermeliyiz. � dü-

zleminin ve � üst yar¬düzleminin kompakt alt kümelerinde � ve Im (�) > 0

eşitsizli¼gini sa¼glayan � için (30) ile verilen serinin düzgün yak¬nsak oldu¼gunu

kabul edelim. O halde aşa¼g¬daki teorem vard¬r.

Teorem 2.11.3: �

24 �

�0

35 (�; �) ; � düzlemi ve � üst yar¬düzleminin

kartezyen çarp¬m¬ndaki iki kompleks de¼gi̧sken olan � ve � nun analitik bir

fonksiyonudur.

·Ispat: Weierstrass M- testi ile M > 0, � > 0 olmak üzere juj � M ,

Im (�) > � olan (30) ile tan¬ml¬serinin terimlerinin, yak¬nsak pozitif serinin

terimlerinden mutlak de¼gerce küçük oldu¼gunu göstermeliyiz.

jexp izj = jexp fiRe z � Im zgj = jexp f� Im zg exp fiRe zgj

= jexp f� Im zgj jexp fiRe zgj

= jexp f� Im zgj

= exp f� Im zg

eşitli¼gini serideki her bir terime uygularsak����exp��i�� �n+ �

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

�������
= exp

�
��
�
Im �

�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

�
Im �

��

= exp

�
�� Im �

�
n+

�

2

�2�
exp

n
(�2�)

�
n+

�

2

�
Im �

o
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eşitli¼gini elde ederiz. Im � � � oldu¼gundan

Im �
�
n+

�

2

�2
� �

�
n+

�

2

�2
veya

� Im �
�
n+

�

2

�2
� ��

�
n+

�

2

�2
ve

�2�
�
n+

�

2

�
Im � �

���2� �n+ �

2

�
Im �

���
= 2�

r�
n+

�

2

�2
jIm �j � 2�

r�
n+

�

2

�2
M

eşitsizlikleri vard¬r. M ve � de¼gerlerine ba¼gl¬sonlu say¬da n için���n+ �

2

��� =r�n+ �

2

�2
>
4M

�

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda

1� 2M

�
q�

n+ �
2

�2 > 1

2

olmak üzere üstel fonksiyonunun monotonluk özelli¼gi kullan¬l¬rsa, (30) ile

tan¬ml¬serinin n. teriminin mutlak büyüklü¼gü için üst s¬n¬ra ulaş¬r¬z.

exp

(
��
 
�
�
n+

�

2

�2
� 2M

r�
n+

�

2

�2!)

= exp

8<:����n+ �

2

�2 241� 2M

�
q�

n+ �
2

�2
359=;

� exp
�
���

2

�
n+

�

2

�2�
eşitsizli¼gini elde ederiz. O halde (30) ile tan¬ml¬serinin her bir teriminin

mutlak de¼gerce büyüklü¼gü için bir üst s¬n¬r buldu¼gumuzdan veX
exp

�
���

2

�
n+

�

2

�2�
serisi Cauchy n. kök testi ile yak¬nsak oldu¼gundan Weierstrass M testine

göre (30) ile tan¬ml¬seri yak¬nsak olur.

70



Teorem 2.11.4: Theta fonksiyonu için aşa¼g¬daki fonksiyonel denklem-

ler sa¼glan¬r.

a)

�

24 �

�0

35 (� + 1; �) = (�1)� �
24 �

�0

35 (�; �) (33)

b)

�

24 �

�0

35 (� + � ; �) = (�1)�
0
e�i(�2���)�

24 �

�0

35 (�; �) (34)

·Ispat: a) (30)�dan

�

24 �

�0

35 (� + 1; �) =X
n

exp

�
�i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� + 1 +

�0

2

���

=
X
n

exp

�
�i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

���
exp f�i (2n+ �)g

= (�1)�
X
n

exp

�
�i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

���
eşitli¼gini buluruz. (30) eşitli¼gi ve bu eşitlikten,

�

24 �

�0

35 (� + 1; �) = (�1)� �
24 �

�0

35 (�; �)
eşitli¼gini elde ederiz.

b) (30) ile tan¬ml¬seride n yerine n+ 1 yazarsak,

�

24 �

�0

35 (u; �) =X
n

exp

�
�i

�
�
�
n+ 1 +

�

2

�2
+ 2

�
n+ 1 +

�

2

��
u+

�0

2

���

=
X
n

exp

�
�i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2�

�
n+

�

2

�
+ 2

�
n+

�

2

��
u+

�0

2

���
exp f�i (� + 2u+ �0)g (35)

eşitli¼gini buluruz. (30) ile tan¬ml¬seride � yerine � + � yazarsak,

�

24 �

�0

35 (� + � ; �) =
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� + � +

�0

2

��
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=
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2�

�
n+

�

2

�
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2

��
(36)

eşitli¼gini buluruz. (a)ve (b) eşitliklerinden

�

24 �

�0

35 (� + � ; �) = exp f��i (� + 2� + �0)g �

24 �

�0

35 (�; �)

= (�1)�
0
e�i(���2�)�

24 �

�0

35 (�; �)
eşitli¼gini buluruz.

Tan¬m 2.11.2: " ve "0 birer tamsay¬olmak üzere,

8<: "

"0

9=; olarak gös-

terilen bir periyot "0 + "� dur.

Tan¬m 2.11.3: Yar¬periyot bir periyodun yar¬s¬d¬r(özellikle kompleks

vektörlerde) ve şöyle gösterilir:0@ �

�0

1A � df
1

2

8<: �

�0

9=; =
�0

2
+
��

2
:

·Indirgenmiş yar¬periyot ; � ve �0 nün 0 veya 1 e eşit oldu¼gu bir yar¬periy-

ottur.

Teorem 2.11.5:

24 �

�0

35 herhangi bir karakteristik ve
0@ �

�0

1A herhangi

bir yar¬periyot olsun. O zaman

�

24 �

�0

350@� +
0@ �

�0

1A ; �

1A (37)

= exp �i

�
���

2

4
� 1
2
� (�0 + �0)� ��

�
�

24 �+ �

�0 + �0

35 (�; �) :
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·Ispat:

�

24 �

�0

35�� + �0

2
+
�

2
� ; �

�

=
X
n

exp �i

�
�
�
n+

�

2

�2
+ 2

�
n+

�

2

��
� +

�0

2
+
��

2
+
�0

2

��

=
X
n

exp �i

(
�

�
n+

�+ �

2

�2
+ 2

�
n+

�+ �

2

��
� +

�0 + �0

2

�)

exp �i

�
�� �

2

4
� 1
2
� (�0 + �0)� ��

�
:

C =

�

24 0
1

35�1
2
; 
2

1

�

�

24 1
1

35�1
2
; 
2

1

�
eşitli¼gindeki C sabitini elde ederiz. 1

2
de¼geri theta fonksiyonlar¬aç¬s¬ndan

de¼gerlendirildi¼ginde

�

24 0
1

35�1
2
; �

�

= �

24 0
1

350@0 +
0@ 0

1

1A ; �

1A
= �

24 0

1 + 1

35 (0; �) exp �i��� �2
4
� 1
2
� (�0 + �0)� ��

�
:

Ancak � = 0 ve ayn¬zamanda indirgeme formülü (31) ile �

24 0

1 + 1

35 (�; �) =
�

24 0
0

35 (�; �) dur. Böylece

�

24 0
1

35�1
2
; �

�
= �

24 0
0

35 ;
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�

24 1
1

35�1
2
; �

�
= �

24 1
1

350@0 +
0@ 0

1

1A ; �

1A
= �

24 1

1 + 1

35
= ��

24 1
0

35
bulunur. Böylece

snu = �

�

24 0
0

35
�

24 1
0

35
�

24 1
1

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 0
1

35� u
2
1

; 
2

1

� (38)

bulunur. Benzer şekilde

cnu =

�

24 0
1

35
�

24 1
0

35
�

24 1
0

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 0
1

35� u
2
1

; 
2

1

� (39)

ve

dnu =

�

24 0
1

35
�

24 0
0

35
�

24 0
0

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 0
1

35� u
2
1

; 
2

1

� (40)

bulunur.

Di¼ger dokuz Jacobi fonksiyonu şimdi tamamen mekanik yolla hesaplan-

abilir ve bunlar¬n üçünü aşa¼g¬daki gibi listeleyebiliriz.

snu

cnu
= �

�

24 0
0

35
�

24 0
1

35
�

24 1
1

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 1
0

35� u
2
1

; 
2

1

� ;
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snu

dnu
= �

�2

24 0
0

35
�

24 1
0

35 �
24 0
1

35
�

24 1
1

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 0
0

35� u
2
1

; 
2

1

� ;

cnu

dnu
=

�

24 0
0

35
�

24 1
0

35
�

24 1
0

35� u
2
1

; 
2

1

�

�

24 0
0

35� u
2
1

; 
2

1

�
snu nun hesaplamas¬n¬; u nun 0, 1 ve 1 de¼gerlerini kullanarak yapabiliriz.

Aşa¼g¬daki eşitli¼gi elde etmek için, u = 
1 + 
2 kalan de¼gerine bak¬labilir.

r
1

�
= sn (
1 + 
2) = �

�

24 0
0

35 �
24 1
1

35�1
2
+ �

2
; �
�

�

24 1
0

35 �
24 0
1

35�1
2
+ �

2
; �
�

= �

�

24 0
0

35
�

24 1
0

35
�

24 1
1

350@0@ 1

1

1A ; �

1A
�

24 0
1

350@0@ 1

1

1A ; �

1A :

(37) kullan¬l¬r ve

r
1

�
= sn (
1 + 
2) = �

�

24 0
0

35 exp �i�� �
4
� 1

2
(2)� �

	
�

24 2
2

35
�

24 1
0

35 exp �i�� �
4
� 1

2
(2)� �

	
�

24 1
2

35

= �

�

24 0
0

35 �
24 0
0

35
�

24 1
0

350@��
24 1
0

351A
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=

�2

24 0
0

35
�2

24 1
0

35
elde edilir. (30) dan

�

24 0
0

35 = 1X
�1

e�i�n
2

;

�

24 1
0

35 = 1X
�1

e�i�(
n+1
2 )

2

:

�

24 0
0

35 ve �

24 1
0

35 reel ve pozitif oldu¼gunda, � nun tamamen sanal

oldu¼gunu görürüz, nitekim bu � d¬r.

� =

�4

24 1
0

35
�4

24 0
0

35 =
�4

24 1
0

35
�4

24 1
0

35+ �4

24 0
1

35 (41)

elde ederiz. Şimdi, ayr¬ca

�

24 0
1

35 =X
n

exp �i
�
�n2 + n

�
=
X
n

(�1)n exp �i�n2:

� tamamen sanal oldu¼gundan son toplam şüphesiz reeldir ve bu nedenle,

kesinlikle �4

24 0
1

35 pozitiftir. Böylece, � 0 > 0; � = i� 0 için 0 < � < 1 dir.

Teorem 2.11.6:

� (z + �) = � (z)

� (z + ��) = �e�2iz� (z)

eşitliklerini sa¼glayan � (z) fonksiyonu

� (z) = e�
�1z

3

�
+iz� (z) (42)
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ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.11.7: C key� bir sabit oldu¼gunda � (z) fonksiyonu ;

� (z) = Ci
1X
�1

(�1)n q(n+
1
2)

2

e2(n+1)iz

formunu Fourier gösterimi olarak kabul eder.

Tan¬m 2.11.4: �1 (z) fonksiyonu,

�1 (z) = �i
1X

n=�1
(�1)n q(n+

1
2)

2

e(2n+1)iz

kuvvet serisi ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.11.8: �1 (z) için kuvvet serisi mutlak yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.11.9: �1 (z) fonksiyonu,

�1 (z + �) = ��1 (z)

�1 (z + ��) = �q�1e�2iz1 � (z)

�1 (z + � + ��) = q�1e�2iz1 � (z)

fonksiyonel eşitliklerini sa¼glar.

Teorem 2.11.10:

�1 (z) = 2
1X
n=0

(�1)n q(n+
1
2)

2

sin (2n+ 1) z

= 2q
1
4 sin z � 2q 94 sin 3z + 2q 254 sin 5z � :::

Teorem 2.11.11: �1 (z) ve � (z) aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

� (z) = e
�1z

2

�
�1 (z)

�
0
1 (0)

ile verilir.

Tan¬m 2.11.5 (n.Dereceden Theta Fonksiyonlar¬): E¼ger

�n

24 �

�0

35 (�; �) ; n bir pozitif tamsay¬ve
24 �

�0

35 karakteristi¼gi için, Im� > 0
ile her � için ,tüm � lar için � da analitiktir ve

�n

24 �

�0

35 (� + 1; �) = (�1)��n
24 �

�0

35 (�; �) (43.1)
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�n

24 �

�0

35 (� + � ; �) = (�1)�
0
exp �in f�2� � �g�n

24 �

�0

35 (�; �) (43.2)

kaŗs¬lar, o zaman, � teta periyodu, � argümenti,

24 �

�0

35 karakteristi¼gi olmak
üzere �n

24 �

�0

35 (�; �) n.dereceden theta fonksiyonudur.
Teorem 2.11.12: � theta periyodu ve

24 �

�0

35 karakteristi¼gi ile verilen
n.dereceden theta fonksiyonlar¬n kompleks bölgesinin lineer bir uzay¬d¬r.

Yani yukar¬daki tan¬m¬sa¼glayan fonksiyonlar¬n lineer bir kombinasyonudur,

ayr¬ca tan¬m¬kaŗs¬lar ve kompleks sabitler üzerindeki fonksiyonlar gibi n

lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyonlar¬vard¬r, yani � içindeki sabitlerdir.

·Ispat: �n

24 �

�0

35 (�; �) n.mertebeden bir theta fonksiyonu olsun. Tan¬m-
daki (43:1) den

f (�) = exp �i (���)�n

24 �

�0

35 (�; �)
oldu¼gu aç¬kt¬r ki; 0 < p < R <1 dan herhangi biri için 0 < p � jzj � R <

1 için z = exp 2�i� içinde analitiktir ve tek de¼gerlidir. f (�) ; 0 � Re � < 1

yatay eksende tan¬ml¬d¬r ve z = exp 2�i� fonksiyonu 0 ve sonsuz için z dü-

zlemindeki eksen haritalar¬n¬konformal bekler. Bir Laurent serisi olarak

f (�) = g (z) yi göstermek mümkündür, ayn¬ bölgede mutlak ve düzgün

yak¬nsakt¬r, onlar¬n katsay¬lar¬�n

24 �

�0

35 (�; �) taraf¬ndan eşsiz olarak be-
lirlenmi̧stir.Öyleki, Cm � ya ba¼gl¬olmad¬¼g¬fakat � ya ba¼gl¬oldu¼gunda;

�n

24 �

�0

35 (�; �) =

1X
m=�1

Cmz
m exp �i (��)

=
X
m

Cm exp �i
n
2
�
m+

�

2

�
�
o
:
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Bu (43:1) i kaŗs¬lar fakat her zaman (43:2) yi kaŗs¬lamaz. (43:2) nin son

geni̧slemesi eklenir veX
m

Cm exp �i
n
2
�
m+

�

2

�
(� + �)

o
= exp��i f2n� + n� + �0g

X
1

C1 exp �i
n
2
�
1 +

�

2

�
�
o

veya X
m

Cm exp �i
n
2
�
m+

�

2

�
�
o
exp �i f2m�g

= exp��i fn� + �0g
X
1

C1 exp �i f2 (1� n) �g :

Bir Laurent geni̧slemesinin tekli¼gi ile, l = m+ n olarak belirlenerek,

Cm = exp��i
n
2
�
m+

�

2

�
� + n� + �0

o
Cm+n:

0 � v < n integral oldu¼gu yerde, m = nl + v olarak düzenlensin. O zaman

Cnl+v = exp��i
n
2
�
nl + v +

�

2

�
� + n� + �0

o
Cn(l+1)+v

veya

Cn(l+1)+v = exp �i
n
2
�
nl + v +

�

2

�
� + n� + �0

o
Cnl+v:

elde edilir.

E¼ger � daki �n

24 �

�0

35 (�; �) nun benzer şekilde s¬f¬r olmad¬¼g¬n¬varsa-
yarsak, o zaman Laurent geni̧slemesinin tekli¼ginin Cv lerin v = 0; ::; n � 1

s¬f¬rlanmad¬¼g¬anlam¬na gelir. v nin baz¬lar¬ için 0 � v � n � 1; Cv 6= 0

oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman tüm l için Cnl+v 6= 0 d¬r. � (l) 1.dereceden

fark denklemini

� (l + 1)� � (l) = n

(
2

 
1 +

�
v + �

2

�
n

!
� + � +

�0

n

)
sa¼glar, bundan dolay¬Cnl+v = Cv exp �i� (l) belirlenebilir.Bu nedenle � (l),

elimizdeki sabit terim ile, l de ikinci dereceden(kuadratik) olmas¬gerekir.

·Iyi bir varsay¬m

� (l) = n�

 
1 +

�
v + �

2

�
n

!2
+ n

 
1 +

�
v + �

2

�
n

!
�0

n
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dir.

Bu nedenle,

�n

24 �

�0

35 (�; �) =XCm exp �i
n
2
�
m+

�

2

�
�
o

=
X
v

Cv
X
l

exp �i

8><>: n�

�
l +

[v+ �
2 ]

n

�2
+ n

�
l +

[v+ �
2 ]

n

�
�0

n

+2
�
nl + v + �

2

�
�

9>=>;
elde edilir.

n parantez d¬̧s¬na al¬nd¬¼g¬nda, son parantez

2n

"
l +

�
v + �

2

�
n

#
�

olur. Nitekim son formül

X
v

Cv
X
l

exp �i

8<:n�
 
l +

�
v + �

2

�
n

!2
+ 2n

"
l +

�
v + �

2

�
n

#�
�2 +

�0

2n

�9=;
olur. ·Iç toplam 26666664

2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775
karakteristi¼gi ve n�; n� argumentleri ile bu bölümün baş¬nda tan¬mlanan bir

theta fonksiyonu gibi kabul edilmektedir. Son olarak

�n

24 �

�0

35 (�; �) =X
v

Cv�

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n�; n�) (44)

elde edilir. Gerçekten,
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�

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n�; n�)

argumentleri �; � ve karakteristi¼gi

24 �

�0

35 olan n.mertebeden theta fonksiy-
onu oldu¼gunu gösterelim. Bunu yapmak için, n� = � 0 ve n� = � 0 olarak

düzenlendi¼ginde (33) ve (34) formülleri uyguland¬¼g¬nda

�

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n (� + 1) ;n�) = �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (�
0 + n; � 0)

= (�1)
n(2�(�+2))

n �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (�
0; � 0)

= (�1)� �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n�; n�)

bir sonraki son eşitlik n defa (33) ün tekrarlanmas¬ile elde edilir.

(34) e bakarak,

�

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n (� + �) ; n�) = �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (�
0 + � 0; � 0)
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= (�1)�
0
exp �i (�2� 0 � � 0) �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (�
0; � 0)

= (�1)�
0
exp �i:n (�2� � �) �

26666664
2
�
v + �

2

�
n

�0

37777775 (n�; n�) :

Tan¬m 3.11.6 (Toplam Formülleri):Ayn¬i̧slem tetan¬n kareleri aras¬n-

daki theta ili̧skilerini türetmek için kullan¬l¬r. Şimdi s¬ras¬yla � ve r1 ba¼g¬m-

s¬z de¼gi̧skenleri cinsinden � + r1 ve � � r1 biçiminde ifade edilen theta

fonksiyonu ile daha genel bir özellik türetilebilir. Trigonometrik fonksiy-

onlar için toplam formülleri ile belirlenmi̧s bir benzerlik vard¬r ve gerçekten,

görece¼gimiz gibi, katsay¬lar al¬narak Riemann yüzeyi oldu¼gunda ki onlar¬n

sonlar¬ azaltt¬¼g¬ düşüncesindeki trigonometrik fonksiyonlar için bu genel-

lenen Jacobi fonksiyonlar¬için toplam formüllerini elde ederiz. � = 0 iken

w2 =
p
z (1� z) nin Riemann yüzeyindeki S nin uygunlu¼gu bozulur. Ak-

sine theta toplam formüllerinin trigonometrik özellikleri, � + �; � � � ayn¬

anda kullan¬lmal¬d¬r. snu nun toplam formülleri için gerekli iki özellik elde

edilir. Bunlar¬n ilk eşitli¼gi,

�2

24 0
1

35 �
24 0
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �) (45)

= �2

24 0
1

35 (�; �) �2
24 0
1

35 (�; �)� �2

24 1
1

35 (�; �) �2
24 1
1

35 (�; �)
dur.

·Ispat: � sabiti için �

24 0
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �) çarp¬m¬n¬n, (43:1)

ve (43:2) ile

24 0
0

35 karakteristi¼gi ile � da 2.mertebeden bir theta fonksiyonu
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oldu¼gu gözlemlenir. Ayn¬s¬�2

24 0
1

35 (�; �) ve �2
24 1
1

35 (�; �) için de geçer-
lidir. Dolay¬s¬yla Teorem 3.11.12 ye göre, C1; C2 ve C3 tümü s¬f¬r olmayan

sabitleri vard¬r(sabitler � ve � ya ba¼gl¬olabilir), böylece � da

C1�

24 0
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �) + C2�
2

24 0
1

35 (�; �)

+C3�
2

24 1
1

35 (�; �) � 0
d¬r. �

24 1
1

35 (0; �) = 0 ve �
24 0
1

35 (��; �) = �

24 0
1

35 (�; �) elde etmek için
� = 0 olarak belirlensin,

C1�
2

24 0
1

35 (�; �) + C2�
2

24 0
1

35 = 0
veya

C2 = �C1

�2

24 0
1

35 (�; �)
�2

24 0
1

35 :

Sonra � =

0@ 1

0

1A al¬ns¬n, o zaman Teorem 2.11.5, (37) eşitli¼gi ve

yard¬m¬yla, gerekti¼ginde ise indirgeme formülü ve (33) ve (34) ile

C1�

24 1
1

35 (�; �) exp �i���
4
� 1
2
(1)

�
:�

24 1
1

35 (��; �) exp �i���
4
� 1
2
(1)

�

+C2�
2

24 1
1

35 (0; �) exp �in��
2
� 1 (1)

o
+ C3�

2

24 0
1

35 (0; �)
exp �i

n
��
2
� 1 (1)

o
= 0
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elde edilir veya �

24 1
1

35 (�; �) tek oldu¼gunda

exp �i
�
��
2

�
:

8<:C1�2
24 1
1

35 (�; �)� C3�
2

24 0
1

359=; = 0

Böylece

C3 = C1

�2

24 1
1

35 (�; �)
�2

24 0
1

35
bulunur.

Uygulama 2.11.1: (45) in aşa¼g¬daki benzerleri türetilsin.

a)

�2

24 0
0

35 �
24 0
0

35 (� + �; �) �

24 0
0

35 (� � �; �)

= �2

24 0
0

35 (�; �) �2
24 0
0

35 (�; �) + �2

24 1
1

35 (�; �) �2
24 1
1

35 (�; �) :
b)

�2

24 1
0

35 �
24 1
0

35 (� + �; �) �

24 1
0

35 (� � �; �)

= �2

24 1
0

35 (�; �) �2
24 1
0

35 (�; �)� �2

24 1
1

35 (�; �) �2
24 1
1

35 (�; �) :
c)

�2

24 0
1

35 �
24 1
1

35 (� + �; �) �

24 1
1

35 (� � �; �)

= �2

24 1
1

35 (�; �) �2
24 0
1

35 (�; �)� �2

24 0
1

35 (�; �) �2
24 1
1

35 (�; �) :
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(45) i veya yar¬periyot de¼gi̧simini elde etmek için uygulanan yöntem kul-

lan¬l¬r.

Bir sonraki özellik

�

24 1
0

35 �
24 0
0

35 �
24 1
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �) (46)

= �

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �)
+�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) :
·Ispat: Teorem 2.11.12 ye göre

24 1
0

35 karakteristi¼gi ile aşa¼g¬daki her
bir terim için 2.dereceden theta fonksiyonu oldu¼gundan � dan ba¼g¬ms¬z,

tümü(hiç) s¬f¬r olmayan C1; C2; C3 sabitleri vard¬r, böylece

C1�

24 1
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �) + C2�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �)
+C3�

24 0
1

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) � 0
� = 0 olsun,

C1�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (��; �) + C3�

24 1
0

35 �
24 0
0

35 = 0
veya

C3 = �C1

�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �)
�

24 1
0

35 �
24 0
0

35
elde edilir. Şimdi � = �� al¬ns¬n, � n¬n birkaç istisnai de¼geri hariç tümü

için geçerli olan

C2�

24 1
1

35 (��; �) �
24 0
1

35 (��; �) + C3�

24 1
0

35 (��; �) �
24 0
0

35 (��; �) = 0
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veya

C2 = C3

�

24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �)
�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �)
elde edilir. Özellikteki C2 ve C3 yerine koyuldu¼gunda, bu (31) denklemini

verir.

Uygulama 2.11.2: (46)metodu kullan¬larak aşa¼g¬daki formüller türetilebilir.

a)

�

24 0
1

35 �
24 1
0

35 �
24 1
1

35 (� + �; �) �

24 0
0

35 (� � �; �)

= �

24 0
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �)
+�

24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) :
b)

�

24 0
0

35 �
24 0
1

35 �
24 1
1

35 (� + �; �) �

24 1
0

35 (� � �; �)

= �

24 1
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �)
+�

24 0
0

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) :
Uygulama 2.11.3: (46) dan ve son uygulamadan, yar¬periyot de¼gi̧stir-

ilmesiyle aşa¼g¬daki sonuçlar ç¬kar:
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a)

�

24 0
1

35 �
24 1
0

35 �
24 1
0

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �)

= �

24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �)
��

24 0
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) :
b)

�

24 0
0

35 �
24 0
1

35 �
24 0
1

35 (� + �; �) �

24 0
0

35 (� � �; �)

= �

24 0
0

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �)
+�

24 1
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) :
c)

�

24 0
0

35 �
24 1
0

35 �
24 1
0

35 (� + �; �) �

24 0
0

35 (� � �; �)

= �

24 0
0

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �)
��

24 0
1

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
1

35 (�; �) :
Bu uygulamalar ile (45) ve (46) formülleri, theta fonksiyonlar¬için toplam

teoremlerini oluşturur. Şimdi (38) e bak¬n¬z. � = u=2
1 � = v=2
1 ve

� = 
2=
1 vard¬r.
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�2

24 1
0

35
�2

24 0
1

35sn (u+ v) = �

�

24 1
0

35 �
24 0
0

35 �
24 1
1

35 (� + �; �)

�2

24 0
1

35 �
24 0
1

35 (� + �; �)

Şimdi (46), (45) e bölündü¼günde, önceki formül ve ç¬kan eşitli¼gin sol taraf¬n-

dan

�

24 1
0

35 �
24 0
0

35 �
24 1
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �)

�2

24 0
1

35 �
24 0
1

35 (� + �; �) �

24 0
1

35 (� � �; �)

(47)

= �

�2

24 1
0

35
�2

24 0
1

35sn (u+ v)

elde edilir, eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndan

�

24 1
1

35 (�; �) �
24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �) + �

24 1
1

35 (�; �)
�

24 0
1

35 (�; �) �
24 1
0

35 (�; �) �
24 0
0

35 (�; �)
�2

24 0
1

35 (�; �) �2
24 0
1

35 (�; �)� �2

24 1
1

35 (�; �) �2
24 1
1

35 (�; �)
elde edilir.Şimdi bu son formülde pay ve payda, paydan¬n ilk terimi ile
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bölünür, ve

�

26664 1
1

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)

�

26664 1
0

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)

�

26664 0
0

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)
+

�

26664 1
1

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)

�

26664 1
0

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)

�

26664 0
0

37775(�;�)

�

26664 0
1

37775(�;�)

1�

�2

26664 1
1

37775(�;�)

�2

26664 0
1

37775(�;�)

�2

26664 1
1

37775(�;�)

�2

26664 0
1

37775(�;�)

elde edilir. ·Ilgili Jacobi eliptik fonksiyonu vas¬tas¬yla her theta katsay¬s¬ile

(38), (39) ve (40) dan elde edilen uygun theta sabit çarpan¬de¼gi̧stirilsin.

O zaman formül (41) deki � teta sabiti cinsinden verildi¼ginde ve (47) deki

manipülasyon ve çapraz çarp¬m ile,

sn (u+ v) =
snu cnv dnv + snv cnu dnu

1� �sn2u sn2v
: (48)

elde edilir. cnu ve dnu için toplam formülleri şöyledir:

cn (u+ v) =
cnu cnv � snu snv dnu dnv

1� �sn2u sn2v
: (49)

dn (u+ v) =
dnu dnv � �snu snv cnu cnv

1� �sn2u sn2v
: (50)

Teorem 2.11.13: Theta fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki toplam formüllerini

sa¼glar.

#1 (y + z)#1 (y � z)#24 (0) = #23 (y)#
2
2 (z)� #22 (y)#

2
3 (z)

= #21 (y)#
2
4 (z)� #24 (y)#

2
1 (z)

#2 (y + z)#2 (y � z)#24 (0) = #24 (y)#
2
2 (z)� #21 (y)#

2
3 (z)

= #22 (y)#
2
4 (z)� #23 (y)#

2
1 (z)

#3 (y + z)#3 (y � z)#24 (0) = #24 (y)#
2
3 (z)� #21 (y)#

2
2 (z)

= #23 (y)#
2
4 (z)� #22 (y)#

2
1 (z)
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#4 (y + z)#4 (y � z)#24 (0) = #23 (y)#
2
3 (z)� #22 (y)#

2
2 (z)

= #24 (y)#
2
4 (z)� #21 (y)#

2
1 (z)

Tan¬m 2.11.7 (Theta fonksiyonu için Çarp¬m Aç¬l¬m¬):·Ilk olarak

�

24 0
0

35 (�; �) göz önüne alal¬m,onun � = 1
2
� �

2
+m1+m2� = (2m1 + 1)

1
2
+

(2m2 + 1)
�
�
2

�
de s¬f¬rlar¬ vard¬r. Bu noktalar �latis� biçimindedir. � =

(2m+ 1) 1
2
� (2k � 1)

�
�
2

�
iken bu ola¼gan(s¬radan) uyumun (kongrüans¬n)

çözümünde (2k � 1) �+2� � 1 (mod 2) veya eşde¼gerlerindeki � noktalar¬nda

1� exp �i (2k � 1) � +2� n¬n s¬f¬rlar¬n¬n varl¬¼g¬gözlemlenir. Bu nedenle bu

fonksiyonun s¬f¬rlar¬; m2 = �k ile �

24 0
0

35 (�; �) n¬n s¬f¬rlar¬ile örtüşür veya,
eşde¼geri olarak , �

24 0
0

35 (�; �) için onlar¬n s¬f¬rlar¬n¬n, s¬f¬rlar¬n �k:sat¬r
latisi vard¬r. Benzer şekilde 1 + exp�i f(2k � 1) � � 2�g n¬n (k � 1) :sat¬r

latisi için de s¬f¬rlar¬vard¬r. Bundan dolay¬�(�; �) fonksiyonu

�(�; �) =
1Y
1

(1 + exp �i f(2k � 1) � � 2�g) :
1Y
1

(1 + exp �i f(2k � 1) � + 2�g)

ile tan¬mlan¬r, çarp¬m¬n yak¬nsakl¬¼g¬n¬sa¼glayan �

24 0
0

35 (�; �) gibi tamamen
ayn¬s¬f¬rlara sahiptir.

Y
(1� ak) sonsuz çarp¬m¬n¬n mutlak yak¬nsakl¬¼g¬

için koşul
P
jakj <1 olmas¬d¬r. Şimdi ilk çarp¬m için

ak = exp �i f(2k � 1) � � 2�g d¬r. O zaman

jakj = exp�� f(2k � 1) Im � � 2 Im �g

= exp 2� Im � exp�� (2k � 1) Im � :X
jakj = exp 2� Im �

X
exp�� (2k � 1) Im � :

Im � > 0 oldu¼gunda oran¬birden az olan geometrik bir seri iken toplam¬n

sa¼g taraf¬ yak¬nsakt¬r. Böylece Im � > 0 için bir sonsuz çarp¬m mutlak

ve düzgün yak¬nsakt¬r. Benzer bir mant¬kla, ikinci çarp¬m için ayn¬sonuç
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türetilebilir. Buna ek olarak, şimdi gösterece¼gimiz gibi �(�; �) (33) ve (34)

ü kaŗs¬lar.

�(� + 1; �) =
1Y
1

(1 + exp �i f(2k � 1) � + 2� + 2g)

1Y
1

(1 + exp �i f(2k � 1) � � 2� � 2g)

= � (�; �)

� (� + � ; �) =

1Y
1

(1 + exp �i f(2k + 1) � + 2�g)

1Y
1

(1 + exp �i f(2k � 3) � � 2�g) :

k0 = k + 1 ve k00 = k � 1 olsun,

�(� + � ; �) =
1Y
k0=2

(1 + exp �i f(2k0 � 1) � + 2�g)

1Y
k00=0

(1 + exp �i f(2k00 � 1) � � 2�g)

=
� (�; �)

(1 + exp �i f� + 2�g) (1 + exp �i f�� � 2�g)

= � (�; �)
(1 + exp �i f�� � 2�g)
(1 + exp �i f�� � 2�g) exp �i (�� � 2�) :

Bundan dolay¬

�

24 0
0

35 (�; �)
� (�; �)

hiç kutbu yokken ve periyotlar¬1 ve � iken çifte periyodiktir. Bunun için

aç¬kça s¬f¬rlanmayan, bir yak¬nsama çarp¬m¬ olan C (q) 6= 0 oldu¼gunda,

C (q) �

24 0
0

35 (�; �) = � (�; �) dur.
q = exp �i� olarak düzenlendi¼ginde,

�(�; �) =
1Y
1

�
1 + q2k�1 exp 2�i�

�
:
1Y
1

�
1 + q2k�1 exp�2�i�

�
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yaz¬labilir.

C (q) sabitinin de¼gerlendirilmesi, biraz uzun bir i̧slemdir. Jacobi ile,

�N (�; �) =

NY
1

�
1 + q2k�1 exp 2�i�

�
:
NY
1

�
1 + q2k�1 exp�2�i�

�
olarak belirlenir ve

�N (� + � ; �) =
N+1Y
k0=2

�
1 + q2k

0�1 exp 2�i�
�

(51)

N�1Y
k00=0

�
1 + q2k

00�1 exp�2�i�
�

=
1 + q(2N+1) exp 2�i�

1 + q exp 2�i�
:
1 + q�1 exp�2�i�
1 + q2N�1 exp�2�i��N (�; �)

=
1 + q(2N+1) exp 2�i�

q exp 2�i� + q2N
�N (�; �)

oldu¼gu gözlemlenir. Bu son eşitli¼gin pay ve paydas¬q exp 2�i� ile çarp¬larak

elde edilir.

Şimdi z = exp 2�i� oldu¼gu yerde �N (z; �) = �N (�; �) belirlensin. z;

exp 2�i (� + �) = q2z oldu¼gunda

�N (� + � ; �) = �N
�
q2z; �

�
(52)

d¬r.

Şimdi seri

�N (z) =

NX
�N

aNk (q) z
k

biçimindedir. Bu sonuçlar¬n gerçe¼gi olan �N ;
�
1 +

�
a
z

��
formunun N faktör-

leri ile (1 + z) formunun N faktörlerinin çarp¬m¬d¬r.

Dikkat:

(i) �N

�
1

z

�
= �N (��) = �N (�) = �N (z) ;

ve bundan dolay¬aN�k (q) = aNk (q) ;

(ii) lim
N!1

�N (�) = C (q) �

24 0
0

35 (�; �) ;
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ve

C (q)
1X
�1

qn
2

zn = C (q) + :::

bundan dolay¬

lim
N!1

aN0 (q) = C (q) :

Şimdi, �
qz + q2N

�
�N
�
q2z
�
=
�
1 + q2N+1z

�
�N (z) (53)

oldu¼gunu iddia ediyoruz. Gerçekten de (25) ve (26) formüllerinin de¼gi̧simi

ile bu zilenir. Sol tarafta

�
qz + q2N

� NX
�N

aNk (q) q
2kzk =

NX
�N

aNk (q) q
2k+1zk+1 +

NX
�N

aNk (q) q
2(N+k)zk

sa¼g tarafta
NX
�N

aNk (q) z
k +

NX
�N

aNk (q) q
2N+1zk�1

elde edilir. ·Ilk ve son toplamlardaki k ! k � 1 toplam¬de¼gi̧stirilerek ve

di¼ger toplamlar¬n her birinin ilk terimi ç¬kar¬larak

aNN (q) q
2N+1zN�1 +

NX
�N�1

aNk�1 (q) q
2k�1zk +

NX
�N+1

aNk (q) q
2k+2Nzk

+aN�N (q) z
�N

= aN�N (q) z
�N +

NX
�N�1

aNk (q) z
k +

NX
�N�1

aNk�1 (q) q
2N�1zk + aNN (q) q

2N+1zN�1

yaz¬labilir. Şimdi zk n¬n katsay¬lar¬eşitlenerek, k = �N + 1; :::; N için

aNk�1 (q) q
2k�1 + aNk (q) q

2k�2N = aNk (q) + aNk�1 (q) q
2N�1

elde edilir.

aNk (q)
�
1� q2k+2N

�
= aNk�1 (q) q

2k�1 �1� q2N�2k�2
�

(54)

veya

aNk (q) = aNk�1 (q) q
2k�1

�
1� q2N�2k�2

�
(1� q2k�2N)

:
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elde edilir. Şimdi tekrar¬(yinelemesi) ile

aNk (q) =
aNk�2q

2k�1q2k�3
�
1� q2N�2k�2

� �
1� q2N�2k�4

�
(1� q2k+2N) (1� q2N�2k�2)

aN�k (q) = aNk (q) var oldu¼gunda a
N
0 teriminde durulur.

Bu nedenle

aNk (q) = aN0 (q)
q(2k�1)+(2k+3)+(2k�5)+:::+1

�
1� q2N�2k+2

� �
1� q2N�2k+4

�
:::
�
1� q2N

�
(1� q2k+2N) (1� q2k+2N�2) ::: (1� q2N+2)

elde edilir.

1+3+5+ :::+2k�1 = k2 , tümevar¬m ile kolayca gösterilebilir, böylece

aNk (q) = aN0 (q) q
k2

�
1� q2N�2k+2

�
:::
�
1� q2N

�
(1� q2k+2N) (1� q2N+2k�2) ::: (1� q2N+2)

dir. �N (z) = �N (�) tan¬m¬ndan, zN nin aN katsay¬s¬n¬n qN
2
oldu¼gu

görülür. Bundan dolay¬k = N olarak düzenlenerek,

qN
2

= aN0 q
N2 (1� q2) :::

�
1� q2N

�
(1� q2N+2) ::: (1� q4N)

veya

aN0 =

�
1� q2N+2

�
:::
�
1� q4N

�
(1� q2) ::: (1� q2N)

=

2NY
n=N+1

(1� q2n)

NY
n=1

(1� q2n)

elde edilir. Bundan dolay¬C (q) için istenen sonuç

C (q) = lim
N!1

aN0 = lim
N!1

2NY
n=N+1

(1� q2n)

NY
n=1

(1� q2n)

=

limN!1

2NY
n=N+1

(1� q2n)

limN!1

NY
n=1

(1� q2n)
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dir. Pay bir yak¬nsama çarp¬m¬n¬n devam¬n¬n sonudur ve bunun için bir

olma e¼gilimindedir. �(�) tan¬mlanan çarp¬m göz önüne al¬narak bu yak¬n-

saman¬n özünde ispatlanm¬̧st¬r. Böylece

C (q) =
1

1Y
n=1

(1� q2n)

elde edilir ve son olarak

�

24 0
0

35 (�; �) =
1Y
n=1

�
1� q2n

� 1Y
k=1

�
1 + q2k�1e2�i�

� 1Y
k=1

�
1 + q2k�1e�2�i�

�
=

1Y
n=1

�
1� q2n

� 1Y
k=1

�
1 + q2k�1

�
e2�i� + e�2�i�

�
+ q4k�2

�
=

1Y
n=1

�
1� q2n

� 1Y
k=1

�
1 + 2q2k�1 cos 2�� � q4k�2

�
: (55)

Q0 =
1Y
n=1

(1� q2n) olsun. Formül (5) in de¼gi̧simi hat¬rlanarak,

�

24 0
0

350@� +
0@ 1

0

1A ; �

1A = exp �i
n
��
4
� �
o
�

24 1
0

35 (�; �)
veya

�

24 1
0

35 (�; �) = q
1
4 e�i�Qo

1Y
k=1

0@ 1 + q2k�1
�
e2�i(�+(

�
2 )) + e�2�i(�+(

�
2 ))
�

+q4k�2

1A
= q

1
4 e�i�Qo

1Y
1

�
1 + q2ke2�i�

� 1Y
1

�
1 + q2k+2e�2�i�

�
= q

1
4 e�i�Qo

�
1 + e�2�i�

� 1Y
1

�
1 + q2k

�
e2�i� + e�2�i�

�
+ q4k

�
= q

1
4

�
e�i� + e��i�

�
Qo

1Y
1

�
1 + 2q2k cos 2�� + q4k

�
= 2q

1
4Qo cos ��

1Y
1

�
1 + 2q2k cos 2�� + q4k

�
: (56)

Tekrar formül (37) kullan¬larak,

�

24 0
0

350@� +
0@ 0

1

1A ; �

1A = �

24 0
1

35 (�; �)
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veya

�

24 0
1

35 (�; �) = Qo

1Y
1

�
1 + q2k�1e2�i(�+(

1
2))
� 1Y

1

�
1 + q2k�1e�2�i(�+(

1
2))
�

= Qo

1Y
1

�
1� 2q2k�1 (cos 2��) + q4k�2

�
: (57)

Şimdi

�

24 0
0

350@� +
0@ 1

1

1A ; �

1A = exp �i

�
��
4
� 1
2
� �

�
�

24 1
1

35 (�; �)
veya

�

24 1
1

35 (�; �) = Qoq
1
4 e�i�e

�i

2

1Y
1

�
1 + q2k�1e2�i(�+(

1
2)+(

�
2 ))
�

1Y
1

�
1 + q2k�1e�2�i(�+(

1
2)+(

�
2 ))
�

= Qoq
1
4 e

�i

2 e�i�
1Y
1

�
1� q2ke2�i�

� 1Y
1

�
1� q2k�2e�2�i�

�
= Qoq

1
4 e

�i

2 e�i�
�
1� e�2�i�

� 1Y
1

�
1� q2k

�
e2�i� + e�2�i�

�
+ q4k

�
= �2q 14Qo sin ��

1Y
1

�
1� 2q2k cos 2�� + q4k

�
: (58)

Q0 tan¬m¬m¬z ile birlikte

Q1 =
1Y
n=1

�
1 + q2n

�
;

Q2 =
1Y
n=1

�
1 + q2n�1

�
;

Q3 =

1Y
n=1

�
1� q2n�1

�
tan¬mlan¬r.

Q0Q1Q2Q3 =
1Y
m=1

�
1� q4m

� �
1� q4m�2

�
=

1Y
m=1

�
1� q2n

�
= Q0
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veya

Q1Q2Q3 = 1

oldu¼gu gözlemlenir.

Theta sabiti

�0

24 1
1

35 = �0

24 1
1

35 (0; �) (59)

= �2�q 14Q0
1Y
1

�
1� q2k

�2
= �2�q 14Q30

Theta sabiti

�

24 0
0

35 = Q0

1Y
1

�
1 + q2k�1

�2
= Q0Q

2
2; (60)

�

24 0
1

35 = Q0

1Y
1

�
1� q2k�1

�2
= Q0Q

2
3 (61)

ve

�

24 1
0

35 = 2q 14Q0 1Y
1

�
1 + q2n

�2
= 2q

1
4Q0Q

2
1: (62)

Böylece

�

24 0
0

35 �
24 0
1

35 �
24 1
0

35 = 2q
1
4Q30 (Q1Q2Q3)

2 = 2q
1
4Q30

= � 1
�
�0

24 1
1

35 ;
veya

�0

24 1
1

35 = ���
24 0
0

35 �
24 0
1

35 �
24 1
0

35 (63)

(37) nin ilk uygulamas¬aşa¼g¬daki gibi yap¬labilir. (5c) den

snu = �

�

24 0
0

35
�

24 1
0

35
�

24 1
1

35� u
2
1

; �
�

�

24 1
1

35� u
2
1

; �
� :
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(37) ile

2
1 = �

�

24 0
0

35 �0
24 1
1

35
�

24 1
0

35 �
24 0
1

35 = ��2

24 0
0

35 (64)

veya

lim
u!0

sn0u�

24 1
0

35� u
2
1

; �
�

1
2
1

�0

24 1
1

35� u
2
1

; �
� = 2
1

�

24 0
1

35
�0

24 1
1

35
L�Hospital kural¬ile sa¼glanan

�

�

24 0
0

35
�

24 1
0

35 = limu!0 snu
�

24 0
1

35� u
2
1

; �
�

�

24 1
1

35� u
2
1

; �
�

elde edilir.

2.12 D·I¼GER THETA FONKS·IYONLARI:

Tan¬m 2.12.1: �2 (z) ; �3 (z) ve �4 (z) fonksiyonlar aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar ile

tan¬mlan¬r.

�2 (z) = �1

�
z +

�

2

�
=

1X
n=�1

q(n+
1
2)

2

e(2n+1)iz

=
1X

n=�1

n
q(n+

1
2)

2

e(2n+1)iz + q(�n�1+
1
2)

2

e(�2n�2+1)iz
o

= 2

1X
n=0

q(n+
1
2)

2

cos (2n+ 1) z

= 2q
1
4 cos z + 2q

9
4 cos 3z + 2q

25
4 cos 5z + :::
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�3 (z) = q
1
4 eiz1 �

�
z +

�

2
+
��

2

�
=

1X
n=�1

q(n+1)
2

e2(n+1)iz

=
1X

n=�1
qn

2

e2niz

= 1 + 2

1X
n=1

qn
2

cos 2nz

= 1 + 2q cos 2z + 2q4 cos 4z + 2q9 cos 6z + :::1:

�4 (z) = �iq 14 eiz1 �
�
z +

��

2

�
=

1X
n=�1

(�1)n+1 q(n+1)
2

e2(n+1)iz

= 1 + 2
1X
n=1

(�1)n qn2 cos 2nz

= 1� 2q cos 2z + 2q4 cos 4z � 2q9 cos 6z + :::1:

Dipnot:�2 (z) ; �3 (z) ve �4 (z) tan¬mlar¬ndan onlar¬n z�nin bütün çift

fonksiyonlar¬oldu¼gu sonucu ç¬kar.

Teorem 2.12.1: ·Ilgili sigma fonksiyonlar¬ve theta fonksiyonlar¬aras¬n-

daki ili̧ski

�1 (z) = e
�1z

2

�
#2 (z)

#2 (0)

�2 (z) = e
�1z

2

�
#4 (z)

#4 (0)

�3 (z) = e
�1z

2

�
#3 (z)

#3 (0)

ile verilir.

Teorem 2.12.2: E¼ger #r (z) dört theta fonksiyonundan herhangi birini

gösterir ve #
0

r (z) de onun türevi olursa o zaman,r=1,2,3,4 oldu¼gunda

#
0

r (z + �)

#r (z + �)
=
#
0

r (z)

#r (z)

#
0

r (z + ��)

#r (z + ��)
= �2i+ #

0

r (z)

#r (z)
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dir.

Teorem 2.12.3: Theta fonksiyonlar¬n¬n bir hücrede yaln¬z bir s¬f¬r¬

olabilir.

Teorem 2.12.4: #1 (z) ; #2 (z) ; #3 (z) ve #4 (z) fonksiyonlar¬,s¬ras¬yla

0; �
2
; �
2
+ ��

2
ve ��

2
de s¬f¬rlar¬vard¬r.

Teorem 2.12.5: #r (z) fonksiyonlar¬n¬n kareleri (r=1,2,3,4) aşa¼g¬daki

fonksiyonel eşitlikleri sa¼glar.

#22 (z)#
2
4 (0) = #24 (z)#

2
2 (0)� #21 (z)#

2
3 (0) (65.1)

#23 (z)#
2
4 (0) = #24 (z)#

2
3 (0)� #21 (z)#

2
2 (0) (65.2)

#21 (z)#
2
4 (0) = #23 (z)#

2
2 (0)� #22 (z)#

2
3 (0) (65.3)

#24 (z)#
2
4 (0) = #23 (z)#

2
3 (0)� #22 (z)#

2
2 (0) (65.4)

Teorem 2.12.6: G bir sabit olmak üzere, theta fonksiyonlar¬n¬n sonsuz

çarp¬mlar¬,

#1 (z) = 2Gq
1
4 sin z

1Y
n=1

�
1� 2q2n cos 2z + q4n

�
#2 (z) = 2Gq

1
4 cos z

1Y
n=1

�
1 + 2q2n cos 2z + q4n

�
#3 (z) = G

1Y
n=1

�
1 + 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

�
#4 (z) = G

1Y
n=1

�
1� 2q2n�1 cos 2z + q4n�2

�
gibi gösterilebilir.

Tan¬m 2.12.2: Genelleştirilmi̧s Hermite theta fonksiyonlar¬; �; � her-

hangi iki say¬olmak üzere

��;� (z) =

1X
n=�1

e2iz(n+
�
2 )+i��(n+

�
2 )

2
+i�n�

gibi mutlak ve düzgün yak¬nsak seriler ile tan¬mlanabilir.
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Aşikar olarak,

#1 (z) = �i�1;1 (z)

#2 (z) = �1;0 (z)

#3 (z) = �0;0 (z)

#4 (z) = �0;1 (z)

bulunur.

Teorem 2.12.7: ��;� (z) fonksiyonu,

@

@�
��;� (z) =

�

4i

@2

@z2
��;� (z)

parabolik parçal¬diferansiyel denklemini sa¼glar(kaŗs¬lar).

Teorem 2.12.8: #
0

1 (0) = #2 (0)#3 (0)#4 (0) iyi bilinen özelli¼gi ispatlar.

Teorem 2.12.9: G sabitinin de¼geri

G =
1Y
n=1

�
1� q2n

�
ile verilir.

Teorem 2.12.10: Her bir aç¬l¬m, ilgili serilerin yak¬nsak oldu¼gu z-

düzleminin bölgesinde geçerli olmak üzere, theta fonksiyonunun logaritmik

türevinin Fourier aç¬l¬mlar¬

#
0

1 (z)

#1 (z)
= cot z + 4

1X
n=1

q2n sin 2nz

(1� q2n)
(66.1)

#
0

2 (z)

#2 (z)
= � tan z + 4

1X
n=1

(�1)n q2n sin 2nz
(1� q2n)

(66.2)

#
0

3 (z)

#3 (z)
= 4

1X
n=1

(�1)n qn sin 2nz
(1� q2n)

(66.3)

#
0

4 (z)

#4 (z)
= 4

1X
n=1

qn sin 2nz

(1� q2n)
(66.4)

ile verilir.
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Teorem 2.12.11 (Jacobi�nin Sanal Dönüşümü): Theta fonksiyon-

lar¬; �
0
= � 1

�
ve (�i�)�

1
2 ; jarg (�i�)j < �

2
gibi al¬nd¬¼g¬yerde,aşa¼g¬daki

eşitlikleri

#1 (zj�) = �i (�i�)�
1
2 exp

�
i�

0
z2

�

�
#1

�
z�

0j� 0
�
;

#2 (zj�) = (�i�)�
1
2 exp

�
i�

0
z2

�

�
#4

�
z�

0j� 0
�
;

#3 (zj�) = (�i�)�
1
2 exp

�
i�

0
z2

�

�
#3

�
z�

0j� 0
�
;

#4 (zj�) = (�i�)�
1
2 exp

�
i�

0
z2

�

�
#2

�
z�

0j� 0
�
;

sa¼glar.

Teorem 2.12.12 (Landen Dönüşümü): Theta fonksiyonlar¬, aşa¼g¬-

daki eşitlikleri

#3 (zj�)#4 (zj�)
#4 (2zj2�)

=
#3 (0j�)#4 (0j�)

#4 (0j2�)
;

#2 (zj�)#1 (zj�)
#1 (2zj2�)

=
#3 (0j�)#4 (0j�)

#4 (0j2�)
;

sa¼glar.

Teorem 2.12.13 (Theta Fonksiyonlar¬n¬n Oran¬): ! = #1(z)
#4(z)

kat-

say¬fonksiyonu, �
d!

dz

�2
=
�
#22 � !2#23

� �
#23 � !2#22

�
non-lineer diferansiyel denklemini sa¼glar.

Teorem 2.12.14: E¼ger �r ve �r (r = 1; 2; 3; :::; n) ; 2!1; 2!2 periy-

otlar¬n¬n f(z) eliptik fonksiyonunun kutuplar¬ ve s¬f¬rlar¬ oldu¼gu yerdePn
r=1 �r =

Pn
r=1 �r ise, o zaman A bir sabit olmak üzere

f (z) =

8<:#1
�
z����r
2!1

; �; ��
�

#1

�
z����r
2!1

; �; ��
�
9=;

dur.
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Teorem 2.12.15: �r kutuplar¬ndaki f(z) eliptik fonksiyonunun esas

k¬s¬mlar¬
mrX
m=1

Ar;m (z � �r)
�m

ile verilirse, o zaman A bir sabit olmak üzere,

f (z) = A+
nX
r=1

(
mrX
m=1

(�1)m�1Ar;m
(m� 1)!

dm

dzm
log #1

�
�z � ��r
2!1

; �; ��

�)

dur.

Tan¬m 2.12.3 ( e1; e2; e3 ün Terimlerindeki Theta Fonksiyon-

lar¬n¬n Gösterimi):

p
} (z)� e1 =

�1 (z)

� (z)
=
#
0

1 (0)

#2 (0)

#2 (z)

#1 (z)p
} (z)� e2 =

�2 (z)

� (z)
=
#
0

1 (0)

#4 (0)

#4 (z)

#1 (z)p
} (z)� e3 =

�3 (z)

� (z)
=
#
0

1 (0)

#3 (0)

#3 (z)

#1 (z)

p
e3 � e1 =

#
0

1 (0)

#2 (0)

#2
�
�
2
+ ��

2

�
#1
�
�
2
+ ��

2

� = �i#01 (0)#4 (0)
#2 (0)#3 (0)

= �i#24 (0)

p
e1 � e2 =

#
0

1 (0)

#4 (0)

#4
�
�
2

�
#1
�
�
2

� = #
0

1 (0)#3 (0)

#4 (0)#2 (0)
= #23 (0)

p
e3 � e2 =

#
0

1 (0)

#4 (0)

#4
�
�
2
+ ��

2

�
#1
�
�
2
+ ��

2

� = #
0

1 (0)#2 (0)

#4 (0)#3 (0)
= #22 (0)

Tan¬m 2.12.4: �(z) ve H (z) fonksiyonlar¬(Theta fonksiyonu için

Jacobi�nin önceki sembolleri �(z) ve H (z) dir.); �#23 (0) ve ��#23 (0)

yukar¬daki fonksiyonlar ile ili̧skili periyotlar olmak üzere,

�(z) = #4
�
z#�23 (0) j�

�
;

H (z) = #1
�
z#�23 (0) j�

�
;

ile tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.12.5: �(z) ve H (z) fonksiyonlar¬; K = �
2
#23 (0) ve iK

0
=

��
2
#23 (0) olmak üzere aşa¼g¬daki ili̧skiler ile tan¬mlan¬r.

�1 (z) = � (z +K) = #3
�
z#�23 (0) j�

�
;

H1 (z) = H (z +K) = #2
�
z#�23 (0) j�

�
:

2.13 DEDEKIND ETA FONKS·IYONU:

Say¬lar teorisindeki eliptik modüler fonksiyonlar¬n birçok uygulamas¬nda eta

fonksiyonu merkezi bir rol oynar. Bu Dedekind taraf¬ndan 1877 de tan¬t¬ld¬

ve H = f� : Im (�) > 0g yar¬düzleminde

� (�) = e
�i�
12

1Y
n=1

�
1� e2�in�

�
(67)

eşitli¼gi ile tan¬mland¬. x = e2�i� oldu¼gunda sonsuz çarp¬m
Y
(1� xn) for-

mundad¬r. E¼ger � 2 H ise o zaman jxj < 1 dir yani çarp¬m mutlak yak¬nsar

ve s¬f¬r de¼gildir. Dahas¬, H nin kompakt alt kümeleri üzerinde yak¬nsama

düzgün oldu¼gundan, � (�) H üzerinde analitiktir.

T� = � + 1 için

� (� + 1) = e
�i(�+1)

12

1Y
n=1

�
1� e2�in(�+1)

�
= e

�i
12� (�) (68)

elde edilir. Sonuç olarak, herhangi bir b tamsay¬s¬için,

� (� + b) = e
�ib
12 � (�) (69)

elde edilir. (68) eşitli¼gi 1 periyoduna sahip �24 (�) nun periyodik oldu¼gunu

gösterir.
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3 BULGULAR VE TARTIŞMA

Weierstrass�¬n } (z) ; � (z) ve � (z) fonksiyonlar¬n¬n şimdiye kadar kabul

edilen sonsuz seri aç¬l¬mlar¬n¬n say¬sal hesaplamalar¬için daha uygun aç¬l¬m-

lar vard¬r. Bu , � (z; �) ile tan¬mlanan, sonsuz serilerde h¬zl¬ca yak¬nsayan

bir aç¬l¬ma sahip ve Weierstrass�¬n sigma fonksiyonu ile do¼grudan ba¼glan-

t¬l¬başka bir fonksiyonu tan¬tabilmek için bir avantajd¬r. � = !2
!1
6= real;

Im � > 0 ve m;n = 0;�1;�2; ::: için ! = m!1 + n!2 olmak üzere � ve z

kompleks de¼gi̧skenler olsunlar.24 "

"0

35 �
24 1
1

35 ;
24 0
1

35 ;
24 1
0

35 ;
24 0
0

35 (mod 2) ; " ve "0 tamsay¬lar ve n
, (�1;1) aral¬¼g¬ndaki tüm tamsay¬lar olmak üzere; � (z; �) fonksiyonunu

�

24 "

"0

35 (z; �) =X
n

exp

��
n+

"

2

�2
�i� + 2�i

�
n+

"

2

��
z +

"0

2

��
(70)

şeklindeki seri ile tan¬mlar¬z [1].

(70) serisi, z-kompleks düzlemindeki kompakt kümeler üzerinde mutlak

ve düzgün yak¬nsakt¬r ve bu nedenle z�nin bir tam fonksiyonunu temsil et-

mektedir [4].

E¼ger Im � > 0 iken (!1; !2) kompleks say¬lar¬n bir çifti, ve m;n =

0;�1;�2; ::: iken ! = m!1 + n!2 ise, o zaman jzj � R için,X
j!j>2R>0

���K � z
!

�
� 1
��� � 2 X

j!j>2R>0

��� z
!

���3
elde edilir, ve son seri her sonlu R > 0 için jzj � R çemberinin içinde düzgün

yak¬nsar. Böylece

z
Y
! 6=0

�
1� z

!

�
exp

�
z

!
+

z2

2!2

�
sonsuz çarp¬m¬, her sonlu R > 0 için jzj � R çemberinin içinde mutlak ve

düzgün yak¬nsar. E¼ger

� (z; !) = z
Y
! 6=0

�
1� z

!

�
exp

�
z

!
+

z2

2!2

�
(71)
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olarak tan¬mlan¬rsa, o zaman � (z; !) ; z nin bir tam fonksiyonudur, sabit

de¼gildir, dolay¬s¬yla eliptik de de¼gildir. � (z; !) ; z nin bir tek fonksiyonu

oldu¼gundan � (�z; !) = � (z; !) d¬r. Aç¬k olarak z = ! noktalar¬nda basit

s¬f¬rlar¬vard¬r [6]. Aşa¼g¬daki Weierstrass � (z; !) fonksiyonunun

� (z; !) =
d

dz
log � (z; !) =

�0 (z; !)

� (z; !)
=
1

z
+
X
!

�
1

z � 2! +
1

2!
+

z

4!2

�
ba¼g¬nt¬s¬n¬n oldu¼guna dikkat edildi¼ginde, �1 = �

�
!1
2

�
ve �2 = �

�
!2
2

�
olmak

üzere,

� (z; !1) = � (z) + �1

� (z; !2) = � (z) + �2

gibi log � (z; !) n¬n birçok de¼geri türev ile ç¬kar¬labilir.

Teorem 3.1: z = 0 daki z ye göre � (z; �) nun türevi �0 (0; �) ve

Im � > 0; �1 = �
�
z
!1

�
; (!1; !2) Weierstrass } (z) eliptik fonksiyonunun

periyotlar¬n¬n basit veya indirgenmi̧s çifti olmak üzere,

� (z; !) = �

�
z

!1
; �

�
1

�0 (0; �)
!1 exp

�
z2

!1
�1

�
ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur [6].

Aşa¼g¬da alternatif theta fonksiyonlar¬n¬görebiliriz.

Y¬ld¬z [9] da � = exp
�
� 1
4r
(� + 2) �i� 1

2r
(2z + "0)�i

	
ve

24 "

"0

35 �24 1
1

35 ;
24 0
1

35 ;
24 1
0

35 ;
24 0
0

35 (mod 2) ; " ve "0 birer tamsay¬olmak üzere,
�

24 "

"0

35�z + 1

2r
+
�

2r
; �

�
= ��

24 "+ 1
2r�1

"0 + 1
2r�1

35 (72)

dir.

Rauch [4] de

24 "

"0

35 �
24 1
1

35 ;
24 0
1

35 ;
24 1
0

35 ;
24 0
0

35 (mod 2) ; " ve "0
birer tamsay¬ve n (�1;1) aral¬¼g¬ndaki tamsay¬lar olmak üzere,

�

24 "

"0

35 (z; �) =X
n

exp

��
n+

"

2

�2
�i� + 2�i

�
n+

"

2

��
z +

"0

2

��
(73)
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dir.

Duval [2] de

24 "

"0

35 �
24 1
1

35 ;
24 0
1

35 ;
24 1
0

35 ;
24 0
0

35 (mod 2) ; " ve "0
birer tamsay¬ve n (�1;1) aral¬¼g¬ndaki tamsay¬lar olmak üzere,

�

24 "

"0

35 (z; �) =X
n

exp

��
n+

"

2

�2
�i� + 2i

�
n+

"

2

��
z � "0

2
�

��
(74)

dir.

E¼ger

24 "

"0

35 �
24 1
1

35 (mod 2) ise, o zaman
�

24 1
1

35 (z; �) = �iX
n

(�1)n exp
(�

n+
1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz

)
(75)

dir. Bu �

24 1
1

35 (z; �) fonksiyonu, Komaravolu [6] dakinin alternatif for-
mülüdür.

E¼ger

24 "

"0

35 �
24 0
0

35 (mod 2) ve z = 0 ise, o zaman
�

24 0
0

35 (0; �) =X
n

exp
�
n2�i�

�
(76)

dur. Bu �

24 0
0

35 (0; �) fonksiyonu, Gregory [1] dekinin alternatif formülüdür.
Tan¬m 3.1:

8<: a

b

9=; olarak belirtilen bir periyot b + a� dur. Çeyrek

periyot; bir periyodun çeyre¼gidir ve

1

4

8<: a

b

9=; =
b

4
+
a�

4

olarak yaz¬l¬r. ·Indirgenmi̧s çeyrek periyot, a ve b nin 0 veya 1 e eşit oldu¼gu

bir çeyrek periyottur [9]. Yukar¬daki bu alternatif formül (72) nin yard¬m¬

ile, çeyrek periyotlara ba¼gl¬aşa¼g¬daki eşitlikleri elde edebiliriz.
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Teorem 3.2:

a)

{

0@�; "

"0

1A =

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A

=

ie�
�i�
4

X
n

(�1)n exp
n�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2
+ �i�

4
+ �i

4

o
e�

�i�
4

X
n

exp
n�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2
+ �i�

4
+ �i

4

o
fonksiyonunda;

i:E¼ger n; 0 veya çift tamsay¬ise, o zaman

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = i�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
ii:E¼ger n tek tamsay¬ise, o zaman

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = �i�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
dur.

b)

%

0@�; "

"0

1A =

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
�

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A

=

X
n

(�1)n exp
�
n2�i� + 2n�iz + n�i

2
+ n�i�

2

	
X
n

exp
�
n2�i� + 2n�iz + n�i

2
+ n�i�

2

	
fonksiyonunda;

i:E¼ger n; 0 veya çift tamsay¬ise, o zaman

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = �

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A :
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ii:E¼ger n tek tamsay¬ise, o zaman

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = ��

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
dur.

·Ispat:

a) E¼ger

24 "

"0

35 �
24 1
1

35 (mod 2) ise, o zaman

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A =
X
n

exp

8>>><>>>:
�
n+ 1

2

�2
�i� + 2�i

�
n+ 1

2

�0@z + 1
4

8<: 1

1

9=;+ 1
2

1A
9>>>=>>>;

= ie�
�i�
4

X
n

(�1)n exp

8<:
�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2

+�i�
4
+ �i

4

9=;
(77)

dür.

E¼ger

24 "

"0

35 �
24 1
0

35 (mod 2) ise, o zaman

�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A =
X
n

exp

8>>><>>>:
�
n+ 1

2

�2
�i� + 2�i

�
n+ 1

2

�0@z + 1
4

8<: 1

1

9=;
1A

9>>>=>>>;
= e�

�i�
4

X
n

exp

8<:
�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2

+�i�
4
+ �i

4

9=; (78)

dür.

(77) ve (78) eşitlikleri kullan¬larak

{

0@�; "

"0

1A =

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
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=

ie�
�i�
4

X
n

(�1)n exp
n�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2
+ �i�

4
+ �i

4

o
e�

�i�
4

X
n

exp
n�
n+ 1

2

�2
�i� + (2n+ 1) �iz + n�i

2
+ n�i�

2
+ �i�

4
+ �i

4

o
elde edilir. Burada;

i: E¼ger n; 0 veya çift tamsay¬ise, o zaman

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = i�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
ii: E¼ger n tek tamsay¬ise, o zaman

�

24 1
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = �i�

24 1
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
dur.

b) E¼ger

24 "

"0

35 �
24 0
1

35 (mod 2) ise, o zaman

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A =
X
n

exp

8>>><>>>:
n2�i� + 2n�i0@z + 1
4

8<: 1

1

9=;+ 1
2

1A
9>>>=>>>;

=
X
n

(�1)n exp
�
n2�i� + 2n�iz +

n�i

2
+
n�i�

2

�
(79)

dir.

E¼ger

24 "

"0

35 �
24 0
0

35 (mod 2) ise, o zaman

�

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A =
X
n

exp

8>>><>>>:
n2�i� + 2n�i0@z + 1

4

8<: 1

1

9=;
1A
9>>>=>>>;

=
X
n

exp

�
n2�i� + 2n�iz +

n�i

2
+
n�i�

2

�
(80)

dir.
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(79) ve (80) eşitliklerinden,

%

0@�; "

"0

1A =

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
�

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A

=

X
n

(�1)n exp
�
n2�i� + 2n�iz + n�i

2
+ n�i�

2

	
X
n

exp
�
n2�i� + 2n�iz + n�i

2
+ n�i�

2

	
elde edilir. Burada;

i: E¼ger n; 0 veya çift tamsay¬ise, o zaman

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = �

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
ii: E¼ger n tek tamsay¬ise, o zaman

�

24 0
1

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A = ��

24 0
0

350@z + 1
4

8<: 1

1

9=; ; �

1A
dur.

Teorem 3.3: Komaravolu [6] da tan¬mlanan �

24 1
1

35 (z; �) fonksiyonu
z nin tek fonksiyonudur ve c =

1Y
n=1

(1� e2n�i� ) ; Im � > 0 oldu¼gunda

�

24 1
1

35 (z; �) = ce
�i�
4 2 sin �z

1Y
n=1

�
1� e2(n�+z)�i

	 1Y
n=1

�
1� e2(n��z)�i

	
sonsuz çarp¬m¬ile ifade edilebilir.

' (z; �) =

1Y
n=1

�
1� e[(2n�1)�+2z]�i

	 1Y
n=1

�
1� e[(2n�1)��2z]�i

	
çarp¬m¬ile ifade edilen ' (z; �) fonksiyonunu ele alal¬m.
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Teorem 3.4 :  (z; �) =

�

26664 1
1

37775(z;�)
'(z;�)

fonksiyonu, 1 ve � periyotlar¬na

sahip bir eliptik fonksiyondur [9].

·Ispat:

 (z; �) =

�

24 1
1

35 (z; �)
' (z; �)

olsun. Teorem 3.3 den �

24 1
1

35 (z; �) = ��
24 1
1

35 (�z; �) oldu¼gundan

 (z + 1; �) =

�

24 1
1

35 (z + 1; �)
' (z + 1; �)

=

��

24 1
1

35 (z; �)
' (z; �)

=

�

24 1
1

35 (�z; �)
' (z; �)

dur.

 (z + � ; �) =

�

24 1
1

35 (z + � ; �)

' (z + � ; �)
=

�e�(2z+�)�i�

24 1
1

35 (z; �)
e�(2z+�)�i' (z; �)

=

�

24 1
1

35 (z; �)
' (z; �)

oldu¼gundan,

' (z + � ; �) =
1Y
n=1

�
1� e(2n�1)��i+2�i(z+�)

	 1Y
n=1

�
1� e(2n�1)��i�2�i(z+�)

	
=

1Y
n=1

�
1� e(2n+1)��i+2�iz

	 1Y
n=1

�
1� e(2n�3)��i�2�iz

	
=

1Y
n=1

�
1� e[2(n+1)�1]��i+2�iz

	 1Y
n=1

�
1� e[2(n�1)�1]��i�2�iz

	
=

1Y
m=2

�
1� e(2m�1)��i+2�iz

	 1Y
m=0

�
1� e(2m�1)��i�2�iz
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=
1Y
m=1

�
1� e(2m�1)��i+2�iz

	 1Y
m=1

�
1� e(2m�1)��i�2�iz

	�
1� e�(�i�+2�iz)

	
�
1� e(�i�+2�iz)

	�1
= �e�(2z+�)�i' (z; �)

burada n = m dir. �

24 1
1

35 (z; �) ; ' (z; �) ile ayn¬ periyodiklik faktör-
lerine sahip oldu¼gu gerçe¼ginden dolay¬, ne s¬f¬rlara ne de kutuplara sahip

olmayan,1 ve � periyotlar¬na sahip  (z; �) fonksiyonu çifte periyodiktir.

Bundan dolay¬, tüm meromor�k fonksiyonlar¬n kümesi bir alan formunda

oldu¼gundan  (z; �) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur ve 1 ile � periy-

otlar¬na sahip  (z; �) meromor�k ve periyodiktir. Weierstrass�¬n � (z; �)

fonksiyonu,

� (z; w) � � (z;!1; !2) =
1

z
+
X
w 6=0

�
1

z � w
+
1

w
+

z

w2

�
serisi ile tan¬mlan¬r ve !1; !2 kompleks say¬lar olmak üzere, (!1; !2) 6= (0; 0)

d¬r ki w = m!1+n!2 ve m;n 2 Z;ve � = !1
!2
6= reel ve Im � > 0 oldu¼gunda;

bu fonksiyon çifte periyodik olmad¬¼g¬ndan eliptik de de¼gildir. z 6= w için

ve her sonlu R > 0 için seri mutlak yak¬nsakt¬r, jzj � R dairesinin içinde

seri düzgün yak¬nsar. Dolay¬s¬yla tüm latis noktalar¬nda 1.dereceden s¬f¬ra

sahip Weierstrass �-sigma fonksiyonu,

� (z) � � (z;w) � � (z;!1; !2) = z
Y
w 6=0

�
1� z

w

�
e
z
w
+( z

2w)
2

Weierstrass�¬n sonsuz çarp¬m¬ile yaz¬l¬r. Logaritmik türevin al¬nmas¬, � (z; �)

fonksiyonunu verir,

� (z; �) =
d

dz
Log� (z; w)

bu fonksiyonun -1.derecesi homojendir, yani

� (�z; �w) = ��1� (z; w)

ve bu fonksiyon çifte periyodik olmad¬¼g¬ndan eliptik de de¼gildir [9].
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Bu tezde,

24 "

"0

35 �
24 0
1

35 ;
24 0
0

35 (mod 2) ve "; "0 birer tamsay¬olmak
üzere,

�

24 "

"0

35 (z; �) = 1X
n=�1

exp

��
n+

"

2

�2
�i� + 2�i

�
n+

"

2

��
z +

"0

2

��
24 "

"0

35 karakteristi¼gine sahip � fonksiyonunun özel bir de¼geri sunulmuştur.
Böylece, aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar

�

24 0
0

35 (z; �) = 1X
n=�1

exp
�
n2�i� + 2n�iz

�

�

24 0
1

35 (z; �) = 1X
n=�1

(�1)n exp
�
n2�i� + 2n�iz

�
elde edilir.

Teorem 3.5: Weierstrass�¬n eliptik fonksiyonu } (z;!1; !2) nin periy-

otlar¬n¬n bir çifti (!1; !2) ; ve �1 = �
�
!1
2

�
olmak üzere, Weierstrass �-

fonksiyonu bir theta fonksiyonudur ki �-fonksiyonu ve �-fonksiyonu aras¬n-

daki ba¼g¬nt¬

� (z;!1; !2) = �

�
z

!1
; �

�
!1

�0 (0; �)
:e

z2

!1
�1

ile kurulur [2].

Şimdi,

�

24 0
0

35 (z; �) =X
n

exp
�
n2�i� + 2n�iz

�
oldu¼gunu gözlemleyebiliriz.

O halde, Gregory [1] deki seri ile tan¬mlanan �

24 0
0

35 (0; �) fonksiyonu ;
�

24 "

"0

35 (z; �) nun alternatif bir formülü oldu¼gu görülür. z 6= 0 olmak üzere
bu tezde �

24 0
0

35 (z; �) ve �
24 0
1

35 (z; �) formülleri kullan¬ld¬.
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·Ilk olarak, mutlak yak¬nsayan

�

24 0
0

35 (z; �) =

1Y
n=1

�
1� e2n�i�

� 1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i�+2�iz

�
1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i��2�iz

�
sonsuz çarp¬m¬görülmektedir [4].

Teorem 3.6: Im � > 0 ve k bir tamsay¬olmak üzere,

� (z) = e
�iz
12

1Y
n=1

�
1� e2n�iz

�

sonsuz çarp¬m¬ ile tan¬mlanan Dedekind�s �-fonksiyonu ve �

24 0
0

35 (z; �) ;
�

24 0
1

35 (z; �) fonksiyonlar¬aras¬nda
a)

� (z) = e
�iz
12 �

24 0
0

35�z + 1
2

; 3z + 2k

�
b)

�

24 0
1

35�z + 4
4

;
3

2
z

�
= e�

�iz
12 � (z)

1Y
n=1

�
1� e(2n�1)�iz

�
ba¼g¬nt¬lar¬mevcuttur.

·Ispat:

a)

�

24 0
0

35 (z; �) =
1Y
n=1

�
1� e2n�i�

� 1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i�+2�iz

�
1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i��2�iz

�
formülünü hat¬rlayal¬m. E¼ger k tamsay¬ise, o zaman

�

24 0
0

35�z + 1
2

; 3z + 2k

�
=

1Y
n=1

�
1� e2n�i(3�+2k)

�
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1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i(3�+2k)+2�i(

z+1
2 )
� 1Y
n=1

�
1 + e(2n�1)�i(3�+2k)�2�i(

z+1
2 )
�

=

1Y
n=1

�
1� e6n�iz

� 1Y
n=1

�
1 + e6n�iz�2�iz�(2k�1)�i

� 1Y
n=1

�
1 + e6n�iz�4�iz�(2k+1)�i

�
=

1Y
n=1

�
1� e6n�iz

� 1Y
n=1

�
1� e6n�iz�2�iz

� 1Y
n=1

�
1� e6n�iz�4�iz

�
elde edilir. E¼ger R = e2�iz olarak belirlenirse, o zaman

�

24 0
0

35�z + 1
2

; 3z + 2k

�
=

1Y
n=1

�
1�R3n

� 1Y
n=1

�
1�R3n�1

�
1Y
n=1

�
1�R3n�2

�
elde edilir. Di¼ger taraftan, n = n0 + 1 olarak belirleyebiliriz, o zaman

�

24 0
0

35�z + 1
2

; 3z + 2k

�
=

1Y
n0=1

�
1�R3n

0+3
� 1Y
n0=1

�
1�R3n

0+2
�

1Y
n0=1

�
1�R3n

0+1
�

= (1�R)
�
1�R2

� �
1�R3

� �
1�R4

�
:::

=
1Y
m=1

(1�Rm)

=
1Y
m=1

�
1� e2m�iz

�
dir. Yukar¬dakilere göre,

� (z) = e
�iz
12

1Y
n=1

�
1� e2n�iz

�
sonsuz çarp¬m¬ile tan¬mlanan Dedekind �-fonksiyonundan

� (z) = e
�iz
12 �

24 0
0

35�z + 1
2

; 3z + 2k

�

elde edilir.
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b)

�

24 0
1

35 (z; �) = 1X
n=�1

(�1)n exp
�
n2�i� + 2n�iz

�
eşitli¼gine göre, jxj < 1 ve beşgen say¬lar olarak bilinen 1

2
n (3n+ 1) ;

n = �1;�2;�3; ::: için x = e�iz olmak üzere,

�

24 0
1

35�z + 4
4

;
3

2
z

�
=

1X
n=�1

(�1)n exp
�
1

2
n (3n+ 1) �iz

�

= 1 +
1X
n=1

(�1)n
�
exp

�
1

2
n (3n� 1)�iz

�
+ exp

�
1

2
n (3n+ 1) �iz

��
= 1 +

1X
n=1

(�1)n
h
x
1
2
n(3n�1) + x

1
2
n(3n+1)

i
= 1� x� x2 + x5 + x7 � x12 � x15 + :::

�

24 0
1

35�z + 4
4

;
3

2
z

�
= (1� x)

�
1� x2

� �
1� x3

�
:::

=
1Y
n=1

(1� xn)

x = e�iz olarak kabul edildi¼ginden;

�

24 0
1

35�z + 4
4

;
3

2
z

�
==

1Y
n=1

�
1� en�iz

�
elde edilir.

Bu sonuçlar, �-theta fonksiyonu ve Dedekind �-fonksiyonu aras¬ndaki

ili̧ski ile ilgili önümüzdeki çal¬̧smalarda, önemli bir rol oynayacakt¬r.

Asl¬nda, teoremin uygulamas¬: Teorem 3.6 n¬n ispat¬ndaki (a) ile elde

edilen ili̧ski , Teorem 3.6 n¬n ispat¬ndaki (b) de kurulan beşgen say¬lar üz-
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erindeki Dedekind �-fonksiyonu bilindi¼ginden,

�

24 0
1

35� z+4
4
; 3
2
z
�

1Y
n=1

(1� e(2n�1)�iz)

=

1X
n=�1

(�1)n exp
�
1
2
n (3n+ 1) �iz

�
1Y
n=1

(1� e(2n�1)�iz)

=

1Y
n=1

(1� en�iz)

1Y
n=1

(1� e(2n�1)�iz)

=
(1� e�iz) (1� e2�iz) (1� e3�iz) (1� e4�iz) (1� e5�iz) (1� e6�iz) :::

(1� e�iz) (1� e3�iz) (1� e5�iz) (1� e7�iz) :::

=
�
1� e2�iz

� �
1� e4�iz

� �
1� e6�iz

�
:::

=
1Y
n=1

�
1� e2n�iz

�
elde edilir. Dedekind eta fonksiyonu,

� (z) = e
�iz
12

1Y
n=1

�
1� e2n�iz

�
olarak bilindi¼ginden,

�

24 0
1

35� z+4
4
; 3
2
z
�

1Y
n=1

(1� e(2n�1)�iz)

=
1Y
n=1

�
1� e2n�iz

�

�

24 0
1

35� z+4
4
; 3
2
z
�

1Y
n=1

(1� e(2n�1)�iz)

= e�
�iz

12 � (z)

elde edilir. Bundan dolay¬,

�

24 0
1

35�z + 4
4

;
3

2
z

�
= e�

�iz
12 � (z)

1Y
n=1

�
1� e(2n�1)�iz

�
dir.
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4 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Son y¬llarda diferansiyel denklemlerde seri çözümleri daha çok kullan¬lmak-

tad¬r. Theta serisinin yard¬m¬ile Dedekind eta fonksiyonu kullan¬larak ilk

defa bu tezde elde edilen eliptik fonksiyonun da diferansiyel denklem çözüm-

lerinde kullan¬laca¼g¬düşünülmektedir.

Sonuç olarak, daha önce Jacobi taraf¬ndan kullan¬lan

24 0
0

35 karakter-
isti¼gi ve z+1

2
de¼gi̧skeni yerine,

24 0
1

35 karakteristi¼gi ve z+4
4
de¼gi̧skeni kul-

lan¬larak �-theta fonksiyonu ve Dedekind �-fonksiyonu aras¬ndaki ili̧ski ilk

defa bu çal¬̧smada elde edilmi̧stir.
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leri, Yükseklisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, (2011).

.

120



.
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