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OZET

THETA FONKSIiYONU VE DEDEKIND ETA FONKSIiYONUNDAN ELDE
EDILEN ELIPTiK FONKSiYON UZERINE

Nuray SAKALLI
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Agustos 2013, 122 sayfa

Weierstrass'n sigma fonksiyonu ile Theta fonksiyonlar1 arasinda bir iliski oldugu
asikardwr. Bir eliptik fonksiyon Theta fonksiyonlar1 ile olusturulabilecegi gibi,
Weierstrass'in sigma fonksiyonu yardimiyla da kurulabilir ve Dedekind n-fonksiyonu ve
0-theta fonksiyonu arasindaki iki iligki Imt>0 1 saglayan z,t kompleks sayilar1 ve (z,7)
ciftine gore O-fonksiyonu icin karakteristik degerler kullanilarak kurulabilir. Bu tez {i¢
boliimden olusmaktadir ve tezin birinci boliimiinde ¢alisma igerisinde kullanilmis olan
gerekli tanim ve temel teoremler verildi. Bu tezin ikinci boliimiinde de periyodik ve
eliptik fonksiyonlar, Weierstrass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-fonksiyonu ve Sigma
fonksiyonu tanitilmistir. Ayni1 zamanda eliptik fonksiyonlarin Zeta-fonksiyonu ile
olusturulmas: ve Weierstrass tarzi eliptik fonksiyonlarin olusturulmas: hakkinda bilgi
verilmistir. Ardindan, eliptik fonksiyonlarm cebirsel ve geometrik 6zellikleri, Theta
fonksiyonlar1 ve Jacobi theta fonksiyonlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Son olarak
Dedekind eta fonksiyonu tanitilmistir. Ugiincii béliimde ise, ¢eyrek periyotlara gore
Theta fonksiyonlar1 arasindaki doniistimler verilmis ve Jacobian tarzi eliptik
fonksiyonlar; tanimlanmis bir fonksiyon yardimiyla Theta fonksiyonlar: kullanilarak
kurulmustur.

Anahtar sozciikler: Dedekind eta Fonksiyonu, Theta Fonksiyonu, Eliptik
Fonksiyonlar, Weierstrass Fonksiyonlar1 ve Karakteristik Degerler



ABSTRACT

ON THE ELLIPTIC FUNCTION OBTAINED FROM THE THETA
FUNCTION AND DEDEKIND’S ETA FUNCTION

Nuray SAKALLI
Duzce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
August 2013, 122 pages

It's a reality that there is a relationship between the sigma function of Weierstrass and
Theta functions. An elliptic function can be set up using the theta functions just as it can
be established with the help of sigma function of Weierstrass and two relations between
the Dedekind's m-function and 0O-theta function were established by the using
characteristic values for 0-function according to the (z,t) pair and z,t complex numbers,
satisfying Imt>0. This thesis consists of three sections. In the first section, a short
literature survey is given. The definitions and basic theorems which used for this study
are provided in this section.. In the second section, firstly periodic functions, elliptic
functions, Weierstrass functions, theta functions, Jacobi elliptic functions and Dedekind
eta function are defined and then some relations between them are given. In the third
section, the transformations among the Theta functions according to the quarter periods
have been given and a Jacobian style elliptic functions has been set up the theta function
by the help of a defined function.

Keywords : Dedekind eta Function, Theta Function, Elliptic Functions, Weierstrass
Functions and Characteristic Values



EXTENDED ABSTRACT

ON THE ELLIPTIC FUNCTION OBTAINED FROM THE THETA
FUNCTION AND DEDEKIND’S ETA FUNCTION

Nuray SAKALLI
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. ismet YILDIZ
August 2013, 122 pages

1.INTRODUCTION

It's a reality that there is a relationship between the sigma function of Weierstrass and
Theta functions. An elliptic function can be set up using the theta functions just as it can
be established with the help of sigma function of Weierstrass and two relations between
the Dedekind's m-function and 6-theta function were established by the using
characteristic values for 0-function according to the (z,t) pair and z,t complex numbers,
satisfying Imt>0. This thesis consists of three sections. In the first section, a short
literature survey is given. The definitions and basic theorems which used for this study
are provided in this section. In the second section, firstly periodic functions, elliptic
functions, Weierstrass functions, Theta functions, Jacobi elliptic functions and
Dedekind eta function are defined and then some relations between them are given. In
the third section, the transformations among the Theta functions according to the quarter
periods have been given and a Jacobian style elliptic functions has been set up the theta
function by the help of a defined function.

2.MATERIAL AND METHODS:

We define Weierstrass functions, Dedekind's n-function and Theta function in this
section. We defined the Theta function 9(z,r) by the series,

9{1(”) -Yew {(n +§T it +2ﬂi(n+§j (z +%)}

and Dedekind’s eta function by the infinite product



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In this section, we show relations between the Dedekind's n-function and Theta
function. These relations are given below. We have the relations

a)n(z):ellZZQ{g}(zzl,3z+2k]
0l(z+4 3 ) _ -z = (2n-1)ziz
b)eu( y ,Ezj—e 2 (2)[(1-€*")

0

between the functions 9(0

0
](Z’T)’Q(l ](z,r) and Dedekind's n-function which defined

by the infinite product 7(z)=e' H(l —ez"”iz) where Imt>0 and k is a integer.

n=1

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

As a result, the relation has been obtained between Theta and Dedekind's -n(z) functions

z+4

0 0
by using the characteristic L} and the variable instead of the characteristic LJ

. I .. . .
and the variable % which were previously used by Jacobi.






1 GIRIS

Eliptik fonksiyonlar teorisi 18. yiizy1ll ve 19. yiizyihn baglarinda Euler,
Legendre, Gauss, Abel, Jacobi ve Liouville’in ¢aligmalari ile geligtirilmistir.
Abel ve Jacobi bu konuyu, 1827’de ters fonksiyonlar1 ve kompleks diizlem
teorisi caligarak koklii bir degisime ugratmigtir. Liouville sinirli tam fonksiy-
onlar iizerine teoremini de kapsayan kompleks degiskenler metodunun sis-
tematik kullanimini ortaya ¢ikarmigtir. Weierstrass’in 19. ytiizyilin sonlarina
dogru gelistirdigi versiyon Jacobinin theta fonksiyonlar: ile kurdugu yon-
temden ¢ok daha basitti. Mittag-Leffler, Neville ve Tricomi, Abel ve Jacobi
teorisini geligtirmek i¢in theta fonksiyonlar1 yerine Weierstrass fonksiyon-
larini kullanmiglardir.

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir ve tezin birinci boliimiinde ¢aligma
igerisinde kullanilmig olan gerekli tanim ve temel teoremler verildi.

Bu tezin ikinci boliimiinde de periyodik ve eliptik fonksiyonlar, Weier-
strass Pe-fonksiyonu, Weierstrass Zeta-fonksiyonu ve Sigma fonksiyonu
tanmitilmigtir. Aym zamanda eliptik fonksiyonlarin Zeta-fonksiyonu ile olus-
turulmasi ve Weierstrass tarzi eliptik fonksiyonlarin olugturulmasi hakkinda
bilgi verilmistir. Ardindan, eliptik fonksiyonlarin cebirsel ve geometrik 6zel-
likleri, theta fonksiyonlar1 ve Jacobi theta fonksiyonlar1 hakkinda bilgi ver-
ilmistir. Son olarak Dedekind eta fonksiyonu tanitilmigtir.

Uciincii boliimde ikinci boliimde verilmis olan Jacobi eliptik fonksiy-
onu kullanilarak, Theta fonksiyonu ve Dedekind eta fonksiyonu arasinda

bir bagint1 elde edilmigtir.



1.1 KURAMSAL KAVRAMLAR

1.1.1 Genel Kavramlar
Bu boliimde ¢aligmamiz icin gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 1.1.1.1 (e-Komsuluk): z, € C ve ¢ > 0 olmak iizere,
B (zp,e) ={2€C:|z— 2| <€}

kiimesine zy noktasinin e—komsgulugu denir.

Tanim 1.1.1.2 (ig Nokta): A C C herhangi bir kiime ve z, € A olsun.
B (z9,e) C A olacak gekilde bir ¢ > 0 gergel sayis1 varsa, zo noktasina A
kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.

Tanim 1.1.1.3 (i¢): Bir A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin olusturdugu
kiimeye A kiimesinin ici denir, ve A° ile gosterilir.

Tanim 1.1.1.4 (Agik Kiime): Her noktasi bir i¢ nokta olan kiimeye
acik kiime denir. Bagka bir deyisle A° = A ise A kiimesi bir acik kiimedir.

Tanim 1.1.1.5 (Kapali Kiime): Tiimleyeni agik olan kiimeye kapah
kiime denir.

Tanim 1.1.1.6 (Dis Nokta): A C C kiimesi verilsin. A kiimesinin
tiimleyeninin bir i¢ noktasina A kiimesinin bir dig noktasi denir. Biitiin
dig noktalarimin olusturdugu kiimeye A kiimesinin dig1 denir ve (C — A)° ile
gosterilir.

Tanim 1.1.1.7 (Yigilma Noktasi): a € C olsun. a’nin her ¢ > 0
komgulugunda A kiimesine ait en az bir eleman varsa, a’ya A kiimesinin
yigilma noktasi veya yigilma yeri denir. Eger sonsuz ¢oklukta elemani varsa
bu yigilma noktasina limit noktasi denir.

Tanim 1.1.1.8 (Kapanig Noktasi): A C C alt kiimesi ve bir z € C
noktasi verilsin. Eger z noktasinin her komsulugunda A kiimesinin en az

bir eleman1 varsa, z noktasia A kiimesinin kapanis noktasi denir.



Tanim 1.1.1.9 (Baglantihi Kiime): A, Y ve Z C kompleks sayilar
kiimesinin alt kiimeleri olsun. Eger ACYUZ, ANZ #3, ANY # & ve
ANY NZ = @ olacak bicimde Y ve Z gibi bos olmayan iki ayrik ve
agik kiime bulunamaz ise, A C C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde
baglantisizdir denir.

Tanim 1.1.1.10 (Basit Baglantilh Kiime): A kiimesi icindeki her-
hangi iki noktay1 birlegtiren biitiin yollar yine kiime i¢inde kaliyorsa, bu A
kiimesine basit baglantili kiime denir.

Tanim 1.1.1.11 (Bolge): Kompleks diizlemde acik ve baglantili kiimelere
bolge denir.

Tanmm 1.1.1.12 (Ortii): X herhangi bir uzay olsun. Bilesimleri V

kiimesini kapsayan {G;} ailesine, V' C X kiimesinin ortiisii denir. Bilesim-

leri V' C X kiimesini kapsayan ve UGZ- = X olan agik kiimelerin {G;}

i
ailesine, V' C X kiimesinin agik ortiisii denir. Bilegimleri V' C X kiimesini

kapsayan alt aileye veya V kiimesini orten aileye, verilen bir ortiiniin alt
ortiisii ad1 verilir. Eger V' C X kiimesini kapsayan alt aile yanhz sonlu
sayida kiime kapsiyorsa, bu aileye de sonlu alt ¢rtii denilir.

Tanim 1.1.1.13 (Kompaktlik): Eger bir kiimenin her agk ortiistiniin
sonlu alt ortiisii varsa, bu kiimeye kompakttir denir.

Tanim 1.1.1.14 (Seri):
a1+a2+a3+...+an+...

ifadesine seri denir. aq, as, ... sayilarina da serinin terimleri ad1 verilir.

Bir seriyi gostermek icin

o
G +aytaztotag o= a,
n=1
veya
a1+a2+a3+---+an+"'zzan



kullanilir.

Tanim 1.1.1.15 (Yakinsaklik): Kompleks sayilarim bir {z,} dizisi ve
zp € C verilsin. Her ¢ > 0 sayis1 i¢in Vn > ng oldugunda |z, — zo| < € olacak
bicimde bir ny dogal sayis1 varsa, bu dizi z; kompleks sayisina yakinsiyor
denir. {2y} dizisinin z; noktasmna yakinsamasi z, — 2o veya limz, = 2
bi¢iminde gosterilir.

Tanim 1.1.1.16 (Diizgiin Yakinsama): A C Cve f, : A — C
fonksiyonlarimin {f,,} dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 ve tiim z € A degerleri
icin Vn > no alindiginda |f,, (2) — f (#)| < € olacak bi¢imde bir ny dogal
say1s1 varsa, { f,} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakimsiyor denir.

Tanim 1.1.1.17 (Mutlak Yakinsaklik): Y |U,| serisi yakinsak ise
n=1

> U, serisine mutlak yakinsak seri denir.

nZITanlm 1.1.1.18 (Limit):w = f(z) fonksiyonu basit baglantil bir
D bolgesinde tanmimlanmig olsun.zg € D icin 2 — zp oldugunda w =
f (z) fonksiyonunun limiti; ¢ > 0 sayist ve |z — 29| < 0 oldugu miiddetge
|f (2) — L| < ¢ esitsizligi daima gergeklenecek sekilde 6 > 0 sayis1 mevcut
ise f (z) fonksiyonunun limiti L’dir denir ve lim, ., f () = L seklinde
yazilir.

Tanim 1.1.1.19 (Siireklilik): A ¢ C, f: A — C bir fonksiyon ve

zp € A olsun. € > 0 keyfi olmak tiizere z € A ve |z — zp| < ¢ i¢in

[f (2) = f(20)] <e

olacak bigimde § (zp, €) > 0 sayist mevcut ise f fonksiyonuna zy noktasinda
siireklidir denir.

Tamim 1.1.1.20 (Pargali Siireklilik): A C C, f: A — C tamimh
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A’daki siireksizlik noktalarinin sayisi

sonlu ise f fonksiyonuna A iizerinde parcali siireklidir denir.



Tanim 1.1.1.21 (Analitik Fonksiyon): f, kompleks degigkenli ve
kompleks degerli fonksiyonu zy € C noktasinin bir komgulugunda tanimh

olsun. Eger
fo &) = 1 ()

z—20 Z— 2
limiti varsa, bu fonksiyona zy noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. 2z
noktasinin bir € > 0 komsulugunda diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna
zo noktasinda analitik fonksiyon denir.

Tamim 1.1.1.22 (Analitik Devam): Bir f(z) fonksiyonu, a merkezli

(' yakinsaklik cemberi iginde
ap+ay(z —a) +ay(z —a)* + ...

ile tanimlanan Taylor serisi ile gosterilebilir. ) ¢emberi iginde segilmis
bir b noktasi i¢in; yukaridaki agihmdan, f(z) fonksiyonunun b noktasindaki

tiirevleri ve f(z) fonksiyonunun degeri bulunabilir. Boylece
bo + bl(Z — b) + bQ(Z — b)2 + ...

serisi yeni bir seri olup C yakinsaklik dairesine sahip olur. Eger C}’den
oteye bir Cy varsa o zaman f(z)'nin degeri ve tiirevleri bu parca uzamasi
icinde bulunabilir ve boylece f(z) ile ilgili fazla bilgiye sahip oluruz. Bu
durumda; f(z) fonksiyonunun analitikliginin C} egrisinin 6tesine genigleye-
bildigini soyleyebiliriz. Buna analitik devamlilik denir.

Tanim 1.1.1.23 (Kutup Noktasi, Sifir Noktalar1): f fonksiyonu,
2z = 29 noktasinda analitik degil fakat

lim (z —29)" f(2) = A#0 (1)

Z—20

olacak sekilde bir n € Z* sayisi mevcut ise, z = zy noktasma f fonksiy-
onunun bir kutup noktasi denir. (1) ifadesini gergekleyen en kiicitk n € Z*
sayisina zp kutup noktasinin mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup nok-

tasi basit kutup noktasi adini alir.



2o € C noktasida analitik bir f fonksiyonu icin f (z9) = 0 iken

f(z)=1(2=2)"g(2) (2)

kogulunu saglayan bir n pozitif tamsayis1 ve g (zp) # 0 olan, z; noktasinda
analitik bir ¢g fonksiyonu varsa zy sayisina f fonksiyonunun n. mertebeden
sifir1 denir. n = 1 durumunda 2y noktasina f fonksiyonunun bir basit sifiri
denir.

Tanim 1.1.1.24 (Rezidii): f fonksiyonu, tek degerli olmak iizere C
icindeki bir z = 2y noktas1 harig, C’nin iizerinde ve iginde analitik olsun. f

fonksiyonunun z = 2, noktasindaki Laurent acgilimi,

F(2)=) an(z—=20)"+> bulz—20)" (3)

seklindedir.
Bu acilimdaki negatif tislii terimin ilk b; katsayisi da f fonksiyonunun
z = 2o noktasindaki rezidiisii denir ve Rez(f, zo) ile gosterilir.
(3) ifadesinden
Rez (f, z0) = v

seklinde tanimlanir. Bu rezidii ayrica

1
C

integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

b
f(Z):Z 12 +a0+&1<2—20)+G2(Z—Z[))2+“'
— <0

acilimi var olup burdan

by = lim [(z — 20) f (2)]

zZ—20

limiti ile de rezidii hesaplanabilir.
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Tanim 1.1.1.25 (Periyodik fonksiyon): Kompleks diizlem iizerindeki
her noktada taniml ve reel sayilar cisminde lineer bagimsiz vektorler olan
wy ve wo kompleks sayilar olmak {izere iki periyoda sahip olan fonksiyona
cifte periyodik fonksiyon denir.

Tiim kompleks z sayilari i¢in w; ve ws’nin f’in periyodlar: olmasi

ft+w)=f(z+w)=f(2)

seklinde ifade edilir.

Tanim 1.1.1.26 (Meromorf Fonksiyon): Bir B bolgesinde kutup
noktalarindan bagka singiiler noktasi olmayan fonksiyona meromorf fonksiyon
denir.

Tamim 1.1.1.27 (Eliptik Fonksiyon): Acik z—diizlemindeki bir periyot
latisinde meromorf ve ¢ifte periyodik fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Tanim 1.1.1.28 (Riemann Theta Fonksiyonu): a,b € R olmak

tizere, Riemann theta fonksiyonu

o =S o 22 2) (12))

n

seklinde tanimlanir.
Tanim 1.1.1.29 (Jacobi Theta Fonksiyonu): Jacobi theta fonksiy-

onu

0.(z|7) = 1/8 Z ) n (n+1)/2 (2n+1)iz _ 2q1/8

n=—oo

Z )" " 2 gin (20 4+ 1) 2

n=0
seklinde tanimlanmigtar.
Tanim 1.1.1.30 (Tam Fonksiyon): Biitiin sonlu z diizleminde anal-

itik olan fonksiyonlara tam fonksiyonlar denir.
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Tamim 1.1.1.31 (Grup): Bir G kiimesi iizerinde & igaretiyle gostere-
cegimiz bir ikili iglem tanimh olsun. Eger bu iglem grup aksiyomlar: denilen
asagidaki ozelliklere sahipse (G, @) yapisina bir grup, denilir.

(G1) Islem birlesme ozelligine sahiptir.

(G2) Isleme gore G nin birim 6gesi vardir.

(G3) G nin her 6gesinin bu igleme gore bir ters 6gesi vardir.

Ayrica agagidaki 6zellik de saglaniyorsa (G, @) yapisina degismeli (abel)
bir gruptur, denilir.

(G4) Islem yer degistirme 6zelligine sahiptir.

Tanim 1.1.1.32 (Halka): Bir A kiimesi iizerinde & ve ® isaretleriyle
gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimli olsun. Eger bu islemler halka
aksiyomlar diyecegimiz agagidaki iig dzellige sahipse (H, ®, ®) yapisina bir
halka denilir.

(H1) (H,®) bir abel grubudur.

(H2) ® islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

(H3) ® isleminin & iglemi iizerine soldan ve sagdan dagima ozelligi
vardir.

Bu ii¢ ozellik ile birlikte

(H4) ® islemine gére H nin birim 6gesi var.

aksiyomu da saglaniyorsa, (H, ®, ®) halkasina birim 6geli halka ya da,
kisaca, birimli bir halka, denilir.

Ik tic 6zellik ile birlikte

(H5) ® islemi yer degistirme 6zelligine sahiptir,

aksiyomu da saglaniyorsa, bu halkaya degismeli bir halkadir, denilir.

Yukaridaki bes ozelligi saglayan bir halkaya birimli ve degigmeli bir
halkadir,denilir.

Tanim 1.1.1.33 (Cisim): Bir F kiimesi iizerinde & ve ® isaretleriyle
gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimlh olsun. Eger bu islemler cisim

aksiyomlar diyecegimiz asagidaki iki 6zellige sahipse (F, @, ®) yapisina bir
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cisim, denilir.

(C1) (F,®,®) birimli ve degismeli bir halkadur.

(C2) F kiimesinden @ igleminin birim 6gesi atilinca, geri kalan kiime ®
islemine gore bir abel grubudur.

Tanim 1.1.1.34 (Modiil): C kompleks sayilar ciimlesinin bog ciimle-
den farklh ve toplama iglemine gore degismeli her alt grubuna, Z tam sayilar
halkas: tizerinde bir modiil denir.

Tanim 1.1.1.35 (Latis): Sonlu diizlemde yigilma noktasi bulunmayan
bir modiile latis denir.

Sifirdan farkli bir yigilma noktasi olan her modiil i¢in sifir da bir yigilma
noktasidir. O halde bir £ latisi i¢in sifir bir yigilma noktasi degildir. Buna
gore sifirdan farkli elemanlar1, mutlak degerce alttan sinirli olan her degismeli
grup bir latis olmalidir.

Diizlemsel latisler:
a)Lo={mw:m=0,w#0,meZ,weC}
seklinde tanimli latise, sifir boyutlu ya da sifir latis denir.

b)Ly = {mw:m #0,w#0,m € Z,w e C}

olarak tanimlanan latise bir boyutlu veya basit latis denir.

\c mwy + nws : (m,n) # (0,0),w#0, m, n€Z,
Clg =
wl,wQGC,Z—i:T¢R

ciimlesi ile tanimlanan latise de iki boyutlu ya da ¢ift latis denir.

Burada wy, wy kompleks sayilar lineer bagimsiz olup (wq, ws) ¢iftine £

latisi i¢in bir baz1 denir ve

alinir.
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Tanim 1.1.1.36 (Kalan Siifi): u € C olmak iizere
v+ L={ut+w:weLl}

ciimlesine, mod L’ye gore bir kalan siifi denir.

Tanim 1.1.1.37 (Temel Boélge): Her kalan sinifinin yalmz bir tek
elemanini iceren basit baglantili bolgeye, ilgili latisin temel bolgesi denir.

L latisinin kendisi de bir kalan sinifidir. Buna gore, £, diizlemsel latisinin
temel bolgesi biitiin diizlem, £, latisinin temel bolgesi iki paralel iki dogru
ile simirlanmig, sonsuz bir gerit ve Ly latisinin temel bolgesi ise, degisik

geometrik gekillerde olabilir.
D ={aw; +bws : 0 <a, b< 1}

paralelkenari, bu geometrik sekillerden biridir. Bir £ latisinin biitiin w € £

noktalari, sifirdan farkli bir A € C kompleks sayisi ile carpildiginda yeni bir
L={\w:weL}

latisi tanimlanabilir.

Teorem 1.1.1.1: Eliptik fonksiyonlarin toplamai, farki, béliimii ve ¢arpim-
lar1 da yine bir eliptik fonksiyondur.

Teorem 1.1.1.2: En fazla bir kutbu olan 1. dereceden bir eliptik
fonksiyon sabittir.

Tanim 1.1.1.38 (Euler Formiilii ): Her reel # sayisi icin ¢ ya da
exp (i0) ile gosterilen

e = cosf + isin6

ifadesi Euler Formiilii olarak bilinir. Sifirdan farkli 2 kompleks sayisinin

kutupsal formda

z =1 (cosf +isin0)
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yazilisinda Euler Formiilii kullanilarak, z kompleks sayisi iistel formda

seklinde ifade edilir.
Tanim 1.1.1.39 (Moivre Formiilii ):

(cosf +isinf)" = cosnb +isinngd (n=0,+1,+2,...)

ifadesine Moivre Formiilii ad1 verilir.

Teorem 1.1.1.3(Laurent Teoremi): w = f(z) fonksiyonu aym a
merkezli r; yaricaph C) gemberi ve ry yaricapli Cy g¢emberi iizerinde ve
bu c¢emberlerin siirladigt D halka bolgesinde tanimlanmig, analitik bir

fonksiyon olsun. Bu halde f fonksiyonu

f<z>=2an<z—a>"+z(j_—’;yl

n=0

seklinde bir acilima sahiptir.

Bu acilimda

an—i/ &dw;n:(),l,l...
o (

o 21 W — a)n—I—l

ve

1
a_n, = — %dw,nzl,l
2mi Cs (w - a)
seklinde ifade edilir. Ayrica acilimdaki
S
—~ (2 —a)

kismina Laurent serisinin “esas kismi” adi verilir.
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Teorem 1.1.1.4(Weierstrass M-testi): g,, A C C ciimlesindeki fonksiy-
onlarin bir dizisi olsun ve M,, > 0 reel sabitlerin bir dizisi alinsin.

(1) Tiim z € A degerleri i¢in |g, (2)| < M, ve,

(i) > 2 | M, serisi yakinsak

olacak gekilde iki kogul saglaniyorsa

Zgn (2)

serisi mutlak ve diizgiin olarak A ciimlesinde yakinsar.
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2 MATERYAL VE YONTEM

2.1 PERIYODIK FONKSIiYONLAR:

Tanim 2.1.1: f(z) fonksiyonu diizlemin bir D bolgesinde taniml olsun.
Eger Vzi1, 20¢D igin, z; ~ z3 = m2w olacak gekilde f(z1) = f(z2) ise o
zaman meZ igin 2w kompleks sayisina fonksiyonun periyodu ve fonksiyona
da periyodik fonksiyon denir.

Ornek:

1) exp (z + 27i) = exp 2

f(2) = exp(z + 2mi) = €*.e*™ = ¢* (cos 2w + isin27) = €* yani

f(z) = f (2 + 2mi) oldugundan 27i bu fonksiyonun periyodudur.

Teorem 2.1.1: f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 aym periyotlu iki periyodik

fonksiyon ise, o zaman f (2) £ ¢g(2), f(2)g(z) ve gf((;)) (9(2) #0) de aym
periyotlu periyodik fonksiyonlardir.

Teorem 2.1.2: Aymni periyotlu periyodik fonksiyonlar kiimesi bir cisim
formundadr.

Teorem 2.1.3: Bir periyodik fonksiyonun tiirevi de aym periyot yada
periyotlara sahip bir periyodik fonksiyondur.

Ispat: f(z) fonksiyonu 2w periyotlu bir fonksiyon olsun.

O zaman
Jz+2w) = f(2)
dir. Bundan dolay1
J (24 20) = /(2)

dir.
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Teorem 2.1.4: Eger f(z) fonksiyonu 2w periyotlu bir periyodik
fonksiyon ise, o zaman herhangi bir m tamsayisi i¢in m2w da f(z) nin
bir periyodudur.

Ispat: m herhangi bir pozitif tamsay1 olsun.

flz+m2w) = f(z+m—12w+ 2w)
fz+m—T12w)

= flz4+m—22w+2w)
I

z+m—22w)

= [(2)
m herhangi bir negatif tamsay1 olsun. O zaman

f(z—m2w) = f(z—m2w+ m2w)
= [(2)
dir.

Dikkat: ) = {m2w} periyotlarinin kiimesi sonsuzdur.

Teorem 2.1.5: Eger f (z) periyodik fonksiyonunun periyotlarinin kiimesi
2wy, 2ws, 2ws ise, 0 zaman Y, m,2w, (m, € Z) de fonksiyonun bir periy-
odudur.

Ispat: f(z) icin

f (z + Z mr2wr> =f (z + Z m, 2w, + m12w1>
r=1

r=2

=f (z + Zmﬂwr)
r=2
= (Z + mo2wsy + Z mr2wr>

r=3
=f (z + i mr2wT>
r=3
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=f(2)
Teorem 2.1.6: €2 periyotlarin kiimesi olmak iizere toplama iglemi al-
tinda €2 bir degismeli gruptur.
Teorem 2.1.7:Eger periyodik meromorfik fonksiyonun sabit olmayan
iki periyodu 2w, 2w,y ve ;—Zi € R ise, o zaman ;—gf € Q dir.

Ispat: m € Z icin 0 ve 2w, iizerinde bulunduran aralik (0, £m2w,)

olsun. gﬁ € R oldugundan n € Z i¢in n2w, bu dogru iizerinde olmalidir.
Eger m2w; = n2w, ise gif bir rasyonel sayidir. m,n nin en az bir degeri

icin eger m2w; = n2ws ise o zaman {2/ } noktalarimin kiimesi mod2w; e gore

{n2w,} konjuge olur.

veya

n12ws = No2wy (mod2w)

yani

(n1 — ng) 2wy = M2w,

dir. Sonsuz smirli bir kiime olan {2} kiimesinin bir limit noktasi vardir.
Fakat {2} C Q oldugundan bu imkansizdir. Bundan dolay: ;—if € Q dur.

Teorem 2.1.8: Sabitten farkl periyodik meromorfik bir fonksiyon 2
periyotlar kiimesinin elemanlar1 ya m2w yada m2w; + n2w- dir.

Tanim 2.1.2: Bir f (z) periyodik fonksiyonunun m2w seklindeki periy-
otlarina gore f (z) fonksiyonuna basit periyodik fonksiyon denir. 2w; periy-
oduna da esas periyot veya asil periyot denir.

Tanim 2.1.3: 2w, ile tanimlanan seride de basit periyot fonksiyonunun

periyot seridi denir.
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Tanim 2.1.4: Koseleri zg + m2w; + n2ws noktalarinda bulunan latise
periyot paralelkenar: veya zo periyot kafesi denir.

Teorem 2.1.9 (Liouville): f (z) fonksiyonu tiim sonlu diizlemde anal-
itik ve sirh ise, f(z) sabittir. Bir bagka ifadeyle, biitiin diizlemde siirh
olan tam fonksiyon sabittir.

Tanim 2.1.5:Eger f(2+w) = f(z2),2z ve z+w f’ nin alaninda oldugunda,
kompleks degigskenli bir f fonksiyonu w periyodu ile periyodik olarak ad-
landirilir. w bir periyot ise, bu sekilde her n tamsayisi i¢in nw’dir. wq ve wo
periyotlar ise,bu sekilde secilen her m ve n tamsayilar: i¢in mw, + nws dir.

Tamim 2.1.6:Eger iki periyodu wy ve wa,onlarm oram 22 reel degil ise,
f fonksiyonuna ¢ifte periyodik denir.

Dejenere durumlar: 6nlemek icin oranin reel olmasi gerekir.Ornegin; eger
wy ve wq periyotlar,onlarin orani reel ve rasyonel ise her w; ve wq nin aym
periyorlarin bir tamsay1 kat1 oldugunu gostermek kolaydir. Gercekten eger
a ve b aralarinda asal tam sayilar oldugunda Zj—f = ¢ ise ,0 zaman m ve n

tamsayilar1 vardir, boylece mb + na = 1’dir. w = mw; + nws olsun. O

zaman w bir periyottur ve

W= w (m—irn:—?) =w (m—i—n%) :%(mb—i—na):%

elde edilir. Boylece w; = bw ve ws = aw ’dir. Bu nedenle hem w; hem de
wy w’nin tamsay1 katlaridir.

Eger 22 oram reel ve irrasyonel ise f nin keyfi olarak kiigitk periyot-
lara sahip oldugu gosterilebilir. Keyfi kiiciik periyotlar ile bir fonksiyon,
bu fonksiyonun analitik oldugu her acik baglantili kiime iizerinde sabittir.

Gergekten, f nin analitik oldugu her noktada

) i L) = 1)

zn—0 Zn

dir. Burada {z,}, 0 egilimindeki sifirdan farkli kompleks sayilarin herhangi
bir dizisidir. Eger f keyfi kiiciik periyotlara sahip ise, {z,} 0 egilimindeki

periyotlarin bir dizisi olarak segilebilir. O zaman f (z + z,) = f (2) dir ve
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bundan dolay1 f’(z) = 0 dir. Bagka bir deyigle f nin analitik oldugu her
acik baglantili kiime {izerinde sabit olmalidir.

Tamim 2.1.7: f;w; ve wy periyotlarina sahip olsun ve periyotlarin orani
g—f reel olmasin. Eger m ve n birer tamsay1 iken f nin her periyodu mw; +

nws bigiminde ise (w1, ws) ¢iftine esas ¢ift denir.
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Sekil 1.1.b

wy Ve wy periyotlarinin her esas cifti; diizlemin karolari bigimin-
deki paralelkenarlarin bir agini belirler. Bunlara periyot paralelkenarlar:
denir. Koseleri w = mw; + nwy periyotlardir. Iki kenarm kesisimi ve
periyot paralelkenarina ait tek sinir noktalar: olarak bunlarin kesigme nok-
talar1 dikkate alinir, sekil 1.1.b de gosterildigi gibidir.

Gosterim: Eger w; ve wo iki kompleks say1 ve onlarin oran reel degil
ise, burada m ve n keyfi tam sayilar olmak iizere mw, + nws nin tiim lineer
kombinasyonlarimin kiimesi €2 (wy,ws) (veya sadece Q) ile gosterilir. Bu w;
ve wy tarafindan olusturulan latis olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.10: Eger (w;,ws) periyotlarin bir esas ¢ifti ise, o zaman

koseleri 0, wy,ws olan iiggen icinde veya sinirinda bagka periyotlar icerir.

22



@, + @, w, + w,

W+ w'=a +a,

Sekil 1.2.3 Sekil 1.2.b

Ispat: Sekil 1.2.a da gosterilen, kogeleri 0, wy, wi+ws ve ws olan paralelke-

nari1 dikkate alalim. Bu paralel kenarin icindeki ve sinirindaki noktalar,
z = awi + Pws

formuna sahiptir, burada 0 < o < 1 ve 0 < § < 1 dir. Bu noktalar
arasindaki periyotlar sadece 0,w;,ws ve wi+ wo dir, yani koseleri 0, w1, ws
olan ticgenin koseleri diginda higbir periyodlar: yoktur.

Tersi olarak 0,w,ws tiggeninin kogeleri diginda bir periyodu oldugunu
varsayalim ve w herhangi bir periyodu olsun. m ve n tamsayilari i¢in w =
mwy + nwy oldugu gosterilsin.  £2 reel olmayan say1 wy ve wy reel sayilar

tizerinde lineer bagimsiz oldugu icin ,bunun sonucu olarak
W = t1w1 + tg(x)g

dir, burada t; ve ty reeldir. Simdi [t] ¢ den kiigiik veya esit en biiyiik tam

say1 olsun ve burada 0 < r; < 1 ve 0 < ry < 1 oldugunda
t1 = [t1] + 71, to=[to] + 72
yazilir. O zaman
w— [t)wy — [ta] wy = riwr + Tows

dir. Eger r; veya ry den biri sifirdan farkli ise o zaman rw; + rows kosgeleri

0,w1,ws, w1+ we olan paralelkenarin i¢inde uzanan bir periyot olacaktir.
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Fakat eger bir w periyodu bu paralelkenarin i¢inde uzaniyorsa, o zaman ya
w yada wi+ wy — w ; 0, w1, ws licgeninin iginde veya wy ve ws yi birlestiren
kogegen iizerinde uzanacaktir, bu hipoteze aykiridir. Bunedenle r;y =7, =0
ve ispat tamamlanir.

Tanim 2.1.8: Reel olmayan orana sahip olan (wy,ws) ve (w},w}) kom-
pleks sayilariin iki ¢iftine,eger periyotlarinin ayni latislerini olugturuyorlar
ise egittir denir; bu ise, Q (wy,wsy) = Q (w),w)) olarak gosterilir.

Teorem 2.1.11: (w;,ws) ve (w),ws) iki ¢ifti esittir ancak ve ancak

a b
tamsay1 girdileri ile 222 matrisi ve ad — bc = +1 determinanti

c d

Co=10 @)
wh c d w1

dir veya diger bir deyisle,

vardir, boylece

Wy = awsg + bwy,

wy = cwy+ dwy

dir.

2.2 ELIPTIiK FONKSiYONLAR:

Tamim 2.2.1: Eger f fonksiyonu asagidaki iki ¢zellige sahip ise eliptiktir.
(a) f cifte periyodiktir.
(b) f meromorfiktir.
Teorem 2.2.1: Sabit olmayan eliptik fonksiyon, periyotlarin bir esas
ciftine sahiptir.
Teorem 2.2.2: Eger bir f eliptik fonksiyonu bazi1 periyot paralelke-

narlarinda kutba sahip degil ise f fonksiyonu sabittir.
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Ispat: Eger f nin bir periyot paralelkenarmda kutbu yok ise, o zaman f
stirekli ve bundan dolay1 paralelkenarlarin kapatilmasi ile sinirlandirilmigtir.
Periyodiklik ile, f biitiin diizlemde sinirhidir. Bundan dolay1, Lioville’s Teo-
remi (Teorem 2.1.9) ile, f sabittir.

Teorem 2.2.3: Eger bir f eliptik fonksiyonu bazi periyot paralelke-
narlarinda sifira sahip degil ise, o zaman f sabittir.

Teorem 2.2.4: Herhangi bir hiicrenin (cell) sinir1 boyunca alinan eliptik
fonksiyonun kontur integrali sifirdir.

Ispat: Periyodiklik nedeniyle paralel kenarlar boyunca integraller iptal
edilir.(Etkisiz hale gelir.)

Teorem 2.2.5: Herhangi bir periyot paralelkenarinda, eliptik fonksiy-
onun kutuplarindaki eliptik fonksiyonun rezidiileri toplami sifirdir.

Not: Teorem 2.2.5 Her bir periyot paralelkenarinda en az 2 basit kutba
veya en az bir ¢ift kutba sahip olan eliptik fonksiyonun sabit olmadigim
gosterir.

Teorem 2.2.6: Herhangi bir periyot paralelkenarindaki eliptik fonksiy-
onun sifirlarinin sayist kutuplariin sayisina esittir.

Ispat: Bir hiicrenin C smin etrafinda alinan
1 !/
Lre,
2ri ) f(2)
c

integrali, hiicre icindeki kutuplarin sayisi ile sifirlarinin sayisi arasindaki

fark sayilir. Fakat, f ile aym periyotlarda fTI eliptiktir ve Teorem 2.2.4 bu
integralin sifir oldugunu bize anlatir.

Not: Herhangi bir periyot paralel kenarindaki eliptik fonksiyonun sifir-
larinin (veya kutuplarinin) sayisi fonksiyonun derecesi(mertebesi) olarak ad-
landirilir. Her sabit olmayan eliptik fonksiyonun derecesi 2 ye esit veya 2

den biiyiiktiir.
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2.2.1 Eliptik Fonksiyonlarin Yapisi

Fonksiyonun mertebesi en az 2 oldugundan, her bir periyot paralelke-
narindaki ikinci dereceden bir kutba veya iki basit kutba ihtiyacimiz var.
Biri Weierstrass ile, digeri Jacobi ile gelistirilen iki olasilik eliptik fonksiy-
onlarin iki teorisine yol agar. Wierstrass ve onun hareket noktasinin, z = 0
da ve bunun icin her periyottaki derecesi 2 olan bir kutuba sahip eliptik
fonksiyonlarinn yapisidir. Laurent agiliminin her bir w periyodu civarindaki
onemli bir kismi

A B

Z—w)  (z—w)

formuna sahip olmalhdir.
Kolaylik i¢in A = 1, B = 0 alalim. Her bir w periyodu civarindaki boyle
bir agilim istedigimizden, bu tip terimlerin bir toplamin

2

w

1
z—w)’
olarak diigsiinmek dogaldir, biitiin w = mw; + nws periyotlar1 iizerinde
toplanir. z # w sabiti i¢in, bu m ve n tizerinde toplanan bir ¢ift seridir. Son-
raki iki lemmada, bu tipteki ¢ift serilerin yakinsaklik ¢zellikleri ele alinacak-
tir. Bu lemmalarda,biitiin mw; + nwsy lineer kombinasyanlarinin kiimesi §2
ile gosterilir, burada m ve n keyfi tamsayilardir.
Lemma 2.2.1: Eger « reel ise,
y L
=

sonsuz serisi mutlak yakinsar,ancak ve ancak o > 2 dir.
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$ ) + @,

Sekil 1.3

Ispat: Sekil 1.3 e bakinz ve r ve R sirasiyla 0 dan gosterilen paralelke-
nara olan minimum ve maksimum uzakliklar olsun. Eger w, bu semada

gosterilen herhangi 8 sifir olmayan periyotsa,
r<|wl <R (w mn 8 periyodu i¢in)

elde edilir.

Bu 8’i gevreleyen eg periyotlarin bir sonraki katinda
2r <|w| <2R (w nin 16 yeni periyodu igin)

esitsizliklerini saglayan 2.8=16 tane yeni periyot elde edilir. Bir sonraki
katinda

3r <|w| <3R (w nin 24 yeni periyodu igin)
esitsizligini saglayan 3.8=24 tane yeni periyot elde edilir v.b. Bu nedenle ,

1 1 1
w nmin ilk 8 periyodu i¢in, — < — < —
R — |w| ro

1 1
w nin sonraki 16 periyodu igin, < < v.b

(2R)" 7 fwl® 7 ()"
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esitsizlikler elde edilir. Bunun igin orijin etrafindaki sifir olmayan 8(1 + 2 +

...... + n) periyot tizerinde alinan S (n) = > |w|™* toplamy;

i_*_ 2.8 T n.8 <S(n)<§ 2.8 . n.8
ke (2R)" T (nR)" T T (@20t T ()Y
veya
8 w— 1 8w 1
_— < <
R k:oz—l - S (n) - ra ka—l
k=1 k=1

esitsizliklerini saglar. a > 2 ise, bu 8¢ (O‘T,;al) ile tistten sl S(n) kismi
toplamlarimin oldugunu gosterir. Fakat herhangi bir parcali toplam, bu
tiir iki pargah toplam arasinda yer alir, bu yiizden Y |w|™® serisinin biitiin
parcali toplamlar: istten simirlidir ve bundan dolay1 o > 2 ise seri yakinsar.
a < 2 ise alttan sinirh S(n) dizisinin wraksar oldugunu gosterir.

Lemma 2.2.2: a >2ve R > 2 ise |z| < R diskinde
P—
e
serisi mutlak ve diizgiin yakinsar.

Ispat: o > 1 ise, boyle bir M sabitinin (R ve a ya bagh olarak) var

oldugu gosterilecek, |z| < R olan z’ler ve |w| > R olan biitiin w’lar i¢in

1 M
< (4)
(z—w)" 7 |w|
elde edilir. (4) esitsizligi
z—wl|® 1
> — 5)
w - M (5)

denktir.

M yi sergilemek igin |w| > R olan €2 daki biitiin w lar1 goz éniine alalim.
Modiilii minimum diizeyde se¢ilsin, d > 0 oldugunda |w| = R + d stylenir.

O zaman |z| < R ve |w| > R+ d ise

2 2 R
- 1——‘>1—H>1——
‘ wl — wl = R+d

Z— W

w
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elde edilir ve bundan dolay1

oldugunda

dir. Bu hem (5) ’i hem de Lemma 2.2.2 yi ispatlar.

Daha once belirtildigi gibi,
1
WZG; (2 —w)?
formundaki seri kullanilarak basit eliptik fonksiyonlar olusturmak denenebilir.
Bu, her bir periyot civarinda uygun (gerekli) temel kisma sahiptir. Ancak
seri mutlak yakinsamaz, bu yiizden serideki iis 2 yerine 3 kullanilir. Bu bize
3. dereceden eliptik fonksiyonlar:1 verir.
Teorem 2.2.7: f;
FEe =Y
v o (2= w)?
serisi ile tanimlansin. O zaman f; €2 da her bir w periyodunda 3. dereceden
bir kutbu olan ve periyotlari wq,ws olan eliptik bir fonksiyondur.
Ispat: Lemma 2.2.2 ile, seri |z| < R diskinde diizgiin yakinsayan |w| >
R iizerindeki toplam ile elde edilir. Bu nedenle o, bu diskteki analitik bir
fonksiyonu gosterir. Sayilardaki sonlu kalan terimler bu diskteki her bir
w periyodundaki 3.dereceden kutuplar1 haric, bu diskte analitiktir. Bu, {2
daki her w daki 3. dereceden bir kutbu olan f fonksiyonunun meromorfik
oldugunu ispatlar. Sonra f nin w; ve ws periyotlarina sahip oldugunu
gosterir. Bunun i¢in serinin mutlak yakinsakligindan faydalanilabilir.

1
(24w —w)®

f(z—i—wl)zz

weN

29



elde edilir. Fakat w — wi,w ya sahip € daki biitiin periyotlardan gecer,
yani f(z 4+ wq) igin seri, f(z) igin serinin sadece bir yeniden diizenleme-
sidir. Mutlak yakimsaklk ile f(z 4+ w;) = f(2) elde edilir. Benzer gekilde
f(z+ws) = f(z) dir yani f ¢ifte periyodiktir. Bu ispat1 tamamlar.

2.3 MOBIUS DONUSUMLER VE MODULER
FONKSIYONLAR:

Tanim 2.3.1 (Mobius Déniigiimler): Daha genel bir doniigiim olan

az+b

f(z) = (6)

cz+d

(a,b,c,d keyfi kompleks sayilar) ile ilgili baz1 agiklamalar ile baglayalim.
Esitlik (6); z = =% ve z = oo hari¢ C* = C'U{occ} genisletilmis kompleks

[

sayilar sistemindeki tiim z’ler icin f(z) tanmimlar. z # 0 ise §

oo oldugu
olagan kurala sahip

() = ve =2

c

ile tanimlanan C* tamamina f nin tanimi genisletilebilir.
Ik olarak;

(ad — be) (w — z) 7)

(cw+d) (cz+d)’

ad — bc = 0 ise f nin sabit oldugunu gosterir. Bu dejenere durumu en-

fw)—f(z) =

gellemek i¢in, ad — be # 0 oldugunu varsayalim. Dolayisiyla bu rasyonel
fonksiyona mobius doniigim denir. z = ’—Cd deki sabit kutup hari¢ C* iiz-

erindeki her yerde analitiktir.

Esitlik(7), her Mobius doniistimii C* iizerinde bire bir oldugunu gosterir.
f(2) cinsinden z i¢in (6) ¢oziildiigiinde;

&)=
—cf(2)+a
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bulunur. Yani C* {izerinde f nin haritas1 C* dir. Bu da ters fonksiyonun

f~1 in bir Mobius doniisiim oldugunu gosteriyor.

(7)’de w — z ile boliindiigiinde ve w — z oldugunda,

ad — bc
f'(z) = (1 d)?
elde edilir, bundan dolay1 analitik olan her noktada f’(z) # 0 dir. Bu
nedenle, muhtemelen z = _—Cd kutbu hari¢ her yerde f konformaldir.
Mobius doniigiimler daireler tizerindeki daire haritalaridir.(Dairelerin 6zel
durumlarmin dogrular oldugu diisiiniilsiin.) Bunu ispatlamak i¢in A ve C

reel olmak tizere

AZ+Bz+Bz+C =0 (8)

esitligi diisiiniilsiin. Herhangi bir daire iizerindeki noktalar A # 0 olan boyle
bir esitligi kargilar ve herhangi bir dogru iizerindeki noktalar A = 0 olan
boyle bir esitligi kargilar. (8)’deki z, (aw + b)/(cw + d) ile degistirildiginde

w nun ayni tip bir esitligi olan
Aww + B'w+ Bw+C' =0 9)

kargiladigi bulunur, burada A’ ve C’ reeldir. Bunun i¢in her Mobius déniigiim,
bir daire veya dogru iizerindeki bir daire veya dogru haritasidir.

Aymni sifir olmayan sabitler ile tiim a, b, ¢, d katsayilar1 carpilir ise Mobius
doniisiim degismeden kalir. Bu nedenle bu ad — bc = 1 oldugu varsayilan
genellik icinde hicbir kayip yoktur.

ad — be # 0 olan her bir Mobius doéniigiimii (6)

a b
c d

A:

2x2 matrisi ile iligkilidir. O zaman det A = ad — be # 0 dir. Eger A ve B

sirasiyla f ve g Mobius doniigiimleri ile iligkili matrisler ise, o zaman matris
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carpimi AB nin fog bilegke ile iligkili oldugunu dogrulamak kolaydir, burada

10
(fog)(z)=f(g(2)) dir. I = birim matrisi,
01
1240
0z +1

flz) ==

birim doniistimii ile iligkilidir ve

ters matrisi

dz—b
—1 _
foG) = —cz+a

olan f nin tersi ile iligkilidir. Boylece ad — bc # 0 bilegke altinda bir grup
olugturan tiim Mobius doniigiimlerin kiimesi oldugu goriiliir. Bu boliim

katsayilar1 olan a, b, ¢, d tamsayilar1 onemli alt gruplarla ilgilidir.

Tanim 2.3.2 (I' Modiiler Grubu): a,b,¢,d € Z igin det A = |A| =

a
ad—bc = 1 olmak iizere A = seklinde tersi mevcut olan matrisler
c d

grubu R olsun. Tersi mevcut olan £ : C*> — C? lineer doniisiimii i¢in,
L4:CPoC?zow=Az

ile verilen ifadeye, homojen lineer doniigim denir. A.z carpimi, A ile z =

wq
€ C? nin matris carpimidir.
%)

— az+0b
z—>w:A(z):CZ+d

ifadesi de inhomojen lineer doniisiim olarak tamimlanir. Elemanlar: tam-
sayillar ve det A = 1 olan homojen lineer doniisiime, homojen modiiler
doniisiim denir. Homojen modiiler doniisiimler bir grup teskil eder ki bu

gruba modiiler grup denir ve

a b
I' = s a,be,d € Z,det A=1
c d
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bagntisi ile verilir. iInhomojen modiiler déniigiimler,
F—{A:Aer)

grubu olarak tanimlanir [19].

1 1
Teorem 2.3.1: Homojen modiiler grup, sonsuz kuvvetten T' =
0 1
ve 4.kuvvetten S = B matrisleri ile olusturulur. Inhomojen mod-
1 0
iiler doniisiimler ise, 2.dereceden ST = —% ve sonsuz dereceden T'T =7+ 1

doniistimleri ile olugturulur.

Sonraki teorem ,I" nin

1

Tr=7+1 ve ST=—-

-

doniisiimleri ile olugturuldugunu gosterir.
Teorem 2.3.2: ' modiiler grubu
11 0 -1
= ve S =

01 1 0

matrisleri ile olugturulur. Yani n ler birer tamsay1 olmak {izere, I' daki her
A,
A=TmST™S. TS

formunda ifade edilebilir.

Tanim 2.3.3 (Temel Kiime): G, I' modiiler grubunun herhangi bir
alt grubunu gostersin. H iist yar1 diizlemindeki iki nokta 7 ve 7’ niin,
G’deki baz1 A i¢in 7' = A7 ise GG altinda denk oldugu stylenir.G bir grup
oldugundan bu bir denklik bagintisidir.

Bu denklik bagmtisinin, denklik simflarmin ayrik(pargali) toplamlar
halindeki H iist-yar1 diizlemini bolmesine yoringe denir.GT yoriingesi, A €
GG olmak iizere At formunun tiim kompleks sayilarinin kiimesidir.

Her yoriingeden bir nokta segilir, biitiin bu noktalar birlestirilirse buna

G’nin temel kiimesi denir.
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Tanim 2.3.4: G, I' modiiler grubunun bir alt grubu olsun. Eger Rg
agagidaki iki ozellige sahip ise H’nin R alt kiimesi G’nin temel bolgesi
olarak adlandirilir.

(a) Iki farkh noktast olmayan R ,G altinda denktir.

(b) 7 € H ise, R¢ kapali bolgesinde bir 7" noktas: vardir,6yleki G altinda
7', T ya denktir.

/
Lemma 2.3.1: w},w} ile =2 reel olmasin,
1
Q= {m+ nw)} : m,n birer tamsay1

O zaman ,burada bir (w1, ws) temel cifti (w),w}) denktir. Oyleki,

ad — bc =1 olan

wa a b wh

w1 c d Wi

diir ve oyleki
lwa| > w1, w1 + wa| > |we|, w1 — wa| > |wae|
dir.

Teorem 2.3.3: 7' € H ise H deki bir 7 kompleks sayis1 I' altindaki 7/

ye denktir, oyleki;
I7| > 11|, |7+ 1| > |7| ve |7 —=1] > |7|

Ispat: | = 1,0, = 7 olsun, Q = {m +n7':m,n birer tamsay1}

periyotlariin kiimesine Lemma 1 uygulansm. O zaman burada |wy| >

lwil, |w1 £ wa| > |wa| olan wq,ws bir temel ¢ifti vardir. 7 = 22 olsun. (@)

zaman ad — bc = 1 ve

7| > [1], |7 £1] > |7
ile 7 = 7' diir.
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Not: |7+ 1| > |r| karsilayan H deki bu 7 ,aym zamanda |7 +7| < 1
de kargilar.
Teorem 2.3.4:

Rr={re€eH:|r|>1,|r+7| <1}

agik kiimesi I' i¢in bir temel bolgedir. Dahas1 Rr daki baz 7 lar igin A € T’
ve AT = 7 ise o zaman A = 1 dir. Diger bir deyisle ,sadece birim eleman
Rr da sabit noktalara sahiptir.

Ispat: Teorem 3.3.2; Rr kapali bolgesindeki 7 nun I' altinda 7’ ne

denk oldugunu gosterir. Iki farkli noktas: olmayan Rp nm I' altinda denk

a

oldugunu ispatlamak icin, 7" = A7 olsun, burada A = dir. 7 € Rr
c d
ve ¢ # 0 ise, ilk olarak Im (7') > Im (7) oldugu gosterilsin.
I
Im (7') = il UV (7)2
leT + d|

elde edilir. 7 € Rp ve ¢ # 0 ise
ler+df> = (er+d) (F+d) =7 +cd (T +7) + d> > & — |ed| + d?
elde edilir. d =0 ise |eT + al|2 > ¢2 > 1 bulunur. d # 0 ise
A —ed| + d? = (|| = |d])* + |ed| > |ed] > 1

elde edilir, bu yiizden tekrar |¢r + d|* > 1 dir. Bu nedenle ¢ # 0, |er + d|* >
1 anlamina gelir ve bunun sonucu olarak Im (7') < Im (7) dur. Diger bir
deyisle ,c¢ # 0 olan I nmin her A elemani, Rr daki her bir noktanin ordinatini

azaltir.

Simdi hem 7 hem de 7/ niin Rr nin i¢ noktalarina denk oldugunu varsay-

alim. O zaman

, ar+b dr' —b
T = ve T=-——
cT +d —ct'+a
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dir. ¢ # 0 ise hem Im (7') < Im (7) hem de Im (7) < Im (7') elde edilir.

Bunun icin c=0dir yaniad =1, a =d = £1 ve

a b +1 b
A = = = Tob
c d 0 =1

dir. Fakat o zaman hem 7 hem de 7/ Rr i¢inde oldugundan yani 7 = 7/
oldugundan b = 0 dir. Bu Rr nin farkli olmayan iki noktasinin I' altinda
denk oldugunu ispatlar.

Son olarak, Rr icindeki baz1 7 i¢gin A7 = 7 ise, ayn1 kanit ¢ = 0, a =
d = £1 oldugunu gosterir, yani A = 1 dir. Bu sadece birim elemanin Rr da
sabit noktalara sahip oldugunu ispatlar.

Tanim 2.3.5 (Modiiler Fonksiyonlar): H iist yar diizlem ve w, w’ €
H oranlar reel olmayan kompleks sayilar igin 7 = %, Im7 > 0 olmak iizere
bir f (1) fonksiyonu,

(a) Biitiin 7 degerleri igin genisletilmis H*iist yar1 diizleminde analitiklik
sartlarim1 sagliyorsa,

(b) f nin Fourier agilim

formuna sahipse ve

(c) Her 7 € H* ve A € I i¢in

f(A(7)) = (em+ )" [ (7)

yazilabiliyorsa, bu f (7) fonksiyonuna k agirlikli bir modiiler form denir.
Ozel olarak, k=0 alinirsa, f (7) modiiler fonksiyondur [19].

Teorem 2.3.5: Eger f nin modiiler ve 6zdeg sifirlar1 yok ise, o zaman
Rr temel bolgesinin kapatilmasindaki, f nin sifirlarinin sayisi, kutuplariin
sayisina esittir.

Teorem 2.3.6: Eger f modiiler ve sabit degilse, o zaman her ¢ kompleks

sayisi i¢in, f — ¢ fonksiyonu Rr kapanigindaki kutuplar: gibi sifirlarinin ayni
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sayisina sahiptir. Diger bir deyisle, f genellikle Rr kapanigindaki esit her
degeri alir.

Teorem 2.3.7: Eger f , H de modiiler ve sinirli ise, o zaman f sabittir.

2.4 WEIERSTRASS SIGMA FONKSIYONU o (2):

Tanim 2.4.1:
i © (%)

z—0 z

=1

saglanmas sart1 ile

d
2 llogo (:)] = (2)
bagintisi ile tanimlanir.

Teorem 2.4.1: o (z) fonksiyonu

o (z) = ZH/{(1 _ Q;) e(m+m>}

formunda sonsuz sayida carpan ile ifade edilebilir. Burada carpim m ve

n’lerin ayn1 anda sifir olmadiklar: tiim pozitif ve negatif sayilara genigletilebilir.

Ispat: o (2)’nin tammindan elde edilen

loggfi) :/Z{C(z)—é}dz

elde ederiz. ¢ (z)’nin tanmimindan

1og"£) - jzzl{(z—lﬂmn)+gl t }dz

[ 1 1
- ZZ//{(Z_an) +an +Q§m}dz
0

_ 2
- ZZ/{log (Z_Qirzn) - Qin + %ngm}
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burada A integral sabitidir ve ¢ (z) — 1, z = 0 komsulugunda analitiktir

ve her bir terimin integrali alinarak serinin, analitik fonksiyonlarin diizgiin
yakinsak serisi oldugu goriilebilir.

Boylece A bir sabit iken

o(z)= Aznl:!l/ { (1 - ann) e(ﬂzmﬁnz%jn)}

olur.

20 2
oldugundan A = 1’dir.

Acgiklama 2.4.1: o (z) fonksiyonu €2,,,,’de sifirlar1 olan integral fonksiy-
onudur. Bu yiizden eliptik fonksiyon degildir. Baz yazarlar o (z)’yi Teorem
2.4.1 ile tamimlarlar.

Yardimci Teorem 2.4.1: o fonksiyonunda homojenlikten her A # 0
icin

0 (Az; dwi, Aws) = Ao (25w, ws)
oldugu aciktir.

Ispat: Bu Teorem 2.4.1 ile dogrudan ispatlanir. o (z) fonksiyonu birinci
dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 2.4.2: o (z) fonksiyonu z = 0 komgulugunda

a9 ay

b = — = — — .« ..
1 127 2 307

olmak {izere
0(2) =2+b12° +bp2" 4+ -+ b 223

seklinde kuvvet serisine agilir.
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Ispat : ¢ (2)’nin tammindan

logaiz) :/Z{g(z) - %}dz

oldugunu biliyoruz. ¢ (z)nin Teorem 2.5.4 ile gosterilen seri agilimindan

T 3 5 2n+1
g 2 _ /{_@Z__aj__..._ : }d
0

A2p -
z 3 5 2n +1
_ _%4_%6_...:_4(% a4 o )
12° 7307 TR

elde edilir. Dolayisiyla

olmak iizere

olur. Buradan

a Qa
bi=—15 b=-3;

olmak {izere
0(2) =2+b12° + b2 4+ -+ b 22"

olur.
Yardimci Teorem 2.4.2: o (z) tek fonksiyondur.

Ispat: Kuvvet serisi aciliminda z yerine —z yazildiginda

2n+3

0(=2) = (=2)4b (=2)° 4+ by (=2)" + -+ b, (—2)
= — (2402 + b+ 5,27 )

= o (2)
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oldugu goriiliir.
Teorem 2.4.3: o ve p fonksiyonlar1 arasinda

p(2) = —% {logo (2)} = " (2) ;20(2*) o (2)

bagintis1 vardir.

ispat:

() =~ (2)

pre) = dz
oldugunu biliyoruz. Buradan
d2
p(z) = ——5logo(2)}

_ 0% (2)—0(2) 0" (2)
B o2 (2)

bulunur.

Teorem 2.4.4: 27, = 2mmn, + 2nn, olmak {izere

(24 Q) = (1) 20n (2552 ) ()

esitligi vardir.

Ispat: Teorem 2.5.6’dan elde edilen

veya
/ an /
o' (z+ ):U(Z)+2nmn
o(z+Qun) 0o(2)

esitliginin iki tarafimn da integrali alinarak, A bir integral sabiti olmak

izere,

logo (2 4+ Qun) =logo (2) +2n,,,z + A

ve boylece

o (Z + an) — €2nmnz+A0 (Z)

— 62Wmn(z+%>+’4lo' (z)

— O (=32 5 (2)
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elde edilir. Burada A’ = A— 1, Qm, ve C = e?'birer sabittir. C' sabiti
asagidaki gekillerde elde edilebilir:

Durum 1:

m ve n ayni anda cift olmadigl zaman % bir periyot degildir.

Son elde edilen denklemde z = —QT yazildiginda

Lo

(%)

elde edilir.
Durum 2:
m ve n ayni anda ¢ift oldugu zaman % say1s1 o (z)’nin bir sifirdir.

Boylece L'Hospital Kurali ile

elde edilir.

o fonksiyonunun ¢2,,,,’de basit sifira sahip olmasina ragmen, o’ fonksiy-

Q mn ?
2

onu bir ¢ift fonksiyondur ve de hig sifir1 yoktur. Bu yiizden

o (Z + an) _ (_1)m+n+mn 62T]mn(z+975m)0_ (2)

Yardimci Teorem 2.4.3. : Teorem 2.4.4’ten agagidaki 6zel sonuglar

elde edilir.

0 (24 2w;) = —2nET) g (2) |
o (Z + 2w2) — _2ma(ztwr) 4 (Z) ’
0 (2 4 2ws) = —?BETW3) g (2) |

Teorem 2.4.5 (Legendre Bagintis1):

w1
w1, WS (—) >0
%

igin £ latisinin bazi olsun. Bu durumda zeta fonksiyonunun n; = 1 (w;) yar
periyotlar:

W1y — WoNy = 271
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ifadesini saglar.
Ispat: 0’1 F’in bir i¢ noktasi olarak kabul edelim. Bu durumda ¢ (z) F

icerisinde 1. dereceden kutba sahiptir. Bu ytiizden rezidii teoreminden

2mi = /C(z) dz
oF

bulunur.
Zeta fonksiyonunun doniigiim formiiliinii kullanarak ve zit koseler iiz-

erindeki integralleri birbirine ekleyerek Teorem 2.4.5’1 ispatlayan

Ytw2
- / Nydz — / Ndz = winy — waly
Ytwi Y

elde edilir.

2.5 WEIERSTRASS ZETA-FONKSIYONU ( (2):

Tanim 2.5.1: Zeta fonksiyonu agagidaki cifte seri ile tanimlanir.

C(Z)—%—FZZI{z_lg +Ql +Q§ } (10)

Burada Q,,, = 2mw; + 2nws ve (m,n) # (0,0) seklinde tamsayilardir.

35 toplami (m,n) # (0,0) oldugu tiim tamsay1 degerleri icin tanimlidir.
Acgiklama 2.5.1: ,,,’lerin ((z)’nin basit kutuplar1 oldugu agiktir ve
bu nedenle fonksiyon meromorftur.
Teorem 2.5.1:

1 | TR
E+ZZ’{Z—QW+Q T }

mn mn

serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
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Ispat: |Q,..| > 2|z| olmak tizere

1 N 1 N z B 22
2= Qo Q. Q2 N Q2 (z— Qi)
9
< 4
- 3 _ =
2 (1= L)
22|
Q|

oldugu i¢in (10) ile verilen seri mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 2.5.2: ( (z) fonksiyonu bir tek fonksiyondur.

Ispat:

C(=2) = —§+ZZ’{(_z—Ian)+Qjm_Q;n}
- —_§+ZZ’{<H1§2%) o Q;H
= - §+ZZ’{<2_91,” SR ;_n+ﬂ2inH
= - %+ZZ’{<Z—1QM>+91,1+Q§MH

Burada {Q,,,} ve {Q_,,_,} kiimelerinin denk olduguna dikkat edelim.

Teorem 2.5.3: ©(z) ve ((z) fonksiyonlar1 arasinda p(z) = —('(2)
esitligi vardir.

Ispat: ¢ (z) serisi, analitik fonksiyonlarm diizgiin yakimsak bir serisi
oldugundan her terimi ayr1 ayr1 tiirevlenebilir.

Boylece,

(6= |5+ S g |~ o)

elde edilir.

43



Teorem 2.5.4:

ZZ k)—i—l Q (k+2)

olmak tizere, ( (z) fonksiyonu

1
C(Z) a2 3 a4 5 L 2n S2ntl

:———Z [— J—

z 3 5 2n+1

seklinde kuvvet serisine agilabilir.

ispat:

I | 1 N S PR 2+
(Z - an) B an 1 - Qjm B an an an

bilgisini kullanarak
1
EIEES » ¥

1 1 z z 2 1 z
- z*zz’{_am <1+an+(9mn> +> Qo Q%L}

((z) tek fonksiyon oldugundan her k € Z* igin 2% terimlerinin kat-
sayilar1 sifir olacaktir.

Boylece

=D > ik +1)Q, 0 k=246, ...

oldugu yerde
((z2)=———=2"——2°—+-- (11)

elde edilir.
Teorem 2.5.5: (10) ifadesinde homojenlikten her A # 0 igin

¢ (Az; dwq, Aws) = AT (z;w1,wse)
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oldugu aciktir.
Ispat: Bu ((z)nin tammindan dogrudan elde edilir. ((z) fonksiyonu
(—1) . dereceden homojen bir fonksiyondur.

Teorem 2.5.6: Tanmiml olduklar yerlerde

C(z42w) = C(2)+2m,

C(z+2w2) = ((2)+2n,

esitlikleri vardir. Burada

N = ¢ (w1) veny, = ¢ (w2)
dir.
ispat:

C(z+2w)— ¢ (R)=—p+2w)+p(z)=0

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla C' sabit olmak iizere ¢ (z 4+ 2w;) = ((2)+C

olur. Buradan z = —w; icin

C=((wi1) = ((—w1) =2 (w1)
ve boylece
¢ (24 2w1) = ((2) +2¢ (w1)
elde edilir. Benzer seklide
C(z42w2) =C(2) +2my ve My = ((w2)

elde edilir.
Yardimci Teorem 2.5.1: Teorem 2.5.6'nin tekrar tekrar uygulanmasi
ile

C (24 2mwy + 2nwsy) = ((2) + 2mn, + 2nn, (12)

elde edilir.
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Teorem 2.5.7: 7, ve n, sabitleri
.
w2 =71 = 51

seklinde Legendre bagintisi ile birbirlerine baghdir.
Ispat: Rezidii teoremi ile

[ ¢(2)dz = 2mi x((z)'nin (20) latisinde bulunan ,,,’deki rezidiisii
(20)

2mi = | ((z)dz
/

20+2w1 20+2w1+2w2 20+2wo 20
= / + / + / + / ((2)dz
(z0) (z0+2w1) (zo4+2w1+2w2) (z+2w2)
20+2wa z0+2w1

- / {C(z + 2wy) = ((2)} dz — / {C(z 4+ 2wa) — ((2)} d=

(z0) (20)
= 4Anyws — 4nywy

Buradan
.
Wz — 7MW = §Z

bulunur.

Acgiklama 2.5.2: Teorem 2.5.6’dan ((z) 'nin ¢ifte periyodik olmadig
aciktir ve bu sebeple eliptik bir fonksiyon degildir. Bu ayni zamanda 1.
dereceden sabit olmayan bir eliptik fonksiyon olmadigi i¢in beklenen bir
sonugtur. Legendre bagintisindan, 7, ve n,’nin ayni anda sifir olamayacak-
lar1 agiktir. Ama ((z) fonksiyonu periyodiklige bagh olarak davraniginda
bazi diizenlere sahiptir: (2, arttikca z gibi bir toplama sabitine bagh
olarak fonksiyon degeri degisir. Fonksiyonlarin bu 6zelligi genelde yar1 (veya

pseudo) toplam periyodikligi olarak bilinir.
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2.6 WEIERSTRASS PE-FONKSIYONU ¢(2):

Eliptik fonksiyonlarin Weierstrass teorisini geligtirmek icin, Weierstrass Pe-
Fonksiyonu p(z) veya daha net sekilde p(z;wi,ws) yi ele almaliyiz.

Tanim 2.6.1:
Qun 7 0, Qe = Mm2wy + 2wy = 0(mod 2wy, 2ws)

iken ve > )" toplami (m,n) # (0,0) i¢in tiim pozitif ve negatif m,n tam-

sayilar ile alindiginda, Weierstrass Pe-Fonksiyonu

o) =5+ S e ) (13

mn

cifte serisi ile tanimlanir.

Konunun devaminda
D=2 2=
ile gosterilecektir.
Stiphesiz ki ©(z), Q. ’de 2. dereceden bir kutba sahip ve temel kism

m olan diizgiin meromorf fonksiyondur ve p(z) serisi yakinsaktir.

NOT: (13) ifadesinde homojenlikten her A\ # 0 igin
(A2 A, dws) = A 2p(z; w1, w)

oldugu aciktir.
Teorem 2.6.1: (z) serisi 2, disindaki tiim z’ler igin mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.
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Ispat: |Qn| > 22| olmak tizere her m,n € Z* icin

1 B 1
(2 — Qon)? Q2.

_ 20z — 22
N Q?%m(z - an)2
{2 [Qmn| + [2[} 2]

1 ()
(2[Qmnl + 5 Q) I2]
9

5z 1
07
10|z|
|Qnn]”

-

z

;

mn

esitsizliginden [€2,,,,| > 2 |z] i¢in

ZZ'{(z—;Z ) ‘Qi}

2
mn

mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu yiizden p(z) serisi €2, diginda tiim z’ler
icin mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 2.6.2: p fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur.

ispat:
R O I M fe il g $O DDA Fome o ek
22 (z — Qun, (z — Q/ BERZE
burada
Qi = m2w1 +n2wa, 2y, = —M2w1 — 2wy = — iy,

m bir pozitif tamsay1 ve n herhangi bir tamsay1 ve > >." toplami hem
m pozitif tamsayist ve herhangi bir n tamsayisi i¢in aynm1 anda m = 0 ve
n = 0 olmadigr duruma genigletilebilir. Eger yukaridaki o(z) ifadesindeki z
yerine —z yazilirsa

p(=2) = %*ZZ”{ = _1an)2_£2; }

1
+ZZ//{ Z_Q/ )2_9%71}

48




*ZZ”{HQ ) X )

mn

+ZZ”{ z—Q’ BE Qilin}+zzﬁ{<z—;2mn>2 _Q;n}

=p(2)

esitligi elde edilir ve yukarida goriildiigii glbl terimi degismez, sadece iki
serinin yerleri degisir.

Boylece ¢ bir ¢ift fonksiyondur.

NOT: p(z) fonksiyonu tiim §2,,, noktalarinda sifir rezidiilii ¢ift kutba
sahiptir.

Teorem 2.6.3: p(z) fonksiyonu 2wy, 2w, periyotlarina sahip ¢ifte periy-
odik bir fonksiyondur.

ispat :
1
ox) = 2.2 ey

1 1 1 1

= S+ - + Z -

22 (z — 2w1)2 (2w1)2 Z Z { (2 = Qmn)? Q2 }
burada (m,n) = (0,0) ve (m,n) = (1,0) digindaki tiim m ve n’ler igin
> 3" bir toplamdr.

1 1 1
plz+2w) = S+ 2

+ZZ”{(2—{—2L011— Qn)? Q;Tm}
= %+ZZ’{(2—;W)2 - Q;n}

Benzer sekilde

o) = 5+ S o ]

mn

) 1 ! :
- §+ (Z—2W2)2 - (20.12)2 +ZZH{(Z_an)2 N o }

mn




burada (m,n) = (0,0) ve (m,n) = (1,0) disindaki tiim m ve n’ler igin

> 3" bir toplamdr.

p(z+2w) = S+ 3

Sonuglar 2.6.1:

(1) p(z) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur, boylece eliptik fonksiyonlar
sinifi bog degildir.

(2) Bir ¢ifte periyodik fonksiyon eliptik olmak zorunda degildir, 6rnegin
e?) cifte periyodik oldugu halde eliptik degildir. e#(*) meromorf fonksiyon
olmadigindan eliptik de olamaz. Bu yiizden eliptik fonksiyonlar sinifi, ¢ifte
periyodik fonksiyonlar sinifinin 6zel bir alt sinifidir.

Teorem 2.6.4: z = 0'1n bir komgsulugunda

age = (2k + 1) Y 19, R

iken
1 o0
o(z) = 2 + ; agy 2"

seklinde bir Laurent(kuvvet) serisine agilabilir.

Ispat: p(z) — Z% fonksiyonu z = 0'mn bir komgulugunda analitiktir ve
bu yiizden |2w| = min (|2w:], |2ws|) i¢in |z] < [2w| oldugu yerde p(z) — %
fonksiyonu z'nin kuvvet serisine doniistiiriilebilir.

1 1 1 1
ZZ’{<z—ﬂmn>2‘%}:ZZ’{Q%WG— R }

mn

mn
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Weierstrass p fonksiyonunun bir ¢ift fonksiyon oldugunu gormiigtiik.

Dolayisiyla

ar, = (k + UZZ/QI}H

ifadesinde £’'nin tiim tek tamsay1 degerleri icin a; = 0’dir.

Boylece bu sonugtan yola cikarak;

Teorem 2.6.5: Eger p(w;) = e1, p(wa) = ez ve p(w; + wa) = e3 ise
e1, e ve ez farkli olmalidir.

Ispat:Yar1 periyotlarda cift bir eliptik fonksiyonun kutup ya da sifir-
larinin mertebesi ¢ifttir. Bu yiizden f (2) = p(2) — €1 ¢ift fonksiyonu ikinci
dereceden bir sifira sahiptir. Eger e; = e ise f'nin bir latis icinde 4 sifira
sahip olmasi gerekir ki bu da bir celigkidir. Boylece teoremin ispati tamam-
lanir.

Tanim 2.6.2 (p(z)'nin Tiirevleri): > > toplami tiim pozitif ve
negatif tamsay1 degerleri ve m ve n’nin sifir degerlerine genisletildiginde

©(2)’nin tiirevi

$o=-5- s = 2L Y

ile tanimlanir.
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©(z) serisi mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu ve gp(z) serisi analitik
oldugu i¢in, ¢'(z) serisi de ayn1 zamanda mutlak ve diizgiin yakimsaktir.

Sonuglar 2.6.2:

1) ¢/(z) fonksiyonu her €,,, noktasinda sifir rezidiilii ii¢iincii dereceden
kutba sahiptir.

2) p(z) fonksiyonunda homojenlikten her A # 0 igin
O (Az; dwr, dwa) = A (25w, ws)

oldugu agiktir.

Ozellikler 2.6.1:

1) p(z)’nin tiirevi olan ¢'(z) fonksiyonu p(z) ile ayn1 periyotlara sahip,
bir tek eliptik fonksiyondur.

2) Yar periyotlar (wq,w; + ws ve ws) @' (z) nin sifirlaridir.

3) ©'(z)’'nin kutuplarmin toplami sifira esittir veya daha dogrusu 0’a
denktir.

4) Eger a; ve ay noktalart p(z) — C ’nin iki sifir1 ise bu durumda
a; = —ag(mod 2wy, 2ws).

5) p(z1) = p(22) <= 21 = 22(2w1, 2w2)

Teorem 2.6.6: p(z) veya ©'(z)'nin ,,, diginda kutuplar1 yoktur.

Ispat: (z) ve ¢'(2)'nin tanimlarindan gelir.

Teorem 2.6.7: z = 0 komgulugunda, ag, = (2k+1) Y5 Qi iken

¢’ (2z)’nin Laurent(kuvvet) serisi agilim

2
©(z) = 3 +2a92 + dagz® + - - -

seklindedir.
Ispat: Teorem 2.6.4’ten
(0= 5+ D ot
p(2) = Qop?
k=1
,()_—3+§:2/{3 (2k—1)
o (2 = 2 (o) 2



2.7 ELIPTIK FONKSIYONLARIN ((z) CINSINDEN
IFADE EDILMESI:

Teorem 2.7.1: f eliptik fonksiyonunun sadece 3, 3,, ..., 3, noktalarinda
basit kutuplarinin oldugu bir latis i¢inde bu kutuplardaki rezidiileri sirasiyla

Ay A,, ..., Ag olmak tizere Ay’'in sabit oldugu yerde

F(2)=A+) Al(z—5,)

dir.
Ispat: f eliptik bir fonksiyon oldugundan,

s

> A =0 (14)

r=1
esitligi vardir.

¢(2) =) Al(z—8,)

fonksiyonunu ele alalim.

¢ fonksiyonu sonlu sayida meromorf fonksiyonun toplami oldugundan
meromorftur.

(14) esitligi yardimiyla

S

¢ (2 + 2mwy + 2nwy) = Z A, ¢ (2 + 2mw; + 2nwe — B,.)

r=1

Yardimci1 Teorem 2.5.1’den faydalanarak

¢ (z+ 2mwy + 2nwy) = > A {((z = B,) + 2my + 20, }
r=1
= Y Al(z-8,)
r=1

Dolayisiyla ¢ fonksiyonu ¢ifte periyodik bir fonksiyondur ve acgikca elip-

tiktir. Boylece ¢ ve f fonksiyonlari, kutuplarda baglantili rezidiileri ile aym
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kutuplara sahip iki eliptik fonksiyondur. Boylece Ay’in sabit oldugu yerde

F2) = Ao+ 6(2) = Ao+ 3 AC(z - B,)

denklemine sahibiz.

Teorem 2.7.2: ( fonksiyonu yari cebirsel toplam teoremini saglar:

C(z1422) = ((21) = ((22) = ! {p/ (22) = ¢/ (Zl)} _1 {CH (22) —¢" (21)}

2 p(22) —p(21) 2 | ¢ (22) = ' (=)
ispat:
o' (2)
9 (2) —p(21)

fonksiyonu z1, —z1, 0 noktalarinda kutbu olan ve bu noktalarda sirasiyla 1,
1, -2 rezidiilerine sahip bir eliptik fonksiyondur. Eger z;, —z1, 0 noktalar1 bir
latisin icinde degillerse latis iginde o noktalarin denk noktalarini alabiliriz.

Teorem 2.7.1 ile

2 C N L 1o
T —pGy et o) Al (19)
elde ederiz.
z yerine —z yazarak
N A C) R NNV .
ST o~ Ao et a) = (e a) + 2()
veya "
— - 2T 2 Z—21) — 2
o) oGy~ Attt ma) ~ G (16)

elde ederiz.

(15) ve (16)’dan agikga Ay = 0’duir. (15) egitliginde z = 25 igin

@) (22) oy 20) 4 (o — 1) — 2(2)

o ( o (21)

ve buradan z; ve zy'nin yerleri degistirilerek

o' (21)
o (21) — o (22)

= ((21 + 22) + (21 — 22) — 2((21)
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elde edilir. Dolayisiyla

1 {@' (22) — ¢ (21)
2 [ p(22)—p(2)

} =((z1+ 22) — C(21) — ((22) (17)

bulunur.

sonucunu kullanarak

C(z1+22) = ((21) = ((22) = % {C,: EZ%

el

Agiklama 2.7.1: ((z) ve ('(z) higbir cebirsel iligkiyi saglamadigindan

oldugunu goriiriiz.

yukarida elde ettigimiz sonug ¢'(21+22), ((21) ve ((22) arasinda bir cebirsel
baglantiya yol acmaz. Bu yiizden bu teorem yari cebirsel toplam teoremi
olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem 2.7.1: o fonksiyonu asagidaki sekillerdeki toplama

teoremlerini saglar.
ma+@:p@ﬁ_gi{if%—wmq
(22)

B 10 (¢ (2)—¢(2)
p(zl+22)—P(Z2>_§_{p(Z2)—p(z1)}

Ispat: (17) esitliginin sirasiyla 2z, ve zy’ye gore tiirevleri alinarak bu

yardimci teorem goriiliir.
Teorem 2.7.3: Herhangi bir f eliptik fonksiyonu, > bir latis i¢indeki
tiim farkh £, kutuplar icin genellestirilmig bir toplam ve C' bir sabit ve 3,

kutbundaki temel kism

A, 1A A7 (=D (k, — 1)14k1

s + cee 4
2=B (z=8) (z-8) (z=B,)"

olmak iizere;

F(R) =0+ {AC(z=B,)+ A (2= B,) + -+ AP CH (2 = B,))
seklinde yazilabilir.
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Ispat: ¢ fonksiyonu

$(2) = {AC(z=B,)+ A (z=B,) + -+ A1 (2= 8,)}

seklinde verilmis olsun.
¢ sonlu sayida meromorf fonksiyonun toplami oldugundan meromorftur.
Aynm zamanda

¢ (2 + 2mw; + 2nwsy) = ¢ (2)

oldugu i¢in ¢ (z) fonksiyonu gifte periyodik ve dolayisiyla eliptiktir.

2.8 WEIERSTRASS TARZI ELIiPTIK
FONKSIYONLARIN OLUSTURULMASI:

Sabit olmayan bir f eliptik fonksiyonu, modul £’de mertebesi 0’dan farkh
olan sonlu sayida noktaya sahiptir. Bu noktalar mertebeleri mg, ..., ms olan

ai, ..., as noktalar: olsun.

ij =0 wve ijaj eL (18)
j=1 =1

oldugu bilinmektedir.

Aksine, (18)’1 saglayan a; € C ve m; € Z i¢in

s

g(z) =[] (€0 (z—a,))™ (19)

j=1
f ile aym derecelere, sifirlara ve kutuplara sahip bir eliptik fonksiyon tanim-
lanir. Bunu gérmek i¢in w € £ i¢in o fonksiyonunun doéniigiim formiillerini

kullanacagiz.
g (Z + w) =y (w)zmj €W(ijaj)*—w*(2mjaj)g (Z)

Bu noktada, e'nin kuvveti, Legendre bagintis1 ve > mja; € L bagmn-
tisina gore 27¢’'nin bir garpanidir. Dahasi kabule gore Y - m; = 0’dir. Boylece

g (z +w) = g (z)'dir. Bu yiizden g eliptiktir.
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Teorem 1.1.1.1’den g fonksiyonu sabit olmalidir ve asagidaki teoremi
ispatlamig oluruz.

Teorem 2.8.1(Abel-Jacobi): ay,...,a; € C ve myq,...,mgs € Z\ {0}
olsun. Oyle bir eliptik f fonksiyonu vardir ki ancak ve ancak (19) sart:
saglandiginda a;’ler mod £’de f ’in derecesinin sifirdan farkli ve m;’ye esit
oldugu noktalardir. Bu sekilde sabit bir ¢arpana sahip olan her fonksiyon
(19)’daki ¢arpima esittir.

Ornek olarak, a € C\ L igin g (2)— ¢ (a) fonksiyonunu ele alalim. Burada
a; = a, as = —a, azg = 0; my = my = 1, mg = —2’dir. Bu yiizden Teorem

2.8.1 ve C sabiti ile

olur. C”yi bulmak igin, denklemin her iki tarafin1 da o (2)2 ile garpalim

ve z — 0 i¢in limit alalm. Bu C' = oldugunu gosterir ve siradaki

—1
o2(a)
teoremin ilk iddiasii ispatlar. Tkinci kism ispatlamak icin ilk formiilii z —a
'ya bolelim ve a — z i¢in limit alalim.

Teorem 2.8.2:

(i) a € C\L i¢in

@(2)_@(61):_ O'2<Z)O'2(CL)
o (z) = 20

Agikca, bir latise bagh eliptik fonksiyonlarin kiimesi toplama ve garp-
maya gore bir cisimdir. Konunun devaminda bunu C, ile gosterecegiz.

Teorem 2.8.3: C,, C iizerinde p ve ¢’ : C, = C(p, ) ile iiretilir.

Ispat: Ilk olarak her eliptik fonksiyonu, p’nin rasyonel fonksiyonu olarak

gosterecegiz. Bu nedenle agsagidaki ifadeye ihtiyacimiz olacak.
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Lemma 2.8.1: f , C.\C iginden bir ¢ift fonksiyon olsun ve 2a € L

olacak gekilde a € C olsun. Bu durumda a’da f ’in derecesi 2 ile tam
boliintir.

iSpat: f ’in a’da Taylor acilimini yazarsak
f(2) :Cm(Z—a)m—i-cmH(z—a)m“_|_...  Cm £ 0

fR)=f(=2+20)=flat+(a—2)=(-1)"cn(z—a)" +-
buluruz.
Bu yiizden m ¢ift olmaldir.

Lemma 2.8.2: ¢ (2) 3.mertebedendir ve

w1 w1 + wa W2
w1y = —, Wo = ) w3 = ——

2 2

yar1 periyotlarinda 3 tane basit sifir1 vardir.

a € C\L igin p (z) — g (a) fonksiyonu, 2a ¢ L ise, her bir +a noktasinda
basit sifir;; 2a € £ ise a’da 2. dereceden sifir1 vardir.

Ispat: ¢’ tek fonksiyon oldugundan Lemma 2.8.1’in ispatindaki Taylor
agihmini kullanarak @' (z)’nin sifirlarinin yar1 periyotlar oldugu sonucuna
variriz. Dahasi @' derecesi 3 oldugu igin bunlar £ moduna gore sifirlardir.
Lemma 2.8.2’nin p hakkindaki iddias1 @’nin derecesi 2 oldugu icin goriiliir.

Teorem 2.8.3’{in ispat1: Ilk once f derecesi m; # 0 olan, mod L'e
gore tiim noktalar1 aq, ..., as olan, sabit olmayan ¢ift eliptik bir fonksiyon
olsun. 2a; € £ oldugunda, m’; = m; ve 2a; € L oldugunda m’; = % olarak

alalim. Bu durumda Lemma 2.8.2 ile

S

9 = 1[0 ) - o)™

j=1
fonksiyonunu £ i¢inde sadece sifirlara ya da kutuplara sahiptir ve g sabittir,
bu yiizden f, @'nin rasyonel bir fonksiyonudur.

Simdi, f herhangi bir eliptik fonksiyon olsun. Biz f fonksiyonunu tek ve

¢ift fonksiyonlarim toplami olarak yazalim

= LI SO T oy,
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bu 1 ve ¢’ katsayilar ile 1 ve @' nin lineer kombinasyonlarindan olusan, @

icindeki ¢ift ve dolayisiyla rasyonel fonksiyonlardir.

2.9 ELIPTIiK FONKSIiYONLARIN CEBIRSEL VE
GEOMETRIK OZELLIiKLERI:

L latisinin Eisenstein serisi

mutlak yakinsaktir.

g2 = g2 (£) = 60G2 (L)
93 = g3 (L) = 140G3 (L)

Teorem 2.9.1: o ve g fonksiyonlar
" = 49" — 920 — 9
cebirsel denklemini saglar.
P(X)=4X>— g2 X — g3
polinomu w; yar1 periyodu ile {i¢ ikili farkh sifira sahiptir.
eg=pw), Jj=123
Diskriminanti
A(L) =16 (e; —e5)” (e1 — e3)” (3 — e3)°

Tiim latisler icin

ve



elde edilir.

Ispat: z = 0" bir komsulugunda

g = (2k + 1)) Y 10, R
iken
1 o0
o(z) = 2 + Z a2
k=1

seklinde bir Laurent serisine acilabildigini biliyoruz.

g(2) = ¢” — (4¢° — g2 — g3)

fonksiyonunu Laurent agilimi cinsinden yazarsak, ¢g’nin hi¢ kutbu olmadigini
ve ¢ (0) = 0 oldugunu goriiriiz. Boylece ilk iddiamiz ispatlariz, g = 0’dur.
Kalan iddialar ispatlamak icin, her w; yar1 periyodu i¢in Lemma 2.8.2’ye
gore
¢ (wi) =0
oldugu igin 4X3 — g, X — g3 polinomunun sifirlar1 j = 1,2, 3 i¢in p (w;)’dir.
Dahasi bunlar ¢’ (w;) = 0 oldugundan farkh ikilidir ve p, w;’de 2. dereceye
sahiptir.
Bu Teorem 2.9.1%in ispatini tamamlar.

Teorem 2.9.1, C/L ve
E={(t:z:y) € P*(C) |yt = 42° — gowt® — gst* }

izdiigiimsel egrisi arasinda

B (1 : p(z) : p/(z)) Zgﬁiken
Z+£HQ<Z>_{(@¢§(Q):1) ¢ (2) # 0 iken

seklinde bir birebir 6rten eslemeye sebep olur.

Tanimdan
Q(21) +Q(22) = Q (21 + 22)
E, sonsuzdaki @ (0) = (0 : 0 : 1) noktasi ile n6tr eleman olarak bir grup
yapisi ile verilmigtir. Bu grup yapisinin cebirsel 6zellikleri elde edecegimiz

©'nin toplam formiiliinden elde edilmektedir.
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Toplam formiiliiniin analitik kaynagi Teorem 2.8.2’deki ilk formiildiir.

(z4+2)o(z—2)
o (2) 0 ()"

Her iki tarafin z ve 2’ 'ne gore logaritmik tiirevini alirsak;

p(2)—p(z) = =2

AN 2+ 2 2—2)—2((z
SN < G Y N R P
S - ) -2

elde edilir ve iki formiilii toplarsak;

Teorem 2.9.2 (¢ fonksiyonunun toplam formiilii)

2,72 € C\L,z 2 £2'mod L i¢in

i 1B =P ()
C(z+2")=((2) +( >+2p(z)_p(zl)

Teorem 2.9.2’deki formiiliin z ve 2"’ye gore tiirevlerini alarak,

o(s+ ) = p(2) — 19" (2) (p(2) —p () = (9" (2) = ¢' (') 9’ (2)

2 (G o)
o L 606 o)~ (7 ()~ () (- ()
Plera=el =g (9 0 ()7

Dahasi, Teorem 2.9.1°deki cebirsel denklemin tiirevi alinarak

" o 2 92
o (2) = 6 (2 — £

elde edilir.

©(z + 2) i¢in olan formiilleri toplayarak ve " ifadesini p kullanarak

ifade edersek, son formiil ile;

Teorem 2.9.3 (p fonksiyonunun toplam teoremi)

2,2 € C\L,z 22 £z’ mod L igin

pz+2)=—p()—p()+

W=
7N
s |
|
N | W
S— | ~~—
[ ]
S |BL,
—~
|
\_/\_;
N——
[N}

ve 2z 22 +0mod L igin

0(22) = ~20(2) + & (WZ))Q .
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2.10 JACOBI ELiPTIiK FONKSiYONLARI:

Tanim 2.10.1 (sn z,cn z,dn z Jacobi Eliptik Fonksiyonlar1): sn z,cn
z,dn z Jacobi eliptik fonksiyonlar1 asagidaki esitlikler ile tanimlanir,
¥ 91 (29572 (0
sn(z, k) = — (Of) 91 (= 2< [7)7) (20.1)
U2 (07) 94 (2952 (0[7) |7)
J Do (29572 (0]
en (2, k) = NW)“ZZ(ﬂT) (20.2)
Vs (0]7) Y4 (2193 (0]T) 7')
I3 (2957 (0
dn (2, k) = 22017 s (2 32( I7)17) (20.3)
V3 (0]7) ¥y (2193 (0]7) \7’)
burada k? = Ziggh = (2? 22 eliptik fonksiyonlarin modiilii olarak
bilinir ve k' = (%) ? {le verilen k' ise biittiinleyici modiil olarak adlandirilir

kik vek', k3 + k=1 iligkisi ile baghdir.

Gelecek tartigmada,

/7TT

K =2030), iK' T 0)

ifade edilecek, bunlarin gelecek Teorem 2.10.6 da 7 ve 77 periyotlar ile
baglantilar1 verilecektir.

Teorem 2.10.1: sn z,cn z ve dn z fonksiyonlari, sirasiyla 4K, 20K 4K, 2K+
2i1K'; ve 2K,4iK  periyotlarinin periyodik fonksiyonlaridr.

Teorem 2.10.2: Temel hiicredeki sifirlar ve kutuplar ile sn z,cn z ve

dn z fonksiyonlarinin kutuplarindaki rezidiiler agagidaki gibi verilir:

sn z nin basit sifirlar
cn z nin basit sifirlar
dn z nin basit sifirlar
sn z nin basit kutuplar:
cn z nin basit kutuplar
dn 2z nin basit kutuplar:

iK' ve 2K + iK' dekisn z

iK' ve 2K 4 iK' deki cn z nin rezidiileri sirasiyla — -

0,2K
K,3K
K+iK' | K+ 3iK’
iK' 2K + iK'
iK' 2K + iK'
iK' 3K

nin rezidiileri sirasiyla %, —

a
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L L . . R . .. .
1K ve 3iK deki dn z nin rezidiileri sirasiyla —i,¢ dir.

Teorem 2.10.3: Jacobi eliptik fonksiyonlar: arasinda asagidaki iligkiler

bulunur.
sn?z + cn’z = 1 (21.1)
dn’®z + k?sn’z = 1 (21.2)
dn?z — k2en’z = k2 (21.3)

Teorem 2.10.4: sn z,cn z ve dn z ile saglanan diferansiyel denklemler

agagidaki gibidir:
d

sz =cnz dn z (22.1)

d

,onE= sz dn z (22.2)
idn z=—k?nz cnz (22.3)
dz

Teorem 2.10.5 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin Maclaurin Kuvvet

Serisi Agilimi): sn z,cn z ve dn z fonksiyonlar,

23 25
snz = z—(1+k2)§+(1+14k2+k4)5—
22 o 24
cnz = 1—54-(1-1-4/{)1—
12,2 4
dnz = 1— =+ (W + k) 5

gibi kuvvet serilerine genisletilebilir.
Teorem 2.10.6 (Weierstrass Eliptik Fonksiyonunun Terimlerindeki

Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin Agilimi ve Tersi):

N

sn(z, k) = (e1 =€)
@( elz—e2> — €2
i >
p e;r—e _61
cn(z, k) = ( - 2>
p(Veffm) =
1
@( elz_ez) — €3
dn(z,k) =
o (=)



Teorem 2.10.7 (Cebirsel Toplam Teoremi): sn z,.cn z ve dn z

fonksiyonlari, agagidaki toplam teoremlerini saglar:

Sn 2z; cn Zp dn 29 + sn 29 cn 27 dn 2

— 23.1
sn (21 + 22) 1 — k2sn? z;sn2 2, ( )
en (21 + )_cnzlcn22 —sn z; sn 25 dn z; dn 29 (23.2)

n\aT )= 1 — k2sn? z;sn? 2o '
dn (21 + ) = dn z; dn 25 — k?sn 2z; sn 29 cn 27 cn 29 (23.3)

1 — k2sn? z;sn? 2z

Teorem 2.10.8: £ sifir egiliminde iken; sn z,cn z ve dn z fonksiyonlar:
da sirasiyla sin z,cos z ve 1 egilimindedir.

Teorem 2.10.9: £k bir egiliminde iken; sn z,cn z ve dn z fonksiyonlar:
da sirasiyla tanh z,sec hz ve sec hz egilimindedir.

Teorem 2.10.10 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlar: ile Saglanan in-
tegral Formiilii): sn z,cn z ve dn z fonksiyonlari; integralin yolunun

herhangi bir fonksiyonun tekilliginden ge¢medigi yerde,

sn(z,k) 1 1
z= / (1—¢) 2 (1—K*%) 2 dt (24.1)
0

1 ) _1
z= / (1-¢%) (k;’2 + k;2t2> ©dt (24.2)

n(z,k)

-

1
= / (1—2)72 (12— k) 2 dt (24.3)
dn(z,k)

integraller yoluyla gosterilebilir.
Teorem 2.10.11: T'(a,(;7;z),2z in bir hiper geometrik fonksiyonu
oldugunda, K sabiti

3 1 T 11
K = 1—k%sin’0) 2do=—F (=, =:1: k> 25.1
/0 ( S ) 2 (2’27 ) ) ( )

gibi k nin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.10.12: K’ Sabiti
’ 3 ’ -3 1 1 ’
K :/2<1—k251n26’> 2d9:5F<—,—;1;k2> (25.2)
o 27 \272
gibi k' niin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir.
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Tamim 2.10.2: am(z, k) fonksiyonu
(z,k) 1
z:/ (1—k2sin2t) 2 dt
0

integrali ile tanimlanir.

Teorem 2.10.13:

sn(z,k) = sin{am(z,k)}
cn(z,k) = cos{am(z,k)}
dn(z,k) = A{am(zk)}

Teorem 2.10.14: sn z,cn z ve dn z i¢in Jacobi’nin sanal doniigiimii,

sn (z’z, k') =isc(z, k) (26.1)
cn <iz, k:/> =nc(z,k) (26.2)
dn (z’z, k) — de (2, k) (26.3)

olarak belirtilebilir.

Teorem 2.10.15: sn z Jacobian tarzi eliptik fonksiyonunun Landen

1—#)

14+k")

L~

doniistimii, ky = ( oldugu yerde

sn { (1 + k;,> z, k:l} = <1 + k:,> sn(z,k)cd(z, k) (27)

ile verilebilir.
Teorem 2.10.16 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin Sonsuz Carpim
Gosterimi): Jacobi eliptik fonksiyonlari,

2Kz 11, i 1 —2¢*" cos2z + ¢*"
= 91k 2 28.1
= =2t s | { e (28.1)

2Kz 1,1, 1 it 1+ 2¢*" cos 2z + ¢*"
cn =2q1k2k™2 cos z H { [ 2 Toos2s 1 gin? (28.2)

2K 0 1 D) 2n—1 D) 4n—2
z H{ +2¢*" tcos2z +q } (28.3)

1 —2¢*1cos2z + ¢in—2

n=1
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formunun sonsuz ¢arpimlar: olarak belirtilebilir.
Teorem 2.10.17 (Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin Fourier Gos-
terimi): Jacobi eliptik fonksiyonlarinin Fourier serisi gosterimi, |Im (2)| <

7 Im (7) saglandiginda,

2Kz g2 sin (2n 4+ 1) 2
sn ( ) = Z T (29.1)
2Kz 21 A "2 cos (2n 4+ 1) 2
= 29.2
() - (20
2Kz T q" cos 2nz
d 29.3
n<w) 2K KZ 1+ g2 (20.3)
2K = 24" sin 2
2 ™ q"sin2nz
— | = dntdt = —_ 29.4
am( " ) /0 ' Z+Z irgy 2

ile verilir.

2.11 THETA FONKSIYONLARI:

Tanim 2.11.1: Riemann theta fonksiyonunda a,b € R yerine €¢,¢’ € C

alindiginda; u kompleks sayisi, diger 7 kompleks sayisi Im(7) > 0 olacak
€

sekilde iist yar1 diizlemde ve elemanlar1 tamsayilardan olusan 2 X

6/

1’lik O-Theta karakteristigi verilsin. Argiimenti v olan, #-Theta periyodu 7,

€
karateristigi olan birinci dereceden #-Theta fonksiyonunu asagidaki

6/

esitlikle taniml olsun.

0 6/ (u,r):Zexpm{r(n+§)2+2<n+§>(u+g)} (30)

€ n

Theta fonksiyonunun isareti; € ve ¢ degerlerinin rezidii siniflar1 ile belirlenir.

(Rauch, 1973). Calismalarimda bu fonksiyon kullanilmigtir.
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Eger tammh esitlikte ¢ = ™™ alimirsa 6—Theta fonksiyonu

€ B (n+5) 2i<n+%)(u—%/7r>
0 } (u,q);q ) e
olarak tamimlanir.

Teorem 2.11.1: Eger ¢ = 20/ + E ve € = 2u' + £ ise

.

€ ev’ E
o =60 6n (31)
€
esitligi elde edilir.
Ispat: Ilk olarak ¢ yerine ¢ + 2 yazlsin. (30)’dan; n bir toplamin yapay

indeksi oldugundan, n’ = n + 1 ile degistirilmesiyle,

2
€e+2 T(n+sE£l) +2(n+5+1
0 (G;1) = Zexpm’ ( 2 ) ,( 2 )
¢ " (C+%)
€
=01  (G7)
€
esitligi bulunur. Buradan
€ E
o1 |(GT)= i (€,7)
€

'ya ulagilir.Sonra £’ yerine ¢’ + 2 yazlsin. Tekrar (30)’dan

ol | = Zexpm’{7’(n+§>2+2(n+§) <<+gi1)}

€ +2 -

exp {mi (2n +€)}

=00 G

€

esitligi bulunur. Boylece (31) esitligi bulunmug olur.
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€ €
Teorem 2.11.2: Cift veya tek olan bagh olarak; 6 (G71) 5

/ /

€ €
€ €
¢ nun tek veya ¢ift fonksiyonudur | ¢ (=(;7) =+ veya — 0 (¢;7) | .Daha
€ €
dogrusu;
€ " €
0 (=G7)=(=1)" 0 (¢;7) (32)
¢ ¢

elde edilir.
Ispat: (30)’dan

0 [ Gn) = Yewnifr(n+s) +2(n+3) (‘“65/)}

burada n yapay indeksi ile n’ = —n degistirildiginde, ikinci adimda § ile
— (%) degigtirildiginde —e bir tamsay1 olur, dolayisiyla n’ yapay indeksinin

yerine n” = n' 4+ ¢ yazldiginda ve son olarak — (5) ile %l degigtirildiginde

g’ olur.

Simdi
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0 (C+mm;7) = q 'exp{—2Ci}exp{e(i} b 6, (&)

= exp{—n7Ti+ €mi—2(i} 0 ‘ (¢;7)
6,

ile taniml theta fonksiyonlarinin ¢ ve 7'nun analitik fonksiyonlar1 oldugunu
ispatlamak icin (30) ile verilen serinin yakimsakligini gostermeliyiz. ¢ dii-
zleminin ve 7 iist yar1 diizleminin kompakt alt kiimelerinde ¢ ve Im (1) > 0
esitsizligini saglayan 7 igin (30) ile verilen serinin diizgiin yakinsak oldugunu

kabul edelim. O halde asagidaki teorem vardir.

€
Teorem 2.11.3: ¢ (¢;7); ¢ diizlemi ve 7 iist yar1 diizleminin
6/
kartezyen carpimindaki iki kompleks degisken olan ¢ ve 7 nun analitik bir
fonksiyonudur.
Ispat: Weierstrass M- testi ile M > 0, A > 0 olmak tizere |u| < M,

Im (7) > A olan (30) ile tanimh serinin terimlerinin, yakinsak pozitif serinin

terimlerinden mutlak degerce kiiciik oldugunu gostermeliyiz.

lexpiz| = l|exp{iRez —Imz}| = |exp{—Imz}exp{iRez}|
= |exp{—Imz}||exp {iRez}|

= |exp{—1Imz}|

=exp{—Imz}

esitligini serideki her bir terime uygularsak

exp{m' (r (n+§)2+2(n+§> <C+€§/))H
= oo {or (e (0 5) o205 m)

= exp{—ﬂ'ImT <n+ %)2}exp{(—27r) (n—i— %) ImC}
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esitligini elde ederiz. Im 7 > X oldugundan
2 2
Im7’<n+§) ZA<n+E)

veya

ve

‘ + e‘ ( n e>2 - 4M
n+—-|= n+ = —
2 2 A
esitsizligi saglandiginda
2M 1
1— —2 > 5
M/ (n+ %)

olmak {izere iistel fonksiyonunun monotonluk 6zelligi kullanilirsa, (30) ile

tanimli serinin n. teriminin mutlak biiytikliigii icin iist sinira ulagiriz.

eXp{—ﬂ ()\ <n+§>2—2M <n+§)2)}
oM
M/ (n+5)

< exp {—W% <n—|— %)2}

esitsizligini elde ederiz. O halde (30) ile tamiml serinin her bir teriminin

€\ 2
= exp —77)\<n—|—§) 1-—

mutlak degerce biiyiikliigii i¢in bir iist sinir buldugumuzdan ve

> exp {—w% (n + %)2}

serisi Cauchy n. kok testi ile yakinsak oldugundan Weierstrass M testine

gore (30) ile tanimh seri yakinsak olur.
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Teorem 2.11.4: Theta fonksiyonu icin asagidaki fonksiyonel denklem-

ler saglanir.

a)

b)

€ €

0 [ ) = () eritxg | ] (G7) (34)

fspat: a) (30)'dan
H R )
:;exp{m- (T<n+g>2+2(n+;)(
- —1>e;exp{m (T(Hg)ﬁg(ng) (<+g)>}

esitligini buluruz. (30) esitligi ve bu esitlikten,

o9 (114 2)]

N
¢+ %)) } exp {1 (2n + €)}

o+ =l G

esitligini elde ederiz.

b) (30) ile tanimh seride n yerine n + 1 yazarsak,

[l e st (- 2)
- Seofn () ol e (49)))

n

exp{mi (7 + 2u+€)} (35)

esitligini buluruz. (30) ile tamimh seride ¢ yerine ¢ 4+ 7 yazarsak,

1M (GRS R O RECR RS}
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, €\2 € € ¢
;expm{r (n+§) + 27 <n+§> +2 <n+§> (<+§)} (36)
esitligini buluruz. (a)ve (b) esitliklerinden

€

0 / (C+7;7)=exp{—mi(T+2(+€)}0 6/ (¢;7)

esitligini buluruz.
€
Tanim 2.11.2: ¢ ve ¢’ birer tamsay1 olmak {izere, olarak gos-

terilen bir periyot &' + e7 dur.
Tanim 2.11.3: Yar periyot bir periyodun yarisidir(6zellikle kompleks

vektorlerde) ve soyle gosterilir:

1 € € €T
=df- = — 4+ —.
f2 2+2

€ e

Indirgenmis yar periyot; € ve € niin 0 veya 1 e esit oldugu bir yar1 periy-

ottur.

€
Teorem 2.11.5: herhangi bir karakteristik ve s herhangi

/ /

€ H
bir yar1 periyot olsun. O zaman

ol el " ).r (37)
E/ M/
_ w1, , €+
- expm{—%—éwew)—uc}e ()
€/+,U//
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ispat:

€ weoop
9 El (C‘FE—FaT,T)

2 / /
= Zn:expm'{7'<n+§> +2(n+§> <(+%+%+%)}

2 / /
= Zexpm’{T <n+€+Tu) —|—2<n+€+TM) <C+6 —g“>}

2 1
exp i {—7‘— ——p (e + ) —MC}-

o] ()

esitligindeki C sabitini elde ederiz. % degeri theta fonksiyonlar1 agisindan

degerlendirildiginde

0 1
0 (—, 7'>

1 2
0 0

= 0 0+ T
1 1

0 21

= 0 (O,T)expm'{—TM———,u(e'—i-,u/)—,uC}.

1+1 102
Ancak p = 0 ve ayn1 zamanda indirgeme formiilii (31) ile 0 (¢, 1) =

1+1

0
0 (¢, 7) dur. Boylece
0
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bulunur. Boylece

bulunur. Benzer sekilde

ve

bulunur.

1 1 0
(—,7’) = 0 0+
2 1 1
1
— ¢
1+1
|
S
0
0 1
9 9 (2&9—)
0 1
snhu = — = = — =
1 0
u Qo
0 o (55 2)
0 1
0 |
u Qo
ol 1], (3% 2)
cCnu = = = — =
1 0
9 9 (%Q—>
0 |
0 0
oL o] | (a8 %)
1 0
dnu = —f—=———=
0 0
u Qo
ol o], (3% 2)

(39)

Diger dokuz Jacobi fonksiyonu gimdi tamamen mekanik yolla hesaplan-

abilir ve bunlarin ii¢iinii agagidaki gibi listeleyebiliriz.

0 1
u
0 o (58 2)
SNuU . | 0 | L 1 |
cnu 1 [ 4]
0 1
0 o (35 2)
1 0
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2017 Q
SNu . L 0 L 1 i 1 1
dnu 1 0 0 .
ol lo| |6 (75 2)
0 1 0
0 1
0 0 (25 2)
1 1
cnu . L 0 i L 0 i
dnu [ 11 [a]
1 0
o o (75 2)
0 0

snu nun hesaplamasini; v nun 0, oo ve 1 degerlerini kullanarak yapabiliriz.

Asgagidaki egitligi elde etmek igin, u = €2y + 25 kalan degerine bakilabilir.

0 0 (A+12.7)
1 1
— = sn(+ Q) =—F—F—F—
A
1 01
6 0 (54‘%,7’)
0 1
0 1 1
0 0 T
0 1 1
_1- _0_ 1 '
0 0 T
0 1 1
(37) kullanilir ve
0 2
0 . expmi {—2 —1(2)— ¢} 6 )
1
\/i:sn(Ql—l—Qg):— == o
A 1 1
; T 1
0 expmi {—% —1(2)—(} 0
0 2
0
6 6
0 0
1 1
7 —0
0 0
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g | ¥
0
62 !
0
elde edilir. (30) dan
0 >
0 _ Z eﬂ"m’nz’
0 —o0
]- s . n+1 2
0 _ Zemﬂ'( = ) .
0 —o0
0 1
0 ve 0 reel ve pozitif oldugunda, 7 nun tamamen sanal
0 0
oldugunu goriiriiz, nitekim bu A dir.
o ol
0 0
A= == — (41)
0 1 0
0* o* +6*
0 0 1
elde ederiz. Simdi, ayrica
0 L2 n 2
0 = Zexp mi (tn® +n) = Z (—1)" exp miTn®.
]. n n

7 tamamen sanal oldugundan son toplam siiphesiz reeldir ve bu nedenle,
0
kesinlikle 6* pozitiftir. Boylece, 7/ > 0,7 = i7" i¢in 0 < A < 1 dir.

1
Teorem 2.11.6:

6(m) = o)
¢(z+77) = —e ¢ (2)
esitliklerini saglayan ¢ (z) fonksiyonu
6(2) = " o (2) (42)
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ile tanimlanir.

Teorem 2.11.7: C keyfi bir sabit oldugunda ¢ (z) fonksiyonu ;

o0

$(z)=Ciy_(-1)" q(”+%)262(n+1)iz

—00
formunu Fourier gosterimi olarak kabul eder.

Tamim 2.11.4: 6, (z) fonksiyonu,
00 N2 ‘
0, (Z) - Z (_1)nq(n+§) €(2n+1)zz

kuvvet serisi ile tanimlanir.
Teorem 2.11.8: 0; (2) igin kuvvet serisi mutlak yakinsaktir.

Teorem 2.11.9: 6, (z) fonksiyonu,
91 (Z + 7T) = —91 (Z)
0, (2 +77) = —q 'e;?0(2)

0 (z+7m+mm) = ¢ ™0 (2)

fonksiyonel esitliklerini saglar.

Teorem 2.11.10:
oo 2
01(z) = 2 Z (—1)" q(”+5> sin(2n+1) 2
1, 9 25
= 2¢gisinz — 2q1sin3z + 2¢ 4 sinbz — ...
Teorem 2.11.11: 6, (z) ve o (z) arasindaki bagimti

2% 0
o (z) = e 7 /1 (Z)

ile verilir.

Tanim 2.11.5 (n.Dereceden Theta Fonksiyonlari): Eger
€ €
0, (¢, 7); n bir pozitif tamsay1 ve karakteristigi igin, Im7 > 0
€ ¢
ile her 7 icin ,tiim ¢ lar icin ¢ da analitiktir ve

0. |+ =(1e.| | (43.1)

€ €

7



0, 6/ (C—i—T,T):(—l)elexpmn{—Zg—T}@n 6/ (¢, 7) (43.2)

€
kargilar, o zaman, 7 teta periyodu, ¢ argiimenti, karakteristigi olmak
/
6 .
iizere O, (¢, 7) n.dereceden theta fonksiyonudur.

€
Teorem 2.11.12: 7 theta periyodu ve karakteristigi ile verilen

6/

n.dereceden theta fonksiyonlar1 n kompleks bolgesinin lineer bir uzayidir.
Yani yukaridaki tanimi saglayan fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonudur,
ayrica tanmimi kargilar ve kompleks sabitler iizerindeki fonksiyonlar gibi n

lineer bagimsiz fonksiyonlar: vardir, yani ( igindeki sabitlerdir.

. €
Ispat: ©, (¢, 7) n.mertebeden bir theta fonksiyonu olsun. Tanim-
/

€

daki (43.1) den

f () =expmi(—eC) O, 6/ (¢, 1)

€

oldugu agiktir ki; 0 < p < R < oo dan herhangi birii¢in 0 <p < |z| < R <
00 igin z = exp 2miC iginde analitiktir ve tek degerlidir. f({); 0 < Re( <1
yatay eksende tamimhidir ve z = exp 27i¢ fonksiyonu 0 ve sonsuz i¢in z dii-
zlemindeki eksen haritalarini konformal bekler. Bir Laurent serisi olarak

f () = g(z) yi gostermek miimkiindiir, aym1 bolgede mutlak ve diizgiin

€
yakinsaktir, onlarin katsayilar1 ©, (¢, 7) tarafindan egsiz olarak be-
6l

lirlenmistir.Oyleki, C,,, ¢ ya bagh olmadig1 fakat 7 ya bagh oldugunda;

O, 6, ¢, 1) = i Crnz™ exp i (eQ)

€ m=—0o0

= ;C’mexpm'{2 (m—l—g) C}.
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Bu (43.1) i karsilar fakat her zaman (43.2) yi karsilamaz. (43.2) nin son

genislemesi eklenir ve

ZC’meXpm' {2 <m+ %) (C+T)}

= exp—mi{2n{ +nt +¢€'} ; Chexpmi {2 (1 + —) C}
veya

Z C,n exp i {2 <m + %) 7'} exp mi {2m(}
= e:p —mi{nT +¢€'} Z Crexpmi{2(1—n)(}.
1
Bir Laurent genislemesinin tekligi ile, [ = m + n olarak belirlenerek,
C,, = exp —mi {2 (m + %) T+nt+ e’} Crntn.
0 < v < n integral oldugu yerde, m = nl + v olarak diizenlensin. O zaman
Chisy = €Xp —Ti {2 <nl +v+ %) T+nt+ e’} Crt41)+v
veya
Cr(i41)+v = €Xp I {2 (nl +v+ %) T4+nt+ 6/} Crito-
elde edilir.

€
Eger ¢ daki ©, (¢, 7) nun benzer gekilde sifir olmadigini varsa-
6/

yarsak, o zaman Laurent geniglemesinin tekliginin C,, lerin v = 0,..,n — 1
sifirlanmadigi anlamina gelir. v nin bazilar1 igin 0 < v < n—1,C, # 0
oldugunu varsayalim. O zaman tiim [ i¢in C4, # 0 dir. ¢ (I) 1.dereceden

fark denklemini

¢(l+1)—¢(l):n{2 (1—1—@)7’—1—7’—1—%’}

saglar, bundan dolay1 Cy,; 1, = C, exp mi¢ (1) belirlenebilir.Bu nedenle ¢ (1),
elimizdeki sabit terim ile, [ de ikinci dereceden(kuadratik) olmas:i gerekir.

Iyi bir varsayim

¢(l):n7<1+@> +n<1+@>%’
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dir.

Bu nedenle,

O, E/ (¢, 1) = ZC’mexpm{Z (m+§> C}

€

2
nr <l + [U+2]> +n <l + [U+2]) €
= Z C, Z exp i " )
v ! +2 (nl + v+ %) ¢
elde edilir.
n parantez digina alindiginda, son parantez
v+ 5
m [ 2:|
n

[+ ¢

olur. Nitekim son formiil

2
| [v+ 5]
;C’v;expm nr (l—i—T +2n

olur. I¢ toplam

karakteristigi ve n(, nT argumentleri ile bu boliimiin baginda tanimlanan bir

theta fonksiyonu gibi kabul edilmektedir. Son olarak

6l

0. “len=cw 20043 e ) (44)

elde edilir. Gergekten,
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0 (nC,nr)
n
b 6/ -
€
argumentleri ¢, 7 ve karakteristigi olan n.mertebeden theta fonksiy-
/
€

onu oldugunu gosterelim. Bunu yapmak icin, n¢ = ¢’ ve nt = 7’ olarak

diizenlendiginde (33) ve (34) formiilleri uygulandiginda

7 2o+ 3] (n(C+1);nt)=10 2o+ 5] (" +n;7")
n n
L 6/ - L 6, =

~ ey |20l
mn
E/
= (o |25 e
n
6/

bir sonraki son egitlik n defa (33) iin tekrarlanmas ile elde edilir.

(34) e bakarak,

0 2o+ 5] (n(C+71),nt)=10 2[o+ 5] ¢ +757"
n n
- 6/ - - 6/ -
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= (—1)6/ expmi(—2¢" —7')0

= (—1)6/ expmi.n(—2( —71)0 (n¢,nT).

Tanim 3.11.6 (Toplam Formiilleri): Ayni iglem tetanin kareleri arasin-
daki theta iligkilerini tiiretmek i¢in kullanilir. Simdi sirasiyla ¢ ve r; bagim-
siz degiskenleri cinsinden ¢ 4+ r; ve ( — r; biciminde ifade edilen theta
fonksiyonu ile daha genel bir ozellik tiiretilebilir. Trigonometrik fonksiy-
onlar i¢in toplam formiilleri ile belirlenmis bir benzerlik vardir ve gergekten,
gorecegimiz gibi, katsayilar alinarak Riemann yiizeyi oldugunda ki onlarin
sonlar1 azalttig1 diigiincesindeki trigonometrik fonksiyonlar i¢in bu genel-
lenen Jacobi fonksiyonlar: i¢in toplam formiillerini elde ederiz. A = 0 iken
w? = /2 (1 — 2) nin Riemann yiizeyindeki S nin uygunlugu bozulur. Ak-
sine theta toplam formiillerinin trigonometrik o6zellikleri, ¢ + n,( — n ayni

anda kullanilmalidir. snu nun toplam formiilleri i¢in gerekli iki 6zellik elde

edilir. Bunlarin ilk esitligi,

ol [o 0
_1_ 1 1

e ene | o] Hlene !t mn
_1_ 1 1 1

dur.

. 0 0
Ispat: 7 sabitiicin 0 (C+mn,71)0 (¢ — n,7) carpiminin, (43.1)
1 1

0
ve (43.2) ile karakteristigi ile ¢ da 2.mertebeden bir theta fonksiyonu
0
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0 1
oldugu gozlemlenir. Aymsi 62 (¢, 7) ve 6 (¢, 7) igin de geger-
1 1

lidir. Dolayisiyla Teorem 3.11.12 ye gore, C, Cy ve C3 tiimii sifir olmayan
sabitleri vardir(sabitler n ve 7 ya bagh olabilir), boylece ¢ da

0 0 |0
Cle 1 (C + m, T) 9 1 (C -, T) + C'2(9 1 (Ca T)

5 | 1
+Cs0 ¢, 7)=0
1
1 0 0
dir. 0 (0,7) =0 ve d (—n,7) = (n,7) elde etmek igin
1 1 1

¢ = 0 olarak belirlensin,

0 0
C,6* (n,7) + C,6? =0

1 1
veya
0
0 (n,7)
1
Cy=-C4
6> 0
1
1
Sonra ( = alinsin, o zaman Teorem 2.11.5; (37) esitligi ve
0
yardimiyla, gerektiginde ise indirgeme formiilii ve (33) ve (34) ile

1 T 1 1
Ch0 (n,7) expmi {—— -3 (1)} 0 (—n,T) exp i {—
1 42 1

1 0
+C,0? (0,7) exp i {—Z -1 (1)} + C36° (0,7)
1 2 1

expm’{—% - 1(1)} —0
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1
elde edilir veya 6 |: ] (n,7) tek oldugunda
1

(777 T) - C'39 =0
1 1

exp i (—%) . {6’162

Boylece

bulunur.

Uygulama 2.11.1: (45) in agagidaki benzerleri tiiretilsin.

a)
o] [o 0
62 0[ ]((+n,r)9[ ](C%T)
(0] |0 0
o . 1 ,
— 42 (C,7)02[ ](nﬁ)H)gl ](C,TW[ ]WT)-
_O_ 0 1 1
b)
EERE 1
0> 9[ ](CM%T)@[ ](C—nm)
| 0 | 0 0
L 1 1 ,
= (6,7)92{ }(77,7)92{ }(C,ﬂ@z[ ]07,7)-
_0— O 1 1
c)

0 1 1
92[ ]9[ ](CJF%T)@[ ](CU;T)
1 1 1
1 0 0 1
- 02[ ]((,7)92|: }(n,7’)92|: }(C,T)QQI ](77,7).
1 1 1 1
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(45) i veya yar1 periyot degigimini elde etmek igin uygulanan yontem kul-

_1_ 1 .
_0- 1 1
_1_ 0 0

= 0 [ ] [ ] (n,7)0 { ] (n,7)
_1— 1 O
1 0 0
1 1 0 0

. 1
Ispat: Teorem 2.11.12 ye gore karakteristigi ile asagidaki her
0

lanilir.

Bir sonraki 6zellik

bir terim igin 2.dereceden theta fonksiyonu oldugundan ( dan bagimsiz,

tiimii(hi¢) sifir olmayan C, Cy, C3 sabitleri vardir, boylece

1 0 1 0
[ cono] e[
1 1 1 1

+Cs0 (¢,71)=0

c,0 (C—n,7)+ C0

0 0
o]
1 0

veya

elde edilir. Simdi ( = —n alinsin, n nin birkag istisnai degeri hari¢ tiimii

1 0
] (_777 T) 0 [ ] (_7]77_) =0
0 0

icin gecerli olan

HEgH
Cs0 (—n,7)0 (—n, )+ Cs0
1 1
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veya

N 0
0 (n,7)6 (n,7)
0 0
02 = 03 = = — =
1 0
0 (n,7)0 (n,7)
1 1

elde edilir. Ozellikteki Cy ve Cs yerine koyuldugunda, bu (31) denklemini

verir.

Uygulama 2.11.2: (46) metodu kullanilarak agagidaki formiiller tiiretilebilir.

a)
0 1 1
9{ ]9{ ]9{ ](CH],T)@[ ](C 7,7)
1 0 1
0 1 0 1
- 9[ ](m)e[ ](,7)9[ ](m )9{ ](nm)
0 1 1 0
0 1 0 1
+0 [ ] (¢, 7)0 [ ] (¢, 7)0 [ ] (n,7)0 ] (7, 7)
1 0 0
b)

1 1
] C+777 0[ ](<77>T>
1 0
_1_ .
— 9 9[ ] [ ](nﬁ)ﬁ{ ](?7,7)
_0— 1
0 0 1
+9[ ](C 7)0 [ ](C 7)0 [ ](7777)9{ ](77,7)-
0 1 0 1

Uygulama 2.11.3: (46) dan ve son uygulamadan, yar1 periyot degistir-

ilmesiyle agsagidaki sonuglar cikar:
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b)
0 0 0
0[ ]0[ ]0[ ](CH]T)@[ }(CUT)
0 1 1
0 0 0 0
— 9[ ](CTW[ ](C,T)H[ ](7777)9{ ](777)
0 1 0 1
1 1 1 1
+9[ ](C,r)él ](C,T)Hl ](U,TW{ ](77,7)-
0 1 0 1
c)

(R BLHESCH O
[ s o tones] o
R R

Bu uygulamalar ile (45) ve (46) formiilleri, theta fonksiyonlar: i¢in toplam
teoremlerini olugturur. Simdi (38) e bakmiz. ¢ = u/2Q; 1 = v/20; ve
T = Qy/Q vardir.
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92

dan

1] Tol] [1
0[ 9[ 9[ ](um)
0| o] |1

2_0 [0
0 ]9 }(Cﬂw)
1 1

92

1
0 0 1 1
02 |: ] (C, T) 92 [ ] <TI, T) ) 02 [ ] <<’ T) 62 |: ] <,r]’ T)
1 1 1 1

elde edilir.Simdi bu son formiilde pay ve payda, paydanin ilk terimi ile
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boliiniir, ve

1 1 0 1 1 0
0 (¢m)o (n,7) 0 () 0 (n,7) 0 (¢m)o ()
1 0 0 1 0 0
3 = L = L = + — = L = 3 =
0 0 0 0 0 0
0 (X (n,7) 0 () 0 (n,7) 0 (X (¢7)
1 1 1 1 1 1
1 1
0 (¢or) 02 (n,7)
1 1
1 — = = = =
0 0
6° (¢m) 6? (n,7)
1 1

elde edilir. Ilgili Jacobi eliptik fonksiyonu vasitasiyla her theta katsayis: ile
(38), (39) ve (40) dan elde edilen uygun theta sabit carpan degistirilsin.
O zaman formiil (41) deki A teta sabiti cinsinden verildiginde ve (47) deki
manipiilasyon ve ¢apraz carpim ile,

snu cnv dnv + snv cnu dnu

— 4
sn (u+v) 1 — Asn?u sn?v (48)
elde edilir. cnu ve dnu igin toplam formiilleri soyledir:
cnu cnv — snu snu dnu dnou
— ) 49
en (u+v) 1 — Asn?u sn?v (49)
dn (u+ v) = dnu dnv — Asnu snv cnu cnv‘ (50)

1 — Asn?u sn?v
Teorem 2.11.13: Theta fonksiyonlar1 asagidaki toplam formiillerini

saglar.

O (y+2) 01 (y — 2) 95 (0) = 93 (y) V3 (2) — 5 (y) 93 (2)
= 9 (y) Vi (z) — 95 (y) 97 (2)

O (y+2) 02 (y — 2) 95 (0) = 93 (y) V3 (2) — ¥ (y) 95 (2)
= 03 (y) V5 (2) — V3 (y) 07 (2)

O3 (y +2) 03 (y — 2) 95 (0) = 05 (y) 05 (2) — 0% (y) 93 (2)
= 95 ()05 (2) — 95 (y) 7 (2)



Oa(y+2)0a(y —2)91(0) = 95(y) V5 (2) — 03 (y) V3 ()
= Ui (y)Vi(z) =91 (y) 97 (2)
Tanim 2.11.7 (Theta fonksiyonu igin Carpim Agilimi):Ilk olarak

0 (¢, 7) goz oniine alalm,onun ¢ = 3 —Z+my +mor = (2my + 1) 1 +

N =

(2mg 4+ 1) () de sifirlar1 vardir. Bu noktalar ”latis” bi¢imindedir. ¢ =
(2m+1)% — (2k — 1) (%) iken bu olagan(siradan) uyumun (kongriiansin)
¢oziimiinde (2k — 1) 7+2¢ = 1 (mod 2) veya esdegerlerindeki ¢ noktalarinda

1 —expmi (2k — 1) 7 + 2¢ nin sifirlarimin varhg gozlemlenir. Bu nedenle bu

fonksiyonun sifirlari; mo = —k ile 6 (¢, 7) min sifirlar ile ortiigiir veya,

0

egdegeri olarak , 6 (¢, 7) i¢in onlarm sifirlarinin, sifirlarin —k.satir

latisi vardir. Benzer sekilde 1 + exp i {(2k —1)7 — 2¢} nin (k — 1) .satir

latisi igin de sifirlar1 vardir. Bundan dolay1 © (¢, 7) fonksiyonu

H +expmi{(2k — 1) — 2(}) H1+6Xpm{2/€—1)7+2§}>
1 1

ile tanimlanir, carpimin yakinsakligini saglayan 6 (¢, ) gibi tamamen

ayni sifirlara sahiptir. H (1 — ay) sonsuz ¢arpimimin mutlak yakinsaklig
icin kogul >° |ax| < oo olmasidir. Simdi ilk ¢arpim igin
ar = expmi{(2k — 1) 7 — 2¢} dir. O zaman

lax] = exp—7m{(2k—1)Im7—2Im(}

= exp2rImCexp—m (2k — 1) Im7.

Z lag| = epoWImCZeXp —m (2k — 1) Im .

Im7 > 0 oldugunda orani birden az olan geometrik bir seri iken toplamin
sag tarafi yakinsaktir. Boylece Im7 > 0 icin bir sonsuz carpim mutlak

ve diizgiin yakinsaktir. Benzer bir mantikla, ikinci ¢carpim ic¢in ayni sonug
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tiiretilebilir. Buna ek olarak, simdi gosterecegimiz gibi © ((, ) (33) ve (34)

ii kargilar.
O(C+1,7) = H +expmi{(2k —1)7+2( +2})
1

H (1+expmi{(2k —1)7 —2( — 2})

(€, 7)

Il
©)

O(+7.7) = J](+expmi{(2k+1)7+2(})

[T +expmi{(2k —3)7—2¢}).

E'=k+1vek”=Fk—1 olsun,

O(+r,7) = H (1+expmi{(2k' — 1) 7+ 2(})
[ @ +expmi{(2k” —1)7 —2¢})
k=0

= 0(7) expmi{—7 —
(I +expmi{r +2¢}) (14 expri{ 2¢3)
(1+expmi{—1 —2(})

(1+expmi{—1 —2C})

0
J2]n
0

o ()

hi¢ kutbu yokken ve periyotlar1 1 ve 7 iken cifte periyodiktir. Bunun i¢in

= 0,1 expmi (—7 — 2().

Bundan dolay1

agikga sifirlanmayan, bir yakinsama carpimi olan C'(q) # 0 oldugunda,

C(q)0 2 ¢, 7)=0(¢ ) dur.

q = exp miT olarak diizenlendiginde,

oo

o
= H (1 + ¢**exp 2772'() . H (1 + ¢**Lexp —2772'()
1

1
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yazilabilir.

C' (q) sabitinin degerlendirilmesi, biraz uzun bir iglemdir. Jacobi ile,

N N

Oy (¢, 7) =] (1 + ¢ Pexp2miC) . [] (1 + ¢ exp —2mi()

1 1

olarak belirlenir ve
NA+1

ovic+rr) = ] (1 + ¢ Lexp 2m'g> (51)
k'=2
N—-1

H (1 + q%”_1 exp —27rz'C>

k=0

1+ N+t exp2mi¢ 1+ ¢ 'exp —2mic O (C.7)
_ ' -
1+qexp2miC 1+ ¢N-Texp—2mi¢
1 + ¢@N+D exp 27i¢

= S
qexp 2miC + g2V n(G7)

oldugu gozlemlenir. Bu son esitligin pay ve paydasi q exp 27mi( ile carpilarak
elde edilir.

Simdi z = exp 27iC oldugu yerde @y (z,7) = On ((,7) belirlensin. z;
exp 27i (¢ + 7) = ¢*z oldugunda

On ((+7,7) = On (¢2,7) (52)
dur.
Simdi seri
N
Oy (2) =Y ap (q) 2"
-N

bi¢cimindedir. Bu sonuglarin gergegi olan O y; [1 + (%)} formunun N faktor-

leri ile (1 + z) formunun N faktorlerinin ¢arpimdir.

Dikkat:

ve bundan dolay1 a”, (¢) = al (q);

N—o0

(i) lim Oy (C) = C(q)6 8 (7).



ve

C(g)d q"2"=Clg)+ ..

bundan dolay:
lim ag' (q) = C (q)-

N—oo
Simdi,
(g2 + ¢*N) Dn (¢%2) = (1+ N z) Dy (2) (53)
oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten de (25) ve (26) formiillerinin degisimi

ile bu zilenir. Sol tarafta

N N N
(a2 + ) Y a (@) ™" = > o (@) @+ a () R
_N -N -N

sag tarafta
N N
doay @+ aY (@) M
—N —N

elde edilir. Ilk ve son toplamlardaki ¥ — k — 1 toplam degistirilerek ve

diger toplamlarin her birinin ilk terimi c¢ikarilarak

N N
an (@) TN DY T @) (@) T+ D) ) (g) NS
—N—-1 —N+1
+ay (q) 27"
N N
= @2+ ) @ (@ + D gl (@ ay (@) NN
—N-1 —N-1

yazilabilir. Simdi z* nin katsayilar esitlenerek, k = —N + 1,..., N icin
ay 1 (@) 7+ ap (@) 7 = a (@) +aply (g)
elde edilir.
a (q) (1 - ) = ai"y (@) 1 (1= ¢*¥7272) (54)

veya

(1 — N2k
akN (q) = a3, (q) q2k ! ((1 — q2k—2N>>'




elde edilir. Simdi tekrari(yinelemesi) ile

N B akN_2q2k—lq2k—3 (1 _ q2N—2k—2) (1 _ q2N—2k:—4)

ap (q) = (1 — g2++2N) (1 — 2N-26-2)

a®, (¢) = a¥ (q) var oldugunda @ teriminde durulur.

Bu nedenle

N( q q

oD+ (2h+3)+(2h=5)+..+1 (1 _ 2N—2k+2) (1 _ 2N—2k+4) (1 _ q2N)

N _
ar, (q) = ay (q) (1 — g2F+2N) (1 — 2k+2N=2) (1 — @2N+2)

elde edilir.
14+3+5+...+2k—1 = k? | tiimevarim ile kolayca gosterilebilir, boylece

. (1— @N-242) (1 g2N)
ai (q) = aj’ (q) ¢ — 2k12N) (1 _ 2N+2k—2 — 2N+2
(1 —g2F+2N) (1 — 2N +2k=2) | (1 — ¢2N+2)

dir. @y (z) = Op(¢) tammndan, 2V nin aV katsayismm ¢ oldugu
goriiliir. Bundan dolay1 £ = N olarak diizenlenerek,

N — gyt L) (=)
O (1= N2 (1 - ')

veya
2N

I a—¢m

aN _ (1 _ q2N+2) (1 _ q4N) _ =1
e N N

| J )

n=1

elde edilir. Bundan dolay1 C' (¢) i¢in istenen sonug

2N
IT a-¢
Clo = Jim o = Jim ==
[Ta-e
n=1
2N
limy—ee [ (1—¢*)
. n=N+1
- N
limy oo [ (1= 2)
n=1
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dir. Pay bir yakinsama carpiminin devaminin sonudur ve bunun icin bir
olma egilimindedir. O () tanimlanan garpim goz oniine almarak bu yakin-

samanin ¢6ziinde ispatlanmigtir. Boylece

1

ﬁ 1— q2n
n=1

C(q)

elde edilir ve son olarak

0 > s 00 ‘
0 (C;T) = H (1 _ q2n) H( 2k: 1 27rzC H 1 +q2k—1€—2m<)
0 n=1 k=1 k=1
_ H (1 _ q2n) H (1 + q2k:—1 (€2m'g + 6—27ri§) + q4k—2)
n=1 k=1
= H (1 — q2”) H (1 +2¢** tcos2n¢ — q4k_2) ) (55)
n=1 k=1
Qo = H (1 — ¢*) olsun. Formiil (5) in degisimi hatirlanarak,
n=1
0 1 T 1
0 ¢+ T :expm{———C}H (¢, 7)
0 0 4 0
veya
1 L2 [ 14 (62M<<+<%)) n e—?m‘(c+(%>>>
0 (¢,71) = qie™Q,
0 ]g +q4k—2
= qiemCQo ﬁ 1+ q2k 2mi¢ ﬁ 2k+2 727rz§)
1 1

_ qiem‘cQ 1+e 2mg H 1+q2k 2m‘<+€—2m'c) +q4k)
1

— i (e™ +e7™) Q, H (1+2¢* cos 2m( + ¢*)
1

— 2¢1Q,cos 7 H (1+ 2¢%* cos 2 + q4k) : (56)
1

Tekrar formiil (37) kullanilarak,

0 0 0
0 ¢+ 7| =0 (¢, 7)
0 1 1



veya

oo oo

1

= Q, H ¢! (cos2m() + ¢* 7). (57)

1
Simdi

[ )t e

veya

9{1}(“) = Quberce T (1 el ()40
1 1

1 14+ 2k1—2m§+% %

i

— Q q4€2 eﬂlCH 2k 27rz< ﬁ 2k 2, 27m§)
1

00
_ Q q4€2 em( —27rzC H 27TZ<+€ 27r7,C) +q4k)
1

= —2¢1Q,sin 7 H (1- 2¢%* cos 2 + q4k) : (58)
1
Qo tamimimiz ile birlikte

Q1 =

I1a
Q2 = ﬁ 1+¢"7),
I1a

Q3 — 2n 1
tanimlanir.
Qo1Q2Q3 = H (1—¢") (1—¢"7?)
m=1
= H (1—q2n) = Qo
m=1
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veya
01Q2:Q3 =1

oldugu gozlemlenir.

(BEMH
0 = 0 (0,7)
1 1

= —27Tq%QO H (1 — q%)Q
1

Theta sabiti

= —2mqiQ}

Theta sabiti
] H 1+q2k1 _QoQg,
1

S

1

ve
0 [ ; ] = 2¢1 QOH( +™)" = 201Q0Q}
1
Boylece
O O 1 1 .3 2 1 13
0 0 0 = 2¢1Q; (Q1Q2Q3)” = 2¢1Q;
0 1 0
) _19, |: 1 ] |
T 1
veya

1L

(37) nin ilk uygulamas: agagidaki gibi yapilabilir.
ol 11],.
AN (58::7)
sSnU = ——s—=—5—=
1E (5%7)
0 |
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(37) ile

0,11
0 0
0 1 ,| 0
20 = — = 7l . (64)
1 0
0 0
0 1
veya o
/ 1 u 0
sn'uf . (ﬁ’ 7'> 0 X
lin% = - = 20,
o 1 9/ 1 u 9/ 1
#f || ()
1 1
L’Hospital kural ile saglanan
0 0 Y
a. 2 (557)
————= = lim snu—F——=
1 u—0 1 .
‘| o (757)

elde edilir.

2.12 DIGER THETA FONKSIYONLARI:

Tanim 2.12.1: 65 (z),605(z) ve 04(2) fonksiyonlar agagidaki bagintilar ile

tammlanir.

O (2) = 0, <z+ g)

_ Z q(n+%)2€(2n+1)iz

n=—0oo
o

= Z {q<n+%)2€(2n+1)iz +q(—n—l+%)26(—2n—2+1)iz}

n=—oo

= Qq% cos 2 + Qq% cos 3z + 2q2<T5 cosHz + ...
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03 (z) = qierG (z + 24 E)

2 2
o0
_ Z q(n+1)2€2(n+1)iz
n=-—oo
o0
_ Z qn2€2mz
n=-—oo

o0
= 1—1—22(1”26082712

n=1

= 1+42gcos2z+2¢*cosdz + 2¢° cos 6z + ...00.

04(2) = —iqiefé’ <z + %)

_ Z (_1)n+1 q(n+l)2e2(n+l)iz

= 1+2 Z (—=1)" ¢"* cos 2nz
n=1
= 1—2gcos2z + 2¢* cos4z — 2¢° cos 6z + ...00.
Dipnot:f; (z), 605 (2) ve 04(z) tamimlarindan onlarin z’nin biitiin ¢ift
fonksiyonlar1 oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 2.12.1: Ilgili sigma fonksiyonlar: ve theta fonksiyonlar: arasin-

daki iligki

_ m202(2)
o1(z2) = e~ 7, 0)
. ny 22 194 (Z)
oo(2) = e 7. 00)
03 (Z) = emﬂz2 Js (Z)

ile verilir.
Teorem 2.12.2: Eger ¥, (z) dort theta fonksiyonundan herhangi birini

gosterir ve 19; (2) de onun tiirevi olursa o zaman,r=1,2,3,4 oldugunda

9, (z+7) 9, (2)
I, (2)

Iy (2 +m)
O (z+77) _ _o; 0 (2)
9y (2 +77) 2 +19r(z)

99



dir.

Teorem 2.12.3: Theta fonksiyonlarinin bir hiicrede yalniz bir sifiri
olabilir.

Teorem 2.12.4: ¥, (z),95(2),05(z) ve J4(z) fonksiyonlarisirasiyla
0,%,5 + %5 ve & de sifirlar vardir.

Teorem 2.12.5: 1, (z) fonksiyonlarimin kareleri (r=1,2,3,4) agagidaki

fonksiyonel egitlikleri saglar.

93 () 93 (0) = 97 (2) 93 (0) — Wi (2) 95 (0) (65.1)
U3 (2) 93 (0) = 97 (2) 95 (0) — i (2) ¥ (0) (65.2)
91 ()93 (0) = 03 (2) 93 (0) — 3 (2) 95 (0) (65.3)
V3 (2) 93 (0) = 93 (2) 93 (0) — 5 (2) ¥3 (0) (65.4)

Teorem 2.12.6: G bir sabit olmak iizere, theta fonksiyonlarinin sonsuz

carpimlari,

Y1 (2) = QG(]% sin z H (1 —2¢°" cos 2z + q4n)
n=1

Uo(2) = 2qu cos z H (1 + 2¢°" cos 2z + q4”)

n=1

U3(2) = G H (14 2¢”" ' cos2z + ¢*"7?)

n=1

Iy(2) = G H (1 —2¢"" " cos2z + ¢*"?)
n=1

gibi gosterilebilir.
Tanmim 2.12.2: Genellestirilmis Hermite theta fonksiyonlari; u, v her-

hangi iki say1 olmak {izere

@,u,u (Z) _ i 62iz(n+%)+iﬂ'7(n+%)2+iwnu

n=—oo

gibi mutlak ve diizgiin yakinsak seriler ile tanimlanabilir.
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Asikar olarak,

V1(2) = —iO11(2)
P2(2) = O10(2)
U3(2) = ©op(2)
U4(2) = ©01(2)

bulunur.

Teorem 2.12.7: O, , (z) fonksiyonu,

) T 0?
E@u,v (2) = E@@W (2)

parabolik parcal diferansiyel denklemini saglar(karsilar).

Teorem 2.12.8: 9, (0) = 95 (0) 05 (0) ¥4 (0) iyi bilinen 6zelligi ispatlar.

Teorem 2.12.9: ( sabitinin degeri

G-I

n=1

ile verilir.

Teorem 2.12.10: Her bir acihim, ilgili serilerin yakinsak oldugu z-

diizleminin bolgesinde gecerli olmak iizere, theta fonksiyonunun logaritmik

tirevinin Fourier agilimlar:

(1—¢*)

(1—4¢*)

ile verilir.
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Teorem 2.12.11 (Jacobi’nin Sanal Doniisiimii): Theta fonksiyon-

lar;; 7 = —2 ve (—z‘T)*% ; |arg (—i7)| < § gibi alindig1 yerde,asagidaki

esitlikleri

/0

91 (2|7) = —i(—ir) Fex <”l22>191 (=17

Uo (2]7) = % (ZT; ) Uy (zr T

l 27',22 / /

95 (2|7) = : ( - ) s (zr -

1 "2 ’ /

Uy (2|T) = T2 exp (ZT & ) Dy (ZT |7
s

saglar.
Teorem 2.12.12 (Landen Déniigiimii): Theta fonksiyonlari, agsagi-
daki egitlikleri

Vs (2[7) Va (2[7)  _ 95 (0|7) ¥4 (Ol7)

V4 (22]27) ¥4 (0127) 7
Vo (2[7) 1 (2l7) U5 (0]7) ¥4 (OI7)
vy (22]27) 94 (0]27) 7

saglar.

Teorem 2.12.13 (Theta Fonksiyonlarinmm Oram): w = 2 kat-

say1 fonksiyonu,

2
(L) = 03— wt) (43 - 203

non-lineer diferansiyel denklemini saglar.
Teorem 2.12.14: Eger o, ve [, (r=1,2,3,...,n); 2wi, 2wy periy-
otlarmin  f(z) eliptik fonksiyonunun kutuplar1 ve sifirlar1 oldugu yerde

Yoy =", [, ise, o zaman A bir sabit olmak {izere

V1 (” o 7T7'>
Je)= W <Z7r e e 7r7')

dur.
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Teorem 2.12.15: [, kutuplarindaki f(z) eliptik fonksiyonunun esas

kisimlar:
Z Ar,m (Z - ﬁr)_m
m=1

ile verilirse, o zaman A bir sabit olmak iizere,

& (-1 A, A w2 — 73,
f(z):A%—Z;{z:l (m = 1)1 dzmlogﬁl Q—M,W,WT

dur.
Tanim 2.12.3 ( e,e2,e3 iin Terimlerindeki Theta Fonksiyon-

larimin Géosterimi):

e - 2 -
olz)—ex = ?ff)):giﬁg;gfg
ole)—es = ?(S)):ZES;Z?EE;

i - GRG0 g

= S ) s 40

G = ) " A = O

Tanim 2.12.4: ©(z) ve H (z) fonksiyonlar: (Theta fonksiyonu i¢in
Jacobinin énceki sembolleri © (z) ve H (z) dir.); 93 (0) ve 7793 (0)

yukaridaki fonksiyonlar ile iligkili periyotlar olmak iizere,

ile tanumlanir.
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Tanim 2.12.5: © (2) ve H (z) fonksiyonlar;; K = 293 (0) ve iK =

295 (0) olmak tizere agagidaki iligkiler ile tanimlanir.

01(2) = O(:+K)="1;(20;7(0)]7),
Hi(z) = H(z+K)=1,(2952(0)|7) .

2.13 DEDEKIND ETA FONKSIiYONU:

Sayilar teorisindeki eliptik modiiler fonksiyonlarin bircok uygulamasinda eta
fonksiyonu merkezi bir rol oynar. Bu Dedekind tarafindan 1877 de tanitildi

ve H = {7 :Im(7) > 0} yan diizleminde
n(r) = o1 H (1 — 62”””) (67)

esitligi ile tammlandi. 2 = €2™7 oldugunda sonsuz carpim H (1 — ™) for-
mundadir. Eger 7 € H ise o zaman |z| < 1 dir yani ¢arpim mutlak yakinsar
ve sifir degildir. Dahasi, H nin kompakt alt kiimeleri iizerinde yakinsama
diizgiin oldugundan, 7 (7) H iizerinde analitiktir.

Tt =71+ 11igin

n(r+1)= eﬂ(gl) H (1 — eQ’Tm(TH)) = 6%77 (1) (68)

n=1

elde edilir. Sonug olarak, herhangi bir b tamsayis: icin,
mib

n(r+b) =ern(r) (69)

elde edilir. (68) esitligi 1 periyoduna sahip 7?4 (7) nun periyodik oldugunu

gosterir.
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3 BULGULAR VE TARTISMA

Weierstrass'm g (), (z) ve o (z) fonksiyonlarimin gimdiye kadar kabul
edilen sonsuz seri acilimlarinin sayisal hesaplamalari i¢in daha uygun agilim-
lar vardir. Bu , 6 (z,7) ile tamimlanan, sonsuz serilerde hizlica yakinsayan
bir agilima sahip ve Weierstrass’in sigma fonksiyonu ile dogrudan baglan-
tili bagka bir fonksiyonu tamtabilmek i¢in bir avantajdir. 7 = 22 # real,
Im7 > 0vemmn=0,£1,£2, ... icin w = mw; + nws olmak iizere 7 ve z

kompleks degiskenler olsunlar.

€ 1 0 1
= , , , (mod 2) , ¢ ve &’ tamsayilar ve n

g 1 1 0 0
, (—00,00) arahigimdaki tiim tamsayilar olmak iizere; 0 (z, 7) fonksiyonunu

9 2 /
0 6/ (2,7) = zn:exp{<n—l— g) TiT + 270 <n—|— %) (z—|— %)} (70)
seklindeki seri ile tammlariz [1].

(70) serisi, z-kompleks diizlemindeki kompakt kiimeler iizerinde mutlak
ve diizgiin yakinsaktir ve bu nedenle z'nin bir tam fonksiyonunu temsil et-
mektedir [4].

Eger Im7 > 0 iken (wi,ws) kompleks sayilarin bir ¢ifti, ve m,n =
0,+1,£2, ... iken w = mw; + nw, ise, o0 zaman |z| < R igin,

z z|3
#(G)-=2 2 [
|w|>2R>0 |w|>2R>0

elde edilir, ve son seri her sonlu R > 0 i¢in |z| < R ¢emberinin iginde diizgiin

2
z z oz
z 1-— —) exp| —+ —
H ( w) P (w * 2w2)
w#0
sonsuz garpimi, her sonlu R > 0 i¢in |z| < R gemberinin i¢ginde mutlak ve

yakinsar. Boylece

diizgiin yakinsar. Eger
z z 22
= 1— —) -+ — 71
o(z,w) ZleO( - ) exp <w + 2w2> (71)
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olarak tanimlanirsa, o zaman o (z,w), 2z nin bir tam fonksiyonudur, sabit
degildir, dolayisiyla eliptik de degildir. o (z,w), =z nin bir tek fonksiyonu
oldugundan o (—z,w) = o (z,w) dir. Agik olarak z = w noktalarinda basit

sifirlar1 vardir [6]. Asagidaki Weierstrass ¢ (z,w) fonksiyonunun
d o (z,w) 1 1 1 z
— 1 = = — _ [N
((z,w) = —logo (2,w) (o) z+;<z_2w+2w+4w2)

bagintisinin olduguna dikkat edildiginde, n; = ¢ (%) ve 1y = ( (%) olmak

izere,

C(zw1) = ¢(2)+m
C(zywa) = C(2) +m,
gibi log o (z,w) nmin birgok degeri tiirev ile ¢ikarilabilir.
Teorem 3.1: z = 0 daki z ye gore 0 (z,7) nun tiirevi ¢ (0,7) ve
Im7 > 0,7, =¢( <wil) , (w1,ws) Weierstrass @ (z) eliptik fonksiyonunun

periyotlarinin basit veya indirgenmis c¢ifti olmak iizere,

(2.w) = 0 z 1 22
o(z,w)=0|—,7| 57——wiexp | —

) wl) 9/ (O7 7_) 1 p wlnl
bagintis1 mevcuttur [6].

Asagida alternatif theta fonksiyonlarini gérebiliriz.

€
Yildiz [9] da p = exp {—4 (T +2)mi — 5 (22 + &) wi} ve | =
€
1 0 1 .
, : , (mod 2) , € ve ¢’ birer tamsay1 olmak tizere,
1 1 0 0
€ 1 7 £+ 51
7 2t oot =l (72)
e’ 2r 2 £+ 5
dir.
€ 1 0 1 0
Rauch [4] de = , : ; (mod 2),e ve &
g 1 1 0 0

birer tamsay1 ve n (—o0, 00) araligindaki tamsayilar olmak iizere,

0 El (Z,T):;exp{(n—Fg)?WiT—Fzﬂ'i(n—i—%) (z—i—%/)} (73)

3
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dir.

€ 1 0 1 0
Duval [2] de = : , : (mod2),e ve ¢
g 1 1 0 0
birer tamsay1 ve n (—o00, 00) araligindaki tamsayilar olmak iizere,
0| " =S e <n+€>2 i +2i(n+€> I (74)
T) = X =) mit = ——
PR P 2 2 2
dir. -~
€
Eger = (mod 2) ise, o zaman
e’ 1

7 1 (Z,T):—iZ(—l)”exp{(n—i-%) 7m'7'—|-(2n—|—1)7m'z} (75)

1

dir. Bu 6 (z,7) fonksiyonu, Komaravolu [6] dakinin alternatif for-
1
miiltidiir. _
3 0
Eger = (mod 2) ve z = 0 ise, 0 zaman
g 0
0 5 .
0 (0,7) = Zexp (nmir) (76)
0 n

0
dur. Bu 6 (0, 7) fonksiyonu, Gregory [1] dekinin alternatif formiiliidiir.
0

a
Tanim 3.1: olarak belirtilen bir periyot b + ar dur. Ceyrek
b

periyot; bir periyodun ¢eyregidir ve

olarak yazilir. Indirgenmis ceyrek periyot, a ve b nin 0 veya 1 e esit oldugu
bir ¢eyrek periyottur [9]. Yukaridaki bu alternatif formiil (72) nin yardinu
ile, ceyrek periyotlara bagh asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.
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Teorem 3.2:

a)

1 1
0 z—i—i T
€ 1 1
x| 0, = ——=
o4 1 1
0 z+4—11 T
0 1

_ miT

e 4 Z(—l)nexp{(n+%)2mr+(2n—|—1)m’z—|—”T“+717;—Z*+WT”+%¢}

e T Zexp{(n+%)27m'7'+ (2n + 1) miz 4 B¢ 4 I 4 T +7TZi}
fonksiyonunda;
1.Eger n; 0 veya ¢ift tamsay1 ise, o zaman
1 1|1 ! 1] 1
0 Z 4+ — ,T | =10 z+ - T
1 S 0 411

1. Eger n tek tamsay1 ise, o zaman

1 1)1 NE (1
’ S 7| = —ib z+ = T
1 4 1 0 1 .
dur.
b) o
0 . 1
0 2t T
€ 1 1
0 07 - — =
6, 0 1
0 2t T
0 1
Z (—1)" exp {n27rir + 2nmiz + % + m;w}
_ n
Z exp {n27ri7' + 2nmiz + % + m;”}
fonksiyonunda;

1.Eger n; 0 veya ¢ift tamsay1 ise, o zaman
0 1] 1 0 1] 1

0 Z 4 — T | =0 z4+ = T
1 411 0 411
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1. Eger n tek tamsay1 ise, o zaman

0 1] 1 0 1] 1
0 z4+ - , T | =—0 z+ - T
1 411 0 411
dur.
ispat:
a) Eger = (mod 2) ise, o zaman
g 1
(n + %)2 TIT + 27 (n + %)
INIE IR IS
z+ = , T =) exp 1
1 111 . z+}% +1
1

(n+%)27ri7+(2n—|—1)7riz—l—”7”—l—”7;l

= je T Z (—1)" exp

n +TI 4 I
(77)
diir.
€ 1
Eger = (mod 2) ise, o zaman
e 0
(n + %)2 TIT + 27 (n + %)
INIE IR RS
A , T = exp 1
0 411 - z41
1
2 . . ~ ~
i n 4+ D) mit 4+ (2n + 1) iz 4 2 4 0o
=e 14 Zexp (n+3) ( ‘ ) 2 2 (78)
n +5E+ 7
diir.

(77) ve (78) esitlikleri kullanilarak

1 L 1
0 Z_I_Z , T
c 1 1
x| 0, = ——=
g 1 )1
9 Z—i—z , T
0 1



w4%§:@4wam{m+%fmr+@n+mwm+%¥+%?+%%+%}

n
nWiT+W_’i’T‘+W_i

_MTZexp{(n+%)zmT—l—(anLl)m,z—i—”Tm—I— 5 i 4}

e 4

n

elde edilir. Burada;

1. Eger n; 0 veya cift tamsay ise, o zaman

1 1] 1 1 1|1
0 z4 - ,T | =16 z4 - T
1 411 0 411
17. Eger n tek tamsay ise, o zaman
1 1 1 1 1
0 Z+ - , T | = —10 z+ - ,T
1 411 0 411
dur.
€
b) Eger = (mod 2) ise, o zaman
g 1

n?mit + 2nmi

0 1] 1
0 z4 - T = exp 1
1 41 2; z+1 +1
1
- Z (—1)"exp {n27ri7' + 2nmiz + ? + m;m’} (79)
dir.
£
Eger = (mod 2) ise, 0 zaman
g 0
n2mit + 2nmi
0 1] 1
0 z+ - T | = exp 1
0 111 ; 2+
1
= Z exp {n27TiT + 2nmiz + ? + m;zr} (80)
dir.
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(79) ve (80) esitliklerinden,

0 ) 1
9 Z-i—z , T
€ 1 1
ol0, = ——=
€ 0 . 1
9 Z—i—z , T
0 1

Z (—1)" exp {n27ri7' + 2nmiz + % + m;w}

n

Z exp {n27TiT + 2nmiz + ¢ 4 m;”}

elde edilir. Burada;

1. Eger n; 0 veya cift tamsay ise, o zaman

0 1 1 0 1 1
0 Z4 - T | =10 Z4 - T
1 41 1 0 41 1

17. Eger n tek tamsay ise, o zaman

0 1] 1 0 11
9 Z+ - » T = _9 zZ+ - , T

1 Sl I 0 411

dur.
Teorem 3.3: Komaravolu [6] da tanimlanan 6 (z,7) fonksiyonu
1
z nin tek fonksiyonudur ve ¢ = H (1 — ™) Im 7 > 0 oldugunda
n=1

1 wir O > .
¢ (2,7) = ce 4 2sinmz H {1 — 62(nT+Z)m} H {1 _ 62(n7’fz)7rz}
1 n=1 n=1

sonsuz carpimi ile ifade edilebilir.

© (2,77_) _ ﬁ {1 . 6[(2n—1)7+2z}7ri} ﬁ {1 . 6[(2n—1)7—2z}7ri}
n=1 n=1

carpimi ile ifade edilen ¢ (z, 7) fonksiyonunu ele alalim.
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1
0 (z,7)

Teorem 3.4 : 9 (z,7) = fonksiyonu, 1 ve 7 periyotlarina

¢(2,7)
sahip bir eliptik fonksiyondur [9].

ispat:
1
0 (2,7)
(2,7) :
Y (z,7) =
©(z,7)
1
olsun. Teorem 3.3 den 6 (z,7) =—0 (—z,7) oldugundan
1 1
1 1 1
0 (z4+1,7) —0 (z,7) 60 (—2,7)
( ) 1 1 1
vz+1,7)= = =
p(z+1,7) ¢ (z,7) ¢ (z,7)
dur.
1
0 (z4+7,7) —e @y (2,7)
1 1
vltnm) = -ap (; f7,7) e~ (24T (2, 7)
1
0 (2,7)
1
o ela)
oldugundan,

© (z + T,T) — ﬁ {1 _ e@n=l)rmit2mi(z+7) }H {1 o(2n—1)Tmi— 27m(z+7)}

n=1

_ ﬁ {1 _ €(2n+1)7'7ri+27riz} H {1 _ 6(2n—3)77ri—27riz}
n=1

= ﬁ {1 — el2(n+1) 1]m+2mz} H {1 rmi— 27r2z}
n=1

_ ﬁ {1 e(2m=1) Tm+2mz} H {1 e(2m—1)rmi— 27rzz}
m=2
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H {1 . 2m 1) T7rz+27rzz} H {1 (2m Vrmi— 27rzz} {1 7rm—+27rzz)}
{1 7mT+2mz } 1

_6—(2z+7')7ri()0 (Z, 7_)

1

burada n = m dir. ¢ (z,7) ; ¢(z,7) ile aym periyodiklik faktor-
1

lerine sahip oldugu gerceginden dolayi, ne sifirlara ne de kutuplara sahip
olmayan,1 ve 7 periyotlarina sahip 1 (z,7) fonksiyonu c¢ifte periyodiktir.
Bundan dolayi, tiim meromorfik fonksiyonlarin kiimesi bir alan formunda
oldugundan ® (z,7) fonksiyonu bir eliptik fonksiyondur ve 1 ile 7 periy-
otlarina sahip 1 (z,7) meromorfik ve periyodiktir. Weierstrass'n ¢ (z,7)

fonksiyonu,

C(Zaw)EC(zwl,WQ—_+Z[ +i

2
Z — w
w#0

serisi ile tanimlanir ve wq, wy kompleks sayilar olmak iizere, (w1, ws) # (0,0)

dir ki w = mw; +nwy ve m,n € Z,ve 7 = Zj—; # reel ve Im 7 > 0 oldugunda;

bu fonksiyon c¢ifte periyodik olmadigindan eliptik de degildir. z # w i¢in

ve her sonlu R > 0 igin seri mutlak yakinsaktir, |z| < R dairesinin iginde

seri diizgiin yakinsar. Dolayisiyla tiim latis noktalarinda 1.dereceden sifira

sahip Weierstrass o-sigma fonksiyonu,

o(z)=0(zw) =0 (z;wi,wy) =2 H <1 — 5) 65+(ﬁ)2
w0
Weierstrass’in sonsuz garpimi ile yazilir. Logaritmik tiirevin alinmasi, ¢ (z,7)

fonksiyonunu verir,

d
((z,7)= ELoga (z,w)
bu fonksiyonun -1.derecesi homojendir, yani
¢ (A2, w) = A (2,w)
ve bu fonksiyon ¢ifte periyodik olmadigindan eliptik de degildir [9].
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€ 0
Bu tezde, = , (mod 2) ve g, € birer tamsay1 olmak
g 1 0
uzere,
IMICGED Y. (n+5) mir+2mi (n4 ) (24 5
T) = X =) wiT+ 27 - —
| T AT 2 2 2

karakteristigine sahip 6 fonksiyonunun 6zel bir degeri sunulmustur.

6I

Boylece, asagidaki bagintilar

O o0
0 (z,7) = Z exp (n’mit + 2nmiz)
0 n=-—oo
0 o
0 (z,7) = Z (—=1)" exp (n’*mit + 2nmiz)
1 n=-—00

elde edilir.

Teorem 3.5: Weierstrass'in eliptik fonksiyonu ¢ (z;w,ws) nin periy-

otlarmin bir ¢ifti (w1,ws), ve n; = C(%) olmak iizere, Weierstrass o-

fonksiyonu bir theta fonksiyonudur ki o-fonksiyonu ve #-fonksiyonu arasin-

daki bagint1

z w 2
o (z;w1,wa) =0 (w—l,T> 70 (01,7_).6“’1771

ile kurulur [2].
Simdi,
0 9. .
7 (z,7) = Z exp (n’mit + 2niz)
0 n

oldugunu gozlemleyebiliriz.

0
O halde, Gregory [1] deki seri ile tanimlanan 6 (0, 7) fonksiyonu ;

0
3
0 (z,7) nun alternatif bir formiilii oldugu goriiliir. z # 0 olmak tizere
8,
bu tezde (z2,7) ve 0 (z,7) formiilleri kullanildi.

0 1
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Ik olarak, mutlak yakinsayan

0 o) o

0 (Z,T) _ H (1 . €2n7ri7') H (1 + €(2n71)7ri‘r+27riz)
0 n=1 n=1
ﬁ (1 + 6(27171)71'2'7'7271'1'2)
n=1

sonsuz ¢arpim goriilmektedir [4].

Teorem 3.6: Im 7 > 0 ve k bir tamsay1 olmak iizere,

o0

n(z) = 5 H (1 _ €2n7riz)
n=1
sonsuz ¢arpimi ile tamimlanan Dedekind’s n-fonksiyonu ve 6 (z,7),
0
0 (z,7) fonksiyonlar: arasinda

1
a)

b)

0 +43 —miz . n—1)miz
TR[CT S r—

n=1

—_

bagintilar1 mevcuttur.
ispat:

a)

fa
D
2

I
::]8

00
2n7rzT | | 1+€ (2n—1) m‘r+2mz)
n=1

o
3

Il
—

2

(1 + e(2n71)7ri7727riz)

3
Il
—

formiiliinii hatirlayalim. Eger k& tamsay: ise, o zaman

0 Z—l—l ¥ nmwi(37
0 . < 5 ,3z+2k)=£[1(1—62 (87+2h))
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H (1 1 (@n=1)mi (37+2k)+2mi( =5 1)) H (1 4+ G(anl)wi(37+2k)727ri(z—;rl))

n=1 n=1
00 00 00
H 6n7rzz H 6n7riz—27riz—(2k—1)7ri) H (1 + eﬁnwiz—47riz—(2k+1)7ri)
n=1 n=1 n=1
00 00 00
H 6n7rzz H (1 _ 66n7riz72m'z) H (1 _ e6nm’z747riz>

3
Il
—

n=1

elde edilir. Eger R = 2™ olarak belirlenirse, o zaman

0] (241 1 ~ "
9[0]<22 ,3z+2k) - H -’ @ - R

= n=1

R?m 2

||::8 |

elde edilir. Diger taraftan, n = n’ + 1 olarak belirleyebiliriz, o zaman

0 { g ] (Z ; Ls 2k> (1 R3”/+3> f[l (1 _ R?’”/”)
(

’,:]8

z\
[
N

13

1 — R3n/+1>

I
_

I
~—~~ 3

1-R)(1-R*) (1-R*) (1-R")...

I
8

(1-R™)

3
Il

I
18

(1 o 62m7riz)

3
5

dir. Yukaridakilere gore,

oo
LZ; | | 2n7rzz

sonsuz carpimi ile tanmimlanan Dedekind n-fonksiyonundan

Tz O
n(z)elzel ] (z+1,3z+2k‘)
0 2

elde edilir.
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b)

0 oo
0 (2,7) = Z (—=1)"exp (n*mit + 2nmiz)

1 n=-—o00

esitligine gore, |z| < 1 ve besgen sayilar olarak bilinen 1n (3n + 1),

n=—1,-2,-3,...icin x = €™ olmak iizere,

0 4 - 1
7 ) <ZI ,gz> = Z (—1)" exp [ﬁn(Sn—l—l)mz}

n=-—oo

= 1+ (-1" {exp Bn (3n — 1) m’z} + exp En (3n41) m‘z] }

00
— 14+ Z (_1)71 |:x%n(3n71) +‘T%n(3n+1)i|

n=1

= l—z—2®+2°+2" — 22— 2P 4 ..

0 (1) (21422) - (-2 (1—a)..

x = €™ olarak kabul edildiginden;

elde edilir.
Bu sonuglar, #-theta fonksiyonu ve Dedekind n-fonksiyonu arasidaki
iligki ile ilgili oniimiizdeki ¢aligmalarda, 6nemli bir rol oynayacaktir.
Aslinda, teoremin uygulamasi: Teorem 3.6 nin ispatindaki (a) ile elde

edilen iligki , Teorem 3.6 nin ispatindaki (b) de kurulan beggen sayilar iiz-
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erindeki Dedekind n-fonksiyonu bilindiginden,

0 00
0 . (5% 32) Z (—=1)"exp (3n (3n + 1) wiz)
H 1 — e(2n—-1) TI”LZ) H (]_ _ 6(2n—1)7riz)
n=1 n=1
e
H (1 _ 6(2n71)7riz)
n=1

(1 - eﬂ'iz) (1 . 627riz> (1 - €3m'z) (1 - e47riz) (1 - 6571'1'z) (1 -

(&

67riz)

(1 _ 67riz> (1 _ 637riz) (]_ _ 6571'1'2) (]_ _ e77riz)
(1 eBm) (1 ¢t (1 B

0o
| | 2n7rzz

elde edilir. Dedekind eta fonk81yonu,

0o
L
— 5 | | 2n7mz

olarak bilindiginden,

0o
2n7rzz
00

n=1
0
INIC I
= = e (2)
H (1 _ €(2n71)m'z)
n=1

elde edilir. Bundan dolay1,

1

dir.
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4 SONUCLAR VE ONERILER

Son yillarda diferansiyel denklemlerde seri ¢oziimleri daha ¢ok kullanilmak-
tadir. Theta serisinin yardimi ile Dedekind eta fonksiyonu kullanilarak ilk
defa bu tezde elde edilen eliptik fonksiyonun da diferansiyel denklem ¢oziim-

lerinde kullanilacag: diistiniilmektedir.

Sonug olarak, daha ¢nce Jacobi tarafindan kullanilan karakter-

z+4
4

z+1
2

istigi ve degiskeni yerine, karakteristigi ve

1
lanilarak #-theta fonksiyonu ve Dedekind n-fonksiyonu arasindaki iligki ilk

degiskeni kul-

defa bu calismada elde edilmistir.
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