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OZET

PREINVEX VE LOG-PREINVEX FONKS iYONLAR iCIN HERMITE-
HADAMARD T IPLIINTEGRAL E SIiTSIZL iIKLER i UZERINE

Necmettin ALP
Diizce Universitesi
Fen Bilimler Enstitlist, Matematik Ana Bilim Dali
Yuksek Lisans Tezi
Damsman: Do¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Haziran 2013, 74 sayfa

Konvexlik kavrami ve genelj@rilmi s konvexlik kavramlari matematiksel programlamada,
muhendislikte, denge problemlerinde, varyasyonebl@mlerde ve 6zellikle optimizasyon
teorisinde cok oOnemli bir yer tutmaktadir. Konvéxliinvexlik ve preinvexlik igin
tanimlanan Hermite-Hadamargitsizligi matematiksel analiz, optimizasyon ve bir ¢ok
integral gitsizligi icin 6nemli bir k&etsl haline gelmitir. Son zamanlarda Hermite-
Hadamard tipli gtsizliklerin sg tarafiyla ilgili bazi caymalar yapilmgtir. Bu tezde
turevlerinin mutlak dgerleri preinvex ve log-preinvex olan fonksiyonlagini Hermite-
Hadamart tipli gitsizliklerin sol tarafiyla ilgili bazi sonuglar @ edilm§ ve bu sonuglar
¢ok desiskenli fonksiyonlar icin genelkgirilmi stir.

Anahtar sozcukler : Hermite-Hadamard sésizligi, konvexlik, invexlik, preinvex

fonksiyonlar, log-preinvex fonksiyonlar



ABSTRACT

ON HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
PREINVEX AND LOG-PREINVEX FUNCTIONS

Necmettin ALP
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Science,dtepent of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M.Zeki SARIKAYA
June 2013, 74 pages

Convexity and the generalization of convexity are @f the most important aspects in
mathematical programming, optimization theory, &guim problems and variational
problems. Hermite-Hadamard type inequality has bmec@an important cornerstone in
mathematical analysis and optimization and mangratiequalities for convexity, invexity
and preinvexity. Recently, it has been establir@desresults of the right hand side of a
Hermite-Hadamard type inequality. In this thesism® results of the left hand side of a
Hermite- Hadamard type inequality were obtained famconvex functions whose
derivatives absolute values are preinvex and l@japex, and those ressults were extened
to several variables functions.

Keywords : Convexity, invexity,Hermite-Hadamard inequality, preinvex functiongeg-I
preinvex functions.



EXTENDED ABSTRACT

ON HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
PREINVEX AND LOG-PREINVEX FUNCTIONS

Necmettin ALP
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Science,dbtepent of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M.Zeki SARIKAYA
June 2013, 74 pages

Convexity and the generalization of convexity are @f the most important aspects in
mathematical programming, optimization theory, &guim problems and variational
problems. Hermite-Hadamard type inequality has fmec@n important cornerstone in
mathematical analysis and optimization and mangratequalities for convexity, invexity
and preinvexity. Recently, it has been establim@desresults of the right hand side of a
Hermite-Hadamard type inequality. In this thesisstfof all we gave the history of
convexty and Hermite-Hadamard type inequality wd#finitions and the basic theorems
which are necessary in this work. Then we mentiopegperties of convex functions,
preinvex functions, quasi functions and log-prevanctions. At the same time we
mentioned stronglya -preinvex functions and gave relations among (pseqgdasi) a -
preinvexity, (strict, strong, pseudo, quasi)invexity and (strict, strong, pseudo, quasi)
an -monotonicity. We obtained some results of the eftd side of a Hermite- Hadamard
type inequality for nonconvex functions whose daties absolute values are preinvex and
log-preinvex by giving solution methods relatedtitese inequalities. Finally we extened
results of the left hand side of a Hermite- Hadahtgpe inequality to several variables
functions.



1. GIRIS

20. yuzyilin ortalarinda matemgth 6nemli bir alani olarak gorulilen konvex
fonksiyonlarin ilk olarak 19. yuzyilin sonlarindézgnli olarak argirilmaya balanmstir.

Konvex kumeler ve konvex fonksiyonlar matematik yisinda matematik ve geometri
konular arasinda artik dnemli bir yegkié etmektedir. Konvexlik, geometri, analiz, lineer
cebir ve topolojide kullaniimakla beraber say! tgoklasik ekstremum problemleri, lineer
programlama, oyun teorisi vesisizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibgesitli

konularda 6nemli rol oynar. Son yizyilda geh disiplini ve artan uygulamalariyla

matematiksel analizin merkezi alanlarindan birrakayerini almstir, [Dragomir 2000].

Konvex terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite Z281901) in Mathesis 3(1883, s.82)
dergisine gonderdi mektupta rastlanngtir. Mektupta, Sur deux limites d'une intégrale

définie. Soit f (x) une fonction qui varie toujours dans le méme sEng =a, a x=b .

On aura les relations

ou bien

-a)1(232)> [ (s o) B 1)

2

suivant que la courbg = f (x) tourne sa convexit’e ou sa concavit'e vers |'aab@sses.

En faisant dans ces formuldgx) =1/(1+ x),a=0,b = x il vient

X X
X_m<log(1+X)< X_m,

yaziliydi ama maalesef Hermite'in temel gaklarn sik sik onun orjinal yazar kirgii
verilmeden belirtilmgtir. Bu bglamda temel matematikte ilgi ¢ceken/cekmekte olan
Hermite-Hadamard sésizliginin geometrik yorumu ve @um uygulamasiyla konvex

fonksiyonun ilk temel sonucu oldu soyleyenebilir. Cgu matematikci farkli konvex



fonksiyon siniflar (quasi-convex fonksiyonlar, fenjonlarin Godunova-Levin sinifi, log-
convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksilgon vb.) ve 06zel ortalamalar (p-
logarithmic ortalamalar, identric ortalama, Stokgrertalamalar, vb.) icin onu uygulamaya,

geniletmeye, sadefirmeye ve genellgirmeye calgmaktadir, [Dragomir 2000].

O. Holder (1889), ger f"(x)>0 ise daha sonralari Jensesit®zIligi olarak bilinen

esitsizligi f in sagladigini ispatladi. O. Stolz (1893)ger f, [a, b] de surekliyse ve

f(25¥)< 1100+ 1)

2
esitsizligini sasliyorsa, bu takdirde(a,b) nin her noktasinda gave sol turevlere sahip
oldugunu gosterdi. J. Hadamard(189@,b] de artan turevlere sahip olan fonksiyonlar igin

temel integral gtsizlikleri olusturdu. 20. yizyilda ilk kez J. L. W. V. Jensen (39®06)
konvex fonksiyonlarin sistematik atamasinin éneminin farkina vardi. Jensen yukaridak
esitsizligi kullanarak konvexfi tanimladi ve f in sdrekliligini dolayli olarak gosteren ve
yukaridaki gitsizligi de igcine alan uzun seriler Uretti. AO-GG@itsizligi, Young aitsizligi,
Holder saitsizligi ve Minkowski aitsizligi gibi onemli aitsizliklerin ¢ogu konvex

fonksiyonlar igcin Jensergisizliginin sonuglaridir, [Dragomir 2000].

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 vyilingazilan "Inequalities” adli eser
esitsizlikler teorisi icin temel bgvuru kayngidir. Okuyucu bu eserde konvex
fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni gtsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini ve soclar
bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve Bellmar®63.de yazg "Inequalities” adli eser
ve Mitrinovic'in 1970 de yaz@ "Analytic Inequalities” adli eser de soylenehilir
[Dragomir 2000].

M. A. Hanson, 1981 yilinda konvex fonksiyonlarinedmi bir genellemesi olarak invex
fonksiyonlari tanitmgtir. M. A. Hanson'un bu ilk calmasi sonradan lineer olmayan
optimizasyon ve ger salt ve uygulamali bilimlerin alt dallarinda exligin uygulamalari

ve rolunin genietiimesi ¢alsmalarina buyuk bir ilham kaygaolmustur, [Hanson 1981].

Daha sonra konvex fonksiyonlar daha kapsamigdkilde A. W. Roberts ve D. E. Varberg
tarafindan "Convex Functions" adli eserde kalemelgl[Roberts 1973].



Ayrica okuyucu cgtli konvex fonksiyon siniflari igin, Hermite-Hadard sitsizliginin
detayli anlatimini S.S. Dragomir ve C.E.M Pearcaftadan "Selected Topics on Hermite -

Hadamard Inequalities and Applications" adli esénalabilir.

T. Weir ve B. Mond 1988 yilinda yayimladiklari "Breex functions in multiobjective
optimization" adli eserde [Weir 1988] ve M. Aslanodi'un yayimladii "Variational-like

inequalities” [Noor 1994] ile "Invex equalibrium girlems" [Noor 2005] adli eserlerde
denge problemlerinde, varyasyonelsit@zliklerde ve optimizasyonda preinvex

fonksiyonlarin temel 6zelliklerini ve rollerini ietemglerdir.

Yine M. A. Noor ve K. L. Noor'un 2006 yilinda yayladiklari "Some characterizations of
strongly preinvex functions” [Noor 2006] adl essikbnvexIgi ve monotonlgu daha da

genellgtirerek a -preinvexligi, a -invexligi ve an -monotonlgu tanitmglardir. Bundan

esinlenerek Liya Fan ve Yunlian Gua "On stronglypreinvex functions” [Fan 2007] adli
eserde (pseudo, quash-preinvexite, (strict, strong, pseudo, quagijinvexite ve (strict,

strong, pseudo, quasiy7 -monotonluk arasindaki gkiyi incelemglerdir.

Tam bunlarla birlikte preinvextin daha 6zel durumu saylabilecek log-preinvexlik
tanimlanmgtir. M. Aslam Noor bu preinvex ve log-preinvex famonlar icin Hermite-
Hadamard tipli gtsizlikler kurmustur [Noor 2007]. Benzer bigcimde konvex fonksiyomiar
daha 6zel durmu olan log-konvexlik de tanimlagtmi Konvex fonksiyonlarin daha genel
bir durumu olanh-konvex fonksiyonlar icin M. Z. SarikayaOh some Hadamard-type
inequalities for h-convex functich§Sarikaya 2008] adli eserde Hermite-Hadamard tipl

esitsizlikleri tanitmstir.

Konvexlik matematik programlamada, mihendislikteopémizasyon teorisinde dnemli bir
role sahiptir. Konvexfiin genellemesi matematiksel programlama ve optisyaa

teorisinin en énemli unsurlarndan biridir. Literat@ konvexlik varsayimlarini zayiflatmak
icin birgok girisim olmustur. Pini, invex fonksiyonlarin bir genellemesi @k quasi-

preinvex fonksiyon kavramini tanitgtir [Pini 1991]. Noor preinvex ve log-preinvex
fonksiyonlar icin baz Hermite-Hadamard tiplgitsizlikler kurmuwtur.Yeni makalelerde
Barani, Ghazanfari ve Dragomir, bazi preinvex foydslar iceren bir Hermite-Hadamard

tipli esitsizligin sg tarafiyla ilgili baz bulgular sunmglardir, [Dragomir 2000].



Bu calgmada preinvex ve log-preinvex fonksiyonlar icin mée-Hadamard gtsizliginin
sol tarafiyla ilgili bazi teoremler ve sonuclar elédilmitir. Elde edilen bu teorem ve

sonuclar da ¢ok ggskenli fonksiyonlar icin gesietilmistir, [Sarikaya-Alp 2012].



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu bdlumde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoler verilerek gerekli gorilen bazi

onemli teoremlerin ispatlari da verilgtir.

Tanim 2.1.1. (Ozel Ortalamalar) a, B reel sayilar vax # 3 olmak lzere,

G(a,B)=+aB, a,BORACG HarmonikOrtalama
Aa,B) =%, a,BOR Aritmetik Ortalama
L(a,B) = e @ .BORA0 LogaritmikOrtalama

Seklindedir, [Dragomir 2000].

Teorem 2.1.1. (Jensen fitsizligi) f fonksiyonu(a,b) aralginda konvex vex, 0(a,b)

olsun. Bu durumdar, > @e YL a, =1 ise,

([ Sax|sSarc)
i=1 i=1
esitsizligi gecerlidir, [Jensen 1906].

Ispat. Tumevarim yontemiyle ispati yapalim.
i =2 icin f konvex oldgundan

flax +ax)<a f(x)+a,f(x,)
oldugu aciktir..Simdi i = n igin
f(ax +ax, +..+a x,)<a f(x)+a,f(x,)+..+a, f(x,)
dogru oldusunu kabul edelim$imdi i =n+1 i¢in dogru oldugunu gosterelima; >0 icin
f in konvexliginden

(S J= ol an a3 tox kareora-ani($ o)

|21a1

yazabiliriz. Znﬂi =1 oldugundan gitsizlik i =n+1 igin dogrudur ve

-8



((Sax |<Tare
i=1 i=1
esitsizligi gerceklenir. Boylece ispat tamamlasgrolur.

Teorem 2.1.2. (AO-GO Kitsizligi) Eger heri=12,....n i¢in x, 20, a, >0 ve

YiLa, =1ise

ﬂ X s;am

esitsizligi gecerlidir, [Lin 2012].

Ispat.En az biri igin x, =0 ise ispat gikardir. x >0 durumunda,y, =logx segilirse,

ﬁ X" = exr{zn:ai yiJ

olup f(t)=¢' fonksiyonuR 'de konvex oldgundan Jenseni¢sizligini uygularsak,

<Yaily)=

n
ai Xi
i=1

elde edilip ispat tamamlangolur. Ozel olarakn =2, a, =%, a,=%, x, =x" ve

X, = y* segilirse Young gtsizligi olarak bilinen
Xy < 1 xP +1 y*
p q
esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.3. (Holder Kitsizligi) X,,...,X, Y1,--,Y, >0, p,q>1 Oyleki <+ =1 olmak

uzere

Q=

ifadesine Holder gtsizligi denir. Ozel olarakp=q=2 segcilirse yukaridaki sisizlik

Cauchy-Buniakowsky-Schwartzitsizligi elde edilir, [Hardy 1934].



Ispat. Yukardaki saitsizlikte x ve y, lerden ikisinin de sifirdan farkli olgunu
disinebiliiz. O halde u=(s",x") ve v=(3",y'J her ikiside pozitiftir, Young
esitsizliginde x=x /u ve y =y, /v segersek,
ﬁg&sl(ﬁij,l(ijq
u v plu qlv

elde edilir. Son gtsizlik 1<i < n icin dizenlenip taraf tarafa toplanirsa,

uv p g
olur. Bu da Holder gtsizligini verir.

Tanim 2.1.2. integraller Igin Holder Esitsizligi) p>1 ve 1+1=1 olsun. f ve g,

[a,b] aralginda tanimli reel fonksiyonlat,f|” ve |g|*, [a,b] aralginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1

T| f(x)g(x)dx< [h f (andxjp[hg(xlqu]é

a a a

esitsizligi gecerlidir, [Hardy 1934].

Tanmim 2.1.3. (Ustten Yarisurekli Fonksiyon) f : K - R reel dgerli bir fonksiyon
olmak tzerex, K nin komyulugundall xOK ve Oe >0 igin
f(x)< f(x)+e
veya
1ifrx10$upf (X) < f(x)
oluyorsa f ye x, K noktasinda ustten yarisurekli fonksiyon denir, zZygztof 2001].
Ustten yarisurekli bir fonksiyonuasidaki gibi grafikle gosterilebilir.

10



Tanim 2.1.4. (Alttan Yarisurekli Fonksiyon) f : K - R reel dgerli bir fonksiyon
olmak tzerex, 0K nin komyulugundall x(OK ve Og >0 igin

f(x)=f(x)-¢€
veya

limoinf (x) = f(x)
oluyorsa f ye x, K noktasinda ustten yarisurekli fonksiyon denir, zZygztof 2001].
Alttan yarisurekli bir fonksiyonusagidaki gibi grafikle gdsterilebilir.

Teorem 2.1.4. (Hermite-Hadamard Kitsizligi) f : | - R konvex fonksiyon olmak

uzere,0 a,bl ve a<b igin,

a+ b e -,
f( bjSiif(X)dst

2 b-a 2

esitsizligine Hermite Hadamardsigsizligi denir. Buradaf fonksiyonunun konkav olmasi

esitsizligi tersine c¢evirir, [Dragomir 2000].

Ispat. f fonksiyonu siirekli ve sinirh olgundan dolay [a,b] aralginda

integrallenebilirdir. Konvexlik tanimindan,

11



f(ta+ (L-t)b) <tf(a) + @—t) f(b)
esitsizligi saglanir. Bu aitsizligin her iki taraflnln[o,l] aralginda t ye gore integrali
alinirsa,

i _ i Fo _ f(a)+f(b)
.([f(ta+(1 t)b)dts!tf(a)dt+.(|;(1 t) f (b)dt = .

elde edilip soldaki gtsizlikte x=ta+(@1-t)b, t0[0,1] dénistimi uygulanirsaH.- H.

esitsizliginin sg tarafi elde edilir. Sol tarafini ispat etmek igin,

esitli ginin sazindaki integrallere sirasiyla=a+t(b—a)/2 ve x=b-t(b—a)/2 degisken

degisimi uygulanirsa,

15 f(x)dxzéjl'{f(a+t(b—2_a)j+ f(b—t(b—z_a)ﬂdtz f(ibj

b-as 0 2

elde edilipH. - H. ssitsizliginin sol tarafi ispatlanmiolur.

Tanim 2.1.5. (Kuvvet Ortalama Kitsizligi) q=1 olsun. f ve g, [a,b] aralginda

tanimli reel fonksiyonlarf| ve |g*, [a,b] aralginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[1f00g(]dxs (I|f(x)|de q(ﬂf(><)||g(x)|“o|x]q

a a

esitsizligi gecerlidir.

12



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. KONVEX FONKSIYON OZELL IKLER I, LOG-KONVEX VE QUAS i-
KONVEX FONK iISYONLAR

Bu bolumde konvex, log-konvex ve quasi-konvex foydslarin tanim ve o6zellikleri

incelenmgtir.

Tanim 3.1.1. (Konvex Kime) K OR" bostan farkli bir kiime olsun.K kiimesinin
herhangi iki elemanin birddren dgru parcasiK kimesine ait ise veya fa bir ifadeyle
Da,bOK ve t0[0]] igin

tat+ @1-t)bOK

oluyorsaK kiimesine konvex kiime denir, [Niculescu 2006].

Tanim 3.1.2. (Konvex Fonksiyon)1 a,b|1 vetD[O,l] icin,

f(ta+ (L-t)b)<tf(a)+(@L-t)f(b)
esitsizligini saglayan f : | DR - R fonksiyonuna konvex fonksiyon denirs@eser
olarakt, (0,1) aralginda da segilebilir). Geometrik olarak bgitgizlik, f fonksiyonunun

grafigi kiri slerinin altindan gecgi anlamina gelmektedir.
Asagidaki kriterler konvex fonksiyon tanimingdegerdir.

a) | aralgl tzerindef fonksiyonunun konvex olmasi i¢in gerek ve yagat herhangi bir
cO1 noktasi igin, f (x)- f(c)/(x—c) fonksiyonununl aralginda artan olmasidir.
b) f : (ab) - R fonksiyonunun konvex olmasi igin gerek ve yegart herc,x(a,b)
icin

f(x)-(c)=[ glt)at
olacaksekilde g : (a,b) -~ R artan fonksiyonun olmasidir.
c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tzerd, in konvex olmasi igin gerek ve

yetersart f' fonksiyonunun artan olmasidir.
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d ", (a, b) de mevcut olsun. Bu durumdf nin konvex olmasi icin gerek ve yetanrt
f"(x)= 0 olmasidir.
e) f : (a,b) - R fonksiyonunun konvex olmasi i¢in gerek ve ygtat herx, D(a, b) icin
f fonksiyonun en az bir supportglasuna sahip olmasidir. Yani
f(x)= f(x,)+A(x—x,)

esitsizligini saglamasidir. Burada , x, a ba&ldir ve ger f' varsa o zaman
A=1'(x,) yadaf (x)# f.(x) ise A0[f (x), f.(x,)] dir.
fy f : (a,b) - R fonksiyonunun konvex olmasi igin gerek ve yegart P,Q ve R
noktalar f fonksiyonun grafii Uzerinde herhangi Gi¢ nokta olmak tzere,

egimPQ< eimPR< gimQR

esitsizliginin sglanmasidir, [Niculescu 2006].

Konvex Fonksiyonun Ozellikleri

1) Kapali aralikta tanimli konvex fonksiyon sinirhdr.

i) f:I - R konvex fonksiyon ise,° ( | nin igi) inde herhangi bifa,b] kapall
aralginda Lipschitzsartini sglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] aralginda mutlak
surekli vel° de sureklidir.

iy f:1 - R konvex fonksiyon isd°® de f'(x) ve f.(x) vardir ve artandir.

iv) f :1 - R fonksiyonu | agik aralginda konvex ise, sayilabilir bifE kumesi

haricinde f' mevcuttur ve sureklidir.

v) k tane fonksiyorR" -, R de konvex fonksiyon olsun. Bu takdirde;
k
f(x)=Yaf(x)a >0 (j=12..k)
=1

fonksiyonu da konvextir.

vi) g :R - R azalmayan ve konvex fonksiyon ayri¢a:R" - R konvex olsun. Bu

takdirde; f :R" -~ R, f(x)=(goh)(x) olarak tanimlananf bileske fonksiyonu da

konvextir.
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vi) g :R™ -~ R konvex veh, h(x)= Ax+B formundah :R" - R konvex olmak iizere

f(x)=g(h(x))

fonksiyonu konvex fonksiyondur. Burada A uygun rigitr, [Niculescu 2006].

Tanim 3.1.3. (Logaritmik Konvex Fonksiyon) f : | - [O,oo) fonksiyonu,
) O a,b0l vetd[o1] icin
fta+ (L—t)b) <[ (a)]' [ f (b)]""
i) log f konvexsartlarindan birini sgilyorsa f fonksiyonuna logaritmik konvex

fonksiyon denir, [Niculescu 2006].

Teorem3.1.1.f : | - [0,oo) fonksiyonu logaritmik konvex ise konvextir.

Ispat. f fonksiyonu logaritmik konvex fonksiyon olgundan, log f fonksiyonu |

aralginda konvextir veg(x) = ¢ fonksiyonu tim reel sayilar kimesinde artan vevkan

bir fonksiyon oldgundan, 6zellik vi. den dolayi,

f =exp(log f )
olup f fonksiyonu konvex olur, [Niculescu 2006].

Teorem 3.1.2.f : | - R logaritmik konvex fonksiyona,b[J1 ve a<b olmak Uzere,

f(a;b)s exp{bfaim f(x)dX}

< b}aie(f(x), f (a+b- x))dx

1 b
< b_a'[f(x)dx

a

< L(f(a). f (b))
esitsizlikleri gecerlidir. BuradaG(a,b) pozitif reel saylar icin geometrik ortalama ve

L(p, q) ayrik pozitif reel sayilar i¢in logaritmik ortatea anlamindadir, [Dragomir 2000].

Tanim 3.1.4. (Quasi Konvex Fonksiyon)] a,b01 vet D[O,l] icin,
f (ta+ (L-t)b) < max{ f (a),  (b)}
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esitsizligi saglaniyorsaf : | — R fonksiyonuna quai-konvex fonksiyon denir, [Nicudas
2006].
AO-GO saitsizligi kullanilarak
f (ta+ @-t)b) < [f (@] [ f (b)}"
<tf(a)+(@1-t)f(b)
< max f(a), f (b}
esitsizlikleri elde edilir. Yani quasi-konvex fonksin ailesi konvex fonksiyon ailesini,

konvex fonksiyon ailesi de log-konvex fonksiyonesihi kapsar.

Teorem3.1.3. f : | OR - R, |° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun
a,b0l vea<b olmak uzere ger|f'| donitimii[a,b] Uzerinde konvex ise,

] oo 22 oe( o)
b-a 2 4 2

a

Olur, [Kirmaci 2004].

3.2. PREINVEKS FONKSIYONLARIN OZELL IKLER i

K, R" de bg olmayan kapali bir kiime olmak lGizefe: K - R ve 7(.,.): KxK - R,

surekli fonksiyonlar olmak tzere bu bilgiler kullarak gagidaki tanimlar ve 6zellikler

verilmistir.

Tanim 3.2.1. (Inveks Kiime)UJa,bOK ve t0[0,4] igin
a+tn(b,a) 0K,

oluyorsaK ya n7-e gore invex bir kiime denir, [Yang 2001].

Not 3.2.1.Bir invex kime tanimnin net bir geometrik yorumooo oldgunu belirtmek
isteriz. Bu tanim, esaseK 'da yer alan bira noktasindan B#ayan bir yol oldgunu
soyler. Buv noktasinin yolun u¢ noktalarndan bir tanesi olngesekmiyor. Bu gozlem,

bizim analizlerimizde 6nemli bir rol oynar. Ayricda,b0K noktalari icinb yolun uc

noktasi olmak tzere vg(b,a) =b —a olarak alirsak, invexlik sonugta konvexdidénigur.
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Bu ylUzdenr(b,a)=b-a ile ilgili olarak her konvex kime ayni zamanda bivex

kimedir fakat tersi her zamangta dezildir, [Noor 2006].

Tanim 3.2.2. tnveks Fonksiyon) f tiirevlenebilir bir fonksiyon olsurida,bdK igin

f(b) - f(a) = (f'(a),7(b,))

oluyorsaf ye K kumesi tzerindey -e gore invex bir fonksiyon denir, [Yang 2001].

Tanim 3.2.3. (Preinvex Fonksiyon)K , 7 -e gore bir invex bir kiime olmak tizere
Da,bOK ve t0[0]] igin ezer

f(a+tr(b,a)) < (1-t)f(a)+tf (b)
oluyorsa, f ye K kimesi Uzerinde preinvex bir fonksiyon denit.f preinvex bir
fonksiyon ancak ve ancak prekonkav bir fonksiyondur. Ayrica her konvex feijon bir

preinvex fonksiyondur fakat tersi gia degildir, [Yang 2001].

Ornek 3.2.1.

n(b.a) :{b—a, ab>0 _ise

a-—b, ab< QOise
n -e gore f(x) :—|x| fonksiyonu preinvextir fakat konvex gildir. Gergekten, tD[O,l]
olmak Uzere ab<O0 icin f(a+t(a—-b)=f(QL+t)a-tb)# f(Q-t)a+tb) oldusundan
konvexlik tanimina aykiri oldiundan konvex dgldir. Simdi tD[O,l] olmak Gzere f nin

preinvex oldgunu gdsterelim.

i) ab=0 icin iki durum s6z konusudur:
a)a=0veb=>0 ise
f(a+tn(b,a) = f(a+t(b-a) = f (L-t)a+tb) = q(L-t)a+th
= ~(@-na+tb) = @-1)(Ha) +t(fof) = @-1) f (@) +1f (b)
sesitliginden f(a+tn(b,a)) < (@-t)f(a)+tf(b) olur.
b) a<0veb<O ise
f(a+tn(b,a) = f(a+t(b-a)) = f(L-t)a+th) =-{L-t)a+th
= (@-t)a+tb)= @-t)(al) +t(b) = @-t) f (@) +1f (b)
esitli ginden f(a+tn(b,a)< (L-t)f(a)+tf (b) olur.
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i) ab<0 i¢in iki durum s6z konusudur:

a) a>0veb<0 ise

f(a+tn(b,@) = f(a+t(a-b)=-a+t(a-b)), (a-b>0)
—(a+t.(a-b))=-a-ta+tb
—attattb=—-(1-t)a+tb

(L-t)(-a) +tb = @ -t)(-a]) +t(-[b})

= (L-t) f (a) +1f (b)

IN I

esitsizliginden f(a+tn(b,a)) < @-t)f(a)+tf(b) olur.
b) a<0veb>0 ise

f(a+tn(ba) = f(a+t(a-b)=-(a+t(a-h), (a-b<0)
=(a+t.(a-b))=a+ta-tb
<a-ta-tb=(@1-t)a+t(-b)
= (L-t)(-a) +t(-|b)
= (1-t) f (a) +tf (b)

esitsizliginden f(a+tn(b,a)) < @-t)f(a)+tf (b) olur. Bu daf nin preinvex fonksiyon

oldugunu gosterir.

Tanim 3.2.4. K, n-e gore bir invex kime olmak Uzerga,bOK, 0Ot0(01) ve
f(a)# f(b) icin eger
f(a+tn(b,a))<(1-t)f(a)+tf (b)

oluyorsa f ye semistrictly preinvex fonksiyon denir, [YangO4q.

“On invex set and preinvexisimli makalesinden yararlanardidohan and Neogyn;

fonksiyonuna ilgkin asagidaki kasulu verebiliriz.

KosulC. KOR, 7 : KxK = R ile ilgili olarak bir acik invex altkiime olsun. Heangi
a,b0K ve herhangt 0[0,] igin

n(b,b+tn(a,b)) = -tn(a,b)
n(a,b+tn(a,b) = (L-t)n(a,b)

yazilir. Ayrica hera,bJK ve hert,t, D[O,l] icin Csartindan
nb+tn(ab),b+ts(ab) = (t, -t,)n(ab)
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esitli gi yazilabilir.

Ornek 3.2.2. Asagidaki fonksiyon Kaul C yi salar.

a-b, (a=0b=0)
a-b, (a<0,b<0)
-2-b, (a>0b<0)
2-b, (a<0,b>0)

1(a,b) =

Lemma 3.2.1. f alttan yarisurekli vellx,yOK ic¢in f(y+7(xy)) < f(x) salansin.
Ayrican :R"xR" - R" fonksiyonu Kgul C i s&lasn. Bu durumdalx, y K cifti icin

fy+tn(x )<t ()+0-t)f(y)  (3.1)
olacaksekilde t 1(0,1) varsa,0x, y K igin

A y) ={a0[o]| f(y+an(x y) < af () +(1-a) f (y)}
kUmesi[O,l] aralginda ygun bir kimedir, [Yang 2001].

Ispat. x# y olmak tizerex,y 0K verilsin. A kUmesinin[O,l] aralginda ygun
olmadgini kabul edelim.

A(X, ) n (c_r—g,c_Hg):qa
olacak sekilde a[1(01) ve £>0 vardir. f(y+n(xy)<f(x) (Ox,yOK) igin
00 A(X,y) velld A(X,y) olur.Simdi

us= sup{aDA(x,y): a<c_7}
= inf{aDA(x, y): a>c_r}

olarak tanimlayalimu, <u,<..<u, <... alalim. 0Ok i¢in u, OA(X,y) ve Kk - o igin
u, — u oldugunu kabul edelim. Burdan da
Fy+uroe ) < u f oo+ (L-u, ) (y)
liminf f (y+u,7(x y)) < lim inf [u fO)+(@-u)f(y)] (3.2)
yazalim. f alttan yarisurekli bir fonksiyon olgundan

fly+un(xy)) < liminf f(y+us(xy)) (3.3)
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olarak yazilir. Bu son ikigitsizlikten f (y+urn(x,y)) < uf(x) +(1—u) f (y) elde ederiz. Bu
yuzdenud A(X,y) olur. Benzer bicimder[J A(x,y) oldugunu elde ederiz.
u ve v nin yukardaki tanimlarinda<su<a <v<1 ve
au+(1-a)vOA(x,y),0a0(01) (3.4)

ifadelerini elde ederiimdi x, =y+un(x,y) , y, =y+vn(xy) olarak tanimlayalim. Bu
durumda (3.1) gtsizligi altinda

f(y, +t(%,, ) <tf (x) +(L-t) F(y,) (3.5)
olacaksekilde birt 0(0,1) vardir.
Kosul C den

Yo 170X, Y,) = y+vin(xy) +tr(y +un(x,y),y +vi(xy))
= y+v(x y) +p(y +un(xy),y +un(x y) = (u=v)r(x y)
= y+[tu+ (L-t)v]r(x y)
olarak yazabiliriz. Boylece (3.5) ve v A(x,y) yardimiyla,

f(y+[tu+@-t)vV]n(x v) = f(y, +t7(x,. )
<t (x,) +[1-t) f(v,)
< [tu + (1—t)v] f(x)+[1—(tu +(1—t)v) f(y)

esitsizligini elde ederiz ki buu + (1—t)vD A(X, y) olmasini gerektirir ve bu ise (3.4) ile

celisir. Yani kabulimuz yangiolup A(X,Y) kUmesi[O,l] de ygundur.

Teorem 3.2.2. f bir alttan vyansurekli bir fonksiyon velx,yOK igin
f(y+n(x,y)) < f(x) sglansin venp :R"xR" - R" fonksiyonu Kgul C i s&lasin. EBer
Ox,yOK cifti igin (3.1) saitsizligi saslanacaksekilde t[(01) varsa bu durumdaf

fonksiyonu K kiimesi tizerinde preinvex bir fonksiyondur, [Yar@2].
ispat. Lemma 3.2.1 ilelx, yOK igin verilen A(x,y) kiimesinin[0,1] tizerinde ygundur.
Bu durumdak - « ikena, - a igin

0 a0(01),da}0(01)n A(x,y) olur.

fy+aun(xy) <a,f () +(L-a,)f(y) oldusundan,

liminf f(y+a,/7(x ) < Jtrginf[akf(x)+(1—ak)f(y)]
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yazabiliriz. f bir alttan yarisurekli bir fonksiyon olgundan,
f(y+an(xy)) < liminf 1 (y +a/7(x y))
olur. Boylece,
f(y+an(xy) <at(x)+i-a)f(y)
oldugu gériliir.t = 01 oldugunda f (y +7(x, y)) < f(x) (Ox,yOK) sartindan
Fy+tn(x y) stf () +(L-t) £ (y)

yazabiliriz. Bu yuzderK kimesi tGizerindef preinvex bir fonksiyon olur.

Not 3.2.2.Preinvex fonksiyonlarin bir kriteri Teorem 3.2.2 Werilebilir.(Yang.2001) ile
kiyaslandginda sonug icin basigarilmis bagka bir ispat verelim, [Yang 2001].

Teorem 3.2.3Kosul C yi sglayan K OR", 7 :R"xR" . R" e gore bir invex kime ve
aynii 7 -e goref : K - R preinvex fonksiyon olsun.ger tim x, yOK i¢in f(x) # f(y)
olmak uzere

f(y+an(xy) <af () +(L-a)f(y) (3.6)
esitsizligini sgglayan biraD(O,l) varsa, f , 7-e goreK kumesi tizerinde semistrictly

preinvex fonksiyondur, [Yang 2001].

Ispat. Tersine olarak,f (x) # f(y) ve

Fy+t70,y) 2tf () +(1-t) £ (y) 3.7)
olacak sekilde x,yOK, t0(01) oldusunu kabul edelim. Genedi bozmadan
f(xX) < f(y) ve z=y+tn(xy) olsun. (3.7) gtsizliginden

f(2)2tf () +(L-t) f (y)> f (%) (3.8)
yazilir. f preinvex fonksiyon oldgu igin

f(2)<tf (x)+(1-t) f(y)
olur. Buradan da (3.8k#sizligi ile birlikte
f(x)< f(2)=tf(x)+(1-t) f(y) (3.9)

elde ederizSimdi
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2= z+an(x 2)
z,= z+an(z,2)

z, = z+an(z._,,z),0KON
olsun. (3.6) ve (3.9)sésizlikleri yardimiyla
f(z)= f(z+an(x2)<f(2)

f(z,)= f(z+an(z,2)< f(2) (3.10)

t(z)= f(z+an(z.2)< 1 (2)
yazabiliriz. Kgul C den
7= 2+a"(x2) = y+[t+a* @-v)]n(x )

elde edilir.

b
1-a 1-t

olacaksekilde k, 1N olsun. B, =t+a*(1-t), B, =t—-2-(1-t), X= y+Bn(xy),

y=y+8,n(xy) olsun. Bu durumda
0<p,stsf <1 t=aB +(1-a)b,
yazabiliriz. Boylece Kgul C den

z+a"n(x,2) = y+tn(x, y) +a“n(x,y +tn(x,y))
= y+ft+a @9l y) (3.11)

= y+B(%y) = x
olur. Dolayisyla (3.10) ve (3.11) den
f(x) = f(z+a"n(x2)=f(z)< (2 (3.12)
elde ederiz. Burada dikkate alinmasi gereken ikiighuvardir.
i) f(X)= f(y) olduzunda Kgul C densu sitli 3i yazabiliriz,
y+an(xy) = y+Ba(xy) +an(y+Ba(x.y),y + Ba(x.y))
= y+ B y) +a(B.- Bo)n(x,y)
= y+[ap, +(1-a)B,|n(x.y) = y+tn(x.y) =z

yazilir. f preinvex fonksiyon oldgundan

f(z)<af () +(1-a)f(y)< f(x)
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olur ki bu da (3.12) ile cafir.

i) f(x)< f(y) olun. y+an(x y)=y+tn(x y) =z oldusundan (3.6) yardimiyla
f(z)<af (x)+(1-a)f(y) (3.13)

elde edilir. Yinex = y+ Bn(xy), Y/ =y+6,7(xYy) ve f preinvex fonksiyon oldgundan

fF<BF)+A-B)F(Y)

_ (3.14)
f(Y)=BT(X¥)+1A-5)T(y)

yazabiliriz. (3.13) ve (3.14) e gore
f(2) <tf () + A-1)f(y)
yazabiliriz ve bu da (3.9) ile ¢gir bdylece ispat tamamlanir.
xOK ya f(x) in minimum problemi olarak (P) diye isimlendirelirgimdi (P) problemi

icin preinvex fonksiyonlarn bir uygulamasini gésten.

Teorem 3.2.4. KOR", 7 :R"xR" - R" ile ilgili bos olmayan bir invex kime ve
f : K - R, n-e gore bir preinvex fonksiyon olsungé&t X, (P) probleminin bir yerel

minimumu isex mutlak minimum olur, [Yang 2001].

ispat. Eger x, (P) probleminin bir yerel minimumu iseJU O R" nun bir kongulugu

vardir ve

f(x)< f(x),0x0K nU (315

yazabiliriz. x in (P) nin mutlak minimumu olmagini varsayalim. O zaman
f(%) < (X
olacaksekilde X OK vardir. K OR", 7 :R"xR" - R" ile ilgili bos olmayan bir invex
kimevef : K - R, n7-e gore bir preinvex fonksiyon olgundant (I (0,2) igin
f (x+t7(X, X)) <t (X) + L-1) f (X) < f(X)
olur. Ot (0,1) igin

f(x+t7(X,x)) < f(X)
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yazilir. Buradan ddim_ (X +tn (X,X) = x buyizdenx+tn(X,x)OK nU ile tim
t -

0(0,9) igin bir 6 (0< & <1) vardir ve bu (3.15) ile ¢gif ve ispat tamamlanir.

Not 3.2.3.Teorem 3.2.4 den matematik programlamada preingaksiyonlarin, konvex

fonksiyonlarin 6nemli bir genellemesinigkd ettigini soyleyebiliriz.

Asagidaki teoremde Noor, preinvex fonksiyonlar igin kwte-Hadamard gtsizligini

ispatlamgtir.

Teorem 3.2.5. a,b0K° ve a<a+r(b,a) olmak lizereK°(K nin ici) reel sayi arg
tizerinde f : K =[a,a+7(b,a)] » (0,») bir preinvex fonksiyon olsun. O zamageadaki
esitsizlik saglanir

f(2a+’7(b’a)j5 L " axe 1@ farna) f@)+ 1) g 4
2 n(b,a) 2 2

a

,[Noor 2009].

Ispat. 0 a,bOK? icin preinvex tanimindan

fla+tn(ba)= f(a-ta+tla+n(b,a)))
< (1-t) f(a)+tf (@a+n(b,a))

esitsizligin iki tarafi dat D[O,l] e gore integre edilirse,

j f(a+tn(b,a))d a)+tf (a+7(b, a)))dt

O'—.I—‘

x=a+tn(b,a) = dx=n(b,a)dt donkumu yapilirsa,

1 a+/7(b,a)

nb,a) -

1
(x)dx< f(a)[(@-t)dt+ f(a+r(b,a) jtdt
0

= f(a)%+ f(a+/7(b,a))%= f(a )+ f(2+/7(b,a))

elde edilir. Ayrica f(a+tr(b,a))<(1-t)f(a)+tf(b) esitsizliginde t=1 alinirsa
f (a+7(b,a))< f(b) olur buradan da

f(a)+f(a+n(b,a) _ f(a)+ (o)
2 a 2
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s taraf elde edilirSimdi Jensengtsizligi kullanilirsa

1

U a+tn(b,a) dtJ j f (a+tr(b,a))dt

0

a+n(b,a)
f(zam(b’a)js 1 (x)dx
2 nb,a) <

sol taraf elde edilir ve ispat tamamlagralur.

3.3. LOG-PREINVEX VE QUASI-PREINVEX FONKS IYONLAR

Bu bdlumde log-invex, log-preinvex ve quasi-prexvionksiyonlarina ait tanim ve

teoremler verilmytir.

Tanim 3.3.1. (Logaritmik Preinvex Fonksiyon)K , 7 ile ilgili olarak bir invex bir kime
ve f()>0 olmak tizere
f(a+tn(b,a))<(f(a))"(f(b)), abOK,t0[01]

oluyorsaf ye K kumesi tUzerinde logaritmik preinvex bir fonksiydenir, [Mohan 1995].

Tanim 3.3.2. (Quasi-preinvex FonksiyonX , 7 ile ilgili olarak bir invex bir kime olmak
Uzere ger

f(a+tr(b,a))<max{f(a), f(b)}, abOK,
tD[O,l]. oluyorsaf ye K kumesi tizerinde quasi-preinvex bir fonksiyon dejffohan

1995].

Yukardaki tanimlardagunu elde ederiz,

f(a+tr(b,a)< (f (a))™ (f (b))
< (1-t) f(a)+tf (b)
< max{ f (a), f (b)}.

O halde her log-preinvex fonksiyon aynii zamanaanwex fonksiyon ve her preinvex
fonksiyon aynil zamanda quasi-preinvex fonksiyondur

Tanim 3.3.3. (Log-invex Fonksiyon) f , K invex kimesi tizerinde tlrevienebilir olmak

uzereJa,bOK eger,
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log f (b) - log f (a) = < 2 (log 1 (@) 700, a)>

()
<f< 2) ”(ba)>

oluyorsa f ye 7 -e gore log-invex fonksiyon denir, [Noor 2007].

Yukardaki gitsizligin dogrulugunu gosterelim. Log-preinvex fonksiyon tanimindan

fla+tn(b,a)< (f(a))"(f (b))
log f (a+tr(b, a)) < log((f (2))( (b))
=(@-t)log f(a)+tlog f (b)
=log f (a) —tf (u) +tlog f (b)
log f (a+tr7(b,a))-log f (a) _ tlog f (b) ~tlog f (a)
t t
n(b,a)lim log f(a-+t7(b,2) - log ()] _ log f (b) - log f (a)
t-0 tr(b,a)
n(b,a)(log f (a)) < log f (b) - log f (a)
<(Iog f(a)) .7, a)> < log f (b) - log f ()

< '@ o, a)> < log f (b) - log f (a)
f(a)

esitsizligin dogru oldusunu gosterngi oluruz.

Her tUrevlenebilir log-preinvex ayni zamanda loger fonksiyon olur. Fakat bunun tersi

dogru desildir. n(b,a)=b-a olarak secersek preinvex, invex ve log-preinvex

Lemma 3.3.1. f : I"0OR - R, I uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
a,b0l°( 1°, I kimesinin i¢ kiimesip <b olmak tizere ger f'JL([a,b]) ise
1

_J'f(x)dx f(azbj (b-a) _ftf’(ta+(1—t)b)dt jt -1) f'(ta+ (1-t)b)dt |.

N

esitli gini elde edilir, [Kirmaci 2004].

[Dragomir 2011]'de Barani ve Dragomiagidakisu iki teoremi ispatlanglardir.
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Teorem 3.3.1. 7 : AxA - R ile ilgili olarak AOR agik bir invex kime olsun.

Farzedelim ki f : A - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsunpOR ve p>1

olmak Uzere ger |f’%, A kimesi tzerinde bir quasi-preinvex fonksiyom isla,b0 A

icin

f@+f@+gba) 1 "7, d{ n(b,a) ) ey T
| 2 pan | Ny 1)"[w{| 67|

a

esitsizligi saglanir, [Barani,Dragomir 2011].

Teorem 3.3.2. 7 : AXA - R ileilgili olarak AT R agik bir invex kime

olsun.Farzedelim kif : A — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsunger A kiimesi

Uzerinde|f'| bir quasi-preinvex fonksiyon iséa,b ] A i¢in

f@+f@+nba) 1 n(b.a) o
| 2 nab) fx)ax < == max{|f'(a).| ' (b)}

esitsizligi saglanir, [Barani,Dragomir 2011].
M. A. Noor’ un preinvex ve log-invex ile ilgili elettgi teoremler gagida verilmitir

Teorem 3.3.3. f, [a,a+/7(b,a)] aralginda log-preinvex olsunL(.,.) logaritmik ortalama
olmak lzere

! am(bya)fxdxs f(2) = f(b)
nb,a) log f (a) —log f (b)

=L(f(a), (b))
esitsizligi vardir, [Noor 2007].

Ispat. Oa,bOK, icin

fla+tn(b.a))= (f(a))" (b))

esitsizliginin iki tarafini t 0[0,1] igin integralini alirsak
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f(a+t7(o,20) o< [ () (¢ (o)

[EY Oty

prie amjb'a) (x)dx< f(a)j'(f—b)] dt

o)} T
:f(a){ it )} = @210 ) ¢ (b

log f(a) —log f (b)

ispat tamamlanmiolur.

Teorem 3.3.4.a,b0K° ve a<a+7(b,a) olmak tizereK® ( K nin ici) reel sayi aral

tzerindef,g : K= [a,a+/7(b, a)] - (0,oo) preinvex fonksiyonlar olsun. O zaman

4 a+(b,a)

n(b,a) I

f(x)g(x)dxs [ (a)+ f ()] L(f (@), f (b)+[a() + a(b)]L(g(a), a(b)).

esitsizligi saglanir, [Noor 2007].

Ispat. f ve g preinvex fonksiyonlar olsun. O halde

f(a+ty(b,a)) < (f (a))™ (f (b))
ga+tn(b,a)) < (g(a))™ (g(b))
yazilabilir. Bu aitsizlikler ve AO-GO yardimiyla

a+n(b,a)

[ 1()g0)dx=1(b,a) J f (a+t7(b,a))g(a+tr(b,a))dt

a

3
—~
o
SD

) [t @+ tno.2)f +{g(a+tnm.a))]at

W(f @) (1 0)  +[(ata) (o) ot

T dt +[g(a)]2i(‘éj’%’&j2t dt}
vt s
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() '] 20
| *lo@l|
(77) g(m)
_n(b.a) [[fa)+ f(b)][f(b) - f@)], [9@+ g(b)][g(b) - 9(a)
4 log f (b) —log f (a) log g(b) —log g(a)
_ 1(b,3)
4

{{f @+ t]L(f (@), f () +[g(a) + g®]L(a(a), g(b)}

Esitsizligi elde edilir. Bdylece ispat tamamlarglur.
Tarevlenebilir log-invex fonksiyonlar igcinsagidaki sonuc verilebilir..

Teorem 3.3.5. a<a+7(b,a) olmak Uzere f,qg : [a,a+/7(b,a)] - (O,oo) turevlenebilir

log-invex fonksiyonlar olsun. O zamageaidaki esitsizlik saslanir

2 a+(b,a)

n(b,a) I

1 2a+n(b,a)\*""? f'(za+’72(b'a)) 2a+n(b,a)
2/7(b,a)f( 2 J I g(x)ex{<f(Za*”‘b'a’)’”(X’ 2 )| (3.17)

2

f (x)g(x) dx

1 g(2a+l7(b, a)jamjb'a) f(x)ex;{<g'(2amz(b’a)) n(x 2a+1n(b, a))ﬂ dx

"ea T 2 L

2

, [Noor 2007]..

Ispat. f ve g tirevienebilir log-invex fonksiyonlar olsun. O HalOx, yOK igin
d
log f () ~log f (y) 2 <a (log f (y))2(x, y)>

l0gg(x) ~logg(y) = < 9 loga(y)r(x y)>

yazilabilir bu da

HCANCY) g(x) _/gf(y)
jog- ) > 0
Uty <f< y) T y)> g(y)><g(y) ”(Xy)>

esitsizliklerini gerektirir. Bu gitsizliklerden
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)
f(X)=f ,
(2 (y)ex;{<f( R y)ﬂ

9(%)2 g(y)ex;{<g ((y)) n(x y)ﬂ

oldugu gorular. Bu son iki gtsizligi sirasiyla g(x) ve f(x) ile carpip taraf tarafa

toplarsak
21 (9909 2 g(x)f(y)ex;{< f ((y)) 7% y)>}+ f(x)g(y)ex;{<g ((y)) 7(x y)ﬂ
elde edilir. Y = 2a/]—(ba) olarak alalim. Bu durumda sositsizlik
21990 > g0 f (210D exr{<ff((—ff)) (x,z"“”T‘b’a))ﬂ
+H0g (2a+/;(b, a), exr{< i((zz,%f:)) i 2a+/;(b, a))ﬂ

halini alir. Bu aitsizlikse [a,a+/7(b,a)] aralginda x e gore integrali alinipy(b,a) ile

boltndrse (3.17) ifadesi elde edilir. Boylece isjgahamlanny olur.

3.4. STONGLY a -PREINVEX FONKSTYONLAR

Bu boélimde ilk olaraka —preinvexlik, pseudoa —preinvexlik ve quasia —preinvexlik;
ikinci olarak a —invexlik, pseudo a —invexlik ve quasi a —invexlik; Ucunci olarak

(pseudo,quasi)a —preinvexlik ve (pseudo,quasiy —invexlik; dorduncu olarakan -,
pseudoarn — ve quasian —monotonluk, son olarak da —invexlik ve an —monotonluk

arasndaki igkiyi incelenmitir, [Fan 2006].

H bir hilbert uzayr veK bos olmayan H nin bir alt kimesi olsunF : K - R ve
a: KxK - R\{O} iki reel deerli fonksiyonlar ve p : KxK - H surekli olmak
zorunda olmayan bir vektér gerli dénisim olsun.Ou,vOK icin eger a(v,u)=a(u,v)

ise af.,) simetrik fonksiyon ve ger 7(v,u)+7(u,v)=0 ise 5(.,) asimetrik fonksiyon

olarak isimlendirilir
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Tanim 3.4.1. (a -invex kime) Ou,vOK ve [t D[O,l] icin
u+ta(v,u) 7(v,u) 0K
oluyorsaKya 7 ve a -ya gorea -invex bir kime denir. Ayni zamand& kimesinear -
e gore invex kiime denin(v,u)=1 sectgimizde hera -invex kiime bir invex kiime olur
fakat bunun tersi dou desildir. Benzer bigimdea(v,u)=1 ve n(v,u)=v-u olarak

segersek heg -invex kiime bir konvex kiime olur fakat bunun telsiru degsildir.
Asagida aksi belirtiimedikge Boolmayan bir K kimesip ve a -ya gore a -invex bir

kiime olarak alinacaktir.

1) a —preinvexlik, pseudo a —preinvexlik ve quasi a —preinvexlik arasindaki ili ski

Tanim 3.4.2.Herhangiu,vO K ve 0t0[07] igin
)
F(u +ta(v, u)/7(v, u)) < (1—t) F(u) +tF(v)
oluyorsaF ye 7 ve a -ya gorea -preinvex fonksiyon denir.
i)

F(v) < F(u)= F(u+ta(v,u)(v,u))< F(u) +t{t -1)b(u,v) (3.18)
olacaksekilde &ser b : K xK - R™ bir strictly pozitif fonksiyonu vars#& ye 7 ve a -ya
gore pseudar -preinvex fonksiyon denir.

i)
F(u+ta(v,u)n(v,u)) < max{F (u), F (v)} (3.19)

oluyorsaF ye 7 ve a -ya gore quasi -preinvex fonksiyon denir.

Lemma 3.4.1.a -preinvexlik, pseudar -preinvexlgi gerektirmez aynsekilde pseudax -

preinvexlik, a -preinvexligi gerektirmez. Bunlarin ikisi de tamamiyla farkvamlardir.

iki 6rnekle bunu gosterelim.

Omek 3.4.1. K=R ve cOR bir sabit reel sayl olmak tzerg(u)=c, a(v,u)=1,
n(v,u) =€’ —¢€" olsun.Ou,vOK, DtD[O,l] icin
F(u+ta(v,u)g(v,u))=@-t)F(u) +tF (V)
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oldugundanK UzerindeF ,  ve a -ya gérea -preinvex fonksiyon olur.
Ote yandan herhangid (0,1) ve herhangi strictly pozitif bib : KxK — R** fonksiyonu
icin F(u)=F(v) ve

F(u) +t(t —1)b(u,v) <F(u)= F(u +ta(v,u)/7(v, u))

olacandan K UzerindeF , 7 ve a -ya gore pseuda -preinvex fonksiyon olmaz.

Ormek 3.4.2. K=[-10] ve OuvOK igin a(v,u)=-%, n(v,u)=1 bu,v)=-4,
F(u) =1-u olsun.b(u,v) bir strictly pozitif fonksiyon veDtD[O,l] icin
t
u +ta(v,u)/7(v, u)= (1—Eju OK

oldugundanK , n ve a -ya gorea -invex bir kiime olur.
F(v) < F(u) oldugunu varsayalim. Oyleyse<v ve

F(u+ta(v,u)n(v,u))-Fu) :lzu <%u = —tb(u,v) < t(t -1)b(u, V)

olur ki Fnin 7 ve a-ya gore pseudar -preinvex fonksiyon oldgunu gosterir. Ote

yandanOu,vOK, DtD[O,l] igin
F(u + ta(v, u)/7(v, u))— @-t)F(u) —tF(v) = t(v—%)
elde ederizv=-%, u=-1, vet =1 alrsak
F(u+talv,u)7(v,u)) - - t)F (u) ~tF (v) = 4i0 >0
elde ederiz ve bu d& nin /7 ve a -ya gorea -preinvex fonksiyon olmagdini gosterir.

Lemma 3.4.2.a -preinvexlik, quasia -preinvexlii gerektirir fakat tersi dgru degildir.

Ispat. F, K lizerinde 7 ve a-ya gore bir a-preinvex fonksiyon olsun. Oyleyse
Ou,vOK ve Ot0[04] igin

F(u+ta(v,u)n(v,u)) < @-t)F (u) +tF(v)
< (L-t)maxF (u), F(V)} +t maxF (u), F (v)}
= max{F (u), F(V)}

elde ederiz bu d& nin 17 ve a -ya gore quast -preinvex fonksiyon oldgunu gosterir.
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Ornek 3.4.3. K =[-1,0) ve Ou,vOK igin a(v,u)=-%, n(v,u)=1 F(u)=1-u olsun.
Ornek 3.4.2. den dolayK nin ;7 ve a -ya gore bira -invex ve K uzerindeF nin a -

preinvex fonksiyon olmagini biliyoruz. Ayricallu,vO K , [t D[O,l] icin
F(u+ta(v,u)n(v,u)) =1-u +%u < F(u) < max{F(u), F(v)}

elde ederiz. Boylec& UzerindeF , n ve a -ya gore quast -preinvex fonksiyon olur.

Lemma 3.4.3.Pseudoa -preinvexlik, quasia -preinvexlii gerektirmez ayngekilde quasi

a -preinvexlik, pseudoa -preinvexligi gerektirmez. Bunlarin ikisi de tamamiyla farkl

kavramlardir.

Bunu iki 6rnekle izah edelim.
Ornek 3.4.4. K =(-,0) olmak tizeredu,vOK igin 7(v,u) =1, b(u,v) = -4,
F(u)=1-u ve

( )_ 2(v—u), v<uise
AVHEY _y) vauise

olsun. Oyleyseb(u,v) bir strictly pozitif fonksiyon vellt D[O,l] icin

u+2t(v—u), v<uise

u+ta(v,u)y(v,u) = { L-Yu, v=uise

oldugundanK, bir a -invex kiime olur. ger F(v) < F(u) iseu<v ve
F(u+ta(v,u)n(v,u)) = F(u) +%u < F(u) —tb(u, V) < F(u) +t(t —=1)b(u, V)

oldugundanF, K Uzerinden ve a -ya goére pseudar -preinvex fonksiyon olur.

Ote yandarJu,vOK , v<u vet =2 icin F(u)<F(v) ve
F(u + 231 alv,u)n(v, u)] —max{F (u), F ()}

= F(u+ta(v,u)nv,u)-F(v) = ‘%(V‘U) >0

elde ederiz bu da biz& UzerindeF nin 7 ve a -ya gore quasia -preinvex fonksiyon

olmadgini gosterir.
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Ornek 3.4.5. K, a(v,u), n(v,u) ve F(u) 6rnek 3.4.1 deki gibi olsurk nin  ve a -ya
gore bir a-invex ve K Uzerinde F nin pseudo a -preinvex fonksiyon olmagini
biliyoruz. Ayrica Ou,vOK, DtD[O,l] icin

F(u+ta(v,u)n(v,u)) = c = maxF (u), F(v)}

olur bu yuzdenK UzerindeF , 7 ve a -ya gore quasu -preinvex fonksiyon olur.

2) a -invexlik, pseudo a -invexlik ve quasi a -invexlik arasindaki ili gki

Bu bolimde kullanilarF : K - R olarak tanimlanarF , K zerinde tirevlenebilir

olsun.

Tanim 3.4.3. K bir a -invex kime olmak Uzere,

) uOK noktasmdatUrevF'(u) olan veu,vOK igin

FW) - F()2(alvu)F )(v.u)
oluyorsaK uzerindeF ye 7 ve a -ya gorea -invex fonksiyon denir.
i) Ou,vOK igin

F(v) - F ) >(a(v,u)F'(u),n(v,u))
oluyorsaK kiUmesi Gizerindd= ye 17 ve a -ya gore strictlya -invex fonksiyon denir.
i) Ou,vOK igin

F(v) = F(u) 2 (a(v,u)F'().n(v,u)) + dn(v,u)]

olacaksekilde bir > 0 sabiti varsaK UzerindeF ye 7 ve a -ya gore stronglyr -invex

fonksiyon denir.

iv) Ou,vOK igin
<a(v,u)F (W), n(v, u)> >0= F(v) = F(u)

oluyorsaK UzerindeF ye 17 ve a -ya gore pseuda -invex fonksiyon denir.
V) Ou,vOK igin
{a(v,u)F'(u),n(v,u)) = 0= F(v) > F (u)

oluyorsaK UzerindeF ye 17 ve a -ya gore strictly pseuda -invex fonksiyon denir.
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vi) Ou,vOK icin

(a(v,u)F'(u),n(v,u)) + (v, u)* 2 0= F (V) 2 F (u)
olacaksekilde bir ¢ >0 sabiti varsaK UzerindeF ye 7 ve a -ya goére strongly pseudo

a -invex fonksiyon denir.

vii) Ou,vOK igin

F(v) < F(u) = (a(v,u)F'(u),7(v,u)) <0
oluyorsaK uzerindeF ye 57 ve a -ya gore quasir -invex fonksiyon denir.
Lemma 3.4.4. a-invexlik, pseudo a -invexligi gerektirir. Fakat bunun tersi ga
degildir.
Ornek 3.4.6. K =R ve Ou,vOK igin a(v,u)=2, n(v,u)=v-u, F(u)=2u olsun. Bu
durumdak , 7 ve a -ya gérea -invex bir kiime olur{a(v,u)F'(u),7(v,u)) =0 oldusunu

varsayalm. Bu durumda-u=0 ve F(v)—F(u)=%(v—u)2O olur. Bu daK Uzerinde

F nin 7 ve a-ya gore pseuda -invex fonksiyon oldgunu gosterir.
Ote yandaru =0 ve v=1 icin
F)-F@ -(alv.u)F @.7@u) = -é <0
elde ederiz. Bu yuzdeK UzerindeF, n ve a-ya gorea -invex fonksiyon dgildir.

Lemma 3.4.5.a -invexlik, quasia -invexligi gerektirir. Fakat bunun tersi gau desildir.

Orek 3.4.7. K, a(v,u), n(v,u) ve F(u) Ornek 3.4.6. dakjartlari sglasin. a -invex K
uzerinde Fnin 7 ve a-ya gore a-invex fonksiyon olmagni biliyoruz. Ayrica

Ou,vOK icin eger F(v) < F(u) isev<u ve

{a(v,u)F'(u),n(v,u)) = %(v— u)<0

olacgindanK UzerindeF, n ve a -ya gore quasu -invex fonksiyon olur.

Lemma 3.4.6.Pseudoa -invexlik, quasi a -invexligi gerektirmez aynsgekilde quasi a -

invexlik, pseudoa -invexligi gerektirmez. Bunlarin ikisi tamamiyla farkli kawnlardir.
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Bunu iki 6rnekle izah edelim.

Ornek 3.4.8. K =R ve Ou,vOK icin 7(v,u)=1, F(u)=u ve

-1, v#uise
alv,u)= .
1 v=uise
olsun. Bu durumd& , /7 ve a -ya gorea -invex bir kime ve
-1 v#uise
1, v=uise

{a(v,u)F'(u),n(v,u)) = {

olur. Sonug olarak,

{a(v,u)F'(u),7(v,u)) = 0= {a(v,u)F'(u),7(v,u)) =1
= V=u
= F(V)=F(u)
olur ki bu daK UzerindeF nin pseudoa -invex fonksiyon olmasini gerektirir. Fakat quasi

a -invex fonksiyon olmasini gerektirmez.

Ornek 3.4.9. K =R ve Ou,vOK igin F(u)=u ve

) 1 v>uise
-1 v=uise .
alv,u)= T, n(vu)={ -1 v=uise
1 v<uise .
0, v<u ise

olsun. Bu durumda&, 7 ve a -ya gorea -invex bir kiime ve

1 v>uise
{a(v,u)F'(u),n(v,u)) =4 -1 v=uise
0, v<u ise
olur. Sonug olarak,
F(v) < F(u)= v<u={a(v,u)F'(u),n(v,u))<0
{a(v,u)F'(u),7(v,u)) = 0= F(v) < F(u)
olur ki bu daK UzerindeF nin quasia -invex fonksiyon olmasini gerektirir. Fakat pseudo

a -invex fonksiyon olmasini gerektirmez.
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3) (pseudo,quasi)x -preinvexlik ve (pseudo,quasi)a -invexlik arasindaki iliski

Lemma 3.4.7.Pseudoa -preinvexlik, pseudoa -invexligi gerektirir. Fakat bunun tersi
dogru degildir.

Ispat. F, K lizerinden ve a-ya gore pseudar -preinvex fonksiyon olsun. O zaman
strictly pozitif bir b : KxK - R™ fonksiyonu vardir dyle kidu,vOK ve tD[O,l] icin

(3.18) sglansin. Ber <a(v,u)F ' (u),/7(v,u)> >0 oluyorsa

im F(u +ta(v,u)/7(v,u))— F(u) _

im t <a(v,u)F'(u),;7(v, u)> (3.20)
esitli ginden Ot O (O,t,, ) igin
F (u +ta(v,u)/7(v, u))— Fu)=0
olacaksekilde t, [J (0,1) vardir. Sonug olarakit [ (0,t,) icin
F(u+ta(v,u)n(v,u))> Fu) +tt -1b(u,v)
elde edilir. (3.18) yardimiyld (v) > F(u) ve F, K Uzerinder; ve a-ya gore pseudar -

invex fonksiyon olur.

Ornek 3.4.10. K =R ve Ou,vOK igin F(u)=u ve

av,u)= 1 v>uise (v.u) = 1 v#uise
WT-1 veuise VY70, v=uise

olsun. Bu durumda&, 17 ve a -ya gorea -invex bir kiime ve

1 v>uise
alv,u)p(v,u) =4 0, v=uise
-1 v<u ise

olur. Sonug olarak,
<a(v,u)F | (w),n(v, u)> 20=>v2u=F(V)=2F(u)
elde edilir ki bu daK Uzerinde Fnin n ve a-ya gbre pseudar -invex fonksiyon
oldugunu gosterir.
Ote yandan ger F(v) = F(u) olursa o zamawn =u, herhangib : KxK - R*" strictly

pozitif bir fonksiyonu ve herhangild (0,1) igin
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F(u+ta(v,u)n(v,u))-F(u) =0>t(t-1)b(u,v)
elde edilir ki bu daK Uzerinde F nin 7 ve a-ya gore pseudar -preinvex fonksiyon

olmadgini gosterir.

Lemma 3.4.8.Pseudoa -preinvexlik, quasia -invexligi gerektirir. Fakat bunun tersi g
degildir.

Ispat. F, K uzerinden ve a-ya gore pseudar -preinvex fonksiyon olsun. O zaman

strictly pozitif bir b : KxK - R™ fonksiyonu vardir dyle kilu,vOOK ve tD[O,l] icin
(3.18) sglansin.
Keyfi olarak u,vOK ve F(v) = F(u) olsun. (3.18) yardimiylalt 0(0,1) iin

F(u +ta(v, u)/7(v, u)) -F(u)
t

< (t-Db(u,v)
yazabiliriz. t — 0 igin (3.20) yardimiyla
<a(v, u) F (w),n(v, u)> < -b(u,v) <0

olur. Bundan dolayK uzerindeF ,  ve a -ya gbre quasir -invex fonksiyon olur.

Ornek 3.4.11. K =[0,») ve Ou,vOK igin F(u)=u, a(v,u)=1ve

(V) = 1, v>uise
O\ 0, v<uise
olsun. O zamarl t0[0] igin
u+t, v>uise
u+ta(v,u)/7(v,u):{ T OK
u, v<uise

oldugundanK, 7 ve a -ya gore bira -invex kiime olur.
Eger F(v)<F(u) ise o zamanv<u, herhangi b: KxK - R™ strictly pozitif bir
fonksiyonu ve herhandid (0,2) icin,
<a(v,u)F (W), (v, u)> =0
F(u +t0/(v, u)/7(v, u))— F(u) =0>t(t -1)b(u,Vv)
olur ki bu daK UzerindeF nin 7 ve a -ya gore quastr -invex fonksiyon oldgunu fakat

pseudoa -preinvex olmadiini gosterir.
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Lemma 3.4.9.Quasi a -preinvexlik, quasia -invexligi gerektirir. Fakat bunun tersi ga

degildir.
Ispat. F, K iizerinden; ve a -ya gore quasir -preinvex fonksiyon olsunJu,vO K ve
t0(0,2) icin (3.19) salansin. Kabul edelim kF (v)< F(u Ylsun.
(3.19) ve (3.20) yardimiyla
<a(v, u)F (u),7(v, u)> <0
yazabiliriz. Bu da bizeK Uzerinde F nin 7 ve a-ya go0re quasia -invex fonksiyon

oldugunu gosterir.
Ornek 3.4.12. K, a(v,u), n(v,u) ve F(u) 6érmek 3.4.10. deki gibi olsun. Ornek 3.4.10.
yardimiylaK nin 7 ve a -ya gére bira -invex kiime ve
F(v) < F(u)= a(v,u)n(v,u)< 0= <a(v, u)F (u),n(v, u)> <0
oldugunu biliyoruz. Bu yuzderK UzerindeF , 7 ve a -ya gore quasu -invex fonksiyon
olur.
Ote yandan keyfi olarak 0K , t(0,1) ve v=u+$ alaim. Boylece,
F(u+ta(v,u)p(v,u))=u+t>u +% =max{F (u), F(v)}
elde ederiz ki bu d&K Uuzerinde F nin 7 ve a-ya gore quasia -preinvex fonksiyon

olmasini gerektirmez.

Lemma 3.4.10.Quasi a -preinvexlik, pseudoa -invexligi gerektirmez. Benzesekilde

pseudoa -invexlik, quasia -preinvexligi gerektirmez.

iki 6rnekle bunu gosterelim.
Ornek 3.4.13.K, a(v,u), n(v,u) ve F(u) Ornek 3.4.10. deki gibi olsun. Ornek 3.4.10.
ve Ornek 3.4.12. yardimiyl&K Uzerinde F nin 57 ve a-ya gore pseudaa -invex

oldugunu fakat quasir -preinvex olmadiini biliyoruz.

Ornek 3.4.14. K =R ve Ou,vOK igin F(u)=u ve

39



av,u)= -1 v=uise (v.u) = 1, v=uise
’ 1, v<uise’ e 0, v<u ise

olsun. O haldK , 7 ve a -ya gore bira -invex kime ve

-1 v=uise
0, v<u ise

a(v,u)p(v,u) = {

olur. Sonug olarak,

<a(v, u)F (u),7(v, u)> >0= a(v,u)n(v,u) =0=v<u= F(v) < F(u)
Yazilir. Bu daK uzerindeF nin 17 ve a -ya gore pseuda -invex olmadgini gosterir.
Ote yandarlu,vOK ve t0[0] igin

u-t<F(v), v2uise

LsFW),  v<uise® max{F (u), F ()}

F(u+ta(v,u)n(v,u)) :{

yazilir. Bu yuzderK UzerindeF , n ve a -ya gore quas -preinvex olur.

4) an-,pseudoan - ve quasian -monotonluk arasindaki iliski

Bu bdlimde an-monotonluk, pseudoarn-monotonluk ve quasian -monotonluk

Tanim 3.4.4. K, a -invex kiimesi Uzerinde tanimli : K - H operatdri,du,vOK
icin
i) Eger
{a(v,u)T (u),7(v,u)) +{a(u,v)T(V),7(u,v)) <0
oluyorsaan -monoton
i) Eger
{a(v,u)T(u),7(v,u)) +{a(u,v)T(v),7(u,v)) <0
oluyorsa strictlyan -monoton

iii) Eger B >0 sabiti varsa ve

(a(v, u)T(u),/7(v,u)> + (a(u,v)T (V).7(u,v)) < —,6’{||/7(v, u)||2 +||/7(u,v)||2}
oluyorsa stronglya, -monoton

iv) Eger
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{a(v,u) T (u),7(v,u)) 2 0= (a(u,v)T(v),7(u,v)) < 0
oluyorsa pseudar;7 -monoton
v) Eger

{a(v,u)T(u),7(v,u)) 2 0= (a(u,v)T(Vv),7(u,v)) <0
oluyorsa strictly pseuda -monoton

vi) Eger u >0 sabiti varsa ve

{a(v,u)T (u),7(v,u)) + ulp(v,u)|* 2 0= (a(u,v)T(v),7(u,v)) <0
oluyorsa strongly pseudarn -monoton
vii) Eger
{a(v,u) T (u),7(v,u)) > 0= (a(u,v)T(v),7(u,v)) < 0
oluyorsa quasu7 -monoton

denir.

Lemma 3.4.11. Strict ve strong an -monotonluk, an -monotonlgu gerektirir. Fakat

bunun tersi dgru degildir.

Ornek 3.4.15.K =[0,1] ve Ou,vOK igin a(v,u)=1 7(v,u)=v-u ve T(u) =1 olsun. O
zamanK , 17 ve a -ya gore bira -invex kime veT, K Uzerindean -monoton olur. Fakat

T, ne strictly ne de stronglgr7 -monoton olur.

Lemma 3.4.12. Strict an -monotonluk, strongan -monotonlgu gerektirmez. Benzer

bicimde strongan -monotonluk, Stricta, -monotonlgu gerektirmez.

Bu durumu iki 6rnekle izah edelim.
Ornek 3.4.16.K =R ve Ou,vOK igin a(v,u)=1, T(u)=1ve

u-v, v>uise
n(v,u)=¢ -1 v=uise
0, v<uise

olsun. O haldeélt1[0,1] igin
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@L+t)u—tv, v>uise
u+ta(v,u)n(v,u) = u-t, v=uiseOK,
u, v<uise

u-v, v>uise
{a(v,u)T(u),7(v, ) +{a(u,v)T(V).7u,v)={ -2 v=uise<O
v—u, v<uise

olur ki bu daK nin  ve a -ya gore bira -invex kime veT nin K Uzerinde strictlyar -

monoton oldgunu gosterir.

Ote yandanJB >0 ve OuOK igin v=u +Z alalim. O halde
{a(v,u)T (u),7(v,u)) +{a(u,v)T(v),7(u,v) = -

- Al )= -

oldugunu gosterebiliriz. Bu yuzdeK UzerindeT, strongly an -monoton dgildir.

lo N

Ornek 3.4.17. K =(-,-1) ve Ou,vOK igin a(v,u)=1 T(u)=1ve

0, VvZuise
-1 v=uise

n(v,u) = {

olsun. O haldeK , 7 ve a -ya gdre bira -invex kiime olur.8 =% ve Ou,vOK igin

{a(v,u) T (u),7(v,u)) +{a(u,v)T (), 7(u,v))

- Al v’}

0, vZuise
{—2, v=uise
0, v#uise
{—1 vV=uise

oldugunu gosterebiliriz. Bu yuzderK uzerindeT, strongly an -monoton iken strictly

an -monoton dgildir.

Lemma 3.4.13. an-monotonluk, pseudo ve quasin -monotonlgu gerektirir. Fakat

bunun tersi dgru degildir.
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Ornek 3.4.18. K =R ve Ou,vOK icin 7(v,u)=1, T(u)=1ve

( ) { 1, v>uise

alv,u) =

b _l .
1, v<uise

olsun. O haldeK , 17 ve a -ya gore bira -invex kiime ve
1 v>uise

-1, V<uise

(alv,u)T (W) 7(v,) = afv,u) = {

olur. Bunun sonucu olarak,

{a(v,u)T(u),7(v,u)) 2 0= v>u=(a(u,v)T(v),7(u,v)) <0

{a(v,u)T(u),7(v,u)) +{a(u,v)TV),7(u,v)) = {—%l’ \\:z :j::z

yazabiliriz. Bu ylzdenK UzerindeT, hem pseudo hem quasis -monoton ikenar -

monoton dgildir.

Lemma 3.4.14.Pseudoarn -monotonluk, quasin -monotonlgu gerektirir. Fakat bunun

tersi dgru dezildir.

Ornek 3.4.19. K =R ve Ou,vOK icin a(v,u) =1, 7(v,u) =€’ -¢" ve

0, u= Oise
-u, u< QOise

T(u) :{

olsun. O haldeK , 7 ve a -ya gore bira -invex kiime ve

=0, u=0veyav=uise
>0, u<Ovev>uise
<0, u<Ovev<uise

0, uzx Gise
u(eV -¢' ) u< Oise

(a(v,u)T(),7(v,u)) = {_

olur. Eger (a(v,u)T(u),7(v,u)) >0 ise o haldev>u ve

0, u= Oise
(a(v,u)T (u),7(v,u)) = {_ u(eV —e" ) u< Oise™

olur. Bu daK uUzerindeT nin quasiarn -monoton oldgunu gosterir.
Ote yandaru,vOK : v<O0<u igin
{a(v,u)T(u),7(v,u)) = 0ve (a(u,v)T(v),7(u,v)) >0

elde ederiz. Bu yluzdeK UzerindeT , pseudoar -monoton dgildir.
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5) a -invexlik ve an -monotonluk arasindaki iliski

Bu bdlimde turevlenebilif=(u) nin (strict, strong, pseudo, quasi)-invexligi ile tirevi

Lemma 3.4.15.Eger F sirasiyla strictly, stronglyr -invex ise, o zaman turevi'(u)

sirasltyla strictly, stronglyr7 -monoton olur.

Teorem 3.4.1. K uzerinde £>0 moduli ile F'(u) strongly an-monoton olsun.
Ou,vOK ve t0[0]] igin
)

a(u,u+ta(v,u)n(v,u)) =ta(v,u) (3.21)
oluyorsaa simetrik bir fonksiyondur.
i)

n(u,u+ta(v,u)n(v,u)) = -tr(v,u) (3.22)
oluyorsan asimetrik bir fonksiyondur.
ii) F(u+a(v,u)nv,u))<F(v)

varsayimlar sglaniyorsaK uzerinde2 modulul ile F, strongly a -invex olur.

Ispat. Keyfi olarak u,vOK ve tD[O,l] alalim vev, = u+ta(v,u)r(v,u) olsun.Knin a -
invexligi ve F'(u) nin strongan -monotonlgu yardimiylav, 0K ve
(ar{v,, ) ()72 0v, ) + (v ) P ). 7)) < = Bl )+t

oldugunu biliyoruz. (3.21) ve (3.22) den

(a(v,u)F'(v),n(v,u)) = (a(v,u) F'(u),n(v,u)) + 28] (v,u)|” (3.23)
yazilir. 0t0[0] igin g(t) = F(u+ta(v,u)r(v,u)) olsun. O halde (3.23) den

g (1) =(a(v,u)F'(%)7(v,u)) 2 {alv,u) F'(W),7(v,u) + 28]n(v,u)|°

elde edilir. Sonug olarak

g -9(0) = [ g (M)dt=(a(v,u)F'W).7(v,w)+28)n(v,u)

yazariz. iii) varsayimindan
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F(v) - F(u) 2 (a(v,u)F'(u),n(v,u)) + 28[7(v,u)|’
elde ederiz ki bu d& Uzerinde2 modulu ile F nin stronglya -invex oldyunu

gosterir.

Teorem 3.4.2.K UzerindeF'(u) sirasiylaan -monoton veya strictlyr;7 -monoton olsun.

Eger Teorem 3.4.1. deki i)-iii) hipotezlerganirsaF , sirasiylaa -invex veya strictlya -

invex olur.

Asagidaki lemma strictly pseudoa -invexlik ve strictly pseudo an -monotonluk

tanimlarinin direkt bir sonucudur.

Lemma 3.4.16.K uzerinde ger F, strictly pseudoa -invex ise o zaman turevr'(u),

strictly pseudoar7 -monoton olur.

Bunun tersiyle ilgili olaralgu teoremi verelim.

Teorem 3.4.3.K UzerindeF'(u) sirasiyla pseudar -monoton veya strictly pseudar -
monoton olsun. ger Teorem 3.4.1. deki i)-iii) hipotezlergdaniyorsa F , sirasiyla pseudo

a -invex veya strictly pseuda -invex olur.

ispat. Keyfi olarak u,vOK ve t0[02] alalim ve(a(v,u)F'(u),7(v,u))= 0 olsun. O halde

v, =u+ta(v,u)n(v,u) 0K oldusunda
<a(vt,u) F (u),n(v,, u)> = t2<a(v, u)F (u),7(v, u)> >0
yazilir. F'(u), pseudoar -monoton ve{a(v,u)F'(v,),7(v,u)) =0 oldugundan

{a(u,v,)F'(v)7(u,v,)) =-t*(a(v,u)F'(v,),7(v,u)) <0 (3.24)

yazabiliriz. 0t 0[0] iin g(t) = F(u+ta(v,u)n(v,u)) olsun. O halde

1

F(v)-FW29®-90) =[g ®)dt=[(alv,u)F'(v).n(v,u))dt=0

0

olur. Bu yuzdenF , pseudoa -invex olur.
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Ornek 3.4.20.K =R ve Ou,vOK icin F(u) =u, 7(v,u)=v—-u ve

alv,u)= -1 v=uise
/7)1 v<uise

olsun. O haldeK , 17 ve a -ya gore bira -invex kime ve

u-v, v=uise

alv,u)n(v,u) = {

v-u, v<uise
olur. {a(v,u)F'(u),7(v,u))+|7(v,u)|* 2 0 olsun. O zamawr(v,u)(v—u)+(v-u)’ >0 ve

u-v<-1 v>uise
{a(u,v)F'(v),n(u,v)) = 0, v=uise
v-u<-1 v<uise

yazilir. Bu daK Uzerinde 4 =1 moduilu ile F'(u) nin strongly pseudazs; -monoton
oldugunu gosterir.

Ayrica Ou,vOK, v<u ve t0[04] igin eger (a(v,u)F'(u)2(v,u))+|p(v,u)[* 20 ise o
zaman F(v) < F(u)-1<F(u) olur. Bu Fnin K U(zerinde strongly pseuda -invex

olmadgini gosterir.

Teorem 3.4.4. F'(u), K Uzerindey >0 moduli ile strongly pseudar -monoton olsun.
Eger Teorem 3.4.1. deki i)-iii) hipotezler @anyorsa o zamarF, K Uzerinde ¢ >0

moduli ile strongly pseuda -invex olur.

ispat. Ou,vOK vetO[01] icin v, =u+ta(v,u)r(v,u) ve

{a(v,u)F'(u),7(v,u)) + dlp(v,u)* 20
olsun. K nin a -invexligi yardimiyla F'(u) strongly pseudar; -monoton oldgundan

v, UK ve

(ar{ve, u)F' (W2 v, W) + (v, w)
= tz((a(v,u) F'(u),7(v,u))+ (7 (v, u)||2)2 0
elde edilir. Bu ise (3.24)s#sizligini sglar. Teorem3.4.3. teki tekgi kullanarak F nin K

uzerindey >0 modulu ile strongly pseuda -invex oldwunu gosterebiliriz.
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Simdi verecgimiz lemma quasia -invexlik ve quasi an-monotonlgun direkt bir
sonucudur.

Lemma 3.4.17.K Uzerinde ger F , quasia -invex ise o zaman tirew'(u), quasiar -

monoton olur.
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4. BULGULAR VE TARTI SMA

Bu bdlimde elde edilen teorem ve sonugclar ¢cozunteydkeri ile birlikte G¢ bélim altinda

verilmistir.

4.1. PREINVEX FONKSIYONLAR iCIN HERMITE-HADAMARD T IPLI
ESITSIZL iKLER

ilk olarak Teorem 3.2.5. deki (3.16}itsizliginin sol tarafi dikkate alinaraksagidaki
sonugclar elde edilngiir.

Teorem 4.1.1. 7 : KxK - R ile ilgili olarak K [0 R acik bir invex kiime olsun.

Farzedelim ki f : K -~ R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.geér K kimesi

tizerinde| f | bir preinvex fonksiyon iséla,b 0K igin

a+n(b,a)
1 [ (x)ax- f(zam(b’a)j
nb,a) 2

< ’7(2""‘) (@) +|t'(b)]

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].

Ispat. a,a+7(b,a) OK kabul edelim. ile ilgili olarak K bir invex kiime oldgundan

0t0[04] icin asagidaki integrali pargali bigimde yazabiliriz:

ftf '(a+1tn(b,a))dt +.|1.(t -1 f'(a+tn(b,a))dt =
_ {tf (a+tn(b, a))}
n(b,a)

1
2

+[(t—1)f(a+t/7(b,a))}l 1

n(b,2) el RAGRECLIE,

0

a+n(b,a)
1 f(zaJ’”(b'a)j— 1 f(x)dx (4.1)

" n(b,a) 2 hbal i
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|f| preinvex fonksiyon ve yukardaki (4.1)sittigi yardimiyla aagidaki eitsizligi

yazabiliriz

1 a+/7.(|.b,a) f(x)dX— f(wj
nb,a) < ?

N | =

< n(b,a) It| f'(a+trn(b,a))|dt+ j @-t)| f'(a+tr(b, )| dt

< n(b.a)| [f{a-n[f @]+ ®dt+ [ @a-v{a-v] t @]+t @o)]dt
'@ +| ()|

<n(b,a) 3

Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.2. n : KxK - R ile ilgili olarak KO R ac¢ik bir invex kiime olsun.
Farzedelim ki f : K — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsunpdR ve p>1

olmak tzere ger K kiimesi 'L]zerinde}af"]i‘1 preinvex fonksiyon iséla,b[0K igin

a+n(b,a)
‘ ! [ f(xdx- f(—2a+’7(b’a)j
nb,a - 2

(4.2)

<75 a)( : ﬂ@ F@)" +|f '(b)|p”-1)T +(| ()" +qf'(b)|p“-1)”:}

16 | p+1

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].

Ispat. a,a+n(b,a) OK olsun. Holder stsizligi (4.1) aitligi yardimiyla aagidaki

esitsizligi elde ederiz
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1 a+rzj_b,a) f(x)dx— f[23+/7(b, a)j
nb,a) < 2

2

<n(b,a) .|2.t| f'(a+tn(b,a))| dt+.|1.(1—t)| f'(a+tn(b,a))|dt

P
1 »
2 P

< n(b,a) jtpdt j|f'(a+t/7(b,a))|p-1dt

0

N | =

Pt
p

+
N | P ey

1 P
(1-t)°dt j |'(a+tn(b,a)|" dt

1

2

P
p

rﬁl}dt

(b, a)

S—a T 4] f(b)
2 °(pt)

f[ae-vlr@

i
3

pp-l}dt

- (ij{(i @+ o) (@ '(b)|;i1)"1

p+1

+ [(1—t)|f'(a)pp‘1 +1/f'(b)

N | b ey

Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3. 7 : KxK - R ile ilgili olarak K [ R acik bir invex kime olsun.

Farzedelimkif : K - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsumpOR ve p>1

olmak Uzere ger K kiimesi Uzerind¢f '|Pi‘l preinvex fonksiyon iséla,b 0K igin

a+n(b,a)
1 f(x)dx - f(za“ﬂb’a)j
2 16

7(b,2) i a)( pil]p 6 w3l

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].
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Ispat. (4.2) sitsizligini dikkate alirsak gagidaki itsizligi yazabiliriz:

a+n(b,a)
‘ 1 [ f(x)dx- f(—2a+’7(b’a)j
nb,a) 2

4| f'(b) »1+3f'(b)

< (piﬂﬂ(ﬂf%a) ) Ir@ ”

a =3f'(@)|™, b =|f'(0)]", a, =|f'(8))", b, =3f'(b)]** olsun. Buradap >1 igin

0<(p-1)/ p<1 olmak tizere ggidaki asitsizligi,
Ylac+b) sy ai+y e
k=1

k=1 k=1

ve (Os s<1) icin a,,a,,...,a,20, b,b,,...,b, 2 0 oldusunu dikkate alirsak

”(féa) (piﬂ”(q f'(a) ) +(| f'(a) ”

ba)( 4 V' om e
sfﬂl_(;“)(p_ﬂj 3" +1[f'@)|+f'®)]

i +|f'(b) i +3f'(b)

esitsizligini elde ederiz. BOylece ispat tamamlagmlur.
Teorem 4.1.4. n : KxK - R ile ilgili olarak KO R ac¢ik bir invex kime olsun.
Farzedelim kif : K - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsurgJ R ve g=1 olmak

lizere ger K kimesi tzerind¢f’

a+n(b,a)
! £ (x)dx— f(—2a+'7 ®, a)j
nba) | 2

|q preinvex fonksiyon iséla,b 0K igin

(43)
_1(b,2) [Zlf%a)l“ +|f'(b>|“]“ {If'(a)I‘* +2|f'<b>I“Jq .

8 3 3

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].
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Ispat. a,a+n(b,a) 0K olsun. ++1=1 olmak Uzere iyi bilinen kuvvet ortalama

esitsizligini ve (4.1) aitli gini kullanirsak aagidaki ssitsizlik elde edilir.

a+n(b,a)
! [ f(x)dx- f(—2a+'7 ®, a)j
n(b,a) 2

a

N |

< n(b,a) j {/f'(a+tn(b ) di+ j @-1)|f'(a+tn(b,a)|dt

2

1

S
p q

1

< n(b,a) jtdt ft|f'(a+m(b,a))|th

0

N

ol
al

(1-t)dt| | [@-t)|f'(a+tn(b,a) dt

+
N | P ——
N | P —

1

q

<08 fla-ojr @+ fa

1

q

¥ j a-0)]a-o/ 1@l +1 1)

N

8 3 3

n(b.2) (af%a)l“ +|f'<b>|‘”T {If'(a)l‘” +2|f'<b>|‘*T

Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.5.n : KxK - R ileilgili olarak K 00 R acik bir invex kiime olsun.

Farzedelim kif : K - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsurgJR ve g=1 olmak

preinvex fonksiyon iséla,b 0K igin

lizere ger K kiimesi Uizerindéf '|*

/7(b a) 2 +1
8

a+n(b,a)
1 f (x)dx— f[2a+'7(b’a)j )hf @)+ 7' )]

nb,a) 2
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esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].

Ispat. (4.3) sitsizligini dikkate alinirsa

1 a+n(b,a)

J- 2a+n(b,a)
nb,a) 3

f (x)dx - f(

_nba)|[Ar@ + o) ] (@ +2f'0) |
T8 3 3

yazilir. Kabul edelim kia, =2/ f'(a)|" /3, b, =|f'(b)|" /3 ve a, =|f'(a)|" /3,

b, =2/f'(b)" /3 olsun. Buraday>1 igin 0<1/q<1 olmak lizere

esitsizligini kullanarak ve(0< s<1), a,a,,....a, 20, b,b,,...b >0, iin

3q

esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlagmolur.
4.2.LOG-PREINVEX FONKS IYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD T iPLIi
ESITSIZLIiKLER

Bu bolumde log-preinvex fonksiyonlar icin Teoren®.3. deki (3.16) g@tsizliginin sol
tarafi dikkate alinaraksagidaki sonuclar elde edilstir.

Teorem 4.2.1. n : KxK - R ile ilgili olarak KO R acik bir invex kime olsun.

Farzedelim ki f : K -~ R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.gér K kumesi

tizerinde| f | log-preinvex fonksiyon is€la,b 0K igin

a+n(b,a)
1 [ f(xax- f(—zam(b’a)]
nb,a) 2 2

1 1
2 2

[£'(b)|" -|f'(a)
log| f'(b)| ~log| f ' (a)|

<n(b, a)[

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].
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Ispat a,a+7(b,a) K alalim. (4.1) gitligi dikkate alinirsa ggidaki integral parcali

olarak yazilabilir.

n(b,a) 2

a

‘ 1 a+f1jb,a) f(x)dx— f[2a+/7(b, a)j

2

< (b, a)Fq f'(a+tr(b,a))|dt+ j' @-t)|f'(a+tn(b, a))|dt}

< n(b,a) j t]f (@) f'(b)] dt+ [ @-1) '@ | f'(0)f dt}

2

=n(b,a) f f'( )|t(||f ( )|j dt+I(1 t)| f (b)|(|| (b)D dt]

'(a)| 1 (|f (b)|J
=1n(b, -
708 gt o) -log t(a)]| _log (8] -log f (@) || T'(a) O

1 (|f (b)|]
Iog|f '(b) -log f'(a)|| | f'(a)|

= 7(b,2) IO
(log|f'(b)] ~log f'(8))°  (logl f'(b)| ~log| f'(a)|)}
1'(@) }

(log f'(0)| ~log| ()"

= (b,
7 a){Iog| f'(b)|-log| f ’(a)|]

Bdylece ispat tamamlangolur.
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Teorem 4.2.2. n : KxK - R ile ilgili olarak KOR ac¢ik bir invex kime olsun.

Farzedelim kif : K - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsumgC R ve g=1 olmak
lizere ger K kiimesi izerindéf | log-preinvex fonksiyon iséla,b OK icin

1 a a
2 2 2

I LIC [ O] -|f@
qq

‘ 1 a+f7‘([b,a)f(x)dx_f(2a+/7(b,a)j
2 2" (p+1)

nb,a) log| f '(b)| - log f ’(a)J

esitsizligi saglanir, [Sarikaya-Alp 2012].

Ispat. < +1 =1 olmak Uzere Holdersésizligi ve (4.1) aitli gini kullanilarak

1 a+r/.(|.b,a) f(x)dX— f(zaL(b’a)j
2

nb,a) 3

< n(b,a) it| f'(a+tn(b,a))|dt +i(1—t)| f'(a+tn(b,a))|dt

<n(b,a) Ttpdt f|f'(a+t/7(b,a))|th dt+ j.(l—t)pdt j|f'(a+t/7(b,a))|th
<n(b,a) jtpdt Nf'(a)|l_t|f’(b)|t)th

1

1
3 q

+ j (1-t)Pdt Qf'(a)|“| f '(b)|‘)q dt

N | P —

2

=n(b,a) —

t@F [ |fof-f@f |
2 (p+1)rq

log| f'(b)| ~log| f ' (a)
esitsizligini elde ederiz. BOylece ispat tamamlagmlur.

Klasik log-preinvex fonksiyonlar icin Hermite-Hadamd aitsizligi'nin sol tarafiyla

yardimiyla aagidaki sonuclar verilnstir.
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Sonug 4.2.1Teorem 4.2.1sarti altindas(b,a) =b — a olarak segcilirse

P a+h o @ |
‘Ei f (x)dx— f(Tj‘ < (b—a)[ J

log f'(b)| - log f'(a)|

esitsizligi elde edilir, [Sarikaya-Alp 2012].

Sonug 4.2.2Teorem 4.2.2sarti altindas(b,a) =b —a olarak segilirse

1 8 a+b
ﬁ! f (x)dx— f(Tj

esitsizligi elde edilir, [Sarikaya-Alp 2012].

< (b-a) '@ [|f'(b)|2‘|f'(a)|2 ]

X (p+1)> q% log| f'(b)| - log| f'(a)|

4.3. COK DEGISKENL I FONKSIYONLARA GEN iSLETME

Bu bolimde Sonu¢ 4.2.1. ve Sonu¢ 4.22'nin invex alt kiimelerinde tanimlanan ¢ok
degiskenli fonksiyonlara gesletilmistir.

KOR", 7 : KxK - R" e gore invex kiime olsunlx, yOK i¢in x ve v :=x+7(y,X)
noktalarini birlgtiren ;7 -path P, asagidaki gibi tanimlanir:

P :{Z cz= X+tl7(y,X)Z ID[O,].]}.

XV

Onerme 4.3.1.KOR", 7 : KxK - R" e gore invex bir kime ve : K -~ R bir
fonksiyon olsun. K uzerinde 7 kosul C sartini sglasin. Ox,yOK i¢in 77-path P,
Uzerindes -e gore f log-preinvex fonksiyondur ancak ve ancak: [0,1] - R asagidaki
gibi tanimlanan

#(t) = f(x+tn(y.x)

P, [0,1] uzerinde log-konvex fonksiyondur.

Ispat. ¢, [0,1] tzerinde log-konvex ve, =x+tn(y,X)0OP,, z, =x+t,7(y,X) 0P,
olsun. A D[O,l] olmak tzere kgul C yi kullanilarak sagidaki sitsizlik elde edilir

56



(2 +An(z,,2)) = F(x+ (1= A)t, + At )n(y. %))

= (1= )t + 1t,)

< [p)] o (L)

=[f @) )
Bu yuzdens -path P, Uzerinder; ile ilgili olarak f log-preinvex fonksiyon olur.
Tersine x,yOOK ve r7-path P, Uzerindern-e gore f log-preinvex fonksiyon olsun.
Farzedelim kit,,t, D[O,l] olsun.JA D[O,l] igin

(- A)t + Aty) = £ (x+ (@A)t + A, )n(y, %)

F(x+ 70y, ) + An(x+ 270y, ), X+ 77(Y, X))
< [ O+t [ (x+ tn(y, 0

= [o(e )] lett.)

esitsizligi elde edilir.

Bu yuzdeng [0,1] Uzerinde log-konvex fonksiyon olur ve ispat éantanmsg olur.
Asagidaki teorem, sonug 4.2.1. in ¢okgtikenli fonksiyonlara genel§@rilmi sidir.

Teorem 4.3.1.KOR", n: KxK - R" e gore invex bir kime v : K - R™ bir
fonksiyon olsun. K uzerinde7 kosul C sartini sglasin. Ox,yOK i¢in 77-path P,

uzerinder -e goref log-preinvex fonksiyona,b [ (0,1) olmak Uzerea <b icin

‘rlaff ([} 10crtn(y.0)dt)ds=[7 1 (x+s(y, x))d%
1 1 2 (44)
<(b-a) [ (x+br(y, ) = [ (x+an(y,x)

B log f (x+br7(y,x))-log f (x+an(y,x) |

esitsizligi elde edilir, [Sarikaya-Alp 2012].

ispat. x,yOK ve a,b0(041) ile a<b olsun. -path P, izerinden ile ilgili olarak f
log-preinvex oldgundan Onerme 4.3.1 i kullanaragk: [0,1] - R i¢in,
#lt) = f(x+tn(y.x)

seklinde tanimlanarp fonksiyonu[o,l] Uizerinde log-konvex olur.
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simdi @ : [01] - R* fonksiyonu

t) = _[¢(s)ds= _[ f(x+sn(y,x))ds

olarak tanimlansin.
Acik olarak herdt 0(0,1) igin

A(t)=0(t)= f(x+t7(y.9)20
esitsizligi elde edilir.
Bu yuizden |¢/(t) = ¢/(t) olur. Sonug 4.2.1. in uygulanmasiyla

1t garb| o POF @l |
= j‘s(b a)[log|¢(b)|—log|¢(a)|]

esitsizligi ¢ yi sgglar. Boylece (4.4) elde edilir.

Uyar 4.3.1. ¢ : [0,1] -~ R bir fonksiyon veq bir pozitif reel sayl olsung log-konvex
fonksiyon ancak ve ancak ¢“ :[0,1] - R" log-konvex fonksiyondur. Gergekten
Ox, y 0[0,] igin

[0 T =l oo ()]

esitli gi kolayca gorulur.
Bu nedenle ger t D[O,l] ise

plix+ @-0Y)< [P PO = 67+ a-vyy)<[pe (] [pe (v)]
elde edilir.

Asagidaki teorem, Sonug 4.2.2. nin cokgddenli fonksiyonlara genel§grilmi sidir.
Teorem 4.3.2.KOR", n: KxK - R" e gore invex bir kime ve&f : K - R" bir

fonksiyon olsun. K Uzerinden kosul C sartini sglasin. Ox,yOK icin 7 -path P,
uzerinders -e gore f log-preinvex fonksiyonZ +1 =1 sartiyla her p>1 ve a,bD(O,l)

ile a<b olmak Uzere
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a+b

rljﬁf X+t7(y,X) dtj s- ff (x+sm(y,%)d

(4.5)

< (b-a [f(x+a/7(y ) [ [F(x+brcy, %) =[f (x+an(y, ) |
2°(p+1)i g log f (x+br(y,x))-log f (x+an(y,x))

esitsizligi elde edilir, [Sarikaya-Alp 2012].

ispat. x,yOK ve a,bd(01) ile a<b olsun. ¢ ve ¢ Teorem 4.3.1. de tanimlanan

fonksiyonlar olsun.|¢1| : [0,1] - R" fonksiyonu [0,1] Uzerinde log-konvex oldiwundan

Uyari 4.3.1. yardlmlylal(/i|q fonksiyonu da[O,l] Uzerinde log-konvex oluSimdi sonug

4.2.2. nin ¢ 'ye uygulanmasyla

1 % a+b
‘m{“‘x’dx‘{T)‘

< (b-a) 1|¢(a)|5 { PO) -l¢(@)? ]

2°(p+1)i g

logl¢? (b)] - logl¢/ ()|

(4.5) sitsizsligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanpaiur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmamizda preinvex ve log-preinvex fonksiyonlar icidermite-Hadamard
Esitsizliginin sol tarafiyla alakal teoremler ve sonucladeckttik. Benzer bicimde quasi
preinvex ve quasi konvex fonksiyonlar i¢in Hermitadamard Ktsizliginin sol tarafiyla

ilgili teoremler ve sonucglar elde edilebilir. Bizirelde ettgimiz teorem ve sonuclar
optimizasyon teoerisinde kullanilabilir. Yine butanlgili matematik programlamada ve

muhendislikte uygulama alanlari gmalabilir.
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7. EKLER

Tezin olgumunda dnemli bir rol oynayan preinvex ve log-pveifonksiyonlar
icin Hermite-Hadamardsésizliginin sol tarafiyla alakall okiurdusumuz sitsizlikler
asagidaki kaynaklarda sunulrgtur.
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