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OZET

HEMEN HEMEN KENMOTSU f-MANIFOLDLARIN BiR
GENELLESTIRILMESI

Yavuz Selim BALKAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Nesip AKTAN
Haziran 2013, 72 sayfa

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismimna ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan soz
edilmistir. Ugiincii boliimde, 1963 yilinda Goldberg ve Yano tarafindan tanimlanan f -
manifold kavrami diisiiniilmiistiir. (2n+1) -boyutta yapilan tiim calismalar (2n+s)-

boyuta genellestirilmis ve daha genel sonuglar elde edilmistir. Ayrica bazi egrilik
ozellikleri, skaler ve kesitsel egriligi hesaplanmistir. Son olarak caligmalarimizi
destekleyen iki ornek verilmistir. Son bolim olan dordiincii boliim ise sonug ve
onerilere ayrilarak, konu ile ilgili acik problemlere yer verilmistir. Bu calismadaki

amag ise (2n+s)-boyutlu manifoldlarin bir sinifi olan hemen hemen Kenmotsu f -

manifoldun bazi temel egrilik 6zelliklerini hesaplayip ilerde bu konuda ¢alisma yapmak
isteyenlere yardimci olmaktir.

Anahtar sozciikler: Kenmotsu manifold, hemen hemen Kenmotsu f -manifold, D -

homotetik doniisiimler, ¢atili manifoldlar



ABSTRACT

A GENERALIZATION OF ALMOST KENMOTSU f-MANIFOLDS

Yavuz Selim BALKAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematic
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nesip AKTAN
June 2013, 72 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed. In the third chapter, considering the concept of

/ -manifolds defined by Golberg and Yano. All studies in (2n+1)-dimensional is
generalized to (2n+s)-dimensional. Moreover, some curvature properties, scalar and

sesctional curvatures are computed. The last chapter is devoted into results and
recommondations. Our purpose in this study, we help to another people who want to
study in the future computing some basic curvature properties of almost Kenmotsu f -

manifolds

Keywords: Kenmotsu manifolds, almost Kenmotsu manifolds, D -homothteic

transformations, framed manifolds



EXTENDED ABSTRACT

A GENERALIZATION OF ALMOST KENMOTSU f-MANIFOLDS

Yavuz Selim BALKAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematic
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nesip AKTAN
June 2013, 72 pages

1. INTRODUCTION:

In the manifold theory, almost contact manifolds are so important. A differentiable
( °°) (21 +1)-dimensional manifold A is called an almost contact manifold if the
structural group of its tangent boundle is reducible to U (n)xl. Firstly, in 1959, Gray
defined almost contact structure on odd dimensional manifold. According to this

definition, (2n+1) -dimensional almost contact structure is constructed by (qo,f,n)-
triple such that ¢ is type of (1,1) tensor field, £ is a vector field and 7 is a 1-form and

this triple satisfies the following properties:

o’ =-1+n®¢&, n(¢)=1,

where [ denotes the identity map. In 1960, Sasaki, defining a smooth metric on

(qo,é,n) almost contact structure, which is satisfies the following properties,
(X, oY)=g(X,Y)-n(X)(Y)

n(x)=g(x,&)

exactly defined almost contact metric structure. In 1961, Sasaki and Hatakeyama prove

the normality condition, for almost contact manifolds, which J comlex structure

J? =—I is integrable.



In 1972, Kenmotsu defined a new class of almost contact metric manifolds. He studied
the scalar curvature tensor, the Ricci curvature tensor and some basic properties about

this new class manifold. Later, this new maifold was called Kenmotsu manifold.

In 1963, Yano defined f -structure which is a generalization of almost contact

structures and almost complex structures.

In 1971, Goldberg and Yano defined that global framed structures are f -structures and

global framed manifolds are f -manifolds.

In 2006, Falcitelli and Pastore defined (27+ s)-dimensional almost Kenmotsu f -
manifolds. In 2009, Hakan Oztiirk defined almost o -cosymplectic f -manifolds in
Ph.D thesis. In our thesis, we generalize the definition of almost Kenmotsu f -

manifolds which was defined by Falcitelli and Pastore.

In this thesis, we consider almost Kenmotsu f -manifolds and we obtain some

curvature properties.
2. MATERIAL AND METHODS:

We give some basic contept of manifolds. In first part of this chapter we introduce some
fundamental conncetp of manifold theory. First part includes two subsection. In the first
subsection, we give Riemannian manifolds and some basic properties. In the second
subsection, we introduce some fundamental concept of almost contact metric manifolds.

In the second part, we give some basic properties of almost Kenmotsu manifolds.
3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

We recall definition of almost Kenmotsu f -manifolds and we obtain some curvature
properties. In first part of this chapter, we introduce almost Kenmotsu f -structures. In

the second part, we get some basic properties of specific tensor fields. In third part, we
give Riemannian properties and we obtain some equalities related with Riemannian

tensor properties.

10



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this study, we have a generalization of almost Kenmotsu f -manifolds and some
curvature properties. Submanifolds of almost Kenmotsu f -manifolds and symmetry

properties are open problems, one can obtain very important results.

11



1.GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.

(2n+1) -boyutlu bir C smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant

demetlerinin grup yapis1 U (n)xl tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme

manifold denir. 1k olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig1

calismada U (n) x1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilar

tanimlamistir. Buna gore, (2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

X =-X+n(X)¢, n(&) =1

denklemlerini saglayan (1,1) -tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alam1 & ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan (q>,§,77) —Ttgliistiyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(¢,&,17) hemen hemen degme yapisi iizerinde

g(PX,4Y) = g(X,Y)—n(X)n(Y)
n(X)=g(X,s)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiy1 tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar i¢in normallik sartimn J kompleks yapismin  J? =-1

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamiglardir.

1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlarin yeni bir smifini
tanimlamistir. Egrilik tensorii ve ricei egrilik tensorii basta olmak {izere manifoldla ilgili
baz1 temel kavramlar iizerinde calismistir. Tanimlanan bu manifold daha sonra

Kenmotsu manifold olarak isimlendirilmistir.

1963 de Yano, hemen hemen kompleks ve hemen hemen degme yapilarin bir

12



genellemesi olan f -yapiyr tanimladi.1971 de Golberg ve Yano, global catilandirilan
yapilarin ~ f -yapi, global catilandirilan manifoldlarin  f -manifold oldugunu

tanimladilar.

2006 yilinda Falcitelli ve Pastore almost Kenmotsu manifoldlar1 (2n+s) boyuta tastyip

hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlar1 tanimlamislardir. 2009 tarihinde Hakan
Oztiirk doktora tezinde hemen hemen « -kosimplektik f -manifoldlar1 tanimlamustir.

Biz ise bu tezimizde, Falcitelli ve Pastore tarafindan yapilan hemen hemen Kenmotsu

f -manifoldlarin tanimini biraz daha genellestirecegiz.

Ikinci boliimde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanitilacaktir. Bu boliimiin ilk
kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ik kisim iki alt
kistmdan olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar ve bazi temel
ozellikleri tamitilmistir. Ikinci alt kisimda, hemen hemen degme metrik manifoldlar ile
ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisimda, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar

hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.

Ucgiincii boliimde, hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlar géz Oniine bazi egrilik
ozellikleri elde edilmistir. Bu boliimiin ilk kisminda; hemen hemen Kenmotsu f -

yapilar tanitilmistir. ikinci kisimda, bazi 6zel tensdr alanlarmin temel ozellikleri
verilmistir. Ugiincii kisimda, Riemann egrilik tensdrii ozellikleri verilerek bu

ozelliklerle ilgili bazi esitlikler elde edilmistir.

Dordiincii bolimde ise hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlar ile ilgili baz1 agik uglu

problemlere yer verilmistir.

Bu tez calismamizda hemen hemen Kenmotsu f - manifoldlar g6z oniine alinip bazi

egrilik 6zellikleri elde edilmistir.

13



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, diger boliimlerde calismamiz i¢in gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.
2.1. RIEMANN MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanim 2.1.1. M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarmnin

uzayl ;((M ) ve reel degerli C” fonksiyonlarmin halkas1 C* (M ,ER) olmak tizere,
g: x(M)x y(M)— C* (M. %)

simetrik, 2 -lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimiine M {izerinde bir Riemann
metrik tensorii ve (M ,g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir
(O'meill 1983). M manifoldunun herhangi iki p ve p noktast icin M {izerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M ye baglantili manifold adi verilir

(O'neill 1983).

Tamim 2.1.2. M bir C” manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzay1 ;((M )

olmak iizere,

Vi x(M)x x(M)— x(M)
(X,Y)>V(X,Y)=V, Y

doniisiimii, Vf,g € C*(M,R) ve VX,Y € y(M )igin,
(1) v,(y¥+2)=v,r+v,z,

(2) v(jX+gY)Z =/VyZ+gV,Z,

14



B) Vilm)=X()y+ V.Y
ozellikleri saglaniyorsa V ya M iizerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983).

Tanmm 2.1.3. (M , g) , n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V doniisiimii; VX,Y € ;((M ) icin,
(l) V, Y-V, X= [X Y ] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
(2) Xg(Y ,Z ) = g(V o4 )+ g(Y V. Z ) (Konneksiyonun metrikle bagdagma 6zeligi),

sartlarini sagliyorsa V ya M {izerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.4. (M ,g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman

R: g (M )x 2 (M)x 3 (M) — (M)
(X.Y.Z) > R(X,Y)Z=V NV, Z-V,V  Z-V [, 1Z

(2.1)
ile tanimlanan (1 .3)-tipli tensor alan1t R ye M nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, VX,Y,Z,W € ;((M )olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,

2) e(R(X,Y)Z,W)=-g(R(X,W,Z),

(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,

(4) g(RX.V)Z,W)=g(R(Z,W)X.Y)

ozelliklerini saglar (O'neill 1983).

15



Onerme 2.1.1. (M,g) bir Riemann manifoldu, V da M iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve ¢, (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(VXq))Y:VX(q)Y)—Q)(VXY)
dir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan olmak

iizere, her X,Y,Z vektor alanlar1 i¢in,
gV F)Y.z)=g(v,(v,F)z)
esitligi gecerlidir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak tiizere, her X,Y,Z vektor alanlar1 i¢in,
g(V(G).z)=—g(r,(V,6)z)
dir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.5. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,M tanjant uzaymin iki boyutlu

alt uzay [[ve V,W e[l vektorleri izerine kurulan paralel kenarin alani

gV )gw w)-(g(vV.w)) =0
olsun. O zaman,

 ermwy)
KW= e o)~ a0 1]

esitligine [1 nin kesit egriligi denir ve K([T) ile gosterilir (O'neill 1983).

16



Tamm 2.1.6. (M,g) bir Riemann manifoldu ve {e,,...,e,} lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,

S:)((M)xx(M)—)fR

2.2
(x,7)—> S(x,Y)= Zg (e, X)Y.e) @2)
seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M {izerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)-tipli QO Ricci operatorii
S(x.y)=g(0X.Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M,g) bir Riemann manifoldu ve {e,,...,e,} lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,

degerine M nin skaler egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.9. (M , g) bir Riemann manifoldu ve M {izerinde bir pozitif fonksiyon

polsun. Bu durumda, g* =p’°gesitligi M iizerinde metrik degisimini tanimlar.

Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iliskili ise o zaman, M Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

17



Teorem 2.1.1. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. M nin konformal diizlemsel

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul n>3 icin C=0 ve n=3 i¢cin C =0 olmasidir

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M , g) bir sabit x egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M iizerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar i¢in,
R(X,Y)Z =k|g(¥,Z2)X — g(X,Z)Y]
dir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.11. « sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. 7 -

boyutlu bir M uzay formu M (K‘) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonuc 2.1.1. (M,g) bir sabit x egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, 7 > 2 igin,

k=0 ise M(K) = E" Euclid uzay
M(K): K :iz ise M(K):S”(r)kiiresi
r
K= —Lz ise M(x)=H"(r)hiperbolik uzay
r

dir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.12. M bir C” manifold olmak tizere,

$:IxM —> M
(t.2)—>¢,(p)

Doniistimii

(1) Vtel ve YVPeM igin, ¢, : P — ¢,(P)diffeomorfizm,

(2) Vt,sel ve VPeM icin, 4, (P)=4¢,(4,(P))

18



sartlarmi sagliyorsa ¢ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.13. M bir C” manifold ve M {izerindeki bir vektor alant X olmak tizere,

X ile gerilmis lokal dontistimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K bir tensor

alan1 ve pe M icin,

(LXK)p = liml[Kp - (¢IK)17]

t—o

seklinde tanimlanan (L K ) doniisimiine X yOniinde K nin Lie tiirevi denir ve L K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.4. M bir C” manifold ve M {izerindeki bir X vektor alan1 yoniindeki

Lie tiirevi igin,
(1) L,(¥®z)=(L,Y)®Z+Y®(L,Z) (Y,Z keyfitensor alanlarr),
(2) L,f=X(f) (f.K cismiiizerinde bir fonksiyon),

B) L =[xr] vexn),

ozellikleri gecerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.14. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin,

L,g=01ise X vektor alanina bir Killing vektor alani denir (Yano ve Kon 1984).

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLAR
Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.2.1. M , (2n+1) -boyutlu bir manifold, ¢,&£,n da M {izerinde, sirasiyla, (1,1)-
tipinde bir tensor alani, bir vektor alan ve 1 -form olsunlar. Eger ¢,&,n icin,

M tizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere

19



n(&)=1
2.3)

P’ X=-X+n(X)

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (q),é,n) icliisine M iizerinde bir hemen hemen

degme yap ve bu yap ile birlikte M ye bir hemen hemen degme manifold denir (Yano

ve Kon 1984).

Tamm 2.2.2. (2n+1) -boyutlu M manifoldu (qo,é,n) hemen hemen degme yapsi ile

verilsin. M Tlzerinde bir g Riemann metrigi,

n(x)=g(x,&)
2.4)

glpX,oY)=g(X.,Y)-n(X(r)

sartlarin1 saghiyorsa g metrigine M {izerinde hemen hemen degme metrik, (q),é,n, g)
yapismna hemen hemen degme metrik yap1 ve (qo,f,n, g) yapist ile M ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonu¢ 2.2.1. M, (qo,f,n, g) hemen hemen degme metrik yapst ile verilsin. Bu

durumda,
glex,Y)=-g(X,0Y) 2.5)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.3. M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (q),f,n, g) olmak

lzere,
D(X,Y)=g(X,0Y) (2.6)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapismin temel 2 -formu

denir (Yano ve Kon 1984).
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Tanim 2.2.4. (M , 6,1, g), (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold
olsun. Eger n kapali yani dn=0 ve dO®=2dnA® ise (M,é,n,g) ye bir hemen

hemen Kenmotsu manifold denir (1972 Kenmotsu).

Teorem 2.2.1. (M , 6,1, g), (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. M nin bir hemen hemen Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
(V@)Y =—g(pX +hX,Y)E =n(Y X +hX)
olmasidir (1972 Kenmotsu).

Teorem 2.2.2. (M , &1, g), (2n+1) -boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifold
olsun. O halde

V, E=—0* X —phX
dir (1972 Kenmotsu).

Tamm 2.2.5. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve x,,...x, M nin lokal
koordinatlar1 olsun. w:\/gdx] ANdx, A .ndx, ve g(x)>0 ise w ye M lizerindeki

bir hacim form denir. Burada dx;, M iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve | g| M

iizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tamm 2.2.6. (M , g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir hacim

form mevcut ise M ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonug¢ 2.2.2. @ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla n A®" #0

dir. Boylece Tanim 2.2.5. geregince (M ,0,E.,1, g) hemen hemen degme metrik
manifoldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tamm 2.2.7. M n-boyutlu bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y

vektor alanlart i¢in,
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2dw(X,Y)= X (W)=Y (w(X ) - w(]X,Y])
dir. Eger w, 2 -form ise,

3dw(X,Y,Z)=X(MY,2))+ Y(WZ, X))+ Z(w(X,Y))

- w([X.Y]Z2)-w(r,2] xX)-w(z,Xx]Y)
dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M,q),f,n,g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold ve V' bir Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,¥,Z vektor alanlart igin,
(@) (V,@)r.2)=g(v.(V,0)2),

(i7) (V@ XY,2)+(V @YY, 0Z)=n(Z)V oY —n(Y XV y1)oZ ,

(ii7) (V)Y = g(¥,V &)= (V  @)&.0Y),

(iv) 2dn(x,Y)=(V, )Y -(V,n)X,

(v) 3dd(X,Y,Z)= & (V,D)Y,Z)

XY,z

esitlikleri gecerlidir. Burada X@ , X,Y,Z vektor alanlar1 lizerinden alman devirli
Y,z

toplam gostermektedir.

Ayrica, {Xl.,qul.,f} i=12,...,n olmak tlizere, M nin agik bir alt ciimlesi {izerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatorii

on = —Z (vn)x, + (Vo nox, }

seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).
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Tamm 2.2.8. M, n-boyutlu bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M
nin her p noktast icin J>=-I olacak sekilde T M tanjant uzaymnm bir J

endomorfizmasit mevcut ise, o zaman M lizerindeki J tensOr alanma bir hemen
hemen kompleks yap1 adi verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen

manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M tizerinde bir hemen hemen degme metrik yapsi (q),é,n,g) ile verilsin. O zaman,

M xR Tlzerinde herhangi bir vektor alani

st

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alan; ¢, R nin bir

koordinat ve f', M xR iizerinde bir C* fonksiyondur.

M fizerinde (qo,é,n,g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M xR

iizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

J[X,f%] - [qu —f:,n(X)%]

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J* =—/ elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.2.9. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M

iizerinde (1,1)-tipli bir tensor alant ¢ olsun. VX,Y € ;((M ) icin,
N, (X.Y)=?[X,Y]+[pX,0Y]-0leX,Y]-p[X,pY]

seklinde tanimli N, tensor alana ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensori denir

(Yano ve Kon 1984).

J, M izerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M

iizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii
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N,(x.,Y)=J2[Xx.Y]+[Jx,JY]-J[ux,Y]-J[X,JY]

=[x, Y]+ [ux,JY]-J[ux,Y]-J[X,JY]
seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.10. (M ,J ) 2n-boyutlu hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman,

N, =0 1se J doniisiimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.11. M , 2n-boyutlu bir manifold olmak {izere, eger M xR {izerindeki bir J
hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise (q),f,n) hemen hemen degme

yapisma normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.2. (2n+1) -boyutlu M , {izerinde (q),f,n) hemen hemen degme yapisinin

normal olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul

N, +2dn®& =0

esitliginin saglamasidir. Burada N,

o> @ tensor alanmna gdére Nijenhuis torsiyon

tensoriidiir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.12. (M ,J ) 2n-boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M

lizerinde V.X,Y € ;((M ) i¢in,
g(JX,JY)=g(X.Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tanim 2.2.13. (M ,J ,g) 2n-boyutlu bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her

X,Y vektor alanlar1 i¢in,
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Q(X,Y)=g(Xx,JY)

esitligi ile tanimlanan 2 -formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2 -formu
denir. Eger dQ=0 ise (J , g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapi ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir
Kaehler manifold olmasi1 i¢in gerekli ve yeterli kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir

(Blair 2002).

Ornek 2.2.1. E* Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S° olsun. E*

de S* bir birim normali C olmak iizere E* {in hemen hemen kompleks tensor alan1 J
J:E*>E*
JC==-¢&

bi¢iminde tanimlansin. Ozaman &, S° {izerinde bir birim vektdér alani olur.Yani
e )((S3) dir. S°e teget her bir X vektdr alani i¢in 1(X) = g(X,&) olmak iizere n

1— formu iyi tanimhidir. Ustelik n(£) =1 dir. Diger yandan,
JX =X +n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gore Vp =(p,, p,,ps,p, ) €S’

i¢in;

-1 0

S = O O

- o O O
|
—_

yapis1 yardimu ile;

J(C(p)=J(P)sPy> D3Py ) =(=P3,— D, P> P2) =S

25



elde edilir. Burada;

Ds
£ N

2

2
dir.

Simdi g(X,&)¢E icin;

X Ds Ds
X

g(X,E)E =< 2 ’ N S N
X5 —P —P
X4 | L= P2 P

oldugundan,

g(X,8)E =(x,p; +x,p, —X3p, — X, D,)

elde edilir. Boylece;

A=(Xps+X,p, — X3P, — X, P5)

olmak iizere;

g(X,8)=4¢g

esitligi elde edilir. Ayrica,

P(@X) =J(9X)-n(pX)C



¢(@X) =J(JX —n(X)C)-n(JX -n(X)C)C

—X3 b
X b
=J( . -4 » )—g(JX -n(X)C,5)C
1 3
X, b,
=X, +Ap, —X; —Ap, D D
_ —X, +Ap, _< X, —Ap, b, S b,
—x; = Ap, —x =Ap; | -p | | Py
X, —Ap, =X, =Ap, | |—P, P,
—X —Aps— [(x3 —Ap)Ps+ (X, —Apy)py+ (X, +Apy)p, +(x, + Ap,) P, ] P
_ X, _ —ip4 - [(x3 - j“pl )p3 + (x4 - }“pz)p4 + (xl + ﬂ,p3)pl + (xz + lp4)pz]pz
X3 _j“p] _[(xs - j“pl)p3 + (x4 - }“pz)p4 + (xl + j“p3 )pl + (xz + lp4)pz]p3
Xy _lpz - [(x3 - j“pl )p3 + (x4 - }“pz )P4 + (x] + j“pfs)p] + (xz + j“p4 )pz ] P,

dir. O zaman

x] p3
X,
bpxX)=—| "2 |+a| P
3 —D
Xy D

oldugundan

X =-X+n(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

¢s =J5-n(5)C

oldugundan,
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00 -1 0] p; )2 D D
¢§: 00 0 -1 P4 _ pz _ pz _ pz -0
1 0 0 0]} -p Ds Ds| | Ps
0 1 0 0 iy 2 P, N N

bulunur. Boylece;
n(@X)=g$X.2)
=g(JX -n(X)C,8) =0
oldugu da acgik¢a goriiliir.

Sonug olarak (¢,&,m,g) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur (Blair 2002).

2.3. HEMEN HEMEN f-MANIFOLDLAR

Tanim 2.3.1. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. M nin tanjant demeti 7M

olmak tizere, TM {izerinde

© +p=0
ve
ranko =2n

sartin1 saglayan (1,1) tipindeki ¢ tensor alanina f -yap1 denir (Yano ve Kon, 1984).
s=0 ise f -yap1 bir hemen hemen kompleks yap1 eger s =1 ise f -yap1 hemen hemen

degme yapidur.
P =—¢’ iN0=¢>+1 (2.7

ile tanimlanan iki biitiinleyen projeksiyon operatorlere karsiik boyD=2n ve
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boyD"* =5 olacak sekildle Dve D" biitiinleyen dagilimlar1 vardir (Yano ve Kon,

1984).

Teorem 2.3.1. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. ¢, M {izerinde bir f -yap1, P

ve Q yukarida tanimlanan biitiinleyen projeksiyonlar olmak iizere

iy pP=Pp=0¢ i) 90=00=0 iii)) ’P=—P iv) ¢°0=0 (2.8)
esitlikleri vardir (Ishihara ve Yano, 1964).

(2.8) kosulunu saglayan P ve Q projeksiyonlar1 yardimi ile 7M , biri 2n digeri s

boyutlu olan iki dagilimin toplami olarak,
™ =D®D*, DND" ={0} (2.9)
seklinde yazilabilir. Burada D =Im¢ ve D" = ¢eke dir (Ishihara ve Yano, 1964).

Tamm 2.3.2. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde bir f -yap1 olsun.

M fizerinde s -tane vektor alan1 &; ve s -tane 7, 1-formlar1 olmak {izere

@2 = _[+z771‘ ®‘§i > T (gj):(sij (2.10)
i=1

olacak sekilde (1,1) tipinde bir ¢ tensor alan1 varsa M ye global ¢atilandirilan manifold
ya da kisaca catili manifold denir ve M (qo,fl. ,ni) seklinde gosterilir (Goldberg ve Yano,
1970).

Teorem 2.3.2. M (qo,él.,ni ) catilandirilan manifold olsun. Bu durumda
D eE =0, i)n,cp=0, iii) ranke =2n (2.11)

dir (Goldberg ve Yano, 1970). M (qo,fl.,ni) global catilandirilan manifoldu  f.pk -
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manifold olarak isimlendirilmistir. Bu tanima denk olarak yapilan f.pk-manifold

tanimi verilecektir.

Tamm 2.3.3. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde bir f -yap1 olsun.
Eger ¢eke paralellestirilebilirse (yani 1<i<si¢in & ler paralel ise) M ye cekirdegi
paralellestirilebilen bir f -manifold veya kisaca f.pk-manifold denir (Goldberg ve
Yano, 1970).

Tanim 2.3.4. M (qo,fl. ' ), (2n + s)-boyutlu bir ¢atilandirilan manifold olsun.
gloX.o¥)=g(X.¥)= 3 n,(X)n,(¥) (2.12)
i=1

n,(x)=g(x,¢) (2.13)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi varsa M (qo,é‘l.,ni , g) ye bir ¢atilandirilan metrik

manifold veya kisaca metrik f.pk -manifold denir (Ishihara ve Yano, 1964).

Sonug¢ 2.3.1. M (qo,fl. N, g) catilandirilan metrik manifold olsun. Bu durumda
glpX,Y)=-g(X,0Y) (2.14)
dir (Ishihara ve Yano, 1964).

Tanim 2.3.5. M (qo,é‘l.,ni, g) bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. VX,Y € ;((M )

i¢in,
d(X,Y)=g(X,0Y)

ise ® ye M (qo,é‘l.,ni , g) catilandirilan metrik manifold {izerinde temel 2 -formu denir

(Yano ve Kon, 1984).
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2.4. HEMEN HEMEN f -MANIFOLDLARIN TORSIYON TENSORU

M (qo,fl.,ni , g), (2n+s)-b0yutlu bir c¢atilandirilan metrik manifold olsun. M xR*,

(2n+5)-boyutlu bir garpim manifoldudur. R’ iizerindeki vektér alanlar

N

Z(RS):{Zfl.g:fieC“’(RS,RlISiSs} (2.15)

i=1 i

seklindedir.

X, f, i,..., f i ile MxR" deki vektor alanlar1 gosterilmektedir. Burada X,
Yot o

s1

M** de bir vektor alany, (¢,..2,) ile R® de koordinat sistemi, f; eC“’(RS,R) dir.

Ayrica M x R’ lizerinde hemen hemen kompleks yap1 J yi

J:)((MxRS)x;((MxRS)

RS R

i=1
olarak tanimlanir (Sagbas, 2010).
Lemma 2.4.1. J doniisiimii lineerdir ve J> =—/ dir (Sagbas, 2010).

Lemma 2.4.2. M (qo,é‘l.,ni , g), (2n +s)-boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun.

Bu durumda (M xR*,J ) bir hemen hemen kompleks manifolddur (Sagbas, 2010).

Tanim 2.4.1. M (qo,é‘l.,ni, g), (2n+s)-boyutlu bir g¢atilandirilan metrik manifold ve

(M xR*,J ) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks yap1

J nin Nijenhuis tensorii;
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dir (SAGBAS).
Tanim 2.4.2. (M xR, J ) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M x R’ iizerinde
[,]I)((MXRS)X%(MXRS)—) )((MXRS)

olmak tizere

(22} [r Lo (et 216

1

seklinde tanimlanan operatore braklet operatorii denir (Sagbas, 2010).

Lemma 2.4.3. (M xR, J ) bir hemen hemen kompleks manifold ve J hemen hemen

kompleks yapinin Nijenhuis torsiyon N, olmak tizere

00300 = (L) £ |

1

N, ((X.0....0),(0.,0,...0)) = {N®) (x), N9 ()}
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dir. Burada

NOX,Y)=[p.p)X,v)+ 23 dn, (X, Y,
i=1

N(z)(X’ Y) = (Lq;xni )Y - (Lq;yni )X

N(3)(X) = (Lg,.ﬁo)X

NO(X)=(z.m x

dir (Sagbas, 2010).

Tanim 2.4.3. M (qo,fl.,ni , g), bir ¢atilandirilan metrik manifold ve (M xR*,J ) hemen
hemen kompleks manifold olsun. J nin Nijenhuis tensér alam1 N, =0 ise

M (qo,él. ', g) catilandirilan metrik manifolduna normaldir denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.4.1. M (qo,éi,ni, g), bir catilandirilan metrik manifold olsun. Bu yapmin

normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul NV, N N©® ve N® tensdrlerinin sifir

olmasidir (Sagbas, 2010).

Teorem 2.4.2. M (qo,fl.,ni , g), bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. Eger N W=9

ise N® = N® = NW =0 dir (Sagbas, 2010).

Teorem 2.4.3. M (qo,fl.,ni , g), bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. VX,Y e ;((M )

i¢cin
28((V y0)V. Z) = 3dD(X, oY, 0Z ) - 3dD(X, Y, Z)+ g(N" (Y, Z), X )

Z{ YZ)U )+2d77i(§0Y’X)77i(Z)_2d77i(§0Z’X)77i(Y)}
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dir (Sagbas, 2010).

Teorem 2.4.4. M(qo,fi,ni,g), (2n + s)-boyutlu bir f -manifold olsun. M(qo,fi,ni,g)

normal ise asagidaki esitlikler saglanir.
i)L.n, =0

i) L. 9 =0

iii) dn,(X,pY)=—dn,(@X,Y)

wv) V.5, €D

dir (Yano ve Kon, 1984).

2.5. HEMEN HEMEN KENMOTSU f-MANIiFOLDLAR

Bu kisimda oncelikle hemen hemen Kenmotsu f -yapilar tanitilarak, gerekli literatiir
bilgisi verilmistir. Bundan sonraki kisimlarda & := S+t &, n= n,+..+n, ve

5:=5"+..+5  alinacaktur.

Tamm 2.5.1. M(go,g‘i,ni,g), (2n+s)-boyutlu bir metrik f -manifold olsun. (1<i<s)
olmak iizere her n' I-formlar1 ve ® 2-formu igin eger 1’ 1-formlar1 kapali yani

dn'=0 ve d® =27 A® esitlikleri saglaniyorsa M ye hemen hemen Kenmotsu f -
manifold denir (H. Oztiirk, 2009).

M bir hemen hemen Kenmotsu f-manifold olsun. D dagilimi intgrallenebilir
oldugundan herhangi bir XeF(D) icin Léin‘j =0, [z;‘i,z;‘j]eD ve [X,cfl.]eD olur.
V Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere, her X,Y,Z € F(T M ) igin

N

26((V ,o)Y.2) z(z(g«ox, Ve, —nf<Y><oX,z)]+g<N<nz>,¢X> 17

J=
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ozelligi saglanir. Bu denklemde X yerine & alirsak V. @ =0 elde ederiz. Bu ise

V. €D oldugunu vurgular. e, jJ:001dugundan V.&, =V, ¢ bulunur. L, Lie

1 ..
tiirev operatoriinii gostermek tlizere 4,X=-V,E ve b, :E(Léi(p) operatorlerini

tanimlayalim.

Onerme 2.5.1. Her i €{l,...,s} igin 4, tensor alani simetrik bir operatordiir ve asagidaki

ozellikleri saglar (H. Oztiirk, 2009).

(1) Her i € {l,...,s} igin Al.(fj)zo drr.
(2) 4 op+pod =-29.

(3) w(4,)=-2n

Onerme 2.5.2. Her i € {l,...,s} i¢in A tensor alam simetrik bir operatordiir ve asagidaki
ozellikleri saglar.

(/) Her je{l...s}icin h&, =0 dir.

(ii) hop+@oh =0.

(iii) izh, =0.

(iv) izgh, =0.

(Blair 1970)

Onerme 2.5.3. V¢ operatorii,

(Vo) +(V 0 )oY Z—Z[ni(Y JoX +2g(X, Y )&, +n'(V ), x| (2.18)

bagintisini saglar (H. Oztiirk, 2009).

35



Onerme 2.5.4. (M ,é‘l.,nj , g), (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. O zaman, her i € {1,...,s}
h=0=VE =0

esitligi saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, daha 6nceki boliimlerde tanitilan hemen hemen Kenmotsu f -manifold ve
bazi Riemann egrilik 6zellikleri incelenecek ve hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun

nulluk tanimi verilip bazi 6zellikleri elde edilecektir. Rici, skaler ve bazi kesitsel

ozellikleri elde edilip iki tane 6rnek verilecektir.
Calismanin bundan sonraki kism1 tamamen orijinaldir

3.1. & KARAKTERISTIK VEKTOR ALANI NULLUK DAGILIMINA AiT
OLAN HEMEN HEMEN KENMOTSU {-MANIiFOLDLAR

Tanim 3.1.1. M bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold ve «,u,v birer reel sabit

say1 olsun. Her i € {l,...,s} ve her X,Y e (TM ) igin

R(X.Y) =kln(x )Y ~n(1)p*X)
+ulgmnx —n(xmy) 3.1)
v(n(yeoh, x —E(X)gohiy)

esitligi saglaniyorsa M hemen hemen Kenmotsu f -manifoldu (K‘, /,t,v)-nulluk sartini

sagliyor denir.

Lemma 3.1.1. M, bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1 saglayan (2n+s)-boyutlu hemen hemen

Kenmotsu f -manifold olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
() Her i,j € {L...,s} B oh, =h, oh, olur.
(i) x<-1.

(iii) Eger x<-lise her ief{l,..,s} i¢in h simetrik operatorii 0,2/~ (k+1)

ozdegerlerine sahiptir.
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ispat. (3.1) esitligi kullamlarak her XeD(TM) ve i,jefl..,s} icin

R(ﬁj ,X)ﬁi —goR(ﬁj,goX)@ =2k’ X oldugu bulunur.

R(é;‘ »X)‘)vgi _QR(é,‘ a@X)‘)vgi = 2[_(02)( + (hi ° hj )X]
Esitligi géz onilinde bulundurularak
(B o, )X = (xc +1)p>X = (B, o b )X (3.2)

oldugu elde edilir. Boylece (i) ifadesi ispatlanmig olur. (3.2) esitliginde /4, yerine A,

alinarak, keyfi X e F(D) icin

hlX =(k+1)p°X (3.3)

1

hlX =—(k+1)X (3.4)

esitlikleri bulunur. Onerme 2.5.2. ve (3.4) esitligini kullanarak hi2 tensor alanina

karsilik gelen matrisin 6zdegerlerinin 0 ve —(K‘ +1) olduklar1 elde edilir. Ayrica
h, simetrik bir operator oldugundan ||hl.X ||2 = —(K + 1]|X ||2 olur. Buradan x < -1 bulunur.

Son olarak ¢, A, nin reel bir 6zdegeri ve X de bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektor

olsun. Bu durumda t||X||2 =—(K+1]|X||2 ve t=+,/—(k+1) olur. Onerme 2.5.2. g0z

ontinde bulundurularak (ii1) elde edilir. Bu ise ispatimizi tamamlar.

Onerme 3.1.1. M, bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1 saglayan (2n +s)-boyutlu hemen hemen

Kenmotsu f -manifold olsun. Bu durumda

h =..=h, (3.5)
dir.

Ispat. Eger x =—1 ise (3.3) denkleminden ve her ie {1,...,s} icin 4, operatorlerinin
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simetri Ozelliginden 4 =...=h =0 elde edilir. $imdi x <—1 olsun. Bir tane xe M
secilip sabitlensin. Her ief{l,..,s} igin % operatorleri simetrik oldugundan

D, =(D,) ®(D.). seklinde yazilabilir. Burada (D+)x, h; operatdriiniin A=-(c+1)

pozitif 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay1 ve (D_)x de h, operatoriiniin — A negatif
Ozdegerine karsilik gelen 6z uzayidir. Eger X e D, 1se X, e(D+ )x ve X_ e(D_)x
olmak iizere X =X, +X yazilabilir. Boylece hl.)(zﬂ,(X+ +X_)olur. i#j olacak
sekilde je {1,...,s} secelim. Leop=A,00—¢po4, ifadesinden

hX=h(X, +X_)=hj&hi)(+ —%hl.X_]:%(hj oh X, +X )=A(X, +X )=hX

elde edilir. Onerme 2.5.2 gbz Sniine alinirsa istenen esitlik bulunur.

Bundan sonraki kisimlarda, (3.1) esitligi 4 :=h, =...=h_ alnarak

R(X,Y)E, =xln(X)0*Y =n(1)p*x)
+ ulg(yhx —n(x)ny) (3.6)
+v(ﬁ(Y)gth —n(X oh Y)

seklinde kullanilacaktir.

Ayrica (3.6) kullamlarak, egrilik tensoriiniin ve ¢ operatdriiniin simetri zelligi

dikkate alnarak

R XY =lp(X)p*Y —gx.0V )
+ ulg(X.hYE ~(y ) (3.7)
+v(g(¢hX,Y)E —E(Y)¢hX)

ifadesi elde edilir.
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M bir (K,/,t,v)-nulluk sartin1  saglayan ve x #—1olan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. D, ve D_ ile sirasiyla 4 21/—iK+1i ve — A Ozdegerlerine ait olan 6z
uzaylarin n-boyutlu dagilimlarin1 gdsterelim. D, ve D_ birbiriyle ortogonaldir. Ayrica

¢, h ile degismeli olmadigindan qo(D+ ) =D_ve qo(D_): D, olur.

Onerme 3.1.2. M bir (K,/,t,v)-nullity sartin1  saglayan hemen hemen Kenmotsu f -
manifold olsun. M hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun bir Kenmotsu f -manifold

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul k =—1 olmasidir.

Ispat. Bir hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun Kenmotsu f -manifold olmasi igin

gerekli yeterli kosul verilen manifoldun normal olmasidir. Bir manifol normal Nijenhuis
Torsiyon tensorii sifir olmalidir. Buradan, % tensor alaninin sifir oldugu elde edilir.
(3.3) esitliginden ise 4 tensor alaninin sifir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun

x =—1 olmasi elde edilir.
3.2. D-HOMOTETIK DONUSUMLER

Ik olarak degme metrik manifoldlar i¢in tanimlanan D -homotetik ddniisiim kavrami S.
Tanno tarafindan yogun olarak calisilmistir (S. Tanno 1968) . Simdi ise bu kavram

metrik  f.pk-manifoldlara o6zellikle hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlara

genellestirilecektir.

Tanim 3.2.1. (qo,é‘l.,nj,g), (2n +s)-boyutlu M manifoldu lizerinde bir f -yap1 ve «,

bir reel pozitif say1 olsun. Bu « sabiti ile olusturdugumuz D -homotetik doniistim

kavrami ile her i € {1,...,s} olmak tlizere

~
~

~ 1 ~ >
p=¢, n,=an, éi:;‘i‘: g=ag+0‘(0‘—1)277‘;®77‘; (3.8)

J=1

tensor alan1 degisiklikleri kastediliyor.

M manifoldu iizerindeki (qo,g‘l.,ni , g), f -yapisindan D-homotetik doniistimii

yardimiyla elde edilen (&,a,ﬁ j,g), yapist bir [ -yapidir. (&,a,ﬁ j,g), yapisinin bir
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f -yap1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (qo,é‘l.,n i g) yapisinin bir £ -yap1 olmasidir.

Lemma 3.2.1. M, (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold ve
i,je{l,...,s}, olmak {izere (&,a,ﬁj,g), yapisi (qo,é‘l.,nj,g) yapisindan D -homotetik

doniisiimii yardimiyla elde edilen bir f -yap1 olsun.Her ie{l,....s}, X,Y e[(TM) ve

711. = %Lga olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.

o = (3.9)
aV & =V & +(a—1)p> X (3.10)
ni(%Y):Xni(Y)+g(Y,go2X+goZiX) (3.11)
aV Y =a¥ ¥ + (a1 g(V.02X +oh X (3.12)

i=1

Burada, V ve V sirasiyla g ve g metrikleri lizerinde tamimli Levi-Civita

konneksiyonlaridir.

Ispat. (3.9) esitligi 4 ve iz operatorlerinin tanimmdan direk elde edilir.
— A, X =-¢° X — ph X esitliginden basit bir hesaplama ile ve (3.9) esitligi kullanilarak
(3.10) ifadesi bulunur. ni(X): g(X,cfl.) oldugundan, her i e {1,...,s} ve X € F(TM) i¢in
(3.9) ifadesi de goz Oniine almirsa (3.11) esitligi elde edilir. Son olarak, Kozsul formulii

uygulanirsa, V ve V Levi-Civita konneksiyonlar1 ve dn, =...=dn, =0 ifadesi i¢in

25 ,v.2)=2ag(V,7.2)+ ala ~1)3 (xn, (V)2

i=1

esitligi elde edilir. Sonra olarak, g metriginin (3.8) ifadesindeki tanimi ve (3.11) esitligi
g0z Oniine almir ve dn, =...=dn, =0 olmasmi kullanilirsa (3.12) esitligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Onerme 3.2.1. M, (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold ve
i,je{l,...,s}, olmak {izere (&,a,ﬁj,g), yapisi (qo,é‘l.,nj,g) yapisindan D -homotetik

doniisiimii yardimiyla elde edilen bir 7 -yapi olsun. Her i€ {l,...,s}, X,Y e (TM) i¢in
aR &, = RS, (3.13)
esitligi saglanir.

Ispat. —A X =—@*X —ph X esitligi, (3.10), (3.12) ve h, operatoriiniin simetri

ozelligini kullanilirsa istenilen esitlik kolayca elde edilir.
3.3. BAZI EGRISEL OZELLIKLER

M (qo,fl.,n 75 g) (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. Her

i,jefl,...s} ve X e[(TM) igin
ly = R, S
(1,1)-tipindeki tensor alan1 tanimlansin ve I, =1, olsun.

Lemma 3.3.1 Her i, j,k € {l,...,s} icin asagidaki ozellikler saglanir.

pol op—1,=2lhoh —¢*| (3.14)
ol =0, (3.15)
1,(&)=0, (3.16)
Vo h==pol,—o=(h,+h)=poh,oh, (3.17)
V.h=—pol,—p-2h—poh. (3.18)
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Ispat. Riemann egrilik tensoriiniin tanimi ve (3.13) esitliginin sag tarafindaki ifade

kullanilirsa
LX) =RX.E ) =0V, h )X + 0> X +(pon )X +(poh, )X ~(h on, )x

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina ¢ uygulanip X yerine @X alinip ilk elde
edilen ifade eksi ile ¢arpilip toplanirsa (3.14) denklemi elde edilir. (3.15) ve (3.16)
esitlikleri (3.14) den direk goriiliir. Bu ispatta elde edilen ilk esitligin her tarafina ¢

uygulanirsa (3.17) direk elde edilir. (3.17) de i=; almirsa (3.18) bulunur. Boylece

ispat tamamlanmuis olur.

Sonu¢ 3.3.1 M bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1  saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. Bu durumda her i, j € {1,...,s} icin
1, =—k@® + ph+voh (3.19)
oldugu bulunur. Bundan sonraki boliimlerde /; yerine / alinacaktir.

Lemma 3.3.2 M bir (K‘, /,t,v)- nulluk sartin1 saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. Her X,Y € F(TM) ve her i e {1,...,s} icin

V.h=—ppoh+vh—2h (3.20)
lop—@ol=2upoh+2vh (3.21)
logp+@ol=2Kkp (3.22)
Q& =2nké (3.23)

esitlikleri saglanir. Burada Q Ricci operatoriidiir.

Ispat. (3.18) esitliginde (3.19) ifadesi kullanilirsa (3.20) elde edilir. (3.19) ifadesinde
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hop=—@oh olmas1 goz Oniline (3.21) ve (3.22) esitliklerini direk olarak elde edilir.
Simdi (3.23) nin ispat1 verilsin. Bir xeM noktast verilsin. {E,,...E,, .}, bu
xnoktasmm komsulugunda E, ,, =§&,,....E,,,, =&, olacak sekilde bir ¢ -tabani olsun.

(3.7) esitligi kullanilirsa ve iz(h) =0 olmas1 goz Oniine alinirsa,
2n 2n 5 _ 2n —

¢, = ZR&»E,EJ =2Kg(¢ EJ’EJ)‘§ =x2.8;¢,
J=1 Jj=1 Jj=1

ifadesi elde edilir.

Lemma 3.3.3 M (qo,él.,nj, g) (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -
manifold olsun. R, egrilik tensérii her ie{l,...,s} ve X,Y ,ZeF(TM ) asagidaki

esitlikleri saglar.

&(R,17.2)= 30, (2)elo7. x)-3n, (V)2 )
+ Y, (2)elon,v. X)- n,(V)eloh, z, X) (3.24)

~
I

J=1

+ g((vzq)hi )Y - (vy¢hi )Z’ X)’

g(R.,Y.Z)-g(R. c0Y.0Z)+ g(R. . V.0Z)+ g(R. 07, Z)
(3.25)

=2¢((v, o)V, 2)+20(Z)g(h X - X, 0¥ ) - 2(¥)g (1 X - pX,0Z).

Ispat. Riemann egrilik tensoriiniin tanim1 ve (2.18) ifadesini kulanilirsa (3.24) esitligi
elde edilir. Simdi (3.25) ifadesinin ispati verilsin. Oncelikle ief{l,....s} ve

X,Y,Z eT(TM ) olmak iizere A ve B, operatérleri tanmlansm.

AX.Y,2):=2n(Y)g(pX,0Z)-2n(Z)g(pX pY) (3.26)
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B(X,Y,Z)=—gpX (V,(poh )oZ))- (X .(V,(p°1,))2)
(3.27)
_g(X»(VY(wohi))Z)"'g(X»(Vw(@ohi)XgDZ))

Direk hesaplama ve (3.24) kullanilarak, (3.25) esitliginin sol tarafinn
AX,Y,Z)+B.(X,Y,Z)-B.(X,Z,Y)

ifadesine esit oldugu bulunur.

n; ((thz’ )Z) =1; (Vq,y (hl.Z))

oldugundan,

B(X,Y,Z)=

~g(X,(Vy(poh)2))+g(X (poh )V, 2))

+(X. (Vo (0o, o0)2)+ (X (0o h NV, 02))
—g(@X,(V, (poh 2 0)2))+ glpX (o h XV, (92))
~glX (v, (0o 1))+ gleX (0o 1)V, (1,2))
=—g(X.(V,0)h2))+ (X, h((V,0)Z))

+2(X, (1,0 0NV, 0)2 )+ (X, 0((V 0 )1, 2)))

(3.28)

35,812 (1)

yazilabilir. Ayrica, — 4, X =—¢* X —@h X ifadesi, (2.18) ve Onerme 2.5.1. den
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_g(vq)xy’éj)‘gj)"'Zi:nj(y)(q)X_th)

S

+3 0,V X +n(Y )X +2g(X, Y E+(V yo)Y

I=

olur. Boylece

( ° (vwX¢)Y): Zs:g(X’QY)GgJ _Zs:g(Y» h.iX)fj

= =
+>1,(V)px +(V 0)y

J=1

olur. Diger taraftan, (2.18) ifadesinden her i € {1 ..... s} icin

n; ((vahj )2)=n, (va (hjZ» = (V(pynl. thz)

=—g(1,2.9 & )= gln,Z.nY - p¥)

(3.29)

esitligi elde edilir. Buradan, (3.28) ve (3.29) kullanilarak

B(X.7,2)=~g(X.(V,9)hZ))+ g(X.h(V,0)2)+21(Z)g(h X oY)

+g(h X, (V,0)2)+1(X)g(Y,0h Z) 277 )e(r,2,h,Y)

+Zn X)g(h,z,h¥ )+ g(X,(V,0)h2Z))-n(X)gloY,h,Z)

—z( (hX.(V,9)2)+1(2)e(h X, 0¥ )-1(X (oY 1, 2)
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esitligi bulunur. En son elde edilen ifade de Y ile Z nin yerleri degistirilerek

B,(X,2,¥)=2g(h X.(V 0+ (V)2 X, 07)

Buradan

n(X )g(qoZ,hiY )) esitligi  bulunur.

AX,Y,Z)+B,(X,Y,Z)-B.(X,Z,Y)

=2(V,®)hX,Z)-2(V, D) hX,Y)

+20(Z)g(h X —pX,0Y)-2n(Y)g(h X — X ,¢Z)

bulunur ve buradan istenen esitlik elde edilir. Bylece ispat tamamlanmus olur.

Sonu¢ 332. M (p.&.,n,,g) (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. (3.25) den her X,Y,Z e [(TM) igin (V,,  @)¥,Z)=—g((V, ,0)V.Z) ve

(v, o) = %(quéiq)XY —R, @Y @R, ;@Y —R. . Y)

(3.30)
+g(h X — X, 0¥ & + (Y Yoh, X — X))

dir.

Lemma 3.3.4. M bir (K‘, /,t,v)-nullity sartin1  saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun.
(V)Y = gloX +hX,Y)E -n(Y YoX +hX), (3.31)

(V)Y =(V, 0 = (e + D (V)X ~1(X ¥ +2g(px. Y E)
+ 1 (¥ Yphx = (X )phy) (3.32)

+(1=v (¥ x = (X hy )

esitlikleri saglanir.
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Ispat. (3.30) den
(Vix@)¥ =~ + (X, Y)E + (e + (V)X +1(Y JohX +g(hX. 0¥ )&

bulunur. Burada X' yerine hX yazalim. L. ¢ = 4, o —@o 4; ve (3.33) esitliklerini goz

oniine bulundurarak gerekli hesaplamalar1 yaparsak (3.31) i elde ederiz. & ve ¢’

operatorleri self-adjoint oldugundan (3.31) esitliginden
(Vi@ )Y =(V,(poh)X =((V  h)Y —(V,h)X)

elde edilir. (3.24) ve (3.31) kullanilarak her Z e ['(TM)

g(Ry&.2)=1(Y)glp>X +phx,Z)
~n(X)gle*Y +phY,Z) (3.33)

+gle((Vyh)X =(V ,h)Y).Z)

(3.33) ve h ve @° operatorlerinin simetri 6zelliginden
o(V,h)X =(V ,h)Y) =R, &, —n(Y )9 X +@hX)
(X )@Y + oY)
elde edilir. Eger son bulunan esitlikte her iki tarafa ¢ uygulanip (3.6) ifadesi
kullanilirsa ve her / € {1,...,s} icin
(Vi h)X =(V ch)Y)= -2k +1)g(pX.Y)
olmasi1 g6z 6niinde bulundurulursa istenen esitlik elde edilir.

Teorem 3.3.1. M (qo,él.,nj, g) (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -

manifold ve (&,51.,17 j,g), yapisi (qo,fl.,n i g) hemen hemen f -yapisindan « sabitinin
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D -homotetik doniisiimii yardimiyla elde edilen bir hemen hemen f -yap1 olsun. «, u,v

ler reel sabit sayilar olmak tizere, eger M (qo,fl.,n j,g) yapisi (K,/,t,v)-nullity sartini

sagliyorsa M (&,51.,17 j,§) yapisi da (&, f7,v)- nulluk sartin1 saglar ve

=K p=*, =X
o o o
esitlikleri gecerlidir.
ispat. (3.5) ve (3.9) ifadelerinden h =..=h, oldugu gériilir. (3.13) ve (3.31)

esitlikleri kullanilarak gerekli islemler yapilirsa istenen elde edilir.

Lemma 3.3.5 M bir (i, u,v)-nulluk sartm saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
X,Yel(D,)=V,Yel(D,), (3.34)
X,Yel(D )=V, ,Yel(D.), (3.35)

X el(D,),Yel(D. )=V, Y eT(D.®¢ek(p)),
(3.36)

Xel(D)Yel(D,)=V,Yel(D, ®¢ek(p))
(3.37)

ispat. (3.32) esitliginden her X,Y,Z e (D, ) igin
gV xhlz ~(v,,h)x.7)=0

bulunur. Diger taraftan, h operatorii simetrik oldugundan

g((vxh)¢z - (vq)zh)X’Y): —2lg(VX (q’Z)’Y)
esitligini elde ederiz. Buradan g(q)Z VY ): —g(V X(q)Z ), Y ) bulunur. Bu ise VY nin
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D_ ye dik oldugu anlamma gelir. Ayrica, —A.X =—¢>X —@h X ifadesinden her
iefl,..,s} icin g(V,Y,&)=-g(Y,V,&E)=0 oldugu goriilir. Buradan, (3.34) i elde
edilir. (3.35) ifadesinin ispat1 da benzer sekilde yapilir. Eger X el“(D+ ), Y eF(D_)
alinirsa, (3.34) den her ZeF(D+) icin g(VXY,Z):—g(Y,VXZ)zo bulunur. Bu ise

(3.36) 1 ispatin1 tamamlar. (3.37) in ispat1 da benzer bicimde yapilir.

Lemma 3.3.6. M bir (x,u,v)-nulluk sartini saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. Bu durumda, her X,Y e T(TM ) igin

(V h)Y =(k+1)g(pX,Y)E - g(hX,Y)E
—n(V(X +heX)— un(X JphY (3.38)
+(v=2(X)hy

esitligi saglanir.

Ispat. XY F(D) olsun. /&, =0 oldugundan g(hl.Y,fj): 0 oldugu bulunur. Bu son

esitligin X vektor alan1 yoniindeki tiirevini alinirsa
(V ()Y =—glV.h X +h X, (3.39)

elde edilir. Ayrica, M Tlzerindeki herhangi bir vektor alani i¢in X =X, +n, (X )e;‘j

yazilabilir. Burada X, 1ile X vektor alaninm D dagilimindaki pozitif kismi

kastediliyor. Simdi (3.7) ve (3.20) esitliklerini g6z 6niine alinsin. Bu durumda

(7 Y =V W) 470N W+ pigh v =21}
(3.40)
= —g(Y.hx + WX E — (¥ )X + h2@X )+ 1 (X Y= phY +VhY —2hY)
ifadesi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.3.4. M bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1  saglayan hemen hemen Kenmotsu f -
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manifold olsun. (3.4), (3.31) ve (3.38) esitlikleri kullanilarak her X,Y e ['(TM) igin

(V xph)Y = (i +1)g(p” X, Y + g (X, 1Y )E = (¥ Jph
(3.41)
+(xc + 1)V )X + un(X )Y + (v =2)n(X JphY

oldugu elde edilir.

Lemma 3.3.7. Mbir (x,u,v)-nulluk sartini saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. O halde, her X,Y,Z € F(D) icin R, Riemann egrilik tensorii asagidaki

esitligi saglar.

R, hZ —hR,,7Z =

sl {e(Z,9Y )X ~g(Z,¢Y JphX —g(Z,pX )Y +g(Z,pX JphY

+8(Z, X )oY - (Z,phX )oY — (Z,Y )pX +¢(Z,phY Jpx }

+2(Z,0Y)X —(Z,0Y )JphX —e(Z,0X )Y + &(Z,0X JphY (3.42)
~o(Z,hY)X +g(Z,hY JphX +e(Z,hX )Y —g(Z,hX )phY

—o(Z, X Y +g(Z, X )oY +g(Z,phX Y — g(Z,phX JpY

+2(ZY)hX —(Z,Y )pX —g(Z,0hY )hX +g(Z,phY JpX ]

ispat. X,Y,Z e (TM) olsun. (3.4), (3.38) ifadeleri ve V ,@ nin anti-simetri 6zelligi

kullanilirsa
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(V, V,h)Z =

(c+ )2V, Z, 0V E + 2(Z.(5 0V + £(Z,0(V Y )E
+2(Z.0V N0 X —phX |- ¢V 2.0V )E - ¢(Z.(V Y
~g(Z.h(V V) +g(z.hY Ng" X +9hX ) (v Z.E Y + W)
(2.9 &Ny + WY )-n(Z)V (h)Y ~n(Z)(V ,7)

e (2T o) +0(2)(V 1)) eV 7 E phz
~g(r.V, Ephz (V) o)z (¥ )oh( . 2)]

(v-2)glv, .0z + g1,V EhZ + (V¥ 1)Z + (VI . 2)]
esitligi elde edilir. Buradan,

RyhZ —hRyZ =(V (V,h)Z ~(V,V W) Z~ (Vi h)Z

Ricci 6zdesligi — 4. X =—¢’ X —¢ph, X ifadesinden ve (3.38) esitliginden ve Vx(hoqo)

operatdriiniin simetri 6zelligi g6z dniine alinirsa

R hZ—hR,,Z =

+ (e +1)g(Z,(V 40 ~(V,0)XE - (2,0 o> X + phx)
+9(Z,0X @Y + oY |- g(2.(V yh)Y = (V,h)X )

+g(Z.hY \@*X + ohX )- g(Z.hX @Y +hY)
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~gl2.v &y + oy )+ (2,9, €y +1px)

A(ZN )Y ~(7,1))+ (s + D (2X(7 x0)¥ ~(V,0)X) (3.43)
+ el ,8)- v, v, E)phz ~n( XV coh)2 + (X X7 )]

+ (v -2glr. v E)- g0, v, E iz + (r )V o)z (X X7, 1) ]

ifadesi elde edilir. Son olarak, eger X,Y,ZeT(D) ahnrsa, (3.3), (3.31) ve (3.41)

esitlikleri kullanilirsa istenen ifade bulunur.

Lemma 3.3.8. Mbir (x,u,v)-nulluk sartini saglayan hemen hemen Kenmotsu f -

manifold olsun. O halde, her X,Y,Z € F(T M ) icin R, Riemann egrilik tensorti

R oZ-¢R,,7Z =

+[elr(v)elox. 2)-n()glo. 2))+ uln(V)g(phx . 2)-n(X )g(phy . 2))

~n(V)e(1x, 2)-n(x)g (07, 2))E + 5[ 2(Z.07 + hY g X + phX)

+g(Z.0X + hX @Y + phY )+ g(Z.0°X + ohX (Y +hY)

—g(z.0%Y + oY Yox + hX)|-n(2)lg (¥ Jox — (X ) )

+ 1l (0 Yo = (X WY ) v (v hx - (XY |
esitligini saglar.

ispat. Sabit bir xe M noktas1 verilsin. X,Y,Z ler, xe M noktasinda VX =0,
VY =0 ve VZ =0 olacak sekilde birer vektor alan1 olsunlar. (3.31) esitligini ve (3.4)
ifadesi kullanilirsa ve V¢’ nin simetri 6zelligi géz oniinde bulundurulursa x e M

noktasinda
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V(V,0)2)-V,(V10)2)=

+e(Vio) =(V,0)X.Z)+ g((V h)Y =(V,h)X,Z)]

+5[g(Z.0X + hX Y@?Y + phY)—g(Z,0Y + hY o> X + ghX)

+8(Z.0° X + hX \o¥ + hY)- g(Z.0°Y + ohY J X + hX )]

—n(Z)(Vxo)¥ =(V,0)X)+((V  A)Y = (V,h)X)]

esitligi elde edilir. Bulunan son esitlikten, (3.32) esitligi ve

Ruw9Z—~9RoZ =V (V,0)Z -V, (V 0)Z

olmasini g&z Sniine alinirsa istenen ifade elde edilir ve baylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.3.5. Ozel olarak, M bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1  saglayan bir Kenmotsu f -
manifold olsun. Bu durmda, her X,Y,ZeTD(TM) Lemma 3.3.8. asagidaki sekilde

verilir.

RwoZ —@R,,7Z =

(1(X)g (07, 2)-n(V)g(px, 2))+ o[- g(Z,0Y o> X

+9(Z,0X )Y + g(2,0° X oY — g(2,0°Y JpX]

(@l (r)px -n(x)pr ]

Teorem 3.3.2. x <—1 olmak lizere, M bir (K,/,t,v)- nulluk sartim1  saglayan bir

Kenmotsu f -manifold olsun. Bu durumda, her X .Y, ,Z € 1“(D+ ), X .Y . Z € F(D_)

+9 T+

olmak tlizere asagidaki esitlikler saglanir.

Ry, Z, =s(c-1)gloY .2, )X —gloX ,Z, )oY ]
(3.44)
+sAglox .z, )Y —glpy .z, )X |
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RX+Y+Z+:S[g(X+aZ+)Y+_g(Y z )X+]

+o+

(3.45)
+52g(Y,.Z, )X, - g(X..Z, )oY, ]

RX+Y+Z— :Sj‘[g(z—’qDY+)X+ _g(Z—’¢X+)Y+]
(3.46)
+s(e+1)g(Z_,0Y. JoX. —g(Z_.X. JpY]
Ry Z =-sg(Y,Z )X, +s(c+1)glpX,.Z oY
(3.47)

+sAlg(Y.,Z YoX, —glex.,Zz )V ]

Ry, Z, =s5g(X,.Z )Y ~s(c+1)glpY_,Z, JoX.

XY "+

(3.48)
+Sﬂ“[g(X+’Z+)(DY— _g(q)Y—’Z+)X+:L

Ry, Z =slg(X .,z )Y —g(v.Z )x_]

(3.49)
—sA[g(Y,Z YoX —g(X_,Z )oY ]

ispat. ilk olarak X,,Y,,Z eT(D,) verilsin. Lemma 3.3.7. g6z oniine almirsa

ARy Z, ~hR, , Z. =-22s[g(X,.Z, )oY, - g(Y.Z, )pX. ]

esitligi bulunur. e T'(D_) olsun. Bu ifadenin _ ile i¢ carpimi almsin.

28Ry 2,0 )==22s[g(X .. Z, )g(oY,. W )-g(¥.2.)g(oX ., )]

esitligi elde edilir. 4 # 0 oldugundan

gRyy 2. W )=-2slg(X .2, )g(pY, . W )-g(¥.Z.)g(pX, .. )] (3.50)

bulunur. Benzer islemlerler, X, ,W, e F(D+) veY . Z € F(D_) olmak tizere
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gRy, Zz W, )=—sg(¥., 2. )e(X . W,)+(x +1)sg(pxX, ., Z )g(pY W) (3.51)
elde edilir. (3.50) ifadesinden ve R Riemann egrilik tensoriiniin simetri

ozelliklerinden, her X .Y, , W, e F(D+) ve Z_ e F(D_) i¢in

g(RX+Y+Z—’W+): Sﬂ“[g(¢Y+’Z—)g(X+’W+)_g(¢ +’Z—)g(Y+ ’W+ )] (352)
esitligi bulunur.

Simdi, e, eF(D+) olmak iizere {el,...,en,goel,...,goen,él,...,R;‘S} ¢ -baz1 verilsin. Bu baz

kullamilarak R, , Z_ ifadesi hesaplansm..

RX+Y+Z— = Zn:g(R&nZ— >€; )21' + Zn: g(RX+Y+Z— > e, }Dei + Zn:g(R&nZ— NS )fi
i1 il i1

yazilabilir. Nulluk sarti g(R X+Y+Z_,§l-)= 0 oldugunu vurgular. Birinci Bianchi 6zdesligi

kullanilirsa (3.51) ve (3.52) dan
Ry, Z..e.)=sAlg(0Y..Z )g(X . .e.)-g(eX,.Z )g(¥..e,)]
Ry, Z g, )= +1)s[g(X,.0Z )g(V.e,)-g(0Z_.Y,)g(X .e,)]

esitlikleri bulunur. 7/ {zerinden toplam almwsa R, , Z  elde edilir. Ry, Z, ve

R,y Z_ terimleri de benzer yolla hesaplanir. Simdi Lemma 3.3.8. g6z dniine alinsin.
Her X .Y, e[(D,) ve Z eI(D.) igin
RX+Y+¢Z— :S[g(q)Y+’Z—)X+ _g(¢X+’Z—)Y+]_A[g(¢Y+’Z—)(DX+ —g(Q)X+,Z_)(l)Y+]

bulunur. Bu esitlikte Z  yerine ¢Z, alinirsa ve toplanabilirlik 6zelligi kullanilirsa

Ry y Z, terimi elde edilir. Benzer islemlerle R, , Z_ terimi de hesaplanir. Son olarak,

+
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(3.47) formiilinden ve Lemma 3.3.8. den R, , Z, ifadesi elde edilir.

Teorem 3.3.3. k <—1 olmak tlizere, M bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1  saglayan (2n+s)-
boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. Bu durumda, M nin K

kesitsel egriligi

+ul, XeD,ise

K(X,(;)=Kg(X,X)+ug(hx,X)wg(cohx,X):{K . (3.53)
K—uA, XeD. ise

s, X,Y€D+iS€
K(X,Y)= —s, X,Y eD ise

—s—s(K+1)(g(X,(pY))2, XeD, ,YeD ise

(3.54)

seklinde verilir. (3.53) esitligi, (3.6) ifadesinden direk olarak elde edilir. (3.54) esitligi
ise swrastyla (3.45), (3.49) ve (3.47) ifadelerinin bir sonucudur.

Sonu¢ 3.3.1. x <—1 olmak iizere, M bir (x,u,v)-nulluk sartmi saglayan (2n+s)-
boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. Bu durumda, M nin Ricci

operatorii O asagidaki esitlikleri saglar.

0 =s[-20” + uh+ (n—1)+vYpo h)|+ 20 ®E, (3.55)
Qop—poQ=2s[uhop+(n—1+v)h], (3.56)

Ispat. {e],...,en}, D, nm bir baz1 olacak sekilde {e],...,en,goe],...,goen,é],...,é‘s}, yerel bir
@-baz olsun. X=X, +X €D, ®D vektor alam verilsin. (3.6) ve (3.45), (3.47)

esitliklerinden
OX, =s[(-2+ )X, +A2(n—1)+v)px, ], (3.57)

elde edilir. Diger taraftan, (3.48) ve (3.49) ifadelerinden
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OX_ =s[(-2—p2)X_-2(2(n—1)+v)px_], (3.58)

esitligi bulunur. (3.57), (3.58) esitlikleri ve Q& =2nk§ ifadesi g6z Oniine alinirsa
(3.55) elde edilir. Son olarak (3.56) esitligi, (3.55) ifadesinden kolayca elde edilir.

Sonu¢ 3.3.2. kK <—1 olmak lizere, M bir (K‘, /,t,v)-nulluk sartin1  saglayan (2n+s)-
boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. (M , g) nin skaler egriligi

sabittir ve asagidaki esitligi saglar.
S = 2ns(l<(2 - n)— 2n) .

Ispat. {e],...,en}, D, nm bir baz1 olacak sekilde {e],...,en,goe],...,goen,é],...,é‘s}, yerel bir
@ -baz olsun. (3.6) ve (3.44), (3.47) esitliklerinden

g(Qei,ei)zksn+,uﬂsn—s(l<+1)n2 —sn’, (3.59)
ifadesi elde edilir. Diger taraftan, (3.6), (3.48) ve (3.49) ifadelerinden
2(Oge,,pe.) = ksn— pdsn—s(i +1)n* —sn?, (3.60)

esitligi bulunur. Buradan, (3.59), (3.60) ve Q¢, =2nk§ esitliklerinden istenilen ifade
elde edilir.

3.4. ORNEKLER

Ornek 3.4.1. R*™ in standart koordinatlari (x],...,xn,yl,...,yn,zl,...,zs) ve
M = {(x, yeees Xy s Visews Vs 24 ,...,ZJZI. #0,1<i<s,neN,n> 1} tarafindan tanimlanan

M < R, (2n + s) -boyutlu manifoldunu alalim. i =1,...,n ve k =1,...,s olmak {izere,

M nin bir bazi
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N

oy,

0

fk:a

olsun. Bu vektor alanlarinin Lie parentezleri Vi, j € {1,...,n} ve Vk e {1,...,s} icin
[x,.v,]= e (22, +3)+ 2¢* ) . vy =0,

0 0
X, E |=—-(2z, 2e% |— — e
[ l’él] ( (Zl+3)+ e )aXi e azi’

[7.£]=—(2z, +3)+ 26> )%,

[ X J=e" (- (22, +3)+ 26 )0 - (- (22, +3)+2¢% )}

Ox; ox;,
seklindedir. Eger
_ 9
g oz,
g= Zn: ! 5 abcl.2 + ! 5 afyi2
TN (-Gl e re ) (D) e )
+ S dz/’

O S —
V) 0% (27, +2)%(2z, +2) +4e* O
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olarak alursa, M iizerinde (qo, & s g) hemen hemen metrik f -yapisinin saglandigi

goriilir.  Ustelik, dn, =0 kosunun saglandigi asikardir. Ote yandan,

0 0 1
Q, = g(—,qo—] ==
Ox; 0y, [— (z, +1)£+/(z, +1) + &> )[(zi +1)E4(z, +1) +e* j

digindaki tim @, ler sifirdr, bu nedenle

dx, ndy,

0 0 - 1
Q. =g —.,p— =—E
ii g(ax P ay} = 2 2z; 2 2z;
j j (z, +1)2/(z, +1) + & | (z, +1)£4/(z, +1) +e

olup, d® dis tiirevi

do = 22 (z dz j] ~dx, Ndy, = 27 A® dir. Sonug olarak, ¢ nin Nijenhuis tensoriiniin

i=l \i=l

sifir olmamasi nedeniyle, manifold bir hemen hemen Kenmotsu f -manifolddur.

Ornek 3.4.2. R*™ in standart koordinatlari (x] yeees X, V) ,...,yn,zl,...,zs) ve
M = {(x, yeees Xy s Visees Vs 24 ,...,zS]zi #0,1<i<s,neN,n> 1} tarafindan tanimlanan

M < R*™*, (2n + s) -boyutlu manifoldunu alalim. i =1,...,n ve k =1,...,s olmak {izere,

M nin bir bazi
X, = (—11\/1+e24 )i+zfi,
Ox;, Oz,
Y, :(li\/l+e22f )ai’
Vi

0

:a

Sk

olsun. Bu vektor alanlarinin Lie parentezleri Vi, j € {1,...,n} ve Vk e {1,...,s} icin
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. O
(X, ¥, ]= 422> P v.,v,]=0,

0 0
X &= ——z> =
[ l’él] e axi Zl 821. °
0

Y& |=12e* —
[l’él] e a 4

i

[, x ]=2z2¢ 0 2222 2

ox i ox;

seklindedir. Eger

0 S 1
ni_a_a g_z

1 N
dx.” + dy,’ +zd2j2 ,
Zi i=1 (_1iw/1+e22f)z ili\/1+e22f ) /=

0 0
=0, @ — |=——
Ps; co( ox ] o

)0 5 o
;) Ox; 24241+e* Oz

olarak alursa, M {zerinde (qo, fj,nl.,g) hemen hemen metrik f -yapisinin saglandigi

goriilir.  Ustelik, dn,=0 kosunun saglandigi  asikardir.  Ote

D, = g(i,q)i] =— 1
e o) biediee i1 e )

digindaki tim @, ler sifirdr, bu nedenle

0 0 1 1
Dy =gl o= dx, ndy,
' g[ax,- (Dﬁy,-} ;(—11\/1%24 fiedien )7

olup, d® dis tiirevi
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dod = 22 {z dz j] ~dx, Ndy, = 27 A® dir. Sonug olarak, ¢ nin Nijenhuis tensoriiniin

i=l \ i=l

sifir olmas1 nedeniyle, manifold bir Kenmotsu f -manifolddur.

62



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada, hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlar goz Oniine almip bir

genellestirmesi yapilmistir. Bazi Riemann egrilik 6zellikleri elde edilmistir. Hemen

hemen Kenmotsu f -manifoldlarin Ricci simetri, Ricci yari-simetri, pseudo simetrik
ozellikleri ve altmanifoldlar1 incelenebilir. divR =0 ve divC =0 esitlikleri incelenip
ilging sonuglar elde edilebilir. 7 -paralel ve devirli paralel Ricci 6zellileri incelenip
degisik uygulamalar1 yapilabilir. Ayrica, iki hemen hemen Kenmotsu f -manifold

arasinda Riemann submersiyonlar1 kurulup aralarindaki bagintilar incelenebilir. Bu
calismada Levi-Civita konneksiyonu kullanildi. Bu konneksiyon yerine baska bir

konneksiyon kullanilip daha farkli sonuglara ulasilabilir.
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