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OZET

ELIPTIK-SCHRODINGER DENKLEMLERI iCIN LOKAL OLMAYAN SINIR
DEGER PROBLEMLERI

Giilden TOSUN MUCUK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildirim OZDEMIR
Aralik 2013, 50 sayfa

H Hilbert uzaymda 6z-eslenik pozitif tanimli1 4 operatorlii diferansiyel denklemleri i¢cin
lokal olmayan sinir-deger problemi
/

3 d?u(t)

—n + Au(t) = g(1),(0 <t < 1),

S i%f)—AmnszLGIStSOL

L u(l) =u(-1)+pu

ele alinmistir. Bu smir-deger probleminin yaklagik ¢6ziimii i¢in birinci basamaktan
dogruluklu fark semas1 ve ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semalar1
sunulmustur. Bu fark semalar1 kullanilarak eliptik-Schrodinger denklemi icin lokal
olamayan smir-deger probleminin niimerik ¢éziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik-Schrodinger Denklem, Fark Semalari, Niimerik Coztimler.



ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ELLIPTIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Giilden TOSUN MUCUK

Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assit. Prof. Yildirim OZDEMIR

December 2013, 50 pages

The abstract nonlocal boundary value problem

/
_‘ZZLY) +Au(t) = g(t),(0 < t < 1),
dt

Qdu)
dt

—Au(t) = f(1),(-1 <t <0),

L u(l) =u(-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. The first and the second order accuracy difference schemes for
the approximate solutions of this nonlocal boundary value problem are presented. These
difference schemes are used for obtaining the numerical solution of the nonlocal
boundary value problem for elliptic-Schrédinger equations.

Keywords: Elliptic-Schrodinger Equation, Difference Schemes, Numerical Solutions.



EXTENDED ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ELLIPTIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Giilden TOSUN MUCUK
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics

Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Yildirim OZDEMIR

December 2013, 50 pages

1. INTRODUCTION:

The abstract nonlocal boundary value problem

p

_du) + Au(t) = g(),(0 <t < 1),
dt?

S idill(;) — Aut) = f0), (-1 < £ < 0),

L u(l) =u(-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. The first and the second order accuracy difference schemes for
the approximate solutions of this nonlocal boundary value problem are presented. These
difference schemes are used for obtaining the numerical solution of the nonlocal
boundary value problem for elliptic-Schrédinger equations.

Methods of solutions of nonlocal boundary value problems for partial
differential equations and partial differential equations of mixed type have been studied
extensively by many researches (see [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D.,
1979], [Bazarov, D. and Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S. N., 1998], [ Ashyralyev, A.
and Aggez, N., 2004], [ Ashyralyev, A. and Ozdemir, Y., 2005], [Ashyralyev, A. and
Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. and Sirma, A., 2008], [ Ashyralyev, A. and Yildirim,
0., 2010], [Ashyralyev, A. and Hicdurmaz, B., 2011], [Ashyralyev, A. and Ozger, F.,



2011], [Ozdemir, Y. and Kucukunal, M., 2012] and the references given therein).

2. MATERIAL AND METHODS:

It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively
described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These
nonlocal conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured
directly.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

This work 1s devoted to the study of the numerical solution of the nonlocal boundary
value problem for elliptic-Schrodinger equation. The following original results are
obtained:

e The first and second order of accuracy difference schemes for the approximate
solutions of the nonlocal boundary problem for elliptic-Schrodinger differential
equations are presented.

e The approximate solutions of the nonlocal boundary value problems for
equations of elliptic- Schrodinger equation are obtained.

e Numerical examples are presented. A Matlab program is given.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
Our goal in this work is to investigate the approximate solutions of the nonlocal

boundary value problems for equations of elliptic- Schrédinger type.



1 GIRIS

Modern fizigin ve teknolojinin bazi problemlerinin etkili bir bicimde kismi diferansiyel
denklemler i¢in lokal olmayan problemler iizerinden ifade edilebilir oldugu iyi bilinen bir
gercektir. Bu lokal olmayan kosullar cogunlukla sinirdaki veriler dogrudan olgiillemedigi
zaman ortaya ¢ikmaktadir. Kismi diferansiyel denklemler ve karma tipli kismi diferan-
siyel denklemler i¢in lokal olmayan sinir-deger problemlerinin ¢oziim yontemleri tizerine
bir ¢ok aragtirmaci tarafindan ¢aligmalar yapilmigtir. (bkz. [Salakhitdinov, M. S., 1974],
[Djuraev, T. D., 1979], [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S. N.;1998],
[Ashyralyev, A. ve Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005], [Ashyra-
lyev, A. ve Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. ve Sirma, A., 2008], [Ashyralyev,A. ve
Yildirim, O., 2010], [Ashyralyev, A. ve Hicdurmaz, B., 2011], [Ashyralyev, A. ve Ozger,
F., 2011], [Ozdemir, Y. ve Kucukunal , M., 2012]) (Ayrmtilar1 kaynaklar kisminda

verilmistir).

Bu galigmadaki amacimiz eliptik-Schrodinger tipindeki denklemler igin lokal ol-
mayan sinir-deger problemlerinin yaklasik ¢oztimlerini incelemektir. Bilindigi gibi eliptik-
Schrodinger denklemler i¢in karma tipli problemler, Fourier serileri yontemi ile, Laplace
doniigiimii yontemi ile ve Fourier doniigimii yontemi ile ¢oziilebilir. Simdi bunlara

ornekler verelim.

Ilk olarak eliptik-Schrodinger denklemi icin

( 0’u  O*u

m_|_@:—(t—l—l)sinﬂv,0<t<1,0<31:<7r,
'a“+a2“ (i—1+1)si 1<t<0,0<z<
71— _— = (7 — SinT, — x m
ot ' Ox2 ’ - ’

(1.1)

u(l,z) =u(-1,2)+2sinz,0 <z <m,

[ w(t,0)=u(t,m)=0,-1<t<1

lokal olmayan sinir-deger problemini ele alahm. (1.1) probleminin ¢6ztimii i¢in, degigkenlerine

ayirma yontemi ya da bir diger bilinen adiyla “Fourier serileri” yontemini kullanalim.



Problemin ¢6ztimii olan u(t, z) fonksiyonu
u(t,z) =v(t,x) + w(t, x) (1.2)

seklinde iki fonksiyonun toplami seklinde yazilir. Burada, v (¢t,z) (1.1) problemine
kargilik gelen homojen denklemin genel ¢oziimii ve w (¢, x) de homojen olmayan kismin

ozel ¢ozimiidiir. Matematiksel ifadeyle, v (¢, ) ve w (¢, z), sirasiyla,

(v O
@+@:0,0<t<l,0<x<w,
v 0%
25+@:0’_1<t<0’0<x<ﬂ’
(1.3)
v(l,z) =v(—1,2) 4+ 2sinz,0 <z <,
| v(t.0)=v(t,m)=0,-1<t<1
ve (82 32
a—;u—i—a—;;:—(t+1)sinx,0<t<1,0<x<7r,
_8w+82w (1 —1+1)si 1<t<0,0<z<
i—+——= (i — sinxz, — x <
ot Ox? ’ ’ ’
(1.4)

w(l,z)=w(-1,2),0<z <m,

| w(,0)=w(t,7m)=0,-1<t<1
problemlerinin ¢oziimleridirler. Oncelikle, (1.3) probleminin ¢dziimiinii elde edecegiz.

Ilk olarak 0 < ¢ < 1 olsun. Degigkenlerine ayirma yontemi ile

v(t,x) =T({t)X(x) #0

ve
i) X" (2)
=0
T X ()
elde ederiz. Buradan,
'T/ t X//
_iTY _XT@) (1.5)

Tt  X(x)



verilen smir kogullarindan (1.3) X (0) = X () = 0 olur. Yani,

X" (x) = AX (x),

(1.6)
X(0)=X(1)=0

dir. Burada ii¢ durum soéz konusudur. Eger A > 0 ise, (1.6) probleminin ¢6ziimii

X (z) =0 dir. A <0 igin,
X (z) =sinkx, k=1,2,---, A=\ = -k L k=1,2,--

dir. Boylece,
X (x) =sinkzx, k=1,2,--- (1.7)

seklinde bulunur. Simdi, 7' (¢) ifadesini elde etmek igin,
T (t) =i T (t) , A= —k* k=1,2,--
denklemini ele alalim. Bu adi diferansiyel denklemin ¢oztimii
Ty (t) = Ape ™™t k=12,

dir. Boylece,

v(t,x) = Z vp(t, x) = Z Ape™* gin ka
k=1 k=1

olur. Jimdi —1 < ¢t < 0 durumunu inceleyelim. Benzer sekilde,
v(t,x) =T(t)X(x) #0

ifadesini ve

11

() X'z

W T X(@) "

veya

_ = =\ (1.8)

yazilir. Sinir kosullar1 kullanilarak

X" (x) =X (x),
X0)=X(r)=0

sinir-deger problemini ve

Xy () =sinkx, k=1,2,- -

7



elde ederiz. Daha sonra,
T'(t) = AT (t), A= —k* k=1,2,---

problemi ve

Ty (t) = (Bpe™ + Cre™) bk =1,2,---

¢oziimi elde edilir. Boylece,

v(t,x) = Z vg(t,x) = Z (Bre™ + Cre™) sin ka

o0
k=1 k=1

¢oziimi bulunmus olur. Lokal olmayan sinir kosulu ve siireklilik kogullari,

v(l,z) =v(-1,2) + 2sinx,
v(04,z) =v(0_,2),
v (04,2) =0 (0_,2),
kullanilarak k # 1 icin
By + Cy, = Ay,
k(By — Cy) = KAy,
Byek + Cre ™ = Ape ¥’

ve

By + Cy = Ay,

By —Cy = Ay,

Bie+ Ciet = Aje™ +2
denklem sistemleri elde edilir. Buradan,

2 4
Ay =B, = = Ci=0k=1

- 1
e—e1  sinhl’

Ay =By =Ch=0k#1

bulunur. O halde,
4

~ sinh 1

el sinx

v (t,z)
dir. Daha sonra, (1.4) ifadesinin ¢oziimiinii bulalim. Oncelikle, 0 < ¢ < 1 durumunu

inceleyelim. Burada,

w(t,x) = Z Dy (t) sinkx
k=1



olsun. Ardindan,

Wyt + Way = Z (Dy (t) — K*Dy (t)) sinkz = —(t + 1) sinx
k=1

yazilabilir. Buradan,
DY (t) =Dy (t) = —(t+1),k =1
D} (t) — k*Dy (t) =0,k #1
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oztimleri, sirasiyla,
Dy (t) = Cycosht + Bysinht +¢ + 1
Dy (t) = Cy, cosh kt + By, sinh kt
dir. Boylece,
w(t,x) = Z vE(t,x) = Z<Ck cosh kt 4+ By sinh kt) sin kx
k=1 k=2

+(Cycosht + Bysinht 4+t + 1)sinzx.

elde edilecektir. Simdi —1 < ¢ < 0 durumunu goz oniine alalim. Benzer olarak,

o0

Wy + Wy = Z (iD;, (t) — k*Dy (t)) sinkx = (i — 1 + ) sinz
k=1

yazabiliriz ki, bu da
iDI(t) =Dy (t)=i— 1+t k=1
iD, (t) — k*Dy (t) = 0,k # 1
oldugu anlamina gelecektir. Buradan,
Di(t)= A +t, k=1
Dy, (t) = Atk #1

bulunur. Béylece,

WE

w(t,z) =Y wv(t,x) = Z Ape®tsinka + (Are’ + ¢ + 1) sinz
k=2

e
Il

1
elde edilecektir. Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kosullari,
w(l,z) =w(-1,z),

w04, z) =w(0_,x),

w' (04,2) =w (0_,z),

9



kullanilarak & # 1 icin

Cr = Ay,
kB = k*A;,
By sinhk + Cy cosh k = Age
ve k=1 i¢in
Gy = Ay,
Bi+1=A;+1,
Bisinhl+Cjcoshl+1=A4,e7 ! -1

denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemlerinin ¢oztimleri

2 4
e~ —sinh1 —coshl  sinhl

AIZBIZCIZ

ve A, = B, = C, =0,k # 1 dir. Boylece,

—Sinhlet+t+ 1) sin x

w(t,x):(

dir. Dolayisiyla,
u(t,z) =v(t,z) +w(t,x) = (t+ 1)sinz
ifadesi problemin tam ¢oztimudiir.

Benzer sekilde agsagidaki

( Ou(t, x) _’_i T(?Qu(t,a:)

T ot
5 2 D12 g(t, ),
= (21, ,0,) €EQOLtLT,
Ou(t,r) = 0u(t,z)
7 675 +;O&ra—x% = f(t,l’),
= (z1, - ,2,) €Q,-T <t <0,

ut(OJr?x) = ut(ofax)w% € ﬁ
u(T,2) = u(~T,z) + p(z),s € 0,
u(t,x) =0,z € S

cok boyutlu eliptik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger probleminin
¢oziimii elde edilebilir. Burada, a,, > 0 ve f(t,x) (t € [0,T], = € Q), g(t,z) (t €

=

~T,0],z € Q), o(z), (x € Q) verilmig diizgiin (smooth) fonksiyonlardir. Ayrica 2, n

10



boyutlu Oklid uzayr R” de (0 <z, < 1,1 < k <n), Q = QU S olmak iizere S ile smirh

bir birim acik kiiptiir.

Ancak, degiskenlerine ayirma yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢éziimiinde
kullanilabilmektedir. Ne var ki, degigken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimi

icin en kullanigh olan yolun fark yontemi oldugu cok iyi bilinmektedir.

Ikinci olarak, eliptik-Schrodinger denklemi icin

( 0’u  O%u

W+@:te—1,0<t<1,0<x<oo,
Ou  0%u . Y
ZEJFG_:;C?:(ZJFt)e ,—1<1<0,0<z <00,

(1.9)

u(l,z) =u(-1,2)+ 2,0 < x < oo,

[ w(t,0) =1 uy (1,0) =—t, -1 <t <1

bir bagka problem ele alalim. (1.9) problemi Laplace doniigimii yontemi (z’e gore) ile
coziilebilir. Oncelikle 0 < ¢ < 1 araligim goz oéniine alalm. Denklemin her iki tarafinin

Laplace doniigiimiinii alalim. Bu durumda,
L {utt} + L {um} =L {te‘m}
veya

t
s+ 1

(L{u(t,x)}), + s*L{u(t,z)} — su(t,0) —u, (t,0) =

olacaktir. L{u(t,z)} = v(t, s) olarak gosterelim. Boylece denklem

t 20(t,s) —st+t=
vy (t,s) + s“v (t,s) — st + P

veya
s%t
s+1

vy (t,8) + 520 (t,s) =
haline gelir. Bu denklemin tamamlayic1 ¢oziimii

Ve (t,8) = c18in st + o cos st
dir. Ozel ¢oziim icin ise,

t
s+1

Up (t,s) =

11



yazilir. Buna gore,

t,s) = cysinst t 1.10
v (t,s) = 1 8in st + o cos s o (1.10)
elde edilir.
Simdi —1 <t < 0 durumunu inceleyelim. Buna gore,
WUy + U = (1 + 1) ™"
dir. Denklemin her iki yaninin Laplace doniigtimii alinirsa,
iL{w} +L{ug} =L{({+1t)e "}
veya
. 9 v+t
i (L{u(t,z)}), + s"L{u(t,z)} —su(t,0) —u, (¢,0) = g,
s
elde edilir. Buradan,
14t
t 2v(t,s) —st+t=
vy (t,8) + s7v (t,s) — st + P
ya da
s*t+ i
t v (t,s) =
v (t,s) + s7v(t,s) P
yazilir. Boylece
2 t
t,s) = cge” " 1.11
(t,5) = ese " — (1.1)
dir. Lokal olmayan siir kogulu ve stireklilik kogullar:
o(1,8) = v(=1,8) +2/ (1 +5),
v(04,8) =v(0_,s),
v (04,8) =0 (0_,s)
uygulanirsa,
Co = Cg,
T ey 4 —
SCqp = —S87C3 —_—Q,
+1 +1
i S+ - S L
c18in s + ¢y cos s =c3e’ — ——
' ’ s+1 77 sl 1+

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimii ¢; = ¢3 = ¢3 = 0 dir. O halde,

t

vlt,s) = s+1
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¢oziimii elde edilir. Son olarak, ters Laplace doniigiimii uygulanirsa, verilen lokal ol-

mayan sinir-deger probleminin ¢éziimii

u(t,x):L1{v(t,s)}:L1{S_T_1} :tLl{Sil} —te

ya da
u(t,r) =te ™

olarak bulunur.

Benzer sekilde

2 n 2
O%u(t, x) +ZQT8 u(t, ) y(ta),

ot? — Ox?
r=(x1, - ,xn)€ﬁ+,0§t§T,
Ou(t,z) = %ult,r)
ZT‘i‘Z::ara—x%:f(tax)a
r = (21, - ,xn)€§+,—T§t§0,

u(T', x) = u(=T,x) + ¢(z),
u (04, 2) = u(0_, 2) + o(x),z € Q0
u(t,r) =0,z € ST

(
¢ok boyutlu eliptik-Schrédinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger probleminin

¢Oziimii elde edilebilir. Burada «, > 0 ve f(¢t,z) (t € [0,7],z € §+), g(t,x) (t €
[—T,0],2 € §+), o(z) (z € §+) verilmis diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q *, n
boyutlu Oklid uzayr R” de (0 < zj, < 00,1 < k < n), Q" = QF U St olmak fizere S*
ile sinirh agik birim kiiptiir.

Ancak, Laplace doniigiimii yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oztimiinde

kullanilabilmektedir. Ne var ki, degigsken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimi

icin en kullanigh olan yolun fark yontemi oldugu ¢ok iyi bilinmektedir.

Son olarak, Fourier dontisiimii yontemi ile ¢oziilecek olan

( 0%u  O%u

2 —x? _
_8t2+_0x2_t(4x —2)6 O<t<]l, —o0o <z <00,
0 0?
i ZL _;;—[i+t(4x2_2)]e—x2,—1<t<0,—oo<x<oo, (1.12)

u(l,z) =u(-1,2)+ 2%, —co <z < 00
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bir karma tipli lokal olmayan simir-deger problemini ele alalim. v (¢, s) = F {u (¢, z)} ile
gosterelim. Oncelikle, —1 < ¢ < 0 arahgmndaki ¢oziimii bulalim. Her iki tarafin Fourier

dontigiimi alinirsa
iv, (t,s) — s*v (t,s) =F {(z + t(42” — 2)) e"’”z}
elde edilir. Burada, (e7*")” = (422 — 2)e*’oldugundan,

F {(4x2 - 2)6—12} —F {(e—xQ)”} — _$°F {e—“} (1.13)

yazilir. Boylece denklem
ivy (t,5) — s*v (t,8) = (i — ts®)F {e‘xz}

olacaktir. Dolayisiyla,

v(t,s) = 1™+ tF {e_rQ} (1.14)

seklinde bulunur. Simdi 0 < ¢ < 1 araligin1 géz oniine alalim. Esitligin her iki yanini

Fourier doniistimii alinirsa
vy (t,8) —s*v(t,s) =F {t (42° —2) e_x2}
ya da
vy (t,8) — s*v (t,s) = —ts’F {e‘xz}

elde edilir. Boylece,
v (t,8) = cg cosh st + cgsinh st + tF {6_12} (1.15)

dir. Lokal olmayan siir kogulu ve stireklilik kogullar:

v(l,s) =v(—1,s) +2F {e"”Z} :
v(04,8) =v(0_,s),
V' (04,8) =2"(0_,s)

uygulanirsa,

C2 = (i,
sc3 +F {6_1’2} =s>+F {e“‘2} :

cycosh s + c3sinhs + F {e*”Q} = 016*52 —F {e*xQ} + 2F {6*12}
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denklem sitemi elde edilir. Bu sitemin ¢oziimiiniin ¢; = ¢o = c¢3 = 0 oldugunu gostermek

v(t,s) =tF {e‘xQ}

olur. Son olarak, ters Fourier déniigiimii uygulanirsa, (1.12) lokal olmayan simir-deger

zor degildir. Boylece,

probleminin tam ¢oztimii

u(t,x) =te ™
olarak bulunur.

Benzer sekilde agagidaki

( Oy
+Z o g = I

|r|=2m

O<t<Tx7"€R” =11+ 47,

lly
+ Z a T, 8:1:7% f(tvr)a

|r|=2m
“T<t<0,z,reR" |r|=ri+ -+ 1y,

U(T, x) =u (_Ta .Z') + Qp(m%x S Rn’
ut(0+,$) = Ut(0_7I>, LS Rn’

(
¢ok boyutlu eliptik-Schrédinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger probleminin
¢oziimii elde edilebilir. Burada a, > 0 ve f(t,z) (t € [0,T],2 € Q'), g(t,z) (t €
[-T,0],z € §+), o(z) (z € §+) verilmig diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q *, n
boyutlu Oklid uzay1 R de (0 <z <o00,1 <k <n), Q" = Qt U S olmak iizere St

ile sinirh agik birim kiiptiir.

Ancak, Fourier doniigiimii yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oztimiinde
kullanilabilmektedir. Ne var ki, degisken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimi

i¢in en kullanigh olan yolun fark yontemi oldugu cok iyi bilinmektedir.

Bu ¢alismada bir H Hilbert uzayinda verilen fark denklemlerinin, 6z-eglenik pozitif
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tanimli A operatorlii lokal olmayan sinir-deger problemi

( dPu(t)
dt?

T Au(t) = g(t) (0 <t < 1),

du(t)
"t

+ Aut) = £(t) (=1 <t < 0),

| w() = u(-1) +p

ele alinmigtir. Sonlu fark yontemi kullanilarak, bu lokal olmayan sinir-deger probleminin
niimerik ¢oztimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimler i¢in birinci basamaktan dogruluklu fark

semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark gsemalari ile ¢aligilmigtir.

Oncelikle, 7 boliimden olugan bu ¢aligmanin iceriginden bahsedelim.

Birinci Boliim; giris kismidir.

Ikinci Boliim; materyal ve yontem kismidir. Bu boliimde ¢aligmada kullanilan yontemlerin

yani sira Hilbert uzayimin temel kavramlari verilmistir.
I'_'Tgiincﬁ Bolim; bu alanda yapilan aragtirmalar hakkinda kisa bir inceleme icermektedir.

Dordiincii Boliim; bir H Hilbert uzayinda 06z-eglenik pozitif tamimlhi A operatorlii
eliptik-Schrodinger denklemi icin lokal olmayan siir-deger problemini yaklagik
olarak ¢ozen, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu kararh fark semalar: sunul-

maktadir.

Besinci Boliim; niimerik analiz boltimiidiir. Birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu
fark semalar1 ile cahgilmigtir. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarimin
birinci basamaktan dogruluklu fark semalarina gore daha dogruluklu oldugunu

gostermek adina matlab programlar: verilmigtir.

Altiner Boliim; bulgular ve tartigma boliimiidiir. Iki kissmdan olusmaktadir. Birinci
kisimda gekiller bulunmaktadir. Tkinci kisimda ise elde edilen niimerik sonuclarin

hata analizi verilmistir.

Yedinci Boliim; sonuclar ve oneriler kismidir.
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Son olarak ¢aligmada kullanilan referanslar kaynaklar kisminda verilmigtir. Ayrica
beginci boliimde kullanilan matlab programlar: ayrintili bir sekilde ekler kisminda ver-

ilmigtir.
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2 MATERYAL VE YONTEM

Yaptigimiz bu caligma icin herhangi bir materyale, techizata ya da laboratuvar or-
tamina ihtiya¢ duyulmamakla beraber, aragtirmamizda yontem olarak, sirasiyla, op-
erator yaklagimi ve sonlu fark yontemleri kullamilmistir. Ayrica elde edilen teorik
sonuclarin gecerliligini ve giivenilirligini desteklemek adina yapilan niimerik denemel-

erde, iyilestirilmis-Gauss yok etme yontemi kullanilmigtir.

2.1 HILBERT UZAYININ ELEMANLARI

Bu boliimde Hilbert uzayi teorisinin se¢ilmig temel kavramlar: ve ¢alismamizda kul-

lanacagimiz baz1 temel tanimlar verilecektir [Juhubi, E. S., 2001].

Tanim 2.1. Ayni F' skalerler cismi iizerinde tanimlanmig U ve V' vektor uzaylarini goz

oniine alahm. Bir A : U — V fonksiyonu
(1) Yur,ug € U, A(uy +uz) = A(ur) + A (ug) (toplamsallik),

(ii) Yu e U ve Va € F, A(au) = aA (u) (homojenlik)
kosullarini gergekliyorsa bir lineer donusim ya da lineer operator adim alir.

Tanim 2.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime reel degerli, negatif olmayan bir
d: X x X — R" fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: saglasin:
(i) Her z,y € X i¢gin d (z,y) > 0.
(ii) Her x,y € X i¢in ancak ve ancak z =y ise d (z,y) = 0.
(iii) Her z,y € X i¢in d (x,y) = d (y,x).
(iv) Her z,y,z € X i¢in d (x,y) < d(z,z) + d(z,y) (lcgen esitsizligi).
Béyle bir d(x,y) fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir metrik adin1 verecek ve X

kiimesinin bundan boyle nokta adini verecegimiz = ve y gibi elemanlar1 arasindaki

uzaklk olarak yorumlayacagiz.
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Tanim 2.3. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa
X bir tam metrik uzay adin1 alinir. Dolayisiyla bir tam metrik uzayda bir dizinin

yakinsaklik testi Cauchy dizisi olma tesbitiyle ortiigtr.

Ornek 2.1. X = C'[-2,2] siirekli fonksiyonlar kiimesi {izerinde dy metrigini goz 6niine

alalim. Bir {z,, (t)} siirekli fonksiyonlar dizisini

0, —2<t<1-(1/n),
To(t)=q nt+1—mn, 1—(1/n)<t<1,
1 1<t<2

?

ile tanimlayalim. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. Genellikten kaybetmeksizin n > m

alirsak

Ay (2, 70) = /_2 2 () — 2 (8)]

1-(1/n) 1 1/1 1
:/ (mt—i—l—m)dt—l—/ (n—m)(l—t)dt:—(—__)
1—(1/m) 1—(1/n) 2\m n

elde ederiz. Dolayisiyla m,n — oo i¢in d (2, ,) — 0 buluruz. Yani {xz, (t)} bir

Cauchy dizisidir. Ancak bu dizinin limitini hemen gorebilecegimiz gibi

0, —2<t<1,
z(t) =

1, 1<t<?

fonksiyonudur. Gergekten

1
1
dl(:cn,:c):/ (nt+1 —n)dt — —
1—(1/n) 2

n

bulunur ve lim d; (x,,z) = 0 gikar. Ancak limit fonksiyon stireksiz oldugundan

n—oo

X uzaymm i¢inde degildir ve {x,, (¢)} dizisi (X, d;) de yakinsamaz.

Tanim 2.4. V ile cogunlukla kompleks sayilar cismi olarak segecegimiz bir F' skalerler
cismi tizerinde tanimlanmig bir lineer vektor uzayini gosterelim. Reel degerli,
negatif olmayan bir N : V' — RT fonksiyonunu asagidaki kogullar1 saglayacak

sekilde secilebilsin:
(i) Her v € V i¢in N (v) > 0 ve ancak ve ancak v = 0 ise N (v) = 0 olur.
(ii) Herv e V ve a € F igin N (aw) = |a| N (v) olur.
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(iii) Her u,v € V igin N (u +v) < N (u) + N (v) olur.

Boyle bir fonksiyon V' uzay1 tizerinde bir norm adini alir. Bir normla donatilmig bir
vektor uzayima da normlu lineer uzay veya normlu vektor uzay: ya da sadece normlu

uzay adini veririz.

Tanim 2.5. (-,-) : H x H — C fonksiyonu, daha dogru bir deyigle fonksiyoneli
asagidaki kurallar1 sagladigi takdirde bir i¢ ¢arpim adini alir:

i) Her u,v € H igin (u,v) = (U,WU)

ii) Her u,v € H ve a € C igin (ou,v) = a (u,v) .
iii) Her u,v,w € H i¢in (u + v, w) = (u,w) + (v, w) .
iv) Her w € H,u # 0 igin (u,u) > 0.

Burada bir st ¢izgi kompleks eslenigi gostermektedir. Bir i¢ ¢arpimla donatilmig

bir lineer vektor uzayina i¢ ¢carpim uzay: adi verilir.
I¢ carpim kisaca Schwarz, aslinda ise daha dogru bir deyisle Cauchy-Bunyakowski-

Schwarz esitsizligi adin1 verecegimiz bir bagintiy1 saglar.

Teorem 2.1. H bir i¢ carpim uzay: ise sifirdan farkli her uw,v € H vektori igin
|{(u, v)| < /(u,u) (u,v) esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak u ve v vektorleri

lineer bagimhiysa gecerlidir.

Teorem 2.2. H bir i¢ ¢arpim uzay:i olsun. Her u € H vektori i¢in ||ul| = /{(u,u)

fonksiyonu H {izerinde bir dogal normdur.

Norm tanimiyla Schwarz esitsizligini
[{u, v)| < Jlull o] (2.1)
seklinde de ifade edebiliriz.

I¢ carpimun firettigi norma gore her iki vektor paralelkenar kuralina gercekler. Boyle

iki u,v € H vekori igin
2 2 2 2
lu+ol” + fluw = v]* =2 ([lull” + [[0]) (2.2)
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elde ederiz.

I¢ carpimdan iireyen dogal norm da H vektor uzay iizerinde bir dogal metrigi
d(u,v) = ||lu—v| =+ {u—v,u—v) (2.3)

fonksiyonu ile tiretir. Dogal metrige gore tam bir i¢ carpim uzayr Hilbert uzay: adini

alir. Bir Hilbert uzayimnin ayni zamanda bir Banach uzay: olacagl tartisma gotiirmesz.

Ornek 2.2. C [0, 7/2] bir i¢ ¢arpim uzayr midir?

Cozum:
(1) € Cla 8] = ey = max |«(0)
x(t) = sint,y(t) = cost olmak lizere x(t),y(t) € C'[0,7/2] olsun.
1/l ogo,m/2) = max [sint| =1

19llego.n/2 = £?§|008t| =1

. s s
Il vlletg.nyn = a2, lsint + cost] = max {¢ ()¢ (E) ¥ <_>} =2

™

(t) =sint + cost,p(0) =1, ¢ <§> =1

oI(t) = cost —sint = 0 < cost =sint <t = %

™ ™ ™ Q—FQ:ﬁ

o(=) =sin— + cos — =

4 4 4 2 2
|| — || = |' t— t|— {@(0)@(—) w(—)}—l
T = Imnax |SIn COS = Imax =
Yllcpm2 0<<t<3 ’ 2/ 4

|z + y”é[ﬂ,ﬂ'/?] + [l — yHé[Oﬂr/Z] =2 <||"E||Z’[O,7r/2} + ||y||20[0,7r/2}> = 3#4
Dolayisiyla, C [0, 7/2] uzay1 bir i¢ ¢carpim uzay1 degildir.

Tanim 2.6. Bir A : U — V operatori sinirh kiimeleri yine sinirh kiimelere dontigtiiriiyorsa

sinarl operator adin alir.

Teorem 2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U — V bir lineer operator olsun. Ancak
ve ancak her v € U icin

[Aully < K {lully

olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa A operatori sinirhdir.
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Tanim 2.7 Simirl bir A lineer operatorii s6z konusu oldugunda K sayilarinin en kiigiigiine

operatorin normu adi verilir:
Al = inf {& > 0: || Aull, < K [lull, .Yu € U}
Normun bu tanimi agagidaki tanimlara da esdegerdir:
[A[l = sup {[|Aully, - [Jull, <1},

[A[] = sup {[[Aully, = [Jully, =17,

Au
||A]| = sup { HHuHHV ueUu# O} .
U

1
Ornek 2.3. Az = /K(t, s)x(s)ds integral operatoriinii ele alalim. Eger
0

11
// |K(t,s)|* dsdt < oo
00

ise, bu durumda A : Ly [0,1] — Lg [0, 1] operatériniin sinirh oldugunu is-

patlayiniz.

Coziim: Oncelikle,
1

1
/|x(t)|2dt <00 / Az(t)|2 dt < oo (2.4)
0 0
A operatoriniin sinirh oldugu, daha sonra ise

Alax + By) = aAx + fAy; x € Ly [0,1] = Ax € Ly [0,1]

A operatoriiniin lineer oldugu gosterilecektir. Ly [0, 1] uzayinda Az (¢) nin normu

1
1 2 2

/ AP dt| = / K (1 )z (s)ds| | dt

dir. Cauchy-Minkowski esitsizliginden,

| o[ (0 5o 5 2
/]Ax(t)ﬁdt = / /|K(t,s)]2d$ /]x ()| ds dt
0 0 0 0
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1 2

= ] ]|K(t,8)\2d8 /Ix($)|2d8 dt

0

1 1 % 1 2
_ //|K(t,s)|2dsdt /|x(s)|2ds
0 O

elde edilir. Boylece,
1
/|Aye(t)|2 dt < oo = Az € Ly [0,1]
0

dir. O halde, (2.4) esitsizligi ispatlanmig olur. Simdi, lineer operator oldugunu
ispatlayalim. Burada,

1

Alax + By) = / K (t,s) o (s) + By (s)) ds

0

:a/K(t,s)x(s)ds—l—ﬁ/K(t,s)y(s)dS:an+ﬁAy

oldugu kolayca goriilecektir. Dolayisiyla, verilen operatér Lo [0,1] de lineer op-

eratordur.

Tanim 2.8 A: H; — H, olmak iizere sinirli, lineer bir operator olsun. Burada, H; ve
H; herhangi iki Hilbert uzaylaridir. A* : H; — Hs olmak iizere (Az, y) = (z, A*y)

operatoriine A'nin eslenigi denir.

Tanim 2.9 A : H — H smurh, lineer bir operator olsun. Eger (Ax,y) = (x, Ay) ise,

bu durumda A ya 6z-eslenik operator denir.

Tamim 2.10 A : H — H 6z-eslenik operator olsun. Eger (Az,x) > 0 (z,z) ise, bu

durumda A’ya pozitif tanimiy operator denir.

Tanim 2.11 A : H — H 06z-eglenik operator olsun. Vo € D(A) i¢in eger (Ax,z) > 0
ise, bu durumda A ya pozitif tanimly denir.

Tanim 2.12 A: D(A) — H ve D(A) = H olmak tizere bir lineer operator olsun. Eger
Va,y € H igin (Az,y) = (z, Ay) ise, bu durumda A ya simetrik operatér denir.
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Tanim 2.13 Eger A bir simetrik operatér ve D(A) = D(A*) ise, bu durumda A ya

oz-eslenik operator denir.

Ornek 2.4. Ax(t) = —2"(t), D(A) = W} = {y € W} ve y(0) = y(1) = 0} operatériiniin
oz-eslenik, pozitif operator olup olmadiklarii arastiriniz.

Coziim: Ly [0, 1] uzaymda ig garpim

1

(2,y) = / £ty (D)t

0
ile tanimlanir. Simetrik oldugunu gostermek i¢in (Az,y) = (z, Ay) oldugunu
gostermeliyiz. Burada,

1 1
(o) = [ Asttfy®ie = [ " Oy
0 0

kismi integrasyon uygulanirsa,

elde edilir. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

(Azy) =~ (WD + (050 + (D], - [ 20D

bulunur. Boylece, A operatériiniin Lo [0, 1] uzayinda simetrik oldugunu gostermis

olduk. Simdi, de A operatoriiniin pozitif tanimli oldugunu gosterelim. Burada,
1

(Az,z) = —/x”(t)x(t)dt

0
kismi integrasyon uygulanirsa,
1 1 1
= —x'(t)hlﬂr/x'(t)w’(t)dt:/!I’(t)lzdtz/Ix(t)lzdtz (z,)
0 0 0

elde edilir. O halde,

(Az,z) > (r,2) = 6=1>0

dir. Dolaysiyla, A operatorii Ly [0, 1] Hilbert uzaymda pozitif tanimhdir.
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3 ELIPTIK-SCHRODINGER DIFERANSIYEL
DENKLEMLERI

H Hilbert uzayinda 6z-eglenik pozitif taniml bir A operatorii ile

(U0 =gty 0 <1< 1),
idZit) + Au(t) = f(t) (=1 <t <0), (3.1)

u(l) =u(-1)+p

\

lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

Eger agagidaki sartlar saglanir ise, u(t) fonksiyonu (3.1) probleminin ¢6ziimidiir:

(1) u(t) fonksiyonu [0, 1] arahigmda iki kez siirekli tiirevlenebilir ve [—1, 1] arasinda

tiirevlenebilir olmalidir. Araligin u¢ noktalarinda tiirev tek tarafli tiirev manasindadir.

(ii) w(t) fonksiyonu, her ¢t € [—1,1] i¢in D(A) (A min tanim kiimesi) nin elemamidir ve

Au(t), [-1,1] arahginda siireklidir.

(iii) w(t) fonksiyonu, (3.1) probleminin denklemlerini ve lokal olmayan sinir kogulunu

saglar.

Bu galigmadaki amacimiz, eliptik-Schrodinger denklemi (3.1) igin lokal olmayan

sinir-deger probleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmektir.

Eliptik Schrodinger denklemlerinin fizik ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir rol
oynadigimi belirtmek gerekir. (bkz. [Kozlowski, K. ve Kozlowska, J. M., 2010], [Quit-
tner, P. ve Souplet, P., 2012], [Godet, N. ve Tzvetkov, N., 2012], [Liu, B. ve Ma, L.,
2013]) (Ayrntilar1 kaynaklar kisminda verilmistir).

Dahasi, baglangic-deger problemleri ve Schrodinger denklemlerinin ntimerik ¢oztimleri,
son 10 yilda kapsaml bir aragtirma alan olmugtur. (bkz. [Tselios, K. ve Simos, T. E.,
2005], [Sakas, D. ve Simos, T. E., 2005], [Psihoyios, G. ve Simos, T. E., 2005], [Anas-
tassi, Z. A. ve Simos, T. E., 2005], [Simos, T. E., 2009], [Stavroyiannis, S. ve Simos, T.
E., 2009], [Simos, T. E., 2010]) (Detaylar1 kaynaklar kisminda verilmistir).
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4 ELIPTIK-SCHRODINGER FARK
DENKLEMLERI

Ik olarak, (3.1) sir-deger probleminin yaklagik coziimii icin

(
—772 (uk+1 — 2u + uk,l) + Ay, = Gk,

g =9 (te), ty=kr,1 <k <N -1,
i (g — up—1) — Awgr = fuo fo = fte-r), (4.1)
tr1=(k—-1)71,—(N—-1) <k <0,

[ UN =U-N T+ [l U1 — Uy = Up — U1

birinci basamaktan dogruluklu fark semas: ve ikinci olarak (3.1) probleminin yaklagik

¢Ozumi icin

\

—772 (Uup g1 — 2up + Up_1) + Aug, = gi,

g =gy, th=kr,1<k< N -1,

1

i (ugp = upr) — 5 (Awems + Awe) = fio, fie = f(ti-y), (4.2)

1
A P

uy =u_n+ p,us —4uy + 3ug = —3ug +4u_1 —u_o

ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi incelenmistir.

Bilindigi gibi, H Hilbert uzaymda 6z-eslenik pozitif tanimli A diferansiyel operatorlii

lokal olmayan sinir-deger probleminin bir degigkenli diskritizasyon (discretization) fark

semalarin aragtirmak demek, Hj, Hilbert uzaylarinda h'ye (0 < h < hg) gore diizgiin

oz-eslenik pozitif tanimli Ay fark operatorlii cok degiskenli diskritizasyon fark semalarini

aragtirmak demektir.
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5 NUMERIK ANALIZ

Bu boltimde eliptik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan siir deger problemini

;

Uy + Uge = sinz, 0 <t < 1,0< 2 <,

i+ Uy = [(1 — 1) e + 1]sinz, -1 <t < 0,0 <z <,

§ w0t 2)=u(0",2),u (0%, 2) =u, (07,2),0 < x <, (5.1)
u(l,z) =u(-1,2)+ (e —e')sinx,0 <z <,

u(t,0) =u(t,m)=0,-1<t<1

\

ele alinmigtir. Burada (5.1) probleminin gergek ¢oziimii
u(t,z) = (' —1)sinz

dir.

(5.1), probleminin yaklagik ¢6ziimii i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark
semalar1 kullamlacaktir. Ikinci ve dordiincii mertebeden, katsayilar matris olan, n’ye
gore fark denklemleri elde edilecektir. Bu fark denklemlerini ¢ozmek icin, iyilegtirilmis
Gauss yok etme yontemi kullanilacaktir. Sayisal denemelerin sonucu olarak ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalarinin birinci basamaktan dogruluklu fark semalarina

oranla daha dogru oldugu gosterilecektir.

5.1 BIRINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK
SEMASI

(5.1) eliptik-Schrodinger denklem igin lokal olmayan simir-deger problemi géz 6ntine
alalm. (5.1) probleminin yaklagik ¢6ztimi i¢in [—1, 1], x [0, 7|, parametreleri 7 ve h ye

bagl ag noktalarinda bir aile olmak tizere,
[—1,1]- %[0, 7], = {(tg,xp) sty = k7, —N <k < NNt =1,2, =nh,0<n <M, Mh=rm}

yazilir. Burada,

u(Tny1) — 2“}5";%) + u(@p—1) — " (z,) = O(h?)
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formiilleri uygulanarak, (5.1) eliptik-Schrédinger denklemi igin

( k+1 k k—1 k k k
uy T = 2uy + uy L Up g — 2Upy + Uy

72 2 = g(tk,xn),

Tp=nhtr=kr,1<k<N-1,1<n<M-1,

k—1

T Y T Ik Vi
n+1 n n—1 :f(tk—ly«rn)7

T h?

\ oy —nhtp—kr —N+ 1<k<0,1<n<M-—1,
ul —ul =u? ugl,lgnSM—l,

n_ Yn — Yn

u =u N + 2sinwx,, z, = nh,0 <n < M,

ub =k, =0,—-N <k <N,

\ <
t’ye gore birinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulur.

Burada (2N +1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmig olur. Bu

dogrusal denklem sistemi diizenlenerek matris formunda yazilirsa,
(1, 1 2 2 1 1

(ﬁ)unJrl + (g)uﬁﬂ + (—p - ﬁ)uﬁ + (;)Uf‘i_l + (ﬁ)uﬁfl = g(tw, ),

1<k<N-11<n<M-1,

1 . 2, . Ly
(z5)unar + —un + (=~ = Z)un™ + (5)usy = fteo, @),
—N+1<k<0,1<n<M-1, (5.3)

ub — 20 +u ' =0,1<n<M-—1,

uy —u N =2sinz,, 1<n<M-—1,
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elde edilir. Boylece,

29

AU,1 + BU, + CU,_, = Dy, .0 < n < M,

(2N+1)x (2N+1)

(2N+1)x (2N+1)



10 0
0 1 0
D == ’
00 --- 1
L 1 @N+1)x(2N+1)
dir. Ayrica,
(
(e —e Ysinw,, k= —N,
K flt-1,20), =N +1 <k <0,
Pn =
g(tkvx’rL)v 0 S k S N — ]-a
\ sinz,, k=N,
o
e N
Pn = @91 )
en
N
[ Pn (2N+1)x1
_ o -
U—N+1
UO
Us, = 81 ,s=n—1nn+1
US
UNfl
S
UN
L s J 2N+1)x(1)
dir. Yine burada,
1 i 2 i 1 2 2
RSl b= I

dir. Fark denklemleri i¢in bu tipteki sistemler [Samarskii, A. A. ve Nikolaev, E. S.,
1989] tarafindan kullamilmigtir. Matris denkleminin ¢oziimii igin iyilegtirilmis Gauss

yok etme yontemi kullanumigtir. Bu yiizden
Un:an+1Un+l+ﬁn+17n:M_17"' ,2,1,0, (55)
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formunda bir ¢oziim aranmaktadir, 6yle ki o (j =1,--- , M —1) ler 2N +1) x (2N +1)

tipinde kare matris ve 5; (j = 1,---,M — 1) ler (2N + 1) x 1 tipinde siitun matris

bicimindedir. Asagidaki matris
Us = a5+1Us+1 + ﬂerlv (S =n,n— 1 1(;1I1)

ve

AUn+1 + BU, + CUnfl = Dgpm

esitligi kullanilarak
[A+ Banii + Canani1)Unsr + BBy + CanByy + CB,] = Do,
yazilabilir. Son denklemin
A+ Bay1 + Cayagg =0,
[BB,1+ CanB,q+CB,] =Dp,, 1 <n<M-1,

ny1 = — (B+Ca,) ' A,

(5.6)
Bry1 = (B+C’ozn)71 (Dp,, —CpB,),n=1,23--- , M—1

seklide secilmesi uygundur. Fark denkelemlerinin ¢oziimi icin oy ve 3, y1 bulmalyiz.

Uy = aqU; + 3, oldugundan,

0 0 0 0
00 --- 0 0
ap = L . 761 - . (57)
00 -0 0
L 1 @N+1)x(2N+1) L J @envtx1

yazilir. (5.6) ve (5.7) formiillerini kullanarak, 1 <n < M — 1 i¢in ay,4q1 ve B, leri
hesaplanir. Ikinci adimda 0 <n <M igin U, ve Uy; = 0 (5.5) formiilii kullamilarak, U,

leri elde ederiz. Hesaplamay1 ozetleyen algoritma ekler kisminda verilmistir.
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5.2 IKINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU CRANK-NICHOLSON
FARK SEMASI

(5.1) probleminin yaklagik ¢oziimleri igin ikinci basamaktan dogruluklu

( k+1 _ k k—1 k _ k k
un 2un + un + un—i—l 2un + un—l

7_2 h2 = g<tk7xn)7

Tp=nhty =k, 1<E<N-1,1<n<M-1,

U U 2 b e — 20w e — 7o20)
? = — 55Tn),

T 2h2 2h2 kT2
¢ (5.8)

Tp=nhtr=kr,— N+ 1<Ek<0,1<n<M-1,

—u? +4ul —3ul =3ud —dut +u 21 <n< M-—1,
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Crank-Nicholson fark gemasi kurulur. Burada (2N 4 1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal

denklem sistemi elde edilmis olur. Buna gore,

/

\

1 1 2 2 1 1
(73 un + (Fun™ = (5 + 55)un + (F)un ' + (G5)uny = gtk @),

,,_2 7—2 h2 7—2

Tp=nht,=kr,1<k<N-1,1<n<M-—1,

1| .y L . ) L, 1 L,
(2h2>un+l+(2h2) n+1 (;—i_ﬁ)un 1+(;_ﬁ)un
1 k—1 1 k T
+(@)Un71 + (W)un—l = [ (te — 5, n)

Tp=nhty=kr,—N+1<k<0,1<n<M-—1,
up? —dut 4+ 6ud —dul +ui=0,1<n<M-1,
u —u N =(e—e V) sinw,, z, =nh,1 <n<M-—1,

n n

uf =uk;, =0,-N<k<N

elde edilir. Boylece,

AU,1+BU,+CU,—1 = Dyp,,0 <n < M,

1 b 1 1 1
a = —.C= ——

2h2’ h?’ T h¥

1 1 1 2 2
A
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-1 0 0 O 0 0 O
c p 0 0O 0 0 O
0O ¢ p O 0 0 O
0 0 0 ¢ 0 0
B = 0 0 0 0 d e d

000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
000 0 1 46 —4
C = A,

10 0
Lo 0
100 1|
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0 0 01
0 0 00
0 0 00

(2N+1)x (2N+1)

J en+1)x(2n+1)

(2N+1)x (2N+1)



dir. Ayrica,

p

0,k=N,
\
o
SO;NH
Pn = ng
o,
| e
N ]
U—N+1
UO
Ul
UNfl
S
UN
s J 2N+1)x(1)

(e —e Y)sinmz,, k= —N,
[ty = 5,20), —N +1 <k <0,
g<tk7xn)71 < k < N — 17

(2N+1)x1

,s=n—1nn+1

dir. Matris denkleminin ¢oztimii i¢in iyilestirilmis Gauss yok etme yontemi kullanumigtir.

Dolayisiyla,

Un:an+1Un+1+5n+l7n:M—1,"' ,271,0,

(5.10)

sekilde bir matris ¢oziimii elde ederiz. Burada, o; (j =1,--- , M — 1) ler (2N + 1) X

(2N + 1) kare matris ve 3; (j = 1,--- , M — 1) ler (2N + 1) x 1 siitun matris olmak

uzere,

US = a8+1U8+1 + ﬁerlv (S =n,n-— 1 IQIH)

ve

AUn+1 -+ BUn + CUn_l = DQOn,
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bulunur ve buradan,
[A + Bopy1 + Conogyi1) Upyr + [Bﬁn+1 + CanB,q + Cﬁn] = Dy,
yazabiliriz.Son denklemin
A+ Bay1 + Cayag,g =0,

(BB + CanBpyy +CB,] =Dy, 1 Sn < M — 1,
apy1 = — (B+ Ca,) "' A,
ﬁn—i—l = (B+Can>_1 (D(,On - Oﬁn)’n - 1’2737"' )M_ 1
seklinde secilmesi uygundur. Fark denklemlerinin ¢6ziimi i¢in ay ve 3, y1 bulmaliyiz.

Uo = aqU; + 3, oldugundan,

00 0 0
00 --- 0 0
Q= L . . 761 =
00 --- 0 0
L 1 @N+1)x(@2N+1) L~ Jen+1)x1

yazilir. (5.6) ve (5.7) formiillerini kullanarak, 1 <n < M — 1 i¢in ay4q ve B, leri
hesaplanir. Ikinci adimda 0 <n < M i¢in U, ve Uy = 0 (5.10) formiili kullamlarak,

U, leri elde ederiz. Hesaplamay1 6zetleyen algoritma ekler kisminda verilmigtir.
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6 BULGULAR ve TARTISMA

6.1 HATA ANALIZI

Simdi sayisal sonuglar hata analizi verilecektir. N = M = 30 icin kesin ve yaklagik

¢oziimlerin grafikleri agagida verilmistir.

ExACT SOLUTION

Figure 1: Gercek ¢oztim

FIRST ORDER

order.jpg

Figure 2: Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi ile elde edilen yaklagik ¢6ziim
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SECOND ORDER

Figure 3: Ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semas: ile elde edilen

yaklagik ¢oztiim

6.2 TARTISMA

Karsilagtirma hatalar:

M-—1 1/2
2
E]\A} - 1<1;gn<a]\)/'{,1 (Z ‘U’(tkamn) — Uﬁ| h)
SKES —

formiili kullanilarak hesaplanmigtir. Burada, u (tx, z,,) (5.1) probleminin (¢, z,) nok-
tasindaki gercek ¢oziimii, u* (5.1) probleminin (4, z,) noktasindaki yaklagik ¢oziimii

gostermektedir. Sayisal ¢oziim agagidaki tabloda verilmigtir.

Fark semalar N=M=10 | N=M=20 | N=M=40 N=M=80
Fark Semas1 (5.2) | 0,0883 0,0439 0,0274 0,0109
Fark Semas1 (5.8) | 0,0051 0,0012 3,9896 x 10™* | 7,3977 x 104

Boylece elde edilen hatalar incelendiginde, ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin

birinci basamaktan dogruluklu fark semasina gore daha dogruluklu oldugu goriilmektedir.
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7 SONUCLAR ve ONERILER

Bu galismada eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger problem-

lerinin niimerik ¢oziimleri incelenmistir. Caligma sonunda asagidaki 6zgiin sonuclar elde

edilmigtir:

e Eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin yaklagik

¢ozlimil icin birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar: sunulmustur,

e Bu fark semalar: eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger

problemlerinin yaklagik ¢oztimi i¢in kullanilmigtir.

Eliptik-Schrédinger denklemleri i¢in lokal olmayan sinir-deger problemleri boltimiinde

elde edilen kararli ¢oztimler,

(%JrAu(t):f(t) 0<t<1),
du A o<
i HAu(t) =g(t) (1<t <0),
U(l)zzaju(1)+u,

H Hilbert uzayindaki pozitif tanimli 6z-eslenik A operatorii ile karma tipli diferansiyel

denklemin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi i¢in de elde edilebilir.
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EKLER

Algoritma

1
1. Adim: 7 = N ve h = % olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark semasini kullan ve matris formunda
yaz.
AUp41 +BU,+CU,-1 =Dyp,,1 <n<M—1.
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: o4, 3, i bul.
5. Adim: 41,5, i hesapla.

6. Adim: U, icin n=M~-1,---,1,0 U, = app-1Upy1+8, 4, n=M~-1,---,2,1,0

formiiltinti kullanarak hesapla.

Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi icin Matlab Programi

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
% first order accuracy rother method
% mixed type
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=pi/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(h"2); end; %schodinger asil kogegen agagist
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; %eliptik asil ksegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
B(1,1)=1;

B(1,2*N+1)=1,
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for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(2/h"2); end; %schédinger asil kogegen

agagisl
for i=2:N+1; B(i,i)=complex(0,1) /tau; end; %schodinger asil kogegen
for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kdsegen
for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen yukarisi
for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kdgsegen agagist
B(2*N+1,N)=1;
B(2*N+1,N+1)=-2;
B(2*N+1,N+2)=1;
C=A;
for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;
betha(2*N+1,1:1) = 0 ;
fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;
for j=1:2*N+1; x=j*h;
fii(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %mnonlocal
fii(2*N+-1,j:j)=0; %siireklilik
for k=2:N-+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau; fii(k,j:j)=g(t,x); end; %schrodinger
for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau+tau; x=j*h; fii(k,j:j)=f{(t,x); end; %elliptic
end;
‘alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for j=1:M-1;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j)) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));
end;
U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;
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for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:, z2z ) = alpha(:,;,z+1:24+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:2+1);
end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:2+1)=U(:,:,z:2); end;

"EXACT SOILUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

'ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmatl=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3."(1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%% %% % %% % % %% % % %0 % ERROR. AN ALY SIS % % %% % %% % % %% %
maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %%% % %%%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;
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surf(m):
hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

title("EXACT SOLUTION);

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m):

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

title("FIRST ORDER);

%% % %% %% % %% %% END GRAPH %% %% %% % %% %% %% % %%
function estx=exact(t,x)

estx=(exp(t)-1)*sin(x);

function ftx=f(t,x)

ftx=sin(x);

function gtx=g(t,x)

gtx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);
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Algoritma

1
1. Adim: 7 = N ve h = % olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark gsemasini kullan ve matris formunda
yaz.
AUp1+BU, +CU,_1 =Dyp,,1 <n< M-—1.
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: a4, 3, 1 bul.
5. Adim: a1, 0, i hesapla.

6. Adim: U, icin n=M—-1,--- 1,0 U, = apnr1Up1+08, .1, n=M~-1,--- ,2,1,0

formiiliintu kullanarak hesapla.

Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi i¢cin Matlab Programi

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=pi/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(2*h"2); end; %schrodinger asil kogsegen agagist
for i=2:N+1; A(i,i)=1/(2*h"2); end; %schrodinger asil kosegen
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; % %eliptik asil kogegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
B(1,1)=1;
B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrodinger asil kogegen

agagisl

for i=2:N+1; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrodinger asil kosegen
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for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kdgegen
for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kgegen yukarisi
for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen agagisi
B(2*N+1,N-2)=1;
B(2*N+1,N-1)=-4;
B(2*N+1,N)=6;
B(2*N+1,N+1)=4;
B(2*N+1,N+2)=1;
C=A;
for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;
betha(2*N+1,1:1) = 0 ;
fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;
for j=1:2*N+1; x=j*h;
fii(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %nonlocal

fi(2*N+1,j:j)=0; %siireklilik
for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau-tau/2 ; fii(k,j:j)=£(t,x); end; %schrodinger
for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau; x=j*h; fii(k,j:j)=g(t,x); end; %elliptic
end;
‘alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for j=1:M-1;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));
end;

U( 2*N+1,1, M\:M ) = 0;
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for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:, z2z ) = alpha(:,;,z+1:24+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:2+1);
end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:2+1)=U(:,:,z:2); end;

"EXACT SOILUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end; end;

'ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmat1=abs(ftfl);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3."(1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%% % %% %% % % % % % % % % ERROR ANALY S1S%%% % % % % %% % % %
maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %%% % %% %
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);
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hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;
titleCEXACT SOLUTION’);

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(p) ; rotatedd ;axis tight;
title("FIRST ORDER);

%% %% % %% % % %% % END GRAPH %% % % %% % %% % % %% % % %%
function estx=exact(t,x)
estx=(exp(t)-1)*sin(x);

function ftx=f(t,x)
ftx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);
function gtx=g(t,x)

gtx=sin(x);
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