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Birim Diskin Kapanis1

Birim Diskte Analitik Fonksiyonlarin Kiimesi

U da Analitik Fonksiyonlarm Kiimesi

£(0) = 1 ile Normalize Edilmis Fonksiyonlar1 igeren A nin Alt Kiimesi
£(0) =1 ve f'(0) = 1 ile Normalize Edilmis Fonksiyonlar1 igeren A nin Alt
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OZET

UNIVALENT FONKSIYONLAR TEORISINDE GEOMETRIK
FONKSIiYONLARIN SAGLADIGI BAZI OZELLIKLER UZERINE
Semiha OZGUL

Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ismet YILDIZ
Ocak 2014 , 48 sayfa

Bu c¢alismada goriintii kiimesi 6zel bir geometrik Ozellige sahip olan iinivalent
fonksiyonlarin bazi aileleri incelenmistir. Bu aileler konveks ve yildizil dontisiimler,
hemen hemen konveks doniisiimler ve spiral-like doniistimlerdir. Bu fonksiyonlarin
analitik 6zellikleri ile goriintii kiimesinin geometrisi arasindaki baglanti ifade edilmistir.
Ayrica bu fonksiyonlarin Hadamard Carpiminin geometrik 6zellikleri ve bu ¢arpim ile
olusturulan kosullar derlenmistir.

Anahtar sozciikler: Analitik Fonksiyonlar, Hadamard Carpimi , Konveks Fonksiyon-

lar, Univalent Fonksiyonlar, Y1ldizil Fonksiyonlar



ABSTRACT

ON SOME PROPERTIES WHICH ARE PROVIDED BY GEOMETRIC
FUNCTIONS IN UNIVALENT FUNCTION THEORY

Semiha OZGUL
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ismet YILDIZ
January 2014, 48 pages

Some families of univalent functions for which the image domain has a special
geometric property were considered in this study. Among the families considered are
convex and star-like mappings, close-to-convex mappings, spiral-like mappings. The
connection between the geometry of the image domains and analytic properties of the
mapping function was described. Also geometric properties of Hadamard Product of
geometric functions were collected.

Keywords: Analytic Functions, Convex Functions, Hadamard Product, Starlike
Functions, Univalent Functions.



EXTENDED ABSTRACT

ON SOME PROPERTIES WHICH ARE PROVIDED BY GEOMETRIC
FUNCTIONS IN UNIVALENT FUNCTION THEORY

Semiha OZGUL
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ismet YILDIZ
January 2014, 48 pages

1. INTRODUCTION:

Some families of univalent functions for which the image domain has a special
geometric property were considered in the study. Among the families considered are
convex and star-like mappings, close-to-convex mappings, spiral-like mappings. The
connection between the geometry of the image domains and analytic properties of the
mapping function was described. Also geometric properties of Hadamard Product of

geometric functions were collected.

2. MATERIAL AND METHODS:

The convolution or Hadamard Product which is used as method in this study is an
important tool in geometric function theory that so many complicated problems are
solved very easily by using it.

The operation of convolution and convolution operators are the topics of great interest
for researchers. Studying operators expressed in terms of convolution helps us explore

their geometrical properties.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Many researchers have used convolution operators on previously known classes of
analytic and univalent functions to produce new classes and to investigate several

interesting properties of new classes.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In section 2.2 we give theoric background of Hadamard Product by using [1] and then
in section 2.3 convolution properties of geometric functions are surveyed in univalent

function theory .
Section 2.4 deals with geometric structure of convolution of two convex function [11].

The criterias of convolution of convex, starlike, spiral-like functions surveyed by the

help of [12] and then the operators which are described by convolution are surveyed.



1.GIRIS

Analitik fonksiyonlar1 6zellikle de konformal doniisiimleri ¢alismis olan Riemann’in
aksine, Weierstrass temel obje olarak kuvvet serisini kullanarak fonksiyonlarin bir
teorisini kurmustur. Bierberbach varsayimi analitik fonksiyon teorisinin bu iki bakis
acisina dayanmaktadir; yani bir fonksiyonu ayni anda hem bir doniisiim hem de bir seri
olarak ele almistir. Boylece Bierberbach konformal dontisiimleri Riemann tarafindan
calisildigr gibi dikkate almis ve sonra serinin ilk katsayisini sifir ikinci katsayisini bir
kabul ederek katsayilarin bilyiikliigi tizerinde diisiinmiistiir. Kompleks diizlemin agik ve
baglantili bir alt kiimesi olan bir D bdlgesindeki bir f fonksiyonu, eger herhangi bir
degeri birden fazla almiyorsa; bu fonksiyon D bdlgesinde tinivalent fonksiyon olarak
adlandirilir. Bir f {inivalent fonksiyonu D bdlgesini goriintii kiimesi f (D) bolgesine
konformal olarak resmeder. Kompleks fonksiyonlar teorisinde konformal dontisiimleri
calisan ilk kisi Riemann’dir. Riemann 1851°deki doktora tezinde, simdi {inlii Riemann
Doniistim Teoremi olarak bilinen teoreminde; kompleks diizlemin herhangi bir basit
baglantili alt bolgesi D’ nin |z| < 1 birim diskine konformal olarak resmedilebilecegini
belirtmistir. Teoremdeki doniisiim bire-bir ve analitik olmak zorundadir. 1907°de Koebe
Riemann’in savindan hareketle buradaki f dontisiimiiniin eger D bolgesindeki belirli bir
Zo noktasi i¢in f(zy) =0 ve f'(zy) >0 kosullarmi saghyorsa tek olacagini
kesfetmistir. Bir {linivalent fonksiyonun tersi de tlnivalent oldugundan birim diskte
tinivalent olan fonksiyonlar1 arastirmak oldukga ilgi uyandirmustir. Birim diskte
f(0) =0 ve f'(0) =1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin kiimesi S ile gosterilir. Bu
durumda f fonksiyonunun Taylor A¢ilimi
f(2) =z+4ayz%> +azz3 + -+ az" + -

formundadir. Bu formdaki fonksiyonlarin goriintiileri ¢esitli geometriler ve klasik
karakterizasyonlar tanimlar. Ornegin; Eger f fonksiyonu |z| <1 birim diskinde
tinivalent ve normalize edilmis analitik fonksiyon ise goriintiisii |w| < § diskini igerir.
Ayrica bu fonksiyonlarin bazilarinin goriintlisii de yildiz, yildiza yakin , konveks,
konvekse yakin veya lineer olarak erisilebilir, spiral geometriler tanimlar: Bazis1 belirli
yonlerde, bazisi diizgiin olarak, bazisi simetrik noktalarin eglenigine gore vb.
goriintiileri belirli geometriler tanimlayan bu fonksiyonlar geometrik fonksiyonlar
olarak bilinirler.

Bu tezde yukaridaki geometrik fonksiyonlarin konvolusyon 6zellikleri derlenmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1.1: A c C herhangi bir kiime ve z, €A olsun. z, noktasinin bir & komsulu-

gu, tamamen A kiimesine ait ise z, noktasina bir i¢ nokta denir.

Tamim 2.1.2: A c C olsun. A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta olan kiimeye agik

kiime denir.

Tamim 2.1.3: 4,Y ve Z, C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimeleri olsun. Eger
AcCcYUZ ANZ+#0, AnNY #Qve ANY N Z = @olacak bicimde Y ve Z gibi bos
olmayan iki ayrik ve acik kiime bulunamaz ise, A c C kiimesine baglantilidir denir.

Aksi halde baglantisizdir denir.
Tamm 2.1.4: Kompleks diizlemde agik ve baglantili kiimelere bdlge denir.
Tanmm 2.1.5:aq; € C,i = 1,2,3 ... olmak iizerea,+a,+a; + --- +a, + -

ifadesine seri denir. a,,a,,.. sayillarma da serinin terimleri adi verilir. Bir seriyi

gostermek i¢in

a1tataz + - +a, + =0 a,
veya

a;tatas + - +a, + =) a,
kullanilir.

Tamm 2.1.6: Kompleks sayilarin bir {z,} dizisi ve z, € C verilsin. Her £ > 0 sayisi
i¢in n=> n, oldugunda |z, — z,|< € olacak bi¢gimde bir n, dogal sayisi varsa, bu dizi z,
kompleks sayisina yakinsiyor denir. {z,} dizisinin z, noktasma yakinsamasi z, — z,

bigiminde gosterilir.



Tanmm 2.1.7: A c Cve f,: A = C fonksiyonlarinin {f,,} dizisi verilsin. Eger her € > 0
ve tim z € A degerleri igin n=> n, alindiginda |f;, (z) — f(2)|< € olacak bi¢gimde bir n,

dogal sayisi1 varsa, {f, } fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.

Tanim 2.1.8: A c C, f: A— C tanimli bir fonksiyon ve z, € A olsun. € > 0 keyfi olmak
tizere z € A Ve |z — zy|<§ i¢in |f(2) — f(2¢)|< € olacak bigimde §(zy, &) >0 sayisi

mevcut ise f’ye z, noktasinda siireklidir denir.

Tammm 2.1.9: f, kompleks degiskenli ve kompleks degerli fonksiyonu z, € C

noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger

li f(2) = f(2)
im ——=

VAR zZ — ZO

limiti varsa, bu fonksiyona z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Eger f(z), z,
noktasinin bir komsulugunda diferansiyellenebilir ise, f ’ye z, noktasinda analitik

fonksiyon denir.

Tammm 2.1.10: Bir X # @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan p ailesi asagidaki

kosullar1 saghyorsa p X lizerinde bir topoloji tanimlar.

i) X0 €p
i) p ailesine ait smiflarin sonlu kesisimleri de p ‘dadir.

iii) p ailesindeki her smnifin keyfi birlesimi yine p ailesindedir.
bu durumda (X, p) ¢iftine topolojik uzay denir.
Tamim 2.1.10: (X, p) topolojik uzay ve A € p ise A kiimesine agik kiime denir.
Tamm 2.1.11: X \ A kiimesi agiksa A kiimesine kapali kiime denir.

Tammm 2.1.12: (X,p) topolojik uzayinda agik kiimelerden olusan bir {A4;:i € I}
smifinin birlesimi tiim X uzayina esitse bu sinifa acik 6rtii denir. Bir agik Ortiinlin sonlu

bir alt sinifi yine bir agik ortii ise, buna alt 6rtii denir.

Tammm 2.1.13: (X, p) uzaymda her agik Ortiiniin sonlu bir alt értiimii varsa (X, p)
uzayma kompakt uzay denir. X uzaymdaki her A alt kiimesi igin (4,p,) alt uzayi

kompakt ise A kiimesine kompakt kiime denir.



Tamm 2.1.14: Bir f(z) fonksiyonu bir D c C bdlgesinde bire-bir ise yani; her bir
u,v € D igin f(u) = f(v) olmas1 sadece ve sadece u = v olmasini gerektiriyorsa f(z)

fonksiyonununa D de {inivalent ya da yalinkat fonksiyon denir. (Nehari,1952)

Tammm 2.1.15: D bir bolge ve z; D bolgesinde herhangi bir nokta olsun. Eger z, ile
orijini birlestiren dogru pargasi D bdlgesi iginde kaliyorsa, D bdlgesine orijine gore

yildizil bolgedir denir.

Tamim 2.1.16: D bir bolge, z; ve z, D bolgesinde herhangi iki nokta olsun. Eger z;
ve z, noktalarim birlestiren dogru parcast D bdlgesi iginde kaliyorsa, D bdlgesine

konveks bolge denir.

Tamm 2.1.17: U = {z:z € Cve |z| < 1} birim diskinde analitik ve goriintii kiimesi

yildizil bolge olan fonksiyonlara yildizil fonksiyonlar denir.

Tammm 2.1.18: U birim diskinde analitik ve goriintii kiimesi konveks bolge olan

fonksiyonlara konveks fonksiyonlar denir.

Tamm 2.1.19: Eger

Re {@} >0 , zeU
9'(2)

olacak sekilde bir g fonksiyonu varsa birim diskte bir f fonksiyonuna hemen hemen
konvekstir denir.( Kaplan 1952)

Tamim 2.1.20: F skaler cismi {izerinde bir V vektor uzayi; bir (V,4,0) degismeli grubu

ve bir m: F XV — V doniisiimii ile
mA,x+y) =m4x)+m(4,y)
olacak sekilde verilir.

Tamm 2.1.21: F skaler cismi iizerinde V ve W vektor uzayi olsun. Vx,y €V igin

T:V —» W doniisiimii
T(x+ Ay) =T(x) + AT (y)

ozelligini sagliyorsa T doniisiimiine lineer doniisiim denir.



Tamim 2.1.22: Bir lineer fonksiyonel f, tanim kiimesi V vektér uzaymda ve goriintii

kiimesi VV nin skaler cismi F de f:D(f) — F olan bir lineer operatordiir.

Tamim 2.1.23: Bir V vektor uzay1 lizerindeki p topolojisine; eger toplama ve skalerle
carpma islemleri bu topolojiye gore siirekli ise lineer topoloji denir ve (V, p) topolojik

uzayina da topolojik vektor uzay1 denir.

Eger B lokal bazinin elamanlar1 konveks; yani VB € B igin
aB+(1—a)B cB

ise bu topolojik vektor uzayma lokal olarak konveks denir.

Eger p topolojisi Hausdorff Topolojisi ise (V,p) topolojik vektdor uzayma ayrik

topolojik vektor uzay denir.

Tamm 2.1.24: Bir (X, p) topolojik uzayr Hausdorff Topolojik Uzayidir. < Herhangi
farkli(x # y) x,y € X i¢cinx € A,y € Bve AN B = @ olacak sekilde A,B € p vardur.

Tamim 2.1.25: Bir A kiimesinin konveks zarfi coA ile gosterilir ve A kiimesindeki tiim

konveks kombinasyonlar1 igerir;

n n
coA ={x:3x; €A, a; =0(1<i Sn),Zai =1lvex =Zaixil
i=1 i=1
Konveks zarf coA , A kiimesini igeren en kiiciik konveks kiimedir. Topolojik vektor
uzayinda A kiimesinin kapali konveks zarfi coA, A kiimesini igeren en kiiciik kapali

konveks kiimedir ve coA nin kapanisidir coA = coA .



2.2.HADAMARD CARPIMI iCIN DUALLIK

Tamm 2.2.1: f fonksiyonu |z| < R, de analitik, g fonksiyonu |z| < R, de analitik
olsun ve bu fonksiyonlarm kuvvet seri agilimlart f(2) = Y7o, arz® ve g(z) =
Yo brz® ise f ve g fonksiyonlarmin Hadamard Carpimi (f * 9)(2) = X5, axbrz®
olarak tamimlanir. Bu yeni fonksiyon |z| < RyR, de analitiktir. Bu ¢arpimin

konvolusyon integrali olarak alternatif gosterimi:

1
21

9@ = 5 herep f () 9@dS/G 2 <p <R,

oldugundan f * g ye f ve g fonksiyonlarinin konvolusyonu da denir.

U birim diski {|z| < 1} ve kapanis1 U olsun. U da analitik fonksiyonlarin kiimesi A ve U
de analitik fonksiyonlarm kiimesi A ile gosterilir. Ayrica £(0) = 1 ile normalize edilmis

f(2) elemanlar1 olan A, kiimesi A nim alt kiimesi olsun.

Hadamard Carpimi yardimiyla A, in bazi alt kiimeleri arasinda belirli bir duallik

asagidaki gibi tanimlanur.
Tamm 2.2.2: V c A, i¢in
V*={g€eA|(fxg)2) #0VfeV,zeU} (2.2.1)
kiimesine V' ye dual denir.

V ile V** = (V*)* arasindaki iliski olduk¢a O6nemlidir. Genellikle V**, V den daha
biiyiiktiir; fakat V nin birgok 6zelligi V** da gegerliligini korur. Bunun énemli sonucu
da konvekslik, yildizillik, hemen hemen konvekslik, {inivalentlik gibi 06zelliklerle

tanimlanan fonksiyon simiflarina uygulamasi olmasidir.

2.2.1 Duallik ilkesi

(2.2.1)’deki gibi tanimlanan dual kiimeler ile ilgilenilecektir. U daki kompakt
yakmsaklik topolojisi ile A uzay1 lokal konveks ayrik topolojik vektor uzayidir. A
tizerindeki stirekli lineer fonksiyonellerin uzayr A Toeplitz’in Temel Teoremi ile

tanimlanmuistir.
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Teorem 2.2.1: X € A & Vf € A igin
A(H) =(g+*) (2.2.2)
olacak sekilde bir g € A fonksiyonu vardir.

(2.2.2) benzerligi A =g ile gosterilir. Bir V c A, altkiimesine asagidaki ozelligi

sagliyorsa tamdir denir:
feEV =>Vx|<1: f, €V (2.2.3)
Burada f,(z) = f(xz),z € U dir. Herhangi bir dual kiime tamdir. (ve kapalidir)

Temel Teorem (Duallik Tlkesi) 2.2.2: V c A, kiimesi kompakt ve tam olsun. O halde

VA € A: A(V) = A(V™) (2.2.4)
ve
co(V) = co(V™) (2.2.5)

dir. (<o : bir kiimenin kapali konveks zarf1 )

Ispat: V c V** oldugundan A € A i¢in A(V) € A(V**) dir. Bu kapsamanin tersini yani
A(V™) c A(V) ispatlamak i¢in a € C,A € A olmak tizere a &€ A(V) ise a & A(V*)
oldugu gosterilmelidir ve bu a = 0 durumuna kisitlanabilir. Boylece 0 & A(V) ile
A EA ve dl=g goz 6niinde bulundurulabilir. g belirli bir R > 1 i¢in |z| < R de

analitiktir. V kiimesinin kompakthgi gosterir ki

U={f*glf eV}

kiimesi |z| < R de analitik fonksiyonlarin kompakt bir kiimesidir. A {izerindeki
varsayim Ve u € U i¢in (2.2.2) den u(1) # 0 dir. Kompaktlik 6zelliginden dolay1 1 “in
belirli bir komsulugunda da ayni durum dogrudur, 6zellikle 1 < x, < R araligindaki x,
noktasinda dogrudur. §(z) = g(x,2) olsun. Sonra |z| <1 de g analitiktir ve f €V
icin (g *f)(1) = (g *f)(xy) # 0 elde edilir. V tam oldugundan |x| <1 ve f €V
icin: (g * f)(x) = (g * f,)(1) # 0 dir. Boylece § € V* vekeyfi ze U, f € V** igin

(g * f)(z) # 0 elde edilir. z = xi se¢imi f € V** i¢in
0

11



1
A(f)=(@g+*HD)= (ﬁ*f)(g)i 0

denklemini verir. Buradan (2.2.4) ispatlanmig olur. co(V) # co(V**) oldugunu kabul
edilsin. Boylece lokal konveks ayrik topolojik vektor uzaylarindaki ayirma teoreminden

V** kiimesini V kiimesinden ayiran A € A vardir. Bu (2.2.4) ten dolay1 imkansizdir.

(2.2.5) duallik ve konvekslik arasindaki iligkiyi belirtse de V** kiimesinin genelde V
kiimesi ile daha yakindan iliskili oldugunu ifade eder. Asagidaki sonu¢ da V** yerine

co(V) yazilirsa yanlis olur.

Sonu¢ 2.2.1: V kompakt ve tam olsun. A;,A, € A i¢in 0 € A, (V) oldugunu kabul

edelim. Sonra herhangi f € V** i¢in

M® _ (o)
B A (fo)

olacak sekilde bir f, € V vardur.

Ispat: 1, = A, + uA, ,u € Colsun. Sonra A,(V) = 1, (V**) dir, bu da

M ()
Vf €eVicin —= %0

Fu < Vf eV*™icin

1(B)
# U
Az ()
kosulunu igerir. Buradan sonug gerceklenmis olur.

2.2.2 Uygulamalar

Temel teorem kullanilirken karsilasilan ilk problem verilen bir V c A, kiimesi i¢in V**
kiimesinin olusturulmasi problemi veya tam aksi durum V** kiimesi verilirse bu
kiimeden yeterince kiigiik olan V kiimesinin bulunmasi problemidir. Asagidaki kiimeler

A, i¢in yaygm olarak kullanilan alt kiimelerdir.

Vs = {1 =B S22+ |Ix| = Iyl = 1} BERS*1,
o = {11 = ) e + =P =B) oy +B|ivl = =10 <y <1]

BERL+T |
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X

1+%(y—x)z
(1-x2)?

(xl=lyl=DAx=ylx|l< 1)},

5 1
Y {(1—xz)(1—yz) |X| - |y| - 1}'

bu kiimelerden Vz © A, oldugu asagidaki gibi gosterilir. Yukaridaki teoremlerden;

i) Vg kompakttir,
i) VB'= {g € Al3(f eV, x| <1:g(2) =f,(2)} olsun.0 ¢A(Vp) ise
0 & A(Vp) dir.

yukaridaki tiim kiimeler kopmaktir. Bu yiizden sadece ii) kontrol edilmelidir. A € A ve
A = golsun. () g(0) = 0 veya (b) g(0) = 1 kabul etmek yeterlidir.

v (g [a-p 24 )0 = -p [+ (1-%) a(9)] + B9 (0)

(1-yz)

ve 0 ¢ A(Vp) gerektirir Ki;

a) g(y) #5+in,

b) g(y) =328 iy,

|yl = 1, n € R. Her iki durumda da g(y), |ly| = 1, belirli bir yar1 diizlemdedir ve a) ve
b) esitsizlikleri (]x| < 1) |y| < 1 i¢in de gegerliligini korur. Buradan ii) ger¢eklenir.

Asagidaki notasyonlar su sekilde tanimlanir:

Pp = {f € 4, |Ela € R:Re (ei“(g(z) —,8)) >0,z€ U},

Ppo ={f € 4o |Re(£2EE) > 0,ze U},

1-p
St = {f € Aylzf(2) U da tinivalent ve yildizl },
S={f € Aylzf(2) U da iinivalent }
Ayrica Z = (8)*,M = (5t)* ile gosterilir.

Teorem 2.2.3: Vg ** = Py, Vgo ™ = Ppo, (X)* =M, (V)" =Z

13



2.2.3 Univalent Fonksiyonlara Uygulamalar

Yukaridaki sonuglarm hepsi A, 1n alt kiimeleri i¢cin elde edildi; fakat tnivalent
fonksiyonlar teorisindeki tiim 6nemli smiflarin iiyeleri g € Ay olmak tiizere zg(z)
formundadir. Uygulamalarda z daima sabit say1r gibi oldugundan, eger f(0) =
0,f'(0) =1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi olan A; € A alt smifi igin
diizenlenirse ispatlarda higbir fark olmaz. Buna gore X,V,St,S,M,Z smuflarm
X,Y,St,S,M,Z smiflarina B = {Zf | f € B} genel doniisiimiiyle doniistiiriilebilir. Bu

kisim ileride boliim 2.3’de daha genis kapsamli incelenecektir.

2.3 UNIVALENT FONKSIYONLARIN HADAMARD CARPIMI

|z| < 1 birim diskinde yakmsak f(z) = Yoo, arz® ve g(z) = X7, biz" kuvvet seri

acilimlarmin Hadamard Carpimi veya konvolusyonu

(f * 9)(2) = Xi=q axbyz" zl <1
olarak tanimlanmisti. Ayrica konvolusyon adi ¢arpma isleminin cebirsel 6zeliklerini
saglar ve

[ee)

l(z):Zz":liz

n=1

geometrik serisi konvolusyon iglemi altinda birim eleman olarak etki eder: Her f igin

f+1=fdir.

Hadamard Carpimi geometrik fonksiyonlar teorisinde ilging bir tarihe sahiptir. ilk
olarak 1958 de G. Pdlya ve 1.J. Schoenberg [5] asagidaki sanilarini ortaya atmislardir.

Eger f(z) ve g(z) konveks ise (f * g)(z) fonksiyonu da konvekstir.

Bu konvolusyonun iinivalent oldugu ilk kez T.J. Suffridge [6] tarafindan gsterilmistir.
G. Polya ve 1.J. Schoenberg bu sanmin birkag 6zel durumda da dogru oldugunu
gostermigler ve sonra T.J. Suffridge diger 6zel durumlar1 asagidaki Onermeyle

olusturmustur.
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Eger ¢(z) konveks ve f(z) hemen hemen konveks fonksiyon ise (¢ * f)(z) hemen

hemen konvekstir.

1973’te, Ruscheweyh ve Sheil-Small[7] Pélya-Schoenberg sanisini basariyla

ispatlamiglardir.

Bu konjektiirleri ispatlamak i¢cin Oncelikle yildizil ve konveks fonksiyonlarin bazi
ozelliklerinin belirtilmesi gerekmektedir.
2.3.1 Yildiz1l ve Konveks Fonksiyonlarin Sagladigi Ozellikler

Iyi bilinmektedir ki f(z) = Y7o, axz® (a; # 0) fonksiyonu birim diskte yildizil

uUnivalenttir &

zf'(2)
Re( 70 ) >0 ) lz| < 1 (2.3.1)

ve ¢(z) fonksiyonu konvekstir &

q)ll(z)
Re (1 Ao ) >0 zl < 1 (2.3.2)

ve ¢'(0) # 0. Boylece
¢ (z) fonksiyonu konvekstir < z¢’(z) fonksiyonu yildizildir.

(2.3.1) ve (2.3.2) kosullar1 geometrik olarak lokaldir ve bu kosullar; bir f yildizil
fonksiyonu i¢in z, |z| =7r (0<r<1) ¢emberinde donerken w = f(z) orijin
civarinda monoton olarak dénecegi ve bir ¢ konveks fonksiyonu i¢in tanjant vektori
monoton olarak artacagi gerg¢eginden dolayr analitik formulasyonlardir. Bu
fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin genel geometrik yapisi yukaridaki (2.3.1) ve (2.3.2)
kosullar1 ile dolayli olarak belirlenir. Ancak analitik kosullar1 daha genel ve daha agik

olarak formiile etmek gerekir.
Teorem 2.3.1: Eger ¢(z) |z| <1 de konveks ise her bir z, (|z,| < 1) igin

z(%)2 (2.33)

fonksiyonu yildizildir. Suffridge[8],Sheil-Small[9]
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Ispat: Konveks fonksiyon olan ¢(z) nin goriintiisii D bolgesi 6zellikle ¢ (z,) noktasina

gore yildizildir ve boylece |z| > |z, | ise

z¢'(2)
Re <m) >0 (2.34)

dir. Simdi h(z) (2.3.3) fonksiyonunu gosteriyorsa,

2z¢'(2) z+z zh'(z)
p(2)—(z) z—z, h(2)

(2.3.5)

elde edilir ve bu z ve z, noktalarinda analitiktir. (2.3.4) ten |z| = |z, | i¢in negatif
olmayan reel kisma sahiptir. Maksimum IIkesi V z, z, i¢in (2.3.5) in pozitif reel kisma

sahip olacagmi gosterir ve istenen sonug elde edilir.

Ayrica ¢ember dondiiriiliirken @ (z,) dan ¢(z) ye kadar olan kirisin monoton olarak
donecegi geometrik gergeginden (2.3.3) kosulu bir analitik formulasyondur. Teoremin

kosulu konvekslik i¢in de yeterli bir kosuldur.

Bir f(2) = X5, axz® (a, # 0) fonksiyonu eger

zf'(z) 1
Re( [10) ) > 3 , lz| <1 (2.3.6)

kosulu saglanirsa % . mertebeden yildizildir.

Bu kosulun geometrik bir yorumu yoktur ama analitik olarak elde edilmeye uygundur

ve genel yildizil fonksiyonlarin sinifi ile yakindan iliskilidir. g(z) yildizildr <
F0)=2 %2
% . mertebeden yildizildir. Ayrica
h(z) = hyz 4+ h3z® + hsz® + -
fonksiyonu tek yildizil fonksiyondur <

f(2) = hyz + hyz® + hgz3 + -
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fonksiyonu % mertebeden yildizildir. Eger z, = 0 noktasii1 Teorem 2.3.1 de yerine

yazilirsa her konveks ¢ fonksiyonunun % inci mertebeden yildizil olacag: goriiliir ve

genel olarak her bir z, (|z, | < 1) igin

Z<M> lzl<1 (2.3.7)

Z_ZO

fonksiyonu % . mertebeden yildizildir. (2.3.6) kosulundan daha genel bir kosul asagidaki

teorem de verilmistir.

Teorem 2.3.2: f(2) % . mertebeden yildizildir &

Re (f(zl) — /@) _z ) >% Nzl <1, 1z,] < 1 (2.3.8)

Z1— 2 f(z)
dir.
. - . . 2
Ispat: Yeter kosul z; yerine z, yazildiginda agiktir. Gerek kosul i¢in g(z) = %

olsun. Boylece g(z) yildizildir. |o| < 1 igin arg (1 — ¢) nun esas dalim1 gbz Oniine

alalim ve bu dal siirekli tarzda || = 1 e genisler, ¢ # 1 ve buradan

arg(1 —e'?) = -

NS

+§ (0< @ <2nm)

denklemi elde edilir. z = e%® yazilarak

ip
MO

1 g(rei(9+(p)) g(TeiG)
_5{—n+<p+arg<W —arg reie

= %{—n + arg (g(re'®*9))) —arg (g(re®))}

elde edilir ve g(z) yildizil oldugundan 0 < ¢ < 27 ise bu ifade mutlak degerce % yi

asmaz. Boylece |o| = 1,0 # 1 i¢in

f(zo)

Re {(1 —-0) 370

i} >0 (zI<1) (233.9)
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elde edilir. Simdi |z,| = |z,| <1 ve 2z, # z, goz Oniine almsin, boylece |a| = 1 ve
o # 1 saglayan bazi o degerleri i¢cin z, = z;0 elde edilir ve sonrasinda (2.3.9) u

uygulanarak

f(z) —f(z2) =z _ o 1 zi0  f(z;)
Re( %1, 'f@g) '*“(1—0)+Re<1—avxaay z1>

1
>—Re(1i0)=§

elde edilir. Maksimum Ilkesi uygulanarak ispat tamamlanir.

Eger ¢(z) konveks ise (2.3.7) fonksiyonu % . mertebeden yildizildir ve boylece Teorem

2.3.2 uygulanabilir ve konvekslik igin bir ii¢ nokta kosulu elde edilir. Eger ¢(z)
konveks ise tim |0, | < 1 (k = 1,2,3) kosulunu saglayan g, g,, 0; kompleks sayilari

i¢in

((p(Z) *[z(1 - 0y2)7"(1 = 0,2) 7" (1 — Usz)‘1]>
Re

0(2) *[z(1 = 012)71(1 — 0,2) 7]

>% (lz] < 1) (2.3.10)

elde edilir. (2.3.8) kosulu benzer sekilde doniistiiriilebilir: Eger f(z) % . mertebeden

yildizil ise |o;| < 1,]0,] <1 kosullarini saglayan herhangi oy, o, iKilisi igin

Re

(@wuu—maﬂu—@@*v 1
)

@+ 21— 02 1] (Il <) @2311)

elde edilir.

Ispat(2.3.11): (2.3.11) ashinda (2.3.8)’ in yeniden diizenlenmis halidir. (2.3.11)’in
paydasi

f(2)* 7

—f()*—

= @) - lor7) = [0

ve pay kismi
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F@ o = () s —

(1-0,2)(1 - 0,2) 1 —o, 1 -0,z (- 0,7)

_ f(o12) — f(0,2)

01 — 0y

olarak yazilabilir. (2.3.8)’ deki z, = 0,z ve z; = 0,z seg¢ilirse ispat tamamlanmis olur.
(2.3.10)’ un ispat1 i¢in asagidaki onerme[ 7] 6nemlidir.

Onerme 2.3.1: Eger f(z) konveks ise |z| < 1 birim diskindeki tiim z, ¢ ve w igin

Re{ 2 G-wU@-fw) ¢ }>1
-0 wWFQ-fw) @-0) 2

Ispat:

22 (-w(F@-fw) 24
- DE-wWFQ-fw) -0

F(z,{,w) = 1

fonksiyonu U3 = {(z,{,w):|z| < 1,[| < 1, |w| < 1} diskinde analitiktir.

a=e%ve f=e’ 0<a,b<2m,farkh sabitleri i¢in

. b
RelF (aw, pw, w)} = ———2) zm{f (“W)—f(w)}

a— b)sin(%) f(Bw) — f(w)

sin(

fakat her bir |w| < p < 1 diskinin f altindaki goériintiisii konveks oldugundan

flaw) — f(w) E{ (0,m) ,0<a<b<?2m
ars f(Bw) — f(w) (—m,0) ,0<b<a< 2m

dir. Boylece sin(az;b) ve Im{.} zit isaretli olur ve

Re{F (aw, fw,w)} > 0
olur. Fakat Re{F(z,{,w)} minimuma U3 iin smirinda
T3 ={(z,{,w):lzl = 1,[{| = 1,lw| =1}
ulasir, buradan U3 boyunca Re{F(z, {,w)} > 0 elde edilir.
Ispat(2.3.10): Yukaridaki 6nermede z = 03z,{ = 0,z Ve w = 0,2 yazilirsa
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o3 01— 0y f(032) — f(022) 01
03 — 01 03 — 03 f(012) — f(0,2) - 03 — 04

o3 f(o32) = f(0,2) 1 07
B 03 — 07 03 — 03 f(0,2) — f(0,2) B 03 — 0;
01 — 0y
03 Z 1 07
= f(z) * —
no R f@ [—sma=an "

1 f(2)*{o3z2(1 —032)"*(1 — 0,2) " — 0,z(1 — 0,2) "1 (1 — 0,2) 1}
- 03 — 07 f(2)*[z(1 - 0,2)71(1 — 0,2)71]

_f@) *[z(1 = 0,2)7 (1 — 032) ' (1 — 032) "]
- f(2) % [2(1 = 0,2)7' (1 — 0,2) 7]

elde edilir.

Bir D bolgesinin orijine gore yildizilligi D de herhangi bir z; noktasi ile orijini
birlestiren dogru pargasi D bolgesi i¢inde kalmasi 6zelligi ile D bdlgesinin her
noktasina gore yildizilligi benzer sekilde karekterize edilir. Bu geometrik gozleme
dayanarak yildizil fonksiyonlar i¢in farkl tiirde bir bagintiya ihtiya¢ vardir. Bu bagmntiy1
analitik terimlerle ifade etmek i¢in yildizil fonksiyonlarin birkag smir 6zellikleri

gereklidir.

f(2) yildiz1l ve
V(t) = lim arg (f(re®t)) (2.3.12)

olsun. vt € R i¢in V(¢t) limiti vardir ve asagidaki dzelliklere sahiptir.

V(t) t ye gore monoton artandir. (2.3.13)
V(t+2m) =V(t)+2m ,Vtigin (2.3.14)
V() =5 (V(E+0)—V(E—0)) ,Vtigin (2.3.15)

bu sonuglar [10] da olusturulmustur.

h(t) = inf{s:V(s) = V(t) + m}

k(t) = sup{s:V(s) < V(t) + m} (2.3.16)
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buradan
h(t+2m) = h(t) +2n ,k(t +2m) = k(t) + 27 (2.3.17)
t<h(®)<k(t)<t+2m (2.3.18)

vt € R i¢in yukaridaki kosullar1 saglayan h(t) ve k(t), t nin azalmayan fonksiyonlar1

oldugu saglanir.
Teorem 2.3.3: Vt € R i¢in t* , h(t) < t* < k(t) kosulunu saglayan herhangi bir
say1y1 gostersin. Sonra |z| < 1 de

. 1. « . . Z
Im {e-lV@e?(”t (1 - ze ) (1 — ze™t )g} >0 (2.3.19)

olur.

Ispat: Sabit ¢ i¢in
. 1, . '
w(o) = lirri arg {e—LV(t)eil(tﬂf )(1 _ rel(@—t))(l
e

i0
_ rei(@—t*))%} (2.3.20)

W(0) 2m periyotludur ve buradaki amag
0<W@O)<nm (2.3.21)

oldugunun gosterilmesidir. Bunu gostermek i¢cin t < 6 <t + 2m arahigim1 dikkate

almak yeterli olacaktir. Asagidaki dort durum incelenir:
i) 6=t
lim arg{(1 — rel®=9)(1 — rei®-t")}
r—

1 T
_ E(t—t*)+§ <t <t+2m
0o , t"=t veyat' =t+2n

boylece
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(gt <t'<t+2nm

w(e) = t* =t

, t"=t+2n

q onN

dir.

i) <6<t
. . . 1
lim arg{(1 —rei®=9)(1 —rei®t)} = g — E(t +t%)
Y ad

ve boylece W(0) =V (0) —V(t). V() artan oldugundan W(0) =0 dir. 8 <t* <
k(t) oldugundan V(0) < V(t) + m dir. Boylece (2.3.21) elde edilir.

iii) 0 =t"olsun. Egert* =tveyat” =t + 2mise (2.3.21) durum (i)

den saglanir. Boylece t < t* < t + 2w oldugu kabul edilebilir. Sonra
. . . 1 1
lirq arg{(l — re‘(e‘t))(l —ret@-t ))} = E(t* —t)— 3
T

dir ve buda W(t*) = -V() +V(t*) —g denklemini verir. Simdi eger h(t) < t* <
k(t) ise V(t*) =V(t) + m ve boylece W(t*) =§ olur. Eger h(t) =t* < k(t) ise
V(t*) <V(t)+m ve boylece W(t*) Sg olur. Ayrica V(t*4+0)=>V(t)+m ve
V(t*—0)=V(t) ve bunedenle (2.3.15) uygulanarak, V(t*) = V(t) +§ ,buradan
W(t*) = 0 elde edilir. Eger h(t) < t* = k(t) ise benzer yolla %S W(t*) < m elde

edilir. Son olarak h(t) =t* = k(t) ise

V) +n <Vt +0)<V(t)+2n

V) <Vt *—0)<V()+n

dir ve (2.3.15) uygulanarak 0 < W(t*) < m elde edilir.

iv) t"<60<t+2m

lirrll arg{(1 —rel®9)(1 —rei®-tI)} = 9 — %(t* +t)—m
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dir ve boylece W(68) =V(0) —V(t) —m . 6 > h(t) oldugundan V(6) = V(t) +  ve
boylece W(0) = 0 dir. Ayrica V(0) <V(t+2m) =V(t) +2m boylece W(0) <=
dir.
(2.3.21) tiim durumlarda elde edildi.

2T .

(z) = 1fR L+ ze” W (6)de
V) = o \1T_2e 6)
0

olsun. Poisson’un formulii ile |z| < R < 1i¢in R — 1 iken

Z

=—J, Re (Reie—z) arg {e 4Orr (1 — Rei®=9)(1 — R0t ))ReT ag -
v(z)

bu Lebesque Smirli Yakmsaklik Teoremi ile elde edilir. (2.3.21)’den 0 < v(z) < 7 elde
edilir ve teorem ispatlanir. Bu teorem Polya-Schoenberg konjektiiriiniin ispatinda
kullanilacaktir.

2.3.2 Polya-Schoenberg Konjektiirii

Teorem 2.3.4: ¢(z) ve Y(z) birim diskte konveks iinivalent fonksiyon olsunlar. Bu

durumda (¢ * ) (z) fonksiyonu birim diskte konveks iinivalenttir.

Teorem 2.3.5: Birim diskte ¢(z) konveks, f(z) hemen hemen konveks fonksiyonlar
olsunlar. O halde (¢ * f)(z) fonksiyonu birim diskte hemen hemen konveks

fonksiyondur.
Teorem 2.3.4 “in formiilasyonuna denk bir formiilasyon asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.6: Birim diskte ¢(z) konveks ve y(z) yildizil fonksiyonlar olsunlar. Sonra
(¢ * ) (z) fonksiyonu birim diskte yildizildir.

Hemen hemen konveks fonksiyonlarin iinivalent oldugu bilinmektedir. Asagidaki

yardimc1 dnerme oldukca dnemlidir.
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Yardimer Onerme 2.3.1:¢(z) ve g(z) |z| <1 de analitik ve ¢(0) = g(0) =
0,¢'(0) # 0,9'(0) # 0 sartlarm saglasinlar. Varsayilsin ki her o (lo| =1) ve «a
(la] = 1) igin

1+aa

@(z) * g(z) #0 0<|zl <1) (2.3.22)

olsun. Sonra |z| < 1 de analitik ve
Re(F(2)) >0 Izl < 1) (2.3.23)

kosulunu saglayan her F(z) fonksiyonu i¢in

Re ((QD * Fg)(2)

@ 9@ ) >0 (lz] < 1) (2.3.24)

dir.
Ispat: ilk olarak

p(z) * 1 ~9(2)
¢(2) *g(Z)

Re >0 (lzl<1) (2.3.25)

esitsizliginin gosterilmesi gerekir. (2.3.22) hipotezi @ = —1 oldugunda ¢ * g # 0

esitsizligini gerektirir. Kabul edilsin ki |a| = 1 ve @ # —1 olsun. Buradan

1+ aazg(z) B _(1 + )o@ = 1+ ng(z) + %(1 —a)p(2) * g(2)

@(z) *

elde edilir ve (2.3.22)’den

1+
P T—er9(®)  1-a

o@+9@ = 1+a (IzI < 1)

elde edilir. Bagintinin sol tarafi bu nedenle sanal eksende hicbir deger almaz fakat

z = 0 da 1 degerini alir. Dolayisiyla (2.3.25) saglanur.

(2.3.23) i saglayan F(z) dikkate alinirsa, |F(0)| = 1 oldugu varsayilabilir ve Herglotz

Formiilii’nden

24



eV E(z7) = f 11+ Poz

T

- du(o) (2.3.26)

dir. Burada p, T birim ¢gemberinde olasilik biiytikligi ve |f] =1, B # —1 olacak

e (1+Bz)
1-z

sekilde B ve e~ tek tiirli belirlenen sabitlerdir ve cosy >0 (w =

fonksiyonu |z| < 1 birim diskini Rew > 0 a resmeder). Sonra

1+ foz
1—o0z

g F@ = [ 9@+ du(o)

T

1+
1—

=30 +8) [ 0@+ g T du(o) + 30 - B0 = )

= (p() * 95 (A +B) [ Hy (o) +5(1 - §))

burada H;(0) = 1 ve (2.3.25) ten Re(H,(z)) > 0 dir. Boylece

SCALI G L
e o =3 LT PK@ 450 -p)

elde edilir ve denklemde K(0)=1,Re(K(z)) >0 dir, buradan (2.3.24) kosulu

saglanir.

Not 2.3.1: Yardimci Onerme 2.3.1° deki (2.3.22) kosulu: Her analitik F fonksiyonu i¢in

% fonksiyonunun sadece F in goriintiisiiniin konveks zarfindaki degerleri almasini

gerektirir.

Yardimer Onerme 2.3.2: |z| < 1 birim diskinde h(z) analitik, (0) = 0 olsun. Kabul
edilsin ki |a] = |B| =1 ile

Re {(1 —az)(1 - Bz) %Z)} (lz| < 1) (2.3.27)

olacak sekilde a ve g sabitleri var olsun. Sonra her ¢(z) konveks fonksiyonu i¢in
p(z) xh(z) #0 0<|zl<1) (2.3.28)

dir.
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Ispat: Herglotz Formiilii ile |z| < 1 igin

z(1+vyoz)
—az)(1 - Bz)(1 —o2)

hG) = 1O 5 du(o)

u , T birim ¢gemberinde olasilik biiyiikligii olacak sekilde y (|y| = 1) vardir. Béylece

1 3 z(1+vyoz)
(o) (@) #h(@) = f A G T gy re g L

- f 0(2) +[ (1 +P)2(1 - 02)1(1 - ax)" (1 — B2)~*

—yz(1 —az)"*(1 - Bz)~*]du(o)

={p@+(1-ax)"'(1-p2)7"}

@(2) * [z(1 = 02) (1 — az) ' (1 — Bz) "]
'{(1 ' Y)Tf 0@ -—a -] HTY

(2.3.11)’den 0 < |z| < 1 i¢in ilk parentezdeki ifade sifirlanmaz ve ikinci parantezdeki

ifade (2.3.10)’ dan dolay1 sifirlanmaz buradan yardimci 6nerme ispatlanmis olur.

Yardimer Onerme 2.3.3: |z| < 1 birim diskinde ¢(z) konveks g(z) yildizil olsun.

Sonra |z| < 1 de analitik
Re(F(2))>0 (lzl <1)

kosulunu saglayan her F(z) fonksiyonu i¢in

(¢ = Fg)(Z))
Re|———— >0 lz] < 1 2.3.29
( CETO (2l <1) (23.29)
dir.
Ispat: Yardimci Onerme 2.3.1 ile |a| = |o| = 1 kosulunu saglayan her a, o icin
1+ aoz
@ (z) * - gz)#0 (0<|zl<1) (3.2.30)

kosulunu gostermek yeterli olacaktir. Yardimci Onerme 2.3.3 ‘ye gére bunun igin

yeterli kosul her & ve ¢ i¢in |z| < 1 de
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Re {a(l —bz)(1—cz) 1+ aazg(z)} >0

1—0z 2z

olacak sekilde |a| =|b| =|c| =1 kosulunu saglayan a,b,c sabitlerini bulmaktir.
Teorem 2.3.3°"den b =0 secildiginde, ¢ = e~ segilebilir, ve burada —ao = e~
yazilmasiyla boyle bir bagmtinin saglanacagi agiktir. Teoremde ortaya c¢ikan esitlik

olasilig1 uygun a secilerek Maksimum Ilkesi ile goz ardi edilebilir.

Simdi Teorem 2.3.4 ve 2.3.5’ in ispatina gecilebilir. Eger f hemen hemen konveks ise

uygun yildizil g fonksiyonu i¢in
zf'(z) = g(2)F (z)

yazilir ve burada Re(F(z)) > 0 dir. (2.3.29)°dan

z(p*f)\__ (p*Fg
Re (W) = Re (W) >0 (2.3.31)

elde edilir ve boylece eger ¢ * g nin yildizil oldugu gosterilebilirse, Ki bu Teorem 2.3.4

e denktir (Teorem 2.3.6) Teorem 2.3.5 ispatlanir. Bunun yapilabilmesi i¢in

z(p xf)'
Re <M> >0  (Jz1<1) (2.3.32)
¢ *g
esitsizliginin gosterilmesi gerekir. g yildizil oldugundan Re (Zgg(—iz))) > 0 dir ve boylece

!

(2.3.29) da F(z) =

Zi (S) yazilarak (2.3.32) elde edilir. Boylece iki teoremde ispatlanir.

Not 2.3.2: Eger

f'(2)
Re<¢(2)>>0 (lzl < 1)

oldugunda “f 1 ye yakindir’’ deniliyorsayorsa, f 1 ye yakindir kosulu ile her f ve ¢
konveks fonksiyonlari igin ¢ * f in ¢ * ¢ ye yakin oldugu gosterilir.

Ek olarak asagidaki yardime1 6nerme sOyledir:
|z| < 1 birim diskinde ¢(z) konveks g(z) yildizil olsun. Sonra |z| < 1 de analitik ve

F(0) = 1 olan herhangi F(z) fonksiyonu i¢in
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@(z) * g(2)F (2)
@ (2) * g(2)

€ to(F(U)),z € U.

2.3.3 % . Mertebeden Yildiz1l Fonksiyonlarin Konvolusyonu

% . mertebeden yildizil fonksiyonlarm yapist konvolusyon altinda korunur.

Teorem 2.3.7: Eger ¢ ve ¢ % mertebeden yildizil fonksiyonlar ise ¢ *

konvolusyonu da % . mertebeden yildizildir.
Sonug 2.3.1: iki tek y1ldizil fonksiyonun Hadamard ¢arpimi yildizil fonksiyondur.

Teorem 2.3.8: ¢ ve Y % . mertebeden yildizil fonksiyonlar olsunlar ve varsayalim ki f

asagidaki kosulu saglasin

zf'(2)
Re( ) ) >0 (lzl < 1) (2.3.33)
Sonra

z(p * zf)'
Re( e >>0 (Jz] < 1) (2.3.34)

dir ve 6zellikle @ * f hemen hemen konveks fonksiyondur.

Yardimer Onerme 2.3.4: |z| < 1 birim diskinde h(z) analitik, h(0) = 0 olsun ve

varsayalim ki
Re {(1 — Bz) %Z)} >0 (zl < 1) (2.3.35)

olacak sekilde |B| = 1 kosulunu saglayan S vardir. Eger ¢ % mertebeden yildizil

fonksiyon ise
p(z) xh(z) #0 0<|zl<1) (2.3.36)
dir.

Ispat: Herglotz Formiilii ile
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h(z) z(1+yoz)
h'(0) J (1 - Bz)(1 - 02)

du(o)

burada |y| = 1,y # —1. Boylece

1
h'(0)

(,D(Z) * [Z(l — O'Z)_l(l _ ,BZ)_l] Iy
0(2) * [z(1 - Bz)~1] y}du

0(2) * h(z) = % f {+y)

elde edilir. (2.3.11)°de integrali alinan ifade sifir1 icermeyen bir yari-diizlemdedir ve
@(Bz) #0 (0 < |z| < 1) bdylece ispat tamamlanir.

Yardime1 Onerme 2.3.5: ¢ ve 1 % . mertebeden yildizil fonksiyonlar olsunlar ve

Re(F(2))>0  (lzI<1)

kosulunu saglayan her F(z) fonksiyonu i¢in

Re(q’(;)(;)i (;)(f)(z)) >0 (Izl < 1)
olur.
Ispat: Yardimci Onerme 2.3.1°den |a| = |o| = 1 kosulunu saglayan her @, o i¢in
0@y =0 (0<lzd<D)

1—-o0z

kosulunu gostermek yeterli olacaktir. Eger her a, ¢ igin

(lzl <1) (2.3.37)

Re {a(l — Bz) 11-I-_a00221/)(z)} >0

olacak sekildle B ve a bulunabilirse Yardimci Onerme 2.3.4 ile bu bagmnti

ispatlanabilir. ¥(z) % mertebeden yildizil oldugundan her o(|o| = 1) igin

Y(2)

1—o0z

fonksiyonu yildizildir, ve boylece Teorem 2.3.3 bu fonksiyona uygulanirsa gerekli
(2.3.37) bagintis1 elde edilir.
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Simdi Teorem 2.3.7 gergeklendiginde Teorem 2.3.8 bir dnceki yardimci 6nermeden

ispatlanir. Eger ¢ ve i % . mertebeden yildizil fonksiyonlar ise

przy'\ 1
R€<¢*lp>>§

Kosulu gosterilmelidir. Yardimc1 Onerme 2.3.5° te F(z) = % yazilarak ve Not 2.3.2

uygulanarak yukaridaki kosul elde edilir.

Yardimar Onerme 2.3.6: ¢ ve g % mertebeden yildizil fonksiyonlar olsun. Sonra

|z| < 1 de analitik ve F(0) = 1 olan herhangi F(z) fonksiyonu i¢in

@(z) * g(2)F (2)
@(2) * g(2)

€ co(F(U)),z €U

dir.

2.4 KONVEKS FONKSIYONLARIN HADAMARD CARPIMI

Bu boliimde konveks fonksiyonlarin Hadamard c¢arpimi altinda |z| < 1 birim diskin

gorilintiisiiniin geometrik 6zellikleri incelenecektir.[11]

2.4.1 Konvolusyonun Bazi Geometrik Ozellikleri

|z| < 1 birim diskinde yakinsak f(z) = X7, arz® ve g(z) = X7, biz* kuvvet seri
agilimlarmm Hadamard Carpim veya konvolusyonu (f * g)(2) = Yoo, arbez® idi.
Iki fonksiyonunun Hadamard Carpimmn bircok geometrik 6zelligi ¢arpimin integral
olarak ifade edilmesi ile elde edilebilir. Buradaki problem: Eger f ve g fonksiyonlari
birim diski sinirlar1 dogru pargalar1 olan konveks bolgeye resmediyorsa, birim diskin
f *g altindaki gOriintiisiiniin smirinda ne zaman benzer bir parca icerdiginin

bulunmasidir.
Bir konveks fonksiyonun kuvvet seri agilimi f(z) = z + a,z% + a;z> + -+ seklindedir.
Teorem 2.4.1: f € K olsun. Asagidakilerden biri saglanmak zorundadur.

1) f,lz| < 1 kapal diskinde siireklidir.
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2) f fonksiyonu |z| < 1 de z, noktasmm haricinde siireklidir. |z]| < 1, |zy| = 1 ile

z =z, iken f(z) = oo dur.
veya

3) f(U) smur1 paralel iki dogru olan bir bdlgedir.(bu durumda doniisiim birim

diskin smirinda iki tane sonsuz siireksizlige sahiptir.)

Teorem 2.4.2: Bir f(z) fonksiyonu analitiktir ve |z| < 1 igin Re(f(2)) > 0 dir &

2

1+ ze ™™
f(z) = f mdﬂ(t) + qi
0

dir. Burada u(t), u(0) =0 ve u(2m) >0 olacak sekilde snirli azalmayan bir
fonksiyon, g reel bir sabittir. u(t) siireklilik gdsteren tiim noktalarinda bir toplamsal

sabite bagli olarak f fonksiyonu tarafindan tek sekilde belirlenir.

N | =

u(t) fonksiyonunun siireksizlik noktalarinda u(t) = - [u(t +) + u(t —)] olusturulma-

lidrr.

Asagidaki sonuclar fonksiyonlar ve konvolusyonlarmin goriintiilerinin sadece sol tarafi
icin uygulanacaktir. f ve g fonksiyonlarinin uygun sckilde dondiriilmesiyle
konvolusyonunun goriintiisiinde ortaya c¢ikan diger parcalar hakkinda bilgi
edinilebileceginden goriintiiniin  sadece sol tarafin1 dikkate almak genelligin
kaybedilmesine yol agmaz. Daha dogrusu, eger f,g € K ise f,(z) = e'*f(ze™'*) ve
9p(2) = e g(ze™"F) fonksiyonlar1 da K dadir ve f, * g = e" @A (f x g)(ze~{@*F))
dir. Ozellikle fy * g_g = f * g dir.

Asagidaki yardimci1 6nerme de konvolusyon igin bir integral ifadesi tiiretmek amaciyla

Herglotz Formiilii kullanilmustir.

Yardimeir Onerme 2.4.1: Re(f(z)) > —ave min|Z|=1Re(f(z)) = —a olacak sekilde

f bir konveks fonksiyon olsun. Sonra [0,27] de azalmayan ve f02" dF (t) = 1 olan bazi

F fonksiyonlar1 i¢in

2T )
—it

2
f@ = | T dF @
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dir.
Ispat: Herglotz Formiilii ile
2n

+ 1+ ze ™
f(z)+a =f ze_' 4RO
a 1—ze™

0

olacak sekilde

f(zaﬂ fonksiyonu i¢in yukaridaki 6zellikleri saglayan F fonksiyonu

bulunabilir.

Istenen sonucu elde etmek igin, z =0 ve 1 = fozn dF(t) = F(2m) — F(0) 1 dikkate

alarak f(z) i¢in bu denklem ¢oziilmelidir.

Bu sonug sirasiyla g ve h = f x g fonksiyonlarina karsilik gelen artmayan G ve H
fonksiyonlarin1 bulmak igin uygulanabilir. Eger gerekli olursa artmayan bu
fonksiyonlar1 periyodikligi kullanilarak genisletilebilir. Ornegin, F(t) yukaridaki gibi
[0,27] araliginda tanimlanmussa, F(t + 2mk) = F(t) + k denklemi integralde herhangi
bir 2 uzunluklu integrali kullanilabilmesini saglar. Asagidaki yardimci Oonerme bir
pozitif ¢ sayis1 igin Re(h(z)) = —c ve @ € [a,f] igin birim gemberin iizerinde
h(ei®) = —c olan bir yay1 oldugu 6zelliklerine sahip bir h fonksiyonunun, yardimei
onerme 2.4.1 ile baglantili olarak [a,f] araliginda sabit olan artmayan bir H

fonksiyonuna sahip oldugunu géstermektedir.

Yardimer Onerme 2.4.2: h(z) = [7" 22—

0 1-ze-io

dH (o)
olsun. Burada H(o) Yardimci Onerme 2.4.1°deki gibi tanimlanmistir. Ayrica
varsayalim ki eger z = re’?, lim,_,,- Re ( f (ei"‘))) > —c olacak sekilde bir g, varsa

3_1;(00) = 0 dir. Boylece, eger 8 € [yy,y,] i¢in lim,_,- Re (f(ei"o)) = —c olacak

sekilde bir [y, y,] aralig1 varsa H (o) bu aralikta sabittir.

Ispat: Yardimci Onerme 2.4.1” i kullanilarak
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2m+og—¢

. 'rei(o'o_o')
io —
Re (h(re 0)) = 2c f Re(m)dl‘l(ﬂ)
ogteE
ogteE
i(og—0)
+ f Re(m)dl‘[(ﬁ) =L+
gp—¢&

yazilabilir, e > 0, r < 1.

I; 1 gbz Oniine alinsin. Eger 0y + e <o <2m+ 0, —¢€ ise € < 0 — 0, < 2m — € olur

ve bu aralikta

re'(9o—0) 1

r->1-1— rei(UO“’)) -T2

oldugundan r —» 1 iken I; » —c[HQ2n + 0y —¢) — H(g, + ¢)] dir ve € > 0 iken
Iy > —c[H((2m + 7o) —) — H(0p+)]

olur.

Simdi I, yi géz oniine alalim. Bu integral iizerinde —e < 0 — 0, < ¢ dir. integrali
alman fonksiyon

rei(ffo—ff)
1 —rei(@0=9)

rei(go_g)(l —_ ‘rei(o-o_o-))
= Re
<1 — 2rcos(o — ay) + r2>

K(o — ay) =Re<

rcos(o — 0g) — 12
"~ 1-2rcos(c —ay) +12

yazilir. Simdi K (¢ — ag,) fonksiyonu s = g — g, ye gore minimize edilebilir.

rsins(—1+ r?)
(1 — 2rcoss +1?)?

K'(s) =

dir. Boylece K'(s) = 0 < s = 0 elde edilir. Birinci tiirev testine gére K(s), s = 0 da
maksimuma ulagir. Buradan [o, — €, 0, + €] araliginda cos(o — g,) = cose oldugunda
K (o — a,) fonksiyonu minimize edilmis olur. Sonra

Re(K( 3 > rcos(e) — r?
e(K(o = 00)) = 1 —2rcos(e) + 12
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elde edilir ve bu da

rcos(e) — r?
2= 1—2rcos(e) +r?

[H(oy + &) — H(gp — €)]
esitsizligini gerektirir.
Egerr=1—¢ ise

(1 —¢&)cos(e) — (1 — &)?
K(s) = 1-2(1—-¢)cos(e) + (1 —¢€)?

2
dir. Ayrica cos(e) =1 — % + 0(£?)

(1 —g)(l—gz—z) —(1-98)?%+0(?

K(s) = =
2—2£+£2—2(1—£)(1—7)+0(£2)
O 0(e?)
_ 2
2624 0(€?)

esitsizligini verir. Boylece

3
; >H(00+£)—H(ao—s) 1-5e+0(e)

2 =
2¢€ 0(¢)

elde edilir.

lim,_q I, = 0 olacag1 gosterilecektir. lk olarak, bu limitin var oldugu lim, I, Ve
lim,_o(l; + I;) = —c limitlerinin varlig1 bilindiginden sdylenebilir. Ayrica lim,_ I, =
—c — lim,_, I; < 0 dir. Fakat yukaridaki esitsizlikten liminf,_, I, = 0 olur. Boylece

lim,_, I, = 0 elde edilir ve 6zel olarak

. H(og+¢€)—H(oy—¢)
lim =0
£—-0 2¢€

dir. Buradan
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OSH(O-O-I_E)_H(O-O) SH(O-0+€)_H(O-O_€)
2¢ 2¢

ve

SH(UO)_H(UO_E) SH(00+€)—H(00_3)

0 2¢& 2¢&

y d .
oldugundan 5 (gp) = 0 olur ve ispat tamamlanir.

2w ze~lo

Yardimer Onerme 2.4.3: h(z) = 2c |,

0 1-ze~io

dH (o)

olsun. Burada H(o) Yardimci Onerme 2.4.1°deki gibi tammlanmistir. Ayrica
varsayilsin ki o € [a, B] ise bazi k sabitleri i¢in H(o) = k dir. Sonra 6 € (a,B)
icin Re(h(e'?)) sabittir.

Ispat: Eger [a, ] iizerinde H (o) sabitse

2n+a

h(z) = 2¢ [!

Ze—ia
1= ze-w ()
dir. Simdi 8 € (a,f) icin eger f < 0 < 2w + « ise tim m tam sayilar1 i¢in 6 — o #

2mm dir. Bu 8 icin fﬁznw dH (o) = 1 oldugundan

2n+a .
. ze 9
. 19 _ .
lim Re (h(re )) = lim2c f Re(—1 — Ze“"’)dH(a)
B
2n+a .
' ze~lo
= 2c f }ﬂl_I)T}Re(m)dH(O')
B
2nt+a
= 2c f ——dH (o)
B
=—c

dir. Boylece tim 8 € (a,f) i¢in Re (h(reie)) nin sabit oldugu gosterilmis olur.

Simdi f ve g fonksiyonlarmin konvolusyonlar1 igin bir integral ifadesi verilebilir.
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Yardima Onerme 2.4.4: f(z) =Y, a,z¥ ve g(z) = X%, bz olsun. Burada

f(z) Yardimc1 Onerme 2.4.1 ‘de verilen integral gdsterimine sahiptir. Buradan

21

(fF+g)(2) = 2af g(ze‘it)dF(t)

0
dir.
Ispat: Yardimci Onerme 2.4.1° den f(z)

2n .
it

f@) = [ T dr @

1—2z
0

gosterimine sahiptir. Integralin igindeki fonksiyonu agarsak

2T o 0 21

f(z) = Za.f Z e Mt zndF(t) = ZaZ(j e MtdF (t))z™
0 n=1

n=1 g
elde edilir. Boylece

2T

a, =f e Mt dF(t)

0
olmak zorundadir. Buradan

[o%e) 2T

(9@ = Y 2a(| e MdF @b

n=1 0

o)

— 2a T(Z b, e~mt zm)dF (£)

n=1

21

= 2af g(ze™®)dF(t)

0
dir.

Bu sonug kullanilarak asagidaki teoremler ispatlanabilir.
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Teorem 2.4.3: Vz € U ve baz1 pozitif a ve b sayilart i¢in Re(f(z)) = —a ve

Re(g(z)) = —b olacak sekilde f ve g , K da iki fonksiyon olsun. Sonra Vz € U igin
Re((f * g)(z)) > —2ab.

Ispat: Yardimc1 Onerme 2.4.4 ile ve fozn dF(t) = 1 oldugundan

2

Re((f * g)(2)) = Re 2af g(ze ®)dF(t)

0

2

= 2af Re (g(ze‘“)dF(t))

0
2T
> j —bdF(t)
0

= —2ab
elde edilir.

Simdi de iki fonksiyonun konvolusyonunun goriintiisiiniin sol tarafta bir dogru olmasi

icin gerekli bazi sartlar olusturulacaktir.

Teorem 2.4.4: Re(f(2)) = —a ve z = e' igin 8 € [ay,a,] oldugunda Re(f(2)) =
—a ,Re(g(2)) = —b ve z= ¢! igin 8 € [B,,,] oldugunda Re(g(z)) = —b olacak
sekilde f ve g iki konveks fonksiyon olsun. Eger (a; + ;) — (a; + ;) = 21 ise
z=e%icin 0 € [a; + By, @, + B, — 21 ] oldugunda Re((f * g)(2)) = —2ab dir,

Ispat: Yardimci Onerme 2.4.4’ten

21

(f*g)(z) = 2af g(ze™®)dF(t)

0

dir. Burada F ,Yardimci Onerme 2.4.1°de f ile iliskilendirilen fonksiyondur. f
Yardimci Onerme 2.4.2’nin  hipotezini sagladigindan ¢ € [ay, @] icin  F(t)

sabittir. F(t) periyodiklik kullanilarak genisletilirse
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aq+21
Fr)e =2a [ glzem®-0)ar @
az
elde edilir. Simdi z = e® icin 6 € [B,, 5,] oldugunda Re(g(z)) = —b dir. Boylece,
eger a, <t <a; +2mve B <0 —t <, kosullarinin ikisi birlikte varsa veya buna

denk olarak a; + f; + 2 < 0 < a, + 5, kosulu varsa bu 8 degeri i¢in

aq+21

Re((f = g)(e®)) = —2ab f dF(t) = —2ab

dir.

Bu sonug¢ sunu garanti eder: Eger f ve g fonksiyonlarinin goriintiilerinde sol taraf
dogrusuna karsilik gelen birim ¢gember tizerindeki iki yayin uzunluklar1 toplami 27 den
daha biiyiik bir say1 ise, konvolusyon da birim ¢ember iizerindeki bir yay1 bir sol taraf

dogrusuna resmeder.

Dogal olarak akla gelen bir diger soru (a; + ;) — (a; + B,) < 2m durumunda ne

olacagidir. Hala minRe((f * g)(z)) = —2ab ozelligi saglanr mi? Saglanmasi

gerekmez. f(z) =g(z) =z + %ZZ ornegine bakilirsa Re(f(2)) = —% tir. (f *
1 - . 15 9 .

N2 =z+ Ezz dir, minRe((f * g)(2)) = - > dir.

Son olarak f ve g fonksiyonlarmi uygun sekilde dondiirerek Teorem 2.4.4

genellestirilebilir.

Sonug¢ 2.4.1: f ve g konveks fonksiyonlar olsun. Ayrica I, birim ¢emberin e!*t den
e'®2 ye kadar olan yay1 ve I, birim ¢emberin e'#1 den e'f2 ye kadar olan yay1 olsun.
Eger £(I,) ve g(I,) dogru parcalari ise f * g birim cemberin e!(*1+F1) den e!(@2+52) ye

kadar olan yayini, eger bu yay pozitif uzunluga sahipse, bir dogru pargasina resmeder.
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3.BULGULAR VE TARTISMA

3.1. KONVOLUSYON SARTLARI

Baz1 fonksiyon aileleri i¢in konvekslik, yildizillik ve spiral-like’lik gibi 6zellikler igin
konvolusyon ile kosullar olusturulabilir. @ mertebeden konveks, yildizil ve spiral-like

fonksiyonlar ;

Eger |z| <R <1 de analitik ve f(0)=0,f'(0) =1 ile normalize edilmis f(z)
fonksiyonu

2f" (2)
Re<1+m>>a (|Z|<R)

sartin1 sagliyorsa a (0 < a < 1) mertebeden konveks,

2f'(2)
Re( @

>>a (lz] <R)

sartin1 sagliyorsa a@ mertebeden yildizil ve bazi 4, |A]| < % , reel sayisi1 i¢in

Re (e”szé—g)> > 0 (Iz] <R)

kosulunu sagliyorsa spiral-like fonksiyon olarak tanimlanir.

Bu smiflarin her biri i¢in konvolusyon sart1 su sekilde olusturulacaktir: f in bu smiflarin
birinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart é( f * g) # 0 sartin1 saglayacak ve bu siiflarda

olan bir g fonksiyonu bulmaktir.[12]

Teorem 3.1.1: |z| < R < 1 de f fonksiyonu @ mertebeden konvekstir <

x+a ,
1 z+1—4%
z

f*W #0 (Iz| <R, Ix| = 1).

Ispat: f fonksiyonu |z| < R de a mertebeden konvekstir <

(zf'(2))'
Re (W) >« (|Z| <R ) (311)
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z = 0 noktasmda ; Ezi) = 1 oldugundan (3.1.1)

(zf")'
f’ _a;tx—l
11—« x+1

(Izl <R Ix| =1x # -1)

esitsizligine denktir ve buradan
1+x)fY+A=-2a—-x)f"#0 (3.1.2)

elde edilir. f(z) = z + X7, axz® yazilirsa

(f) =1+ ) Kazh = [ (Z kz* 1) = —(1 ;
k=2

Boylece (3.1.2)’ nin sol tarafi

c 1-2a—x 1+x
f”wgyl—Mww+uﬁmMVFﬂ=fw( Tt a=?

e 2—-2a+ (x+2a—-1)z
=f *( 1-2)? >

olur. Boylece (3.1.2)
x+2a—1 ,
— - Z

1, 2t 2 7a
Ezf* (1—2)2

£ 0 (3.1.3)

esitsizligine denktir. zf' * g = f * zg' oldugundan (3.1.3) i

xt+a ,
Y (ks v i PPN
— *— —
~ f d—=2)° z ,|x
formunda yazilabilir.
Not 3.1.1: Teorem3.1.1 i¢in konvolusyon sartindaki x = —1 durumunun yani sira

benzer sonuglar
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Teorem 3.1.2, 3.1.3 ve 3.1.4’te de vardir ve bu tinivalentlik i¢in gerekli olan |z| < 1 igin
f' # 0 kosuluna denktir.

Teorem 3.1.2: |z| < R < 1 de f fonksiyonu @ mertebeden yildizildir <

x+2a—-1 ,
1 Z+—2_2a z
Vg —|#0 (e <Rixl=1)

dir.

Ispat: f fonksiyonu a mertebeden yildizildir & g(z) = foz %d{ fonksiyonu «

mertebeden konveks oldugundan

1 Z+}1Ctgzz 1 Z+x—-53a2;122
A9 T T T e

elde edilir ve boylece Teorem 3.1.1” den ispat tamamlanmis olur.

Not 3.1.2: Teorem 3.1.1’deki @ = 0 ve Teorem 3.1.2°deki «a =% durumlar1 [13] de

verilmistir.

Teorem 3.1.3: |z <R <1,|1 <Z ileA€ R ve |x| = 1 icin
2

, Zf”(z)>
Re(e 1+ f'(Z)) >0

elde edilir &

2x+1—e 2
1 4 e—2ik
L Pk

0.

i . i1 zf" (2)
Ispat: |z| <R de Re (e (1+ ) )) >0 &

gih —(Z]]:,) —isind 4

=+
cosA x+1

(lzl <R, x| =1,x # —1)

buradan
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A +x)(zf) + (e —x)f' #0 . (3.1.4)

(3.1.4) denklemi (3.1.2)’de 1 — 2a yerine e~2 yazilarak elde edilebilir. (3.1.4)’ten
sonraki kistm Teorem 3.1.1°deki ile aynidir sadece 1 — 2a yerine e~? yazilmasi

yeterlidir.

Teorem3.1.4: |zl <R < 1,[Al <7 ileA € Rve|x| = 1 igin

Re (eu Z;(i?) >0

elde edilir &
x—e21
1te22”

P Uy

1 Z+

0.

Ispat1 Teorem 3.1.3 “deki ile benzer sekilde yapulir.

Not 3.1.3: Teorem 3.1.4°deki kosulu saglayan bir fonksiyon {inivalent olmak zorunda
[14] olmasina ragmen Teorem 3.1.3°deki kosulu saglayan bir fonksiyonun iinivalent

olmas1 gerekmez.[5]

3.2.KONVOLUSYON YARDIMIYLA TANIMLANAN OPERATORLER

Geometrik fonksiyonlar teorisinde operatorler oldukga onemli bir yere sahiptir ve
bircok tiirev ve integral operatorii belirli analitik fonksiyonlarin konvolusyonu olarak
yazilabilir. Bu bir¢ok arastirma da kolaylik ve operatorlerin geometrik 6zelliklerinin
daha iyi anlagilmasimi saglamustir. Ayrica konvolusyon operatorleri yardimiyla yeni
fonksiyon simiflar1 tanimlanmis ve bu siniflarinin kapsama, katsayi esitsizlikleri, 6rtme,
distorsiyon ve bilylime gibi temel 6zellikleri birgok arastirmaci tarafindan arastirilmstir.

Asagida bazi lineer operatorler verilmistir.

f € A;veVvie{0,1,2,3,4}i¢in I;: A; = A; lineer operatdr olsun

Iof (2) = zf'(2)
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) =A@ SO+ @

b - jf(é);f(o) @
0

Z

nf@ == [ FOds

0

d¢ x| <1,x+#1

) = [ L2160
0

I, operatorii T, nin genellestirilmis halidir. Bu operatorlerin her biri I f = h; * f ,0 <

i < 4 seklinde konvolusyon operatorii olarak tanimlanir burada

- Z
ho(2) = ;kzk ==

) Z2

k+1 z—%

h(2) = Z<%>Z" - 22)2
k=1

hy(z) = Z%Zk = —log (1 — 2)

k=1

o 2 —2[z + log(1 — 2)]
ha(z) = zk =

k+1 z
h()_oo 1—-x* 1 | 1—xz < Lxx1
e _k_l(l—x)kz _1—xog(1—z) X=X

h; * f konvolusyonu h; ve f fonksiyonlarinin ait oldugu smiflara gore Onceki
boliimlerde gecen sartlar1 ve Ozellikleri saglar. Simdi Ruscheweyh Tiirev operatorii

yardimiyla S; ve K, smiflar1 agagidaki gibi tanimlanir.[16]

Oncelikle konveks, yildizil ve iinivalent fonksiyonlar arasinda K  S* c S seklinde bir

kapsama bagintis1 vardir.

Hadamard Carpimi ile her f € A; i¢in
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Def(z) = *f(z) ,a=-1

_z
(1-2)“
ile tanimlanan operatér Ruscheweyh Tiirev Operatoridiir.[ 15]
Yardime1 Onerme 3.2.1([4]): @ > —1 reel sayisi igin
z(D%f(2))' = (a + 1)D**1f(z) — aD*f (2) .
Teorem 3.2.1: f(z) € S*vea = —1 i¢in
D*f(z) #0 (0<|z|<1)
sartini1 saglasin. Sonra D*f(z) € S* dir.
Teorem 3.2.2: f(z) € Kvea = —1 i¢in
D*(zf'(z))#0 (0<]|z|<1)
sartin1 saglasin. Sonra D*f(z) € K dur.
Buradan S, ve K, smiflari
Se={f(2) € A;:D*f(2) € S*,a = -1}
K,={f(z) € A;:D%f(z) € K,a = -1}

olarak tanimlanir ve bu yeni aileler i¢in kapsama bagntilar1 su sekildedir: S, € S, ve

K,+1 € K, ve bu smiflar i¢in sartlar asagida verilmistir.
Teorem 3.2.3: a > —1icin f(z) € S; olsun. O halde

D*f(z)

1
T)B—l}>— ,ZEU

Re{( 21

burada 1 < g < 3/2 dir.

Sonu¢ 3.2.1: @ > =1 i¢in f(z) € K, olsun. O halde

Re[(D*f ()Y} > 52—

burada1 < g < 3/2 dir.
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4.SONUCLAR VE ONERILER

Geometrik fonksiyonlarm Hadamard Carpimmi ile sagladigi 6zellikler ve bu ¢arpimin

gorintiisiiniin geometrik 6zellikleri arastirildi.

Univalent fonksiyonlarm farkli alt smiflar1 icin konvolusyon yardimiyla kosullarin
olusturulmasi ve konvolusyon olarak yazilan operatorler ile yeni fonksiyon aileleri ve
bu ailelerin kapsama, iinivalentlik yaricapt gibi bir¢ok &zelliginin incelenmesi gibi

konular son yillarda geometrik fonksiyonlar teorisinde oldukga ilgi goren bir alandir.
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