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ÖZET 

PARABOLİK-SCHRÖDINGER DİFERANSİYEL VE FARK DENKLEMLERİ 

İÇİN LOKAL OLMAYAN SINIR DEĞER PROBLEMLERİ 

 

                                                           Mustafa ALP 
Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Yıldırım ÖZDEMİR 
Şubat 2014, 74 sayfa 

 

H Hilbert uzayında öz-eşlenik pozitif tanımlı A operatörlü diferansiyel denklemleri için 
lokal olmayan sınır-değer problemi 

 d2ut
dt2  Aut  gt,0  t  1,

i dut
dt  Aut  ft, 1  t  0,

u1  u1    
ele alınmıştır. Bu sınır değer probleminin iyi konumlanmışlığı ağırlıklı Hölder 
uzaylarında doğruluğu ortaya konulmuştur. Parabolik-Schrödinger denklemlerin lokal 
olmayan sınır değer problemlerinin çözümü için koersiv eşitsizlikleri elde edilmiştir. 
Lokal olmayan sınır-değer probleminin yaklaşık çözümü için birinci ve ikinci 
basamaktan doğruluklu fark şemaları sunulmuştur. Bu fark şemalarının iyi 
konumlanmışlığı Hölder uzaylarında kanıtlanmıştır. Uygulamalarda, Parabolik-
Schrödinger denklemlerin fark şemalarının çözümü için koersiv eşitsizlikleri 
sağlanmıştır. Parabolik-Schrödinger denklemler için fark şemalarının Matlab ile 
çözümleri elde edilmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Parabolik-Schrödinger Denklem, Fark Şemaları, Kararlılık. 
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ABSTRACT 

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR PARABOLIC-
SCHRÖDINGER DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE EQUATIONS 

 

Mustafa ALP 
Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assit. Prof. Yildirim OZDEMIR 
February 2014, 74 pages 

 
The abstract nonlocal boundary value problem 
 

 d2ut
dt2  Aut  gt,0  t  1,

i dut
dt  Aut  ft, 1  t  0,

u1  u1    
 
for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite 
operator A is considered. The well-posedness of this problem in Hölder spaces with a 
weight is established. The coercivity inequalities for the solutions of the boundary value 
problems for parabolic-Schrödinger equations are obtained. The first and the second 
order accuracy difference schemes for the approximate solutions of this nonlocal 
boundary value problem are presented. The well-posedness of these difference schemes 
in Hölder spaces is established. In applications, the coercivity inequalities for the 
solutions of difference schemes for parabolic-Schrödinger equation are obtained. The 
Matlab implementation of these difference schemes for parabolic-Schrödinger equation 
is presented. 
 
Keywords: Parabolic-Schrödinger Equation, Difference Schemes, Stabilitys. 
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EXTENDED ABSTRACT 

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR PARABOLIC-
SCHRÖDINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

Mustafa ALP 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assist. Prof. Yildirim OZDEMIR 
February 2014, 74 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

The abstract nonlocal boundary value problem 
 

 d2ut
dt2  Aut  gt,0  t  1,

i dut
dt  Aut  ft, 1  t  0,

u1  u1    
 
for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite 

operator A is considered. The well-posedness of this problem in Hölder spaces with a 

weight is established. The coercivity inequalities for the solutions of the boundary value 

problems for parabolic-Schrödinger equations are obtained. The first and the second 

order accuracy difference schemes for the approximate solutions of this nonlocal 

boundary value problem are presented. The well-posedness of these difference schemes 

in Hölder spaces is established. In applications, the coercivity inequalities for the 

solutions of difference schemes for parabolic-Schrödinger equation are obtained. The 

Matlab implementation of these difference schemes for parabolic-Schrödinger equation 

is presented. 

Methods of solutions of nonlocal boundary value problems for partial 

differential equations and partial differential equations of mixed type have been studied 
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extensively by many researches (see [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D., 

1979], [Bazarov, D. and Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S. N., 1998], [Ashyralyev, A. 

and Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A. and Ozdemir, Y., 2005], [Ashyralyev, A. and 

Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. and Sirma, A., 2008], [Ashyralyev, A. and Yildirim, 

O., 2010], [Ashyralyev, A. and Hicdurmaz, B., 2011], [Ashyralyev, A. and Ozger, F., 

2011], [Ozdemir, Y. and Kucukunal, M., 2012] and the references given therein). 

2. MATERIAL AND METHODS: 

It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively 

described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These 

nonlocal conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured 

directly. 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

This work is devoted to the study of the well-posedness of the nonlocal boundary value 

problem for parabolic-Schrödinger differential and difference equations. The following 

original results are obtained: 

 The abstract theorem on the well-posedness of the nonlocal boundary value 

problem for parabolic-Schrödinger equation in a Hilbert space is established. 

 The coercivity stability inequalities for the solutions of the two nonlocal 

boundary value problems for parabolic-Schrödinger equations are obtained. 

 The first and second order of accuracy difference schemes for the approximate 

solutions of the nonlocal boundary problem for parabolic-Schrödinger 

differential equations are presented. 

 The abstract theorems on the well-posedness of the first and second order of 

accuracy difference schemes for the approximate solutions of the nonlocal 

boundary problem for parabolic-Schrödinger differential equation are 

established. 

 The stability, almost coercivity inequalities, coercivity inequalities for the 

solutions of difference schemes for the approximate solution of the nonlocal 

boundary value problem for parabolic-Schrödinger equation are obtained. 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

Our goal in this work is to investigate the stability of difference schemes of the 

approximate solutions of the nonlocal boundary value problems for equations of 

parabolic- Schrödinger type. 



1 G·IR·IŞ

Modern �zi¼gin ve teknolojinin baz¬problemlerinin etkili bir biçimde lokal olmayan k¬smi

diferansiyel denklemler üzerinden ifade edilebilir oldu¼gu bilinmektedir. Bu lokal ol-

mayan koşullar ço¼gunlukla s¬n¬rdaki veriler do¼grudan ölçülemedi¼gi zaman ortaya ç¬kar.

K¬smi diferansiyel denklemler ve karma tipli k¬smi diferansiyel denklemler için lokal ol-

mayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin çözüm yöntemleri üzerine bir çok araşt¬rmac¬taraf¬n-

dan çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. (bkz. [1], [2],[3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]

ayr¬nt¬lar¬kapsaml¬bir şekilde kaynaklar k¬sm¬nda verilmi̧stir).

Bu çal¬̧smadaki amac¬m¬z parabolik-Schrödinger tipindeki denklemler için lokal ol-

mayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin yaklaş¬k çözümleri için kurulan fark şemalar¬n¬n karar-

l¬l¬¼g¬n¬incelemektir.

Bilindi¼gi gibi parabolik-Schrödinger denklemler için karma tipli problemler, Fourier

serileri yöntemi, Laplace dönüşümü yöntemi ve Fourier dönüşümü yöntemi ile çözülebilir.

Şimdi bunlara örnekler verelim.

·Ilk olarak parabolik-Schrödinger denklemi için8>>>>>><>>>>>>:

ut � uxx + u = (2� 2t)e�t2 sin x; 0 � t � 1; 0 < x < �;

iut � uxx + u = (2� 2it)e�t2 sin x;�1 � t � 0; 0 < x < �;

u(�1; x) = 1

2
u(1; x) +

1

2
e�1 sin x; 0 � x � �

u(t; 0) = u(t; �) = 0;�1 � t � 1

(1.1)

lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemini ele alal¬m.

(1.1) probleminin çözümü için, de¼gi̧skenlerine ay¬rma yöntemi ya da �Fourier Serileri

Yöntemi�ad¬yla bilinen çözüm yöntemini kullanal¬m. Problemin çözümü için u (t; x)

fonksiyonu

u(t; x) = v(t; x) + w(t; x)

şeklinde iki parçaya ayr¬l¬r. Burada, v(t; x) problemine kaŗs¬l¬k gelen homojen den-

klemin genel çözümü ve w(t; x) de homojen olmayan k¬sm¬n özel çözümüdür. Matem-

atiksel ifadeyle, v(t; x) ve w(t; x) fonksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

5



8>>>>>><>>>>>>:

vt � vxx + v = 0; 0 � t � 1; 0 < x < �;

ivt � vxx + v = 0;�1 � t � 0; 0 < x < �;

v(�1; x) = 1

2
v(1; x); 0 � x � �;

v(t; 0) = v(t; �) = 0;�1 � t � 1

(1.2)

ve 8>>>>>><>>>>>>:

wt � wxx + w = (2� 2t)e�t2 sin x; 0 � t � 1; 0 < x < �;

iwt � wxx + w = (2� 2it)e�t2 sin x;�1 < t < 0; 0 < x < �;

w(�1; x) = 1

2
e�1 sin x; 0 � x � �;

w(t; 0) = w(t; �) = 0;�1 � t � 1

(1.3)

problemlerinin çözümleridirler.

Öncelikle (1.2) probleminin çözümünü elde edece¼giz. 0 � t � 1 olsun. De¼gi̧skenler-

ine ay¬rma yöntemi ile,

v(t; x) = T (t)X(x) 6= 0

ve
T 0(t) + T (t)

T (t)
� X 00(x)

X(x)
= 0

elde ederiz. Buradan,
T 0(t) + T (t)

T (t)
=
X 00(x)

X(x)
= �k2 = �

yaz¬l¬r. Öyleyse,
p
�� = k�

L
=
k�

�
= k

ve

X 00(x) + k2X(x) = 0

olur. Yani,

Xk(x) = sin kx

şeklinde bulunur. Şimdi T (t) ifadesini elde etmek için,

T 0(t) + T (t) = �k2T (t)

ya da

T 0(t) + (1 + k2)T (t) = 0

6



yazabiliriz. Buna göre, T (t) ifadesinin çözümünü

Tk(t) = Cke
�(1+k2)t

olarak buluruz. Böylece,

v(t; x) = T (t)X(x) =

1X
k=1

�
Cke

�(1+k2)t
�
sin kx

olur.

Şimdi, �1 � t � 0 olmas¬durumunu göz önüne alal¬m. Benzer şekilde de¼gi̧skenlerin

ayr¬lmas¬yöntemini kullanarak

v(t; x) = T (t)X(x) 6= 0

ifadesini ve
T 0(t) + T (t)

T (t)
� X 00(x)

X(x)
= �k2 = �

eşitli¼gini elde ederiz. Bu yüzden,

X 00(x) + k2X(x) = 0

veya

Xk(x) = sin kx

olarak yaz¬l¬r. Şimdi de, T (t) ifadesini elde etmek için,

T 0(t)� i(1 + k2)T (t) = 0

yazal¬m. Böylece, T (t) çözümü,

Tk(t) = Cke
i(1+k2)t

olarak elde edilir. Böylece,

v(t; x) =
1X
k=1

�
Cke

i(1+k2)t
�
sin kx

çözümü bulunmuş olur.

Lokal olmayan s¬n¬r koşulu ve süreklilik koşullar¬,8>>><>>>:
v(1; x) = 0;

v(0+; x) = v(0�; x);

vt(0
+; x) = vt(0

�; x)

7



bir arada kullan¬larak Ck = 0;8k = 1; 2; � � � ; n elde edilir. Bundan dolay¬, v(t; x) � 0

olur.

Daha sonra (1.3) ifadesinin çözümünü bulal¬m. Öncelikle 0 � t � 1 durumunu

inceleyelim. Burada,

w(t; x) =
1X
k=1

Dk(t) sin kx

olsun. Ard¬ndan,

wt � wxx + w =
1X
k=1

�
D0
k(t) + (1 + k2)Dk(t)

�
sin kx = (2� 2t)e�t2 sin x

yaz¬labilir. Bu da, 8<: D0
1 (t) + 2D1 (t) = (2� 2t)e�t

2
, k = 1;

D0
k(t) + (1 + k2)Dk(t) = 0, k 6= 1

oldu¼gunun göstergesidir. Bu sebeple,

Dk(t) = c1e
�(1+k2)t

elde edilecektir. Sonras¬nda, �1 � t � 0 durumunu gözönüne alal¬m. Benzer olarak,

w(t; x) =
1X
k=1

Ek(t) sin kx

olur. Ard¬ndan,

iwt � wxx + w =

1X
k=1

�
iE 0k(t) + (1 + k2)Ek(t)

�
sin kx = (2� 2it)e�t2 sin x

yazabiliriz. Bu da, 8<: iE 01 (t) + 2E1 (t) = (2� 2it)e�t
2
; k = 1;

iE 0k(t) + (1 + k2)Ek(t) = 0; k 6= 1

oldu¼gu anlam¬na gelecektir. Bu durumda,

Ek(t) = c3e
i(1+k2)t

elde edilecektir. Lokal olmayan s¬n¬r koşulu ve süreklilik koşullar¬8>>><>>>:
Dk (�1) = (1=2)Ek (1) ; k 6= 1;

Dk (0) = Ek (0) ; k = 1; 2; � � � ; n

D0
k (0) = E 0k(0); k = 1; 2; � � � ; n

8



birlikte kullan¬l¬rsa c1 = c2 = c3 = 0 elde edilir. Bu nedenle, k 6= 1 için Dk(t) � Ek(t) �

0 olur. E¼ger k = 1 olursa,

D0
1 (t) + 2D1 (t) = (2� 2t)e�t

2

denklemi ortaya ç¬kacakt¬r. Dolay¬s¬yla, D1(t) ifadesi

D1 (t) = n1e
�2t + e�t

2

şeklindedir. Böylece,

w (t; x) =
�
n1e

�2t + e�t
2
�
sin x

olur. Benzer şekilde k = 1 olursa,

E 01 (t) + 2E1 (t) = (2� 2it)e�t
2

yaz¬l¬r. O halde, E1(t) formülü

E1 (t) = n2e
�2it + e�t

2

biçiminde olacakt¬r. Böylece,

w (t; x) =
h
n2e

�2it + e�t
2
i
sin x

yaz¬l¬r. Lokal olmayan s¬n¬r koşulu ve süreklilik koşulu8>>><>>>:
w (�1; x) = (1=2) e�1 sin x;

w (0+; x) = w (0�; x) ;

wt (0
+; x) = wt (0

�; x)

kullan¬larak n1 = n2 = 0 ve n3 = 1 bulunur. Bu yüzden,

w (t; x) = e�t
2

sin x

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla,

u (t; x) = v (t; x) + w (t; x) = e�t
2

sin x

ifadesi (1.1) probleminin tam çözümüdür.
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Benzer şekilde aşa¼g¬daki8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@u(t; x)

@t
�

nX
r=1

�r
@2u(t; x)

@x2r
= f(t; x);

x = (x1; � � � ; xn) 2 
; 0 � t � T;

i
@u(t; x)

@t
�

nX
r=1

�r
@2u(t; x)

@x2r
= g(t; x);

x = (x1; � � � ; xn) 2 
;�T � t � 0;

ut(0
+; x) = ut(0

�; x); x 2 


u(�T; x) = u (T; x) + '(x); x 2 
;

u(t; x) = 0; x 2 S

çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger prob-

leminin çözümü elde edilir. Burada, �r > 0 ve f(t; x)(t 2 [0; T ] ; x 2 
); g(t; x)(t 2

[�T; 0] ; x 2 
); '(x);  (x)(x 2 
) verilmi̧s düzgün (smooth) fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca


, Rn n-boyutlu Öklid uzay¬nda S ve 
 = 
 [ S s¬n¬r¬ile birim aç¬k küp olup,

(x : x = (x1; � � � ; xn) ; 0 < xk < 1; 1 � k � n)

dir.

Ancak, de¼gi̧skenlerine ay¬rma yöntemi yaln¬zca sabit katsay¬l¬denklemlerin çözümünde

kullan¬labilmektedir. Oysa ki fark şemalar¬yöntemi katsay¬lar¬n sabit olmad¬¼g¬durum-

larda da kullan¬labilen çok kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

·Ikinci olarak, parabolik-Schrödinger denklemi için8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

ut � uxx + u = 2t [1� (1 + x) e�x] cos t2 + (1� 2e�x) sin t2;

0 � t � 1; 0 < x <1;

iut � uxx + u = 2it [1� (1 + x) e�x] cos t2 + (1� 2e�x) sin t2;

�1 � t � 0; 0 < x <1;

u (�1; x) = 1

2
u (1; x) +

1

2
[1� (1 + x) e�x] sin 1; 0 � x <1;

u (t; 0) = ux (t; 0) = 0;�1 � t � 1

(1.4)

bir başka problem ele alal¬m. (1.4) problemi Laplace dönüşümü yöntemi (x�e göre) ile

çözülebilir. L fu (t; x)g = u (t; s) olsun. Öncelikle, 0 � t � 1 aral¬¼g¬nm¬göz önüne

alal¬m. Diferansiyel denklemin her iki taraf¬n¬n Laplace dönüşümünü alal¬m. Bu du-

rumda,

ut � uxx + u = 2t
�
1� (1 + x) e�x

�
cos t2 + (1� 2e�x) sin t2

10



L futg � L fuxxg+ L fug = 2t cos t2L
�
1� (1 + x) e�x

	
+ sin t2L

�
1� 2e�x

	
veya

(L fu (t; x)g)t � s2L fu (t; x)g+ su (t; 0) + ux (t; 0) + L fu (t; x)g

= 2t cos t2
1

s (s+ 1)2
+ sin t2

1� s

s(s+ 1)2

olacakt¬r. Böylece denklem,

ut (t; s)� s2u (t; s) + u (t; s) = 2t cos t2
�

1

s (s+ 1)2

�
+ sin t2

�
1� s

s(s+ 1)2

�
veya

ut (t; s) +
�
1� s2

�
u (t; s) = 2t cos t2

�
1

s (s+ 1)2

�
+ sin t2

�
1� s

s(s+ 1)2

�
haline gelir. Bu denklemin tamamlay¬c¬çözümü

ut (t; s) +
�
1� s2

�
u (t; s) = 0

uc (t; s) = c1e
p
s2�1t

dir. Özel çözüm için ise,

up (t; s) =
sin t2

s (s+ 1)2

yaz¬lacakt¬r. Buna göre,

u (t; s) = c1e
p
s2�1t +

sin t2

s (s+ 1)2

olarak elde edilir.

Şimdi, �1 � t � 0 oldu¼gunu göz önüne alal¬m. Buna göre,

iut � uxx + u = 2it
�
1� (1 + x) e�x

�
cos t2 + (1� 2e�x) sin t2

dir. Diferansiyel denklemin her iki taraf¬n¬n Laplace dönüşümü al¬n¬rsa,

iL futg � L fuxxg+ L fug = �2it cos t2L
�
1� (1 + x) e�x

	
+ sin t2L

�
1� 2e�x

	
elde edilir. O halde,

iut (t; s)� s2u (t; s) + u (t; s) = �2it cos t2
�

1

s (s+ 1)2

�
� sin t2

�
s� 1

s (s+ 1)

�

11



veya

iut (t; s) +
�
1� s2

�
u (t; s) = �2it cos t2

�
1

s (s+ 1)2

�
� sin t2

�
s� 1

s (s+ 1)

�
yaz¬l¬r. Bu diferansiyel denkleminin tamamlay¬c¬çözümü

uc (t; s) = c3e
i(1�s2)t

dir. Özel çözüm ise

up (t; s) =
sin t2

s (s+ 1)2

yaz¬l¬r. Böylece denklemin genel çözümü

u (t; s) = c3e
i(1�s2)t +

sin t2

s (s+ 1)2

dir. Lokal olmayan s¬n¬r koşulu ve süreklilik koşullar¬kullan¬larak

u (t; s) =
sin t2

s (s+ 1)2

çözümü elde edilir. Son olarak, ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa, verilen (1.4) lokal

olmayan s¬n¬r-de¼ger probleminin çözümü

u (t; x) = L�1 fu (t; s)g = sin t2L�1
�

1

s (s+ 1)2

�
=
�
1� (1 + x) e�x

�
sin t2

olarak bulunur.

Benzer şekilde aşa¼g¬daki8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@u(t; x)

@t
�

nX
r=1

�r
@2u(t; x)

@x2r
= f(t; x);

x = (x1; � � � ; xn) 2 

+
; 0 � t � T;

i
@u(t; x)

@t
�

nX
r=1

�r
@2u(t; x)

@x2r
= g(t; x);

x = (x1; � � � ; xn) 2 

+
;�T � t � 0;

u(�T; x) = u(T; x) + '(x);

ut(0
+; x) = ut(0

�; x) + '(x); x 2 
+;

u(t; x) = 0; x 2 S+

çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problem-

inin çözümü elde edilebilir. Burada �r > 0 ve f(t; x)(t 2 [0; T ] ; x 2 
+); g(t; x)(t 2
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[�T; 0] ; x 2 
+); '(x);  (x)(x 2 
+) verilmi̧s düzgün fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca 
+;Rn

n-boyutlu Öklid uzay¬nda S ve 
 = 
 [ S ile s¬n¬rl¬aç¬k birim küp olup,

(x : x = (x1; � � � ; xn) ; 0 < xk < 1; 1 � k � n)

dir.

Ancak, Laplace dönüşümü yöntemi yaln¬zca sabit katsay¬l¬denklemlerin çözümünde

kullan¬labilmektedir. Oysa ki fark şemalar¬yöntemi katsay¬lar¬n sabit olmad¬¼g¬durum-

larda da kullan¬labilen çok kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

Son olarak, Fourier dönüşümü yöntemi ile çözülecek olan8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

ut � uxx + u = (3� 4x2) e�x2 sin t2 + 2te�x2 cos t2;

0 � t � 1;�1 < x <1;

iut � uxx + u = (3� 4x2) e�x2 sin t2 + 2ite�x2 cos t2;

�1 � t � 0;�1 < x <1;

u (1; x) =
1

2
u (�1; x) + 1

2
e�x

2
sin 1;�1 < x <1

(1.5)

bir karma tipli lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemini ele alal¬m. F fu(t; x)g = u(t; s)

olsun. Öncelikle, 0 � t � 1 aral¬¼g¬ndaki çözümü bulal¬m. Her iki taraf¬n Fourier

dönüşümü al¬n¬rsa

F futg � F fuxxg+ F fug = 2t cos t2F
n
e�x

2
o
+ sin t2F

n�
3� 4x2

�
e�x

2
o

eşitli¼gi elde edilecektir. Böylece denklem,

ut (t; s) +
�
1 + s2

�
u (t; s) = 2t cos t2F

n
e�x

2
o
+ sin t2

�
s2F

n
e�x

2
o
+ F

n
e�x

2
o�

şeklinde yaz¬l¬r. Buna göre, tamamlay¬c¬çözüm

uc (t; s) = c1e
�(1+s2)t

dir. Özel çözüm için ise

up (t; s) = A cos t2 +B sin t2

yaz¬l¬r. up(t; s) nin türevleri al¬narak denklemde yerine yaz¬l¬rsa

cos t2
�
2tB + A+ As2

�
+ sin t2

�
�2tA+B +Bs2

�
13



= 2t cos t2F
n
e�x

2
o
+ sin t2

�
(1 + s2)F

n
e�x

2
o�

veya

B = F
n
e�x

2
o
ve A = 0

elde edilecektir. Bu yüzden,

up (t; s) = F
n
e�x

2
o
sin t2

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla,

u (t; s) = c1e
�(1+s2)t + F

n
e�x

2
o
sin t2

biçiminde bulunur.

Şimdi, �1 � t � 0 aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. Her iki taraf¬n Fourier dönüşümü

al¬n¬rsa,

iF futg � F fuxxg+ F fug = 2it cos t2F
n
e�x

2
o
+ sin t2F

n�
3� 4x2

�
e�x

2
o

ya da

iut (t; s) +
�
1 + s2

�
u (t; s) = 2it cos t2F

n
e�x

2
o
+ sin t2

�
(1 + s2)F

n
e�x

2
o�

veya

ut (t; s)�
�
i+ is2

�
u (t; s) = 2t cos t2F

n
e�x

2
o
� sin t2

�
(i+ is2)F

n
e�x

2
o�

elde edilir. Öyleyse, tamamlay¬c¬çözüm

uc (t; s) = c3e
i(1+s2)t

olacakt¬r. Özel çözüm ise

up (t; s) = D cos t2 + E sin t2

şeklinde olmal¬d¬r. Buradan,

cos t2
�
2tE � iD � is2D

�
+ sin t2

�
�2tD � iE � is2E

�
= 2t cos t2F

n
e�x

2
o
+
�
�iF

n
e�x

2
o
� is2F

n
e�x

2
o�
sin t2

14



D = 0 ve E = F
n
e�x

2
o

elde edilir. Buna göre,

up (t; s) = F
n
e�x

2
o
sin t2

dir. O halde,

u (t; s) = c3e
i(1+s2)t + F

n
e�x

2
o
sin t2

dir. Lokal olmayan s¬n¬r koşulu ve süreklilik koşullar¬kullan¬l¬rsa8<: u (0+; s) = c1;

ut (0
+; s) = �(1 + s2)c1;8<: u (0�; s) = c3;

ut (0
�; s) = i (1 + s2) c3;

u (1; s) =
1

2
u (�1; s) + 1

2
F
n
e�x

2
o
sin 1;

c1 = c2 = c3 = 0 elde edilir. Böylece,

u (t; s) = F
n
e�x

2
o
sin t2

olur. Son olarak, ters Fourier dönüşümü uygulan¬rsa, (1.5) lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger

probleminin kesin çözümü

u (t; x) = e�x
2

sin t2

elde edilir.

Benzer şekilde aşa¼g¬daki8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

@u

@t
�
X
jrj=2m

ar
@j� ju

@xr11 � � � @xrnn
= f(t; x);

0 � t � T; x; r 2 Rn; jrj = r1 + � � �+ rn;

i
@u

@t
�
X
jrj=2m

ar
@j� ju

@xr11 � � � @xrnn
= f(t; x);

�T � t � 0; x; r 2 Rn; jrj = r1 + � � �+ rn;

u(�T; x) = �u (T; x) + '(x); x 2 Rn;

ut(0+; x) = ut(0�; x); x 2 Rn;

çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r de¼ger problem-

inin çözümü elde edilebilir. Burada �r; f(t; x) (t 2 [0; T ] ; x 2 Rn); g(t; x) (t 2

[�T; 0] ; x 2 Rn); '(x);  (x) (x 2 Rn) verilmi̧s düzgün fonksiyonlard¬r.
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Ancak, Fourier yöntemi yaln¬zca sabit katsay¬l¬denklemlerin çözümünde kullan¬la-

bilmektedir. Oysa ki fark şemalar¬yöntemi katsay¬lar¬n sabit olmad¬¼g¬durumlarda da

kullan¬labilen çok kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

Bu çal¬̧smada bir H Hilbert uzay¬nda verilen fark denklemlerinin, öz-eşlenik pozitif

tan¬ml¬A operatörlü lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

du(t)

dt2
+ Au(t) = f(t) (0 � t � 1) ;

i
du(t)

dt
+ Au(t) = g(t) (�1 � t � 0) ;

u(�1) = �u (�) + '; 0 < � � 1

ele al¬nm¬̧st¬r. Operatör yaklaş¬m¬uygulanarak bu lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi-

nin çözümü için kararl¬l¬k kestirimleri elde edilmi̧stir. Uygulamalarda bu soyut sonuçlar,

parabolik-Schrödinger denklemleri için fark şemalar¬n¬n kararl¬l¬k kestirimlerini elde

edilmesini sa¼glam¬̧st¬r. Bu sonuç lokal olmayan s¬n¬r koşullar¬ taraf¬ndan oluşturu-

lan fark operatörünün poziti�i¼gine dayanmaktad¬r. Bu fark şemalar¬n¬n çözümü için

yap¬lan teorik sonuçlar¬n do¼grulu¼gu, say¬sal denemelerle de desteklenmi̧stir.

Öncelikle, 7 bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n içeri¼ginden bahsedelim.

Birinci Bölüm; giri̧s k¬sm¬d¬r.

·Ikinci Bölüm; materyal ve yöntem k¬sm¬d¬r. Bu bölümde çal¬̧smada kullan¬lan yön-

temlerin yan¬s¬ra Hilbert uzay¬n¬n temel kavramlar¬verilmi̧stir.

Üçüncü Bölüm; üç k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Bu alanda yap¬lan araşt¬rmalar hakk¬nda

k¬sa bir inceleme, bu bölümün ilk k¬sm¬nda bulunmaktad¬r. ·Ikinci k¬s¬mda ise,

eliptik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin karar-

l¬l¬klar¬hakk¬ndaki temel teorem ispatlanm¬̧st¬r. Uygulamalarda bu soyut sonuçlar,

eliptik-Schrödinger denklemleri için fark şemalar¬n¬n kararl¬l¬k kestirimlerini elde

edilmesini sa¼glam¬̧st¬r. Bu ise, üçüncü k¬s¬mda verilmi̧stir.

Dördüncü Bölüm; iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Bir H Hilbert uzay¬nda öz-eşlenik

pozitif tan¬ml¬A operatörlü eliptik-Schrödinger denklemi için lokal olmayan s¬n¬r-

de¼ger problemini yaklaş¬k olarak çözen, birinci ve ikinci basamaktan do¼gruluklu
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kararl¬ fark şemalar¬ sunulmaktad¬r. Ayr¬ca, eliptik-Schrödinger denklemi için

karma tipli s¬n¬r-de¼ger problemlerinin çözümlerinin kararl¬l¬k kestirimleri elde edilmi̧stir.

Beşinci Bölüm; nümerik analiz bölümüdür. Birinci ve ikinci basamaktan do¼gruluklu

fark şemalar¬ ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬n¬n

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬na göre daha do¼gruluklu oldu¼gunu

göstermek ad¬na matlab programlar¬verilmi̧stir.

Alt¬nc¬Bölüm; bulgular ve tart¬̧sma bölümüdür. ·Iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Birinci

k¬s¬mda şekiller bulunmaktad¬r. ·Ikinci k¬s¬mda ise elde edilen nümerik sonuçlar¬n

hata analizi verilmi̧stir.

Yedinci Bölüm; sonuçlar ve öneriler k¬sm¬d¬r.

Son olarak çal¬̧smada kullan¬lan referanslar kaynaklar k¬sm¬nda verilmi̧stir. Ayr¬ca

beşinci bölümde kullan¬lan matlab programlar¬ayr¬nt¬l¬bir şekilde ekler k¬sm¬nda ver-

ilmi̧stir.
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2 MATERYAL VE YÖNTEM

Yapt¬¼g¬m¬z bu çal¬̧sma için herhangi bir materyale, teçhizata ya da laboratuvar or-

tam¬na ihtiyaç duyulmamakla beraber, araşt¬rmam¬zda yöntem olarak, s¬ras¬yla, op-

eratör yaklaş¬m¬ ve sonlu fark yöntemleri kullan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca elde edilen teorik

sonuçlar¬n geçerlili¼gini ve güvenilirli¼gini desteklemek ad¬na yap¬lan nümerik denemel-

erde, iyileştirilmi̧s-Gauss yok etme yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r.

2.1 H·ILBERT UZAYININ ELEMANLARI

Bu bölümde Hilbert uzay¬ teorisinin seçilmi̧s temel kavramlar¬ ve çal¬̧smam¬zda kul-

lanaca¼g¬m¬z baz¬temel tan¬mlar verilecektir. Söz konusu kavramlar herhangi bir fonksiy-

onel analiz kitab¬nda bulunabilmekle beraber, araşt¬rmam¬zda [24] numaral¬kaynaktan

yararlan¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1. Ayn¬F skalerler cismi üzerinde tan¬mlanm¬̧s U ve V vektör uzaylar¬n¬göz

önüne alal¬m. Bir A : U ! V fonksiyonu

(i) 8u1; u2 2 U , A (u1 + u2) = Au1 + Au2 (toplamsall¬k),

(ii) 8u 2 U ve 8� 2 F , A (�u) = �A (u) (homojenlik)

koşullar¬n¬gerçekliyorsa bir lineer dönüşüm ya da lineer operatör ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.2. X boş olmayan bir küme olsun. Bu küme reel de¼gerli, negatif olmayan bir

d : X �X ! R+ fonksiyonu aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glas¬n:

(i) Her x; y 2 X için d (x; y) � 0:

(ii) Her x; y 2 X için ancak ve ancak x = y ise d (x; y) = 0:

(iii) Her x; y 2 X için d (x; y) = d (y; x) :

(iv) Her x; y; z 2 X için d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (üçgen eşitsizli¼gi).
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Böyle bir d (x; y) fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir metrik ad¬n¬verecek ve X

kümesinin bundan böyle nokta ad¬n¬ verece¼gimiz x ve y gibi elemanlar¬ aras¬ndaki

uzakl¬k olarak yorumlayaca¼g¬z.

Tan¬m 2.3. (X; d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yak¬nsaksa

X bir tam metrik uzay ad¬n¬al¬n¬r. Dolay¬s¬yla bir tam metrik uzayda bir dizinin

yak¬nsakl¬k testi Cauchy dizisi olma tesbitiyle örtüşür.

Örnek 2.1. X = C [�2; 2] sürekli fonksiyonlar kümesi üzerinde d1 metri¼gini göz önüne

alal¬m. Bir fxn (t)g sürekli fonksiyonlar dizisini

xn (t) =

8>>><>>>:
0; �2 � t � 1� (1=n) ;

nt+ 1� n; 1� (1=n) � t � 1;

1; 1 � t � 2

ile tan¬mlayal¬m. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. Genellikten kaybetmeksizin n > m

al¬rsak

d1 (xm; xn) =

Z 2

�2
jxn (t)� xm (t)j dt

=

Z 1�(1=n)

1�(1=m)
(mt+ 1�m) dt+

Z 1

1�(1=n)
(n�m) (1� t) dt =

1

2

�
1

m
� 1

n

�
elde ederiz. Dolay¬s¬yla m;n!1 için d (xm; xn)! 0 buluruz. Yani fxn (t)g bir

Cauchy dizisidir. Ancak bu dizinin limitini hemen görebilece¼gimiz gibi

x (t) =

8<: 0; �2 � t � 1;

1; 1 � t � 2

fonksiyonudur. Gerçekten

d1 (xn; x) =

Z 1

1�(1=n)
(nt+ 1� n) dt =

1

2n

bulunur ve lim
n!1

d1 (xn; x) = 0 ç¬kar. Ancak limit fonksiyon süreksiz oldu¼gundan

X uzay¬n¬n içinde de¼gildir ve fxn (t)g dizisi (X; d1) de yak¬nsamaz.

Tan¬m 2.4. V ile ço¼gunlukla kompleks say¬lar cismi olarak seçece¼gimiz bir F skalerler

cismi üzerinde tan¬mlanm¬̧s bir lineer vektör uzay¬n¬ gösterelim. Reel de¼gerli,

negatif olmayan bir N : V ! R+ fonksiyonunu aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayacak

şekilde seçilebilsin:
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(i) Her v 2 V için N (v) � 0 ve ancak ve ancak v = 0 ise N (v) = 0 olur.

(ii) Her v 2 V ve � 2 F için N (�v) = j�jN (v) olur.

(iii) Her u; v 2 V için N (u+ v) � N (u) +N (v) olur.

Böyle bir fonksiyon V uzay¬üzerinde bir norm ad¬n¬al¬r. Bir normla donat¬lm¬̧s bir

vektör uzay¬na da normlu lineer uzay veya normlu vektör uzay¬ ya da sadece normlu

uzay ad¬n¬veririz.

Tan¬m 2.5. h�; �i : H � H ! C fonksiyonu, daha do¼gru bir deyi̧sle fonksiyoneli aşa¼g¬-

daki kurallar¬sa¼glad¬¼g¬takdirde bir iç çarp¬m ad¬n¬al¬r:

i) Her u; v 2 H için hu; vi =
_____

hv; ui :

ii) Her u; v 2 H ve � 2 C için h�u; vi = � hu; vi :

iii) Her u; v; w 2 H için hu+ v; wi = hu;wi+ hv; wi :

iv) Her u 2 H; u 6= 0 için hu; ui > 0:

Burada bir üst çizgi kompleks eşleni¼gi göstermektedir. Bir iç çarp¬mla donat¬lm¬̧s

bir lineer vektör uzay¬na iç çarp¬m uzay¬ad¬verilir.

·Iç çarp¬m k¬saca Schwarz, asl¬nda ise daha do¼gru bir deyi̧sle Cauchy-Bunyakowski-

Schwarz eşitsizli¼gi ad¬n¬verece¼gimiz bir ba¼g¬nt¬y¬sa¼glar.

Teorem 2.1. H bir iç çarp¬m uzay¬ ise s¬f¬rdan farkl¬ her u; v 2 H vektörü için

jhu; vij �
p
hu; ui hu; vi eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Eşitlik ancak ve ancak u ve v vek-

törleri lineer ba¼g¬ml¬ysa geçerlidir.

Teorem 2.2. H bir iç çarp¬m uzay¬olsun. Her u 2 H vektörü için kuk =
p
hu; ui

fonksiyonu H üzerinde bir do¼gal normdur.

Norm tan¬m¬yla Schwarz eşitsizli¼gini

jhu; vij � kuk kvk (2.1)
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şeklinde de ifade edebiliriz.

·Iç çarp¬m¬n üretti¼gi norma göre her iki vektör paralelkenar kural¬n¬gerçekler. Böyle

iki u; v 2 H vekörü için

ku+ vk2 + ku� vk2 = 2
�
kuk2 + kvk2

�
(2.2)

elde ederiz.

·Iç çarp¬mdan üreyen do¼gal norm da H vektör uzay¬üzerinde bir do¼gal metri¼gi

d hu; vi = ku� vk =
p
hu� v; u� vi (2.3)

fonksiyonu ile üretir. Do¼gal metri¼ge göre tam bir iç çarp¬m uzay¬Hilbert uzay¬ ad¬n¬

al¬r. Bir Hilbert uzay¬n¬n ayn¬zamanda bir Banach uzay¬olaca¼g¬tart¬̧sma götürmez.

Örnek 2.2. C [0; �=2] bir iç çarp¬m uzay¬m¬d¬r?

Çözüm:

x(t) 2 C [a; b]) kxkC[a;b] = max
a�t�b

jx(t)j

x(t) = sin t; y(t) = cos t olmak üzere x(t); y(t) 2 C [0; �=2] olsun.

kxkC[0;�=2] = max
a�t�b

jsin tj = 1

kykC[0;�=2] = max
a�t�b

jcos tj = 1

kx+ ykC[0;�=2] = max
0��t��

2

jsin t+ cos tj = max
n
' (0) ; '

��
2

�
; '
��
4

�o
=
p
2

'(t) = sin t+ cos t; '(0) = 1; '
��
2

�
= 1

'0(t) = cos t� sin t = 0, cos t = sin t, t =
�

4

'(
�

4
) = sin

�

4
+ cos

�

4
=

p
2

2
+

p
2

2
=
p
2

kx� ykC[0;�=2] = max
0��t��

2

jsin t� cos tj = max
n
'(0); '

��
2

�
; '
��
4

�o
= 1

kx+ yk2C[0;�=2] + kx� yk2C[0;�=2] = 2
�
kxk2C[0;�=2] + kyk

2
C[0;�=2]

�
) 3 6= 4

Dolay¬s¬yla, C [0; �=2] uzay¬bir iç çarp¬m uzay¬de¼gildir.
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Tan¬m 2.6. BirA : U ! V operatörü s¬n¬rl¬kümeleri yine s¬n¬rl¬kümelere dönüştürüy-

orsa s¬n¬rl¬operatör ad¬n¬al¬r.

Teorem 2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U ! V bir lineer operatör olsun. Ancak

ve ancak her u 2 U için

kAukV � K kukU

olacak şekilde bir K > 0 sabiti varsa A operatörü s¬n¬rl¬d¬r.

Tan¬m 2.7 S¬n¬rl¬birA lineer operatörü söz konusu oldu¼gundaK say¬lar¬n¬n en küçü¼güne

operatörün normu ad¬verilir:

kAk = inf fK > 0 : kAukV � K kukU ;8u 2 Ug :

Normun bu tan¬m¬aşa¼g¬daki tan¬mlara da eşde¼gerdir:

kAk = sup fkAukV : kukU � 1g ;

kAk = sup fkAukV : kukU = 1g ;

kAk = sup
�
kAukV
kukU

: u 2 U; u 6= 0
�
:

Örnek 2.3. Ax =

1Z
0

K(t; s)x(s)ds integral operatörünü ele alal¬m. E¼ger

1Z
0

1Z
0

jK(t; s)j2 dsdt <1

ise, bu durumda A : L2 [0; 1] ! L2 [0; 1] operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gunu is-

patlay¬n¬z.

Çözüm: Öncelikle,
1Z
0

jx(t)j2 dt <1)
1Z
0

jAx(t)j2 dt <1 (2.4)

A operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu, daha sonra ise

A(�x+ �y) = �Ax+ �Ay; x 2 L2 [0; 1]) Ax 2 L2 [0; 1]
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A operatörünün lineer oldu¼gu gösterilecektir. L2 [0; 1] uzay¬nda Ax (t) nin normu0@ 1Z
0

jAx(t)j2 dt

1A
1
2

=

264 1Z
0

0@ 1Z
0

jK(t; s)x(s)dsj

1A2

dt

375
1
2

dir. Cauchy-Minkowski eşitsizli¼ginden,0@ 1Z
0

jAx(t)j2 dt

1A
1
2

=

2664
1Z
0

8><>:
0@ 1Z

0

jK (t; s)j2 ds

1A
1
2
0@ 1Z

0

jx (s)j2 ds

1A
1
2

9>=>;
1
2

3775 dt

=

24 1Z
0

0@ 1Z
0

jK (t; s)j2 ds

1A0@ 1Z
0

jx (s)j2 ds

1A dt

35
1
2

=

0@ 1Z
0

1Z
0

jK (t; s)j2 dsdt

1A
1
2
0@ 1Z

0

jx (s)j2 ds

1A
1
2

elde edilir. Böylece,

1Z
0

jAx(t)j2 dt <1 =) Ax 2 L2 [0; 1]

dir. O halde, (2.4) eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧s olur. Şimdi, lineer operatör oldu¼gunu

ispatlayal¬m. Burada,

A (�x+ �y) =

1Z
0

K (t; s) [�x (s) + �y (s)] ds

= �

1Z
0

K (t; s)x (s) ds+ �

1Z
0

K (t; s) y (s) ds = �Ax+ �Ay

oldu¼gu kolayca görülecektir. Dolay¬s¬yla, verilen operatör L2 [0; 1] de lineer oper-

atördür.

Tan¬m 2.8 A : H1 ! H2 olmak üzere s¬n¬rl¬, lineer bir operatör olsun. Burada, H1 ve

H2 herhangi iki Hilbert uzaylar¬d¬r. A� : H1 ! H2 olmak üzere hAx; yi = hx;A�yi

operatörüne A�n¬n eşleni¼gi denir.

Tan¬m 2.9 A : H ! H s¬n¬rl¬, lineer bir operatör olsun. E¼ger hAx; yi = hx;Ayi ise,

bu durumda A ya öz-eşlenik operatör denir.
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Tan¬m 2.10 A : H ! H öz-eşlenik operatör olsun. E¼ger hAx; xi > � hx; xi ise, bu

durumda A�ya pozitif tan¬ml¬operatör denir.

Tan¬m 2.11 A : H ! H öz-eşlenik operatör olsun. 8x 2 D(A) için e¼ger hAx; xi > 0

ise, bu durumda A ya pozitif tan¬ml¬denir.

Tan¬m 2.12 A : D(A)! H ve D(A) = H olmak üzere bir lineer operatör olsun. E¼ger

8x; y 2 H için hAx; yi = hx;Ayi ise, bu durumda A ya simetrik operatör denir.

Tan¬m 2.13 E¼ger A bir simetrik operatör ve D(A) = D(A�) ise, bu durumda A ya

öz-eşlenik operatör denir.

Örnek 2.4. Ax(t) = �x00(t); D(A) =W 1
2 = fy 2 W 1

2 ve y(0) = y(1) = 0g operatörünün

öz-eşlenik, pozitif operatör olup olmad¬klar¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Çözüm: L2 [0; 1] uzay¬nda iç çarp¬m

hx; yi =
1Z
0

x(t)y(t)dt

ile tan¬mlan¬r. Simetrik oldu¼gunu göstermek için hAx; yi = hx;Ayi oldu¼gunu

göstermeliyiz. Burada,

hAx; yi =
1Z
0

Ax(t)y(t)dt = �
1Z
0

x00(t)y(t)dt

k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

= �x0(t)y(t)
i1
0
+

1Z
0

x0(t)y0(t)dt

elde edilir. Tekrar k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

hAx; yi = �x0(1)y(1) + x0(0)y(0) + x(t)y0(t)
i1
0
�

1Z
0

x(t)(�y00(t))dt

= x(1)y0(1)� x(0)y0(0) +

1Z
0

x(t)(�y00(t))dt = hx;Ayi
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bulunur. Böylece, A operatörünün L2 [0; 1] uzay¬nda simetrik oldu¼gunu göstermi̧s

olduk. Şimdi, de A operatörünün pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu gösterelim. Burada,

hAx; xi = �
1Z
0

x00(t)x(t)dt

k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

= �x0(t)]10 +
1Z
0

x0(t)x0(t)dt =

1Z
0

jx0(t)j2 dt �
1Z
0

jx(t)j2 dt = hx; xi

elde edilir. O halde,

hAx; xi � hx; xi ) � = 1 > 0

d¬r. Dolay¬s¬yla, A operatörü L2 [0; 1] Hilbert uzay¬nda pozitif tan¬ml¬d¬r.

25



3 PARABOL·IK-SCHRÖDINGERD·IFERANS·IYEL

DENKLEMLER·I

3.1 ÖNCÜLLER VE MOT·IVASYON

H Hilbert uzay¬nda kendine eş pozitif tan¬ml¬bir A operatörü ile8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

du (t)

dt
+ Au (t) = f (t) (0 � t � 1) ;

i
du (t)

dt
+ Au (t) = g (t) (�1 � t � 0) ;

u (�1) = �u (�) + '; 0 < � � 1

(3.1)

yukar¬daki lokal olmayan s¬n¬r de¼ger problemini ele alal¬m.

Bir çok parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problem-

lerinin (3.1) problemine indirgenebildi¼gi çok iyi bilinmektedir.

E¼ger aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬r ise, u(t) fonksiyonuna (3.1) probleminin çözümüdür

denilir.

(i) u(t) fonksiyonu [0; 1] aral¬¼g¬nda iki kez sürekli türevlenebilir ve [�1; 1] aras¬nda

türevlenebilir olmal¬d¬r. Aral¬¼g¬n uç noktalar¬nda türev tek tara�¬türev manas¬n-

dad¬r.

(ii) u(t) fonksiyonu, her t 2 [�1; 1] için D(A) (A n¬n tan¬m kümesi) nin eleman¬d¬r ve

Au(t), [�1; 1] aral¬¼g¬nda süreklidir.

(iii) u(t) fonksiyonu, (3.1) probleminin denklemlerini ve lokal olmayan s¬n¬r koşulunu

sa¼glar.

Biz (3.1) probleminin kararl¬l¬¼g¬ile ilgilenmekteyiz. Bu k¬s¬mda (3.1) probleminin

çözümünün kararl¬l¬k kestirimleri kurulacakt¬r. Uygulamalarda karma tipli parabolik-

Schrödinger denklemlerinin çözümleri için kararl¬l¬k kestirimleri elde edilmi̧stir.
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Son olarak parabolik Schrödinger denklemlerinin �zik ve mühendislik alanlar¬nda

önemli bir rol oynad¬¼g¬n¬belirtmek gerekir. (bkz. [13], [14], [15] ve [16]) (Ayr¬nt¬lar¬

kaynaklar k¬sm¬nda verilmi̧stir).

Dahas¬, başlang¬ç-de¼ger problemleri ve Schrödinger denklemlerinin nümerik çözüm-

leri, son 10 y¬lda kapsaml¬bir araşt¬rma alan¬olmuştur. (bkz. [17], [18], [19], [20], [21],

[22], [23]) (Detaylar¬kaynaklar k¬sm¬nda verilmi̧stir).

3.2 TEMEL TEOREM

Bu çal¬̧smadaki amac¬m¬z, parabolik-Schrödinger denklemi için kararl¬l¬k kestirimleri

elde etmektir. Uygulamalarda, parabolik-Schrödinger denklemleri için karma tipli s¬n¬r-

de¼ger problemlerinin çözümleri için kararl¬l¬k kestirimleri oluşturulacakt¬r. Di¼ger taraftan,

elde edilen tüm teorik sonuçlar¬desteklemek için nümerik denemeler nümerik analiz k¬s-

m¬nda verilecektir.

Teorem 3.1. ' 2 D(A) olsun. f (t), [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli türevlenebilir ve g (t),

[�1; 0] aral¬¼g¬nda türevlenebilir bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda (3.1) prob-

leminin tek bir çözümü vard¬r ve

max
�1�t�1

ku (t)kH �M

�
k'kH + max

�1�t�0
kg (t)kH + max0�t�1

kf (t)kH
�
; (3.2)

max
�1�t�1

kAu (t)kH �M fkA'kH + kg (0)kH

+ max
�1�t�0

kg0 (t)kH + kf (0)kH + max0�t�1
kf 0 (t)kH

�
; (3.3)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. BuradaM , f(t); t 2 [0; 1]; g(t); t 2 [�1; 0] ve ' ifadelerinden

ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: ·Ilk önce (3.1) probleminin çözümü için formül elde edece¼giz. Bilindi¼gi gibi8>>><>>>:
du (t)

dt
+ Au (t) = f (t) (0 � t � 1);

u (0) = u0

(3.4)
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ve 8>>><>>>:
i
du (t)

dt
+ Au (t) = g (t) (�1 � t � 0);

u (�1) = u�1

(3.5)

başlang¬ç-de¼ger problemlerinin tek çözümü vard¬r ve dolay¬s¬yla,

u (t) = e�tAu(0) +

tZ
0

e�(t�s)Af (s) ds; 0 � t � 1 (3.6)

ve

u (t) = ei(t+1)Au�1 � i

tZ
�1

ei(t�s)Ag (s) ds;�1 � t � 0 (3.7)

formülleri sa¼glan¬r. (3.7) formüllünü kullan¬larak

u (0) = eiAu�1 � i

0Z
�1

e�isAg (s) ds;�1 � t � 0 (3.8)

eşitli¼gi yazabiliriz. Buradan,

u (t) = e�tA

24eiAu�1 � i

0Z
�1

e�isAg (s) ds

35+ tZ
0

e�(t�s)Af (s) ds; 0 � t � 1 (3.9)

elde edilir.

Şimdi, lokal olmayan s¬n¬r koşulu

u (�1) = �u (�) + '

kullan¬l¬rsa �
I � �eiAe��A

	
u�1 (3.10)

=

8<:�� ie��A
0Z
�1

e�isAg (s) ds+

�Z
0

e�(��s)Af(s)ds

9=;+ '

operatör denklemi elde edilir. Bu durumda operatör

I � �eiAe��A

şeklindedir. Bu operatörün tersi

T =
�
I � �eiAe��A

��1
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mevcuttur ve

kTkH!H �M (3.11)

eşitsizli¼gi sa¼glar. Bu kestirimin ispat¬

��e�(�+i)A


H!H < 1

kestirimine dayanmaktad¬r. Buradan,



��e�(�+i)A


H!H � j��j

��e����� ��e�i��� � 1
elde edilir. Daha sonra,

kTkH!H �



�I � �eiAe��A

��1



H!H

� 1

1� j�j e��

kestirimleri yazabiliriz. Burada,

�
I � �eiAe��A

��1
u =

1Z
�

1

1� �ei�e���
dE�u

tan¬m¬kullan¬l¬rsa,




�I � �eiAe��A
��1




H!H
� sup

����1

1

j1� �ei�e���j

��1� �ei�e���
�� � 1� j�j ��ei��� ��e����� � 1� j�j ��e����� � 1� j�j ��e���� = 1� j�j e��

elde edilir. Dolay¬s¬yla,




�I � �eiAe��A
��1


 � 1

1� j�j e�� �M

bulmuş oluruz. Yani, (3.11) kestirimi ispatlanm¬̧s olur.

Böylece, (3.10) operatör denkleminden

u�1 = T

0@�
8<:�ie��A

0Z
�1

e�isAg (s) ds+

�Z
0

e�(��s)Af(s)ds

9=;+ '

1A (3.12)
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denklemini elde ederiz. Dolay¬s¬yla, (3.1) probleminin çözümü için denkleminde (3.9),

(3.7) ve (3.12) formülleri elde edilmi̧s olur.

Temel Teoremin ispat¬n¬n ilk k¬sm¬burada bitmi̧stir. ·Ikinci k¬s¬mda ise, (3.2) ve (??)

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir. A operatörünün simetri özelli¼gine dayanarak



e�itA


H!H � 1; t � 0 (3.13)

kestiriminin al¬nabilece¼gi aç¬kt¬r.

·Ilk olarak (3.2) eşitsizli¼ginin ispat¬verilecektir. Bunun için öncelikle,

ku�1kH �

8<:


�I � �eiAe��A
��1




H!H

0@jij j�j

e��A


H!H

0Z
�1



eiAs


H!H kg(s)kH ds

+ j�j
�Z
0



e�(��s)A


H!H kf(s)kH ds+ k'kH

1A9=;
�M

24 0Z
�1

kg(s)kH ds+
�Z
0

kf(s)kH ds+ k'kH

35
eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. O halde,

ku�1kH �M

�
k'kH + max

�1�t�0
kg(t)kH + max0�t�1

kf(t)kH
�

(3.14)

dir. (3.9) formülü kullan¬larak

ku(t)kH �


e�tA



H!H

0@

e�tA


H!H ku(�1)kH + jij

0Z
�1



e�isA


H!H kg(s)kH ds

+

tZ
0



e�(t�s)A


H!H kf(s)kH ds

1A

� ku�1kH +
0Z
�1

kg(s)kH ds+
tZ
0

kf(s)kH ds;
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. O halde,

ku (t)kH �M

�
k'kH + max

�1�t�0
kg(t)kH + max0�t�1

kf(t)kH
�
; 0 � t � 1 (3.15)

kestirimi elde edilmi̧s olur. (3.7) formülü kullan¬larak

ku(t)kH �


ei(t+1)A



H!H ku�1kH + jij
tZ
�1



eiA(t�s)


H!H kg(s)kH ds;�1 � t � 0

� ku�1kH +
tZ
�1

kg(s)kH ds

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. O halde,

ku(t)kH �M

�
k'kH + max

�1�t�0
kg(t)kH + max0�t�1

kf(t)kH
�

(3.16)

kestirimi elde edilmi̧s olur. Öyleyse, (3.15) ve (3.16) eşitsizlikleri kullan¬larak (3.2)

eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

·Ikinci olarak (??) eşitsizli¼gi ispatlanacakt¬r. (3.12) formulüne k¬smi integrasyon

uygulanarak

u (�1) = T

�
�

�
A�1e��A

�
g (0)� eiAg (�1)�

Z 0

�1
e�isAg0 (s) ds

�

�A�1
�
f (�)� e��Af (0)�

Z �

0

e�(��s)Af 0 (s) ds

��
+ '

�
elde edilir. Buradan,

Au (�1) = T

�
�

�
e��A

�
g (0)� eiAg (�1)�

Z 0

�1
e�isAg0 (s) ds

�
(3.17)

�f (�) + e��Af (0) +

Z �

0

e�(��s)Af 0 (s) ds

�
+ A'

�
yaz¬l¬r. (3.17) formülünün kestirimi al¬n¬rsa

kAu�1kH � kTkH!H
�
j�j
�

e��A



H!H

�
kg (0)kH +



eiA


H!H kg (�1)� g (0)kH

+


eiA



H!H kg (0)kH +
Z 0

�1



e�isA


H!H kg

0 (s)kH ds
�

+ kf (0)kH + kf (�)� f (0)kH +


e��A



H!H kf (0)kH
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+

Z �

0



e�(��s)A


H!H kf

0 (s)kH ds
�
+ kA'kH

�
eşitsizli¼gi elde edilir. O halde,

kAu�1kH �M fkA'kH + kg (0)kH (3.18)

+ max
�1�t�0

kg0 (t)kH + kf (0)kH + max0�t�1
kf 0 (t)kH

�
;

kestirimi al¬n¬r. Şimdi�1 � t � 0 aral¬¼g¬n¬ele alal¬m. (3.7) formulüne k¬smi integrasyon

uygulanarak

u (t) = ei(t+1)Au (�1) + A�1
�
g (t)� ei(t+1)Ag (�1)�

Z t

�1
ei(t�s)Ag0 (s) ds

�
elde edilir. Buradan,

Au (t) = ei(t+1)AAu (�1) + g (t)� ei(t+1)Ag (�1)�
Z t

�1
ei(t�s)Ag0 (s) ds (3.19)

yaz¬l¬r. (3.19) formulünün kestirimi al¬n¬rsa

kAu (t)kH �


ei(t+1)A



H!H kAu�1kH + kg (0)kH +


ei(t+1)A



H!H kg (0)kH

+ kg (t)� g (0)kH +


ei(t+1)A



H!H kg (�1)� g (0)kH +
Z t

�1



ei(t�s)A


H!H kg

0 (s)kH ds

� kAu�1kH + kg (0)kH + max
�1�t�0

kg0 (t)kH

eşitsizli¼gi elde edilir. O halde, �1 � t � 0 için

kAu (t)kH �M

�
kA'kH + kg (0)kH + max

�1�t�0
kg0 (t)kH + kf (0)kH + max0�t�1

kf 0 (t)kH
�

(3.20)

kestirimi al¬n¬r. Son olarak 0 � t � 1 aral¬¼g¬n¬ ele alal¬m. (3.9) formülüne k¬smi

integrasyon uygulanarak

u (t) = e�tA
�
eiAu (�1) + A�1

�
g (0)� eiAg (�1)�

Z 0

�1
e�isAg0 (s) ds

��

�A�1
�
f (t)� e�tAf (0)�

Z t

0

e�(t�s)Af 0 (s) ds

�
elde edilir. Buradan,

Au (t) = e�tA
�
eiAAu (�1) +

�
g (0)� eiAg (�1)�

Z 0

�1
e�isAg0 (s) ds

��
(3.21)
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�
�
f (t)� e�tAf (0)�

Z t

0

e�(t�s)Af 0 (s) ds

�
yaz¬l¬r. (3.21) formülünün kestirimi al¬n¬rsa

kAu (t)kH �


e�tA



H!H

�

eiA


H!H kAu�1kH + kg (0)kH

+


eiA



H!H kg (�1)� g (0)kH +


eiA



H!H kg (0)kH +
Z 0

�1



e�isA


H!H kg

0 (s)kH ds

+ kf (0)kH + kf (t)� f (0)kH +


e�tA



H!H kf (0)kH +
Z t

0



e�(t�s)A


H!H kf

0 (s)kH ds

� kAu�1kH + kg (0)kH + max
�1�t�0

kg0 (t)kH + kf (0)kH + max0�t�1
kf 0 (t)kH

eşitsizli¼gi elde edilir. O halde,

kAu (t)kH �M fkA'kH + kg (0)kH (3.22)

+ max
�1�t�0

kg0 (t)kH + kf (0)kH + max0�t�1
kf 0 (t)kH

�
;

kestirimi al¬n¬r. (3.18), (3.20) ve (3.22) kestirimleri kullan¬larak (??) eşitsizli¼gi ispat-

lanm¬̧s olur. Bu da Temel Teoremin ispat¬n¬tamamlar.

3.3 UYGULAMALAR

Şimdi, Teorem 3.1 için uygulamalar verilecektir. ·Ilk olarak,8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

vy � (a(x)vx)x + �v = f(y; x); 0 < y < 1; 0 < x < 1;

ivy � (a(x)vx)x + �v = g(y; x);�1 < y < 0; 0 < x < 1;

v(�1; x) = v (1; x) + '(x); 0 � x � 1;

v(y; 0) = v(y; 1); vx(y; 0) = vx(y; 1);�1 � y � 1;

v(0+; x) = v(0�; x); vy(0+; x) = vy(0�; x); 0 � x � 1;

(3.23)

karma tipli parabolik-Schrödinger denklemini göz önünde bulundural¬m. Burada � > 0

olmak üzere key� bir sabittir. (3.23) problemi v (y; x) şeklinde düzgün tek bir çözüme

sahiptir. Bunun için a (x) � a > 0, (x 2 (0; 1)), ' (x) (x 2 [0; 1]), f (y; x) (y 2 [0; 1] ; x 2 [0; 1])

ve g (y; x) (y 2 [�1; 0] ; x 2 [0; 1]) şeklinde fonksiyonlar olmal¬d¬r.

L2 [0; 1] Hilbert uzay¬n¬n¬n [0; 1] aral¬¼g¬nda tüm kare integrallenebilir fonksiyonlar¬n¬

ve W 1
2 [0; 1], W

2
2 [0; 1] Hilbert uzaylar¬n¬s¬ras¬yla aşa¼g¬daki normlarla
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k'kW 1
2 [0;1]

=

�Z 1

0

j' (x)j2 dx
�1=2

+

�Z 1

0

j'x (x)j
2 dx

�1=2
;

k'kW 2
2 [0;1]

=

�Z 1

0

j' (x)j2 dx
�1=2

+

�Z 1

0

j'x (x)j
2 dx

�1=2
+

�Z 1

0

j'xx (x)j
2 dx

�1=2
tan¬mlayal¬m. Bu şartlar alt¬nda (3.23) karma tipli problemi, (3.1) Hilbert uzay¬nda

öz-eşlenik pozitif tan¬ml¬bir A operatörü ile tan¬mlanan lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger prob-

lemine indirgenebilir.

Teorem 3.2. (3.23) lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger probleminin çözümü

max
�1�y�1

kv(y; �)kL2[0;1] �M
h
k'kL2[0;1]

+ max
�1�y�0

kg(y; �)kL2[0;1] + max
0�y�1

kf(y; �)kL2[0;1]
�
;

max
�1�y�1

kv(y; �)kW 2
2 [0;1]

�M
h
k'kW 1

2 [0;1]
+ kg(0; �)kL2[0;1]

+ max
�1�y�0

kgy(y; �)kL2[0;1] + kf(0; �)kL2[0;1] + max
0�y�1

kfy(y; �)kL2[0;1]
�

kararl¬l¬k kestirimlerini sa¼glar. Burada M , f (y; x) (y 2 [0; 1] ; x 2 [0; 1]), g (y; x)

(y 2 [�1; 0] ; x 2 [0; 1]) den ve ' (x) (x 2 [0; 1]) den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 3.2 nin ispat¬Teorem 3.1 ve problem (3.23) taraf¬ndan oluşturulan oper-

atörün simetri özelli¼gine dayanmaktad¬r.

Şimdi, çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklemi için karma tipli8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

vy �
mX
r=1

(ar(x)vxr)xr = f(y; x); 0 � y � 1;

x = (x1; � � � ; xm) 2 
;

ivy �
mX
r=1

(ar(x)vxr)xr = g(y; x);�1 � y � 0;

x = (x1; � � � ; xm) 2 
;

�
mX
r=1

(ar(x)vxr (�1; x))xr = v(1; x) + '(x); x 2 
;

u(y; x) = 0; x 2 S;�1 � y � 1

(3.24)

lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemini göz önüne alal¬m. Burada 
, m-bouytlu Ölkid

uzay¬Rm de,

(x : x = (x1; � � � ; xm) ; 0 < xk < 1; 1 � k � m)
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S ve 
 = 
 [ S taraf¬ndan s¬n¬rlanan bir aç¬k birim küptür. Burada, ar(x); (x 2


); '(x) (x 2 
) ve f(y; x) (y 2 (0; 1); x 2 
); g(y; x) (y 2 (�1; 0); x 2 
) ifadeleri

[0; 1]� 
 de verilen sorunsuz fonksiyonlar ve ar(x) � a > 0 dir.

L2(
) Hilbert uzay¬n¬n 
 üzerinde tüm kare integrallanebilir fonksiyonlar¬n¬

kfkL2(
) =

8><>:
Z
� � �
Z
x2


jf(x)j2dx1 � � � dxm

9>=>;
1=2

W 1
2

�


�
ve W 2

2

�


�
uzaylar¬n¬aşa¼g¬daki normlar ile

k'kW 1
2 (
)

= k'kL2(
) +

8><>:
Z
� � �
Z
x2


nX
r=1

j'xr j
2dx1 � � � dxm

9>=>;
1=2

;

k'kW 2
2 (
)

= k'kL2(
) +

8><>:
Z
� � �
Z
x2


nX
r=1

j'xr j
2dx1 � � � dxm

9>=>;
1=2

+

8><>:
Z
� � �
Z
x2


nX
r=1

j'xrxr j
2dx1 � � � dxm

9>=>;
1=2

tan¬mlayal¬m. (3.24) problemi düzgün ar(x); f(y; x) ve g(y; x) fonksiyonlar¬için v(y; x)

biçiminde düzgün ve tek bir çözüme sahiptir. Bu şartlar alt¬nda (3.24) karma tipli prob-

lemi; (3.1) Hilbert uzay¬nda öz-eşlenik pozitif tan¬ml¬bir A operatörü ile tan¬mlanan,

lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemine indirgenebilir.

Teorem 3.3. (3.24) lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger probleminin çözümü

max
�1�y�1

kv(y; �)kL2(
) �M
h
k'kL2(
)

+ max
�1�y�0

kg(y; �)kL2(
) + max
0�y�1

kf(y; �)kL2(
)

�
;

max
�1�y�1

kv(y; �)kW 2
2 (
)

�M
h
k'kW 1

2 (
)
+ kg(0; �)kL2(
)

+ max
�1�y�0

kgy(y; �)kL2(
) + kf(0; �)kL2(
) + max
0�y�1

kfy(y; �)kL2(
)

�
kararl¬l¬k kestirimlerini sa¼glar. Burada M , f (y; x) (y 2 [0; 1] ; x 2 [0; 1]) ; g (y; x)

(y 2 [�1; 0] ; x 2 [0; 1]) ve ' (x) (x 2 [0; 1]) den ba¼g¬ms¬zd¬r.
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Teorem 3.3 ün ispat¬Teorem 3.1 e, (3.24) problemi taraf¬ndan tan¬mlanan oper-

atörün simetri özelli¼gine ve aşa¼g¬daki L2
�


�
içindeki eliptik diferensiyel problemin

çözümünün koersiv eşitsizli¼gine dayanmaktad¬r.

Teorem 3.4. Eliptik diferansiyel problemin çözümü için

�
mX
r=1

(ar(x)uxr)xr = ! (x) ; x 2 
;

u (x) = 0; x 2 S;
mX
r=1

kuxrxrkL2(
) �M k!kL2(
)

koersiv eşitsizli¼gi sa¼glanmaktad¬r [25].
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4 PARABOL·IK-SCHRÖDINGER FARK

DENKLEMLER·I

4.1 B·IR·INC·I BASAMAKTAN DO¼GRULUKLU FARK ŞE-

MASI

Bu bölümde, (3.1) s¬n¬r-de¼ger problemi ile bu probleme kaŗs¬l¬k gelen8>>>>>>><>>>>>>>:

uk � uk�1
�

+ Auk = fk; fk = f (tk) ; tk = k� ; 1 � k � N;

i
u1 � u0

�
= �Au0 + g0;

i
uk � uk�1

�
+ Auk = gk; gk = g (tk) ; tk = k� ;�N + 1 � k � 0;

u�N = �uN + '

(4.1)

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬incelenmi̧stir. Bilindi¼gi gibi, H Hilbert uza-

y¬nda öz-eşlenik pozitif tan¬ml¬A diferansiyel operatörlü lokal olmayan s¬n¬r de¼ger prob-

leminin bir de¼gi̧skenli diskritizasyon (discretization) fark şemalar¬n¬araşt¬rmak demek,

Hh Hilbert uzaylar¬nda h�ye (0 < h � h0) göre düzgün öz-eşlenik pozitif tan¬ml¬Ah fark

operatörlü çok de¼gi̧skenli diskritizasyon fark şemalar¬n¬araşt¬rmak demektir.

Öncelikle ileriki bölümlerde ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z yard¬mc¬teoremleri verelim.

Yard¬mc¬Teorem 4.1. R = R (�A) = (I � i�A)�1 ve D = (I + �A)�1 olmak üzere



Rk


H!H �M(1 + ��)�k; (4.2)

kDkH!H � 1 (4.3)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Burada, M katsay¬s¬� dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Yard¬mc¬Teorem 4.2. Q� =
�
I � �DNRN

	
olmak üzere

T� =
�
I � �DNRN

��1
operatörünün tersi vard¬r ve

jjT� jjH!H �M (4.4)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada, M katasy¬s¬� dan ba¼g¬ms¬zd¬r.
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·Ispat: (4.4) eşitsizli¼ginin ispat¬


�I � �DNRN
��1




H!H
� sup

����1

1

j1� �DNRN j � sup
����1

1

1� j�j jDN j jRN j ;

sup
����1

1

1� jRN j � sup
����1

1

1�M(1 + ��)�N
�M

kestirimine dayanmaktad¬r.

Teorem 4.1. E¼ger ' 2 D(A) ise, bu durumda (4.1) fark şemas¬n¬n çözümü için

max
�N�k�N

kukkH �M

�
k'kH + max

�N�k�0
kgkkH + max

1�k�N
kfkkH

�
; (4.5)

max
�N�k�N

kAukkH �M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N+1�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H
(4.6)

+ kf1kH + max
2�k�N



(fk � fk�1) �
�1



H

�

kararl¬l¬k kestirimleri sa¼glan¬r. Burada, M katsay¬s¬� ; fk; 1 � k < N; gk;�N < k �

0 ve ' den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Heŗseyden önce, (4.1) fark şemas¬n¬n çözümü için gerekli formüller elde

edilecektir. Bilindi¼gi gibi,8>>><>>>:
uk � uk�1

�
+ Auk = fk; fk = f (tk) ; tk = k� ; 1 � k � N;

u0 = �;

(4.7)

ve 8>>><>>>:
i
uk � uk�1

�
+ Auk = gk; gk = g (tk) ; tk = k� ;�N � k � 0;

u�N = �uN + ':

(4.8)

başlang¬ç-de¼ger fark problemlerinin tek çözümü vard¬r ve

uk = Dku0 + �

kX
s=1

Dk�s+1fs; 1 � k � N; (4.9)

uk = RN+ku�N � i�

kX
s=�N

Rk�s+1gs;�N � k � 0 (4.10)

formülleri sa¼glan¬r. (4.10) formülü kullan¬larak
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u0 = RNu�N � i�

0X
s=�N

R�s+1gs (4.11)

yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla,

uk = Dk

 
RNu�N � i�

0X
s=�N

R�s+1gs

!
+ �

kX
s=1

Dk�s+1fs; 1 � k � N; (4.12)

formülü elde edilir. Şimdi,

u�N = �uN + '

lokal olmayan s¬n¬r koşulu kullan¬larak

u�N = �uN + ' = �

"
DNu0 + �

NX
s=1

DN�s+1fs

#
+ ' (4.13)

ya da

u�N = �

"
DN

(
RNu�N � i�

0X
s=�N

R�s+1gs

)
+ �

NX
s=1

DN�s+1fs

#
+ ' (4.14)

elde edilir. Burada,

T� =
�
1� �DNRN

��1
olmak üzere

kT�kH!H =



�1� �DNRN

��1



H!H

�M

eşitsizli¼gini sa¼glar. O halde,

u�N = T�

"
�

(
�i�DN

0X
s=�N

R�s+1gs + �

NX
s=1

DN�s+1fs

)
+ '

#
(4.15)

yaz¬l¬r. Dolays¬yla, (4.1) fark şemas¬n¬n çözümü için (4.10), (4.12) ve (4.15) formülleri

elde edilmi̧s olur. Böylece, ispat¬n ilk k¬sm¬tamamlanm¬̧st¬r.

·Ispat¬n ikinci k¬sm¬nda ise, (4.5) ve (4.6) eşitsizlikleri ispatlanacakt¬r. ·Ilk olarak

(4.5) eşitsizli¼gi ispatlanacakt¬r. Öncelikle, ku�NkH elde edilecektir. (4.15) formülü

kullan¬larak

ku�NkH � kT�kH

"
j�j
(
j�ij j� j



DN



H!H

0X
s=�N



R�s+1


H!H kgskH
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+ j� j
NX
s=1



DN�s+1


H!H kfskH

)
+ k'kH

#
ya da

ku�NkH �M

�
max

�N�k�0
kgkkH + max

1�k�N
kfkkH + k'kH

�
(4.16)

kestirimi al¬n¬r. Şimdi, 1 � k � N için kukkH elde edilecektir. (4.12) formülü kul-

lan¬larak

kukkH �


Dk




H!H

"

RN


H!H ku�NkH + j�ij j� j

0X
s=�N



R�s+1


H!H kgskH

#
(4.17)

+ j� j
kX
s=1



Dk�s+1


H!H kfskH ; 1 � k � N

� ku�NkH + max
�N�k�0

kgkkH + max
1�k�N

kfkkH ; 1 � k � N

ya da

kukkH �M

�
max

�N�k�0
kgkkH + max

1�k�N
kfkkH + k'kH

�
; 1 � k � N (4.18)

elde edilecektir. Son olarak �N � k � 0 için kukkH elde edilecektir. (4.12) formülü

kullan¬larak

kukkH �


RN+k



H!H ku�NkH + j�ij j� j
kX

s=�N



Rk�s+1


H!H kgskH ;

� ku�NkH + max
�N�k�0

kgkkH ;�N � k � 0

ya da

kukkH �M

�
k'kH + max

�N�k�0
kgkkH + max

1�k�N
kfkkH

�
;�N � k � 0 (4.19)

elde edilir. Dolay¬s¬yla, (4.18) ve (4.19) kestirimleri kullan¬larak (4.5) eşitsizli¼gi ispat-

lan¬r.

·Ikinci olarak (4.6) eşitsizli¼gi ispatlanacakt¬r. (4.15) formülü ve Abel formülü kul-

lan¬larak

u�N = T�

"
�A�1

(
RN

 
RNg�N �R�1g0 +

1X
s=�N+1

R�s [gs � gs�1]

!

+DN�1f1 �D�1fN +

N+1X
s=2

DN�s [fs � fs�1]

)
+ '

#
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elde edilir. Buradan,

Au�N = T�

"
�

(
RN

 
RNg�N �R�1g0 +

1X
s=�N+1

R�s [gs � gs�1]

!

+DN�1f1 �D�1fN +
N+1X
s=2

DN�s [fs � fs�1]

)
+ A'

#
yaz¬l¬r. O halde,

kAu�NkH � kT�kH!H
�
j�j
�

RN



H!H

�

RN


H!H kg�NkH +



R�1


H!H kg0kH

+ j� j
1X

s=�N+1



R�s


H!H



(gs � gs�1) �
�1



H

!
+


DN�1



H!H kf1kH +


D�1



H!H kfNkH +

j� j
N+1X
s=2



DN�s


H!H



(fs � fs�1) �
�1



H

)
+ kA'kH

#

ya da

kAu�NkH �M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N+1�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H
(4.20)

+ kf1kH + max
2�k�N



(fk � fk�1) �
�1



H

�
kestirimi al¬n¬r. Şimdi, (4.10) formülü ve Abel formülü kullan¬larak

uk = RN+ku�N + A�1

"
RN+kg�N �R�1gk +

kX
s=�N+1

Rk�s [gs � gs�1]

#
;�N � k � 0

elde edilir. Buradan,

Auk = RN+kAu�N +

"
RN+kg�N �R�1gk +

kX
s=�N+1

Rk�s [gs � gs�1]

#
;�N � k � 0

yaz¬l¬r. O halde,

kAukkH �


RN+k



H!H kAu�NkH +
�

RN+k



H!H kg�NkH +


R�1



H!H kgkkH

+ j� j
kX

s=�N+1



Rk�s


H!H



(gs � gs�1) �
�1



H

#
;�N � k � 0

� kAu�NkH + kg0kH + max
�N�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H

41



kestirimi al¬n¬r. Dolay¬s¬yla,

kAukkH �M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N+1�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H
(4.21)

+ kf1kH + max
2�k�N



(fk � fk�1) �
�1



H

�
;�N � k � 0

Son olarak (4.12) formülü ve Abel formülü kullan¬larak

uk = Dk

"
RNu�N + A�1

(
RNg�N �R�1g0 +

0X
s=�N+1

R�s [gs � gs�1]

)

+A�1

(
Dk�1f1 �D�1f0 +

kX
s=2

Dk�s [fs � fs�1]

)
; 1 � k � N

elde edilir. Buradan,

Auk = Dk

"
RNAu�N +

(
RNg�N �R�1g0 +

0X
s=�N+1

R�s [gs � gs�1]

)

+

(
Dk�1f1 �D�1f1 +

kX
s=2

Dk�s [fs � fs�1]

)
; 1 � k � N

yaz¬l¬r. O halde,

kAukkH �


Dk




H!H

�

RN


H!H kAu�NkH +

�

RN


H!H kg�NkH +



R�1


H!H kg0kH

+ j� j
0X

s=�N+1



R�s


H!H



(gs � gs�1) �
�1



H

)

+

(

Dk�1


H!H kf1kH +



D�1


H!H kf0k+ j� j

kX
s=2



Dk�s


H!H



(fs � fs�1) �
�1



H

)

�M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N+1�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H

+ kf1kH + max
2�k�N



(fk � fk�1) �
�1



H

�
; 1 � k � N

kestirimi al¬n¬r. Dolay¬s¬yla,

kAukkH �M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H
(4.22)

eşitsizli¼gi elde edilir. Sonuç olarak, (4.20), (4.21) ve (4.22) kestirimleri kullan¬larak (4.6)

eşitsizli¼gi ispatlan¬r.
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4.2 UYGULAMALAR

Şimdi, Teorem 4.1 in iki farkl¬ probleme uygulamas¬ verilecektir. ·Ilk olarak, (3.23)

karma tipli parabolik-Schrödinger denklemini ele alal¬m. Temel Teorem 4.1 (3.23) karma

tipli s¬n¬r-de¼ger problemin tek de¼gi̧skene göre birinci basamaktan do¼gruluklu yaklaş¬k

çözümünün araşt¬r¬lmas¬nda uygulanm¬̧st¬r. (3.23) probleminin diskritizasyonu iki aşa-

mada gerçekleştirilir. ·Ilk aşamada,

[0; 1]h = fx : xn = nh; 0 � n �M;Mh = 1g ;

a¼g uzay¬tan¬mlan¬r. Ard¬ndan [0; 1]h aral¬¼g¬nda tan¬mlanan 'h(x) a¼g fonksiyonlar¬ve

L2h = L2 ([0; 1]h) ;W
1
2h = W 1

2 ([0; 1]h) ;W
2
2h = W 2

2 ([0; 1]h) Hilbert uzaylar¬tan¬mlan¬r.

Belirtilen uzaylarda norm



'h


L2h

=

 
M�1X
n=1

��'h(x)��2 h!1=2 ;


'h



W 1
2h

=


'h



L2h
+

 
M�1X
n=1

����'h�
�x;j

���2 h!1=2 ;


'h



W 2
2h

=


'h



L2h
+

 
M�1X
n=1

����'h�
�x;j

���2 h!1=2 + M�1X
n=1

����'h�
x�x;j

���2 h!1=2
formülleri ile tan¬mlan¬r. (3.23) problemi taraf¬ndan oluşturulan A diferansiyel oper-

atörü yerine

Axh'
h(x) =

n
�(a(x)'�

x
)x;n + �'n

oM�1

1
(4.23)

formülüyle tan¬mlanan Axh fark operatörü al¬n¬r. Burada Axh fark operatörü '0 =

'M ; '1�'0 = 'M�'M�1 şartlar¬n¬sa¼glayan 'h(x) = f'ngM0 a¼g fonksiyonlar¬uzay¬nda

tan¬mlanm¬̧st¬r. Bilindi¼gi gibi Axh fark operatörü L2h Hilbert uzay¬nda pozitif tan¬ml¬

öz-eşlenik bir operatördür. Bu durumda Axh fark operatörünün yard¬m¬yla (3.23) lokal

olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dvh(y; x)

dy
+ Axhv

h(y; x) = fh(y; x); 0 � y � 1; x 2 [0; 1]h ;

i
dvh(y; x)

dy
+ Axhv

h(y; x) = gh(y; x);�1 � y � 0; x 2 [0; 1]h ;

vh(�1; x) = vh(1; x) + 'h(x); x 2 [0; 1]h ;

vh(0+; x) = vh(0�; x);
dvh(0+; x)

dy
=
dvh(0�; x)

dy
; x 2 [0; 1]h ;

(4.24)
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adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülebilir.

·Ikinci aşamada ise, (4.24) problemi için, (4.1) fark şemas¬kullan¬larak,8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axhu

h
k = fhk (x); x 2 [0; 1]h ;

fhk (x) = ff(yk; xn)gM�1
1 ; yk = k� ; 1 � k � N;N� = 1;

i
uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axhu

h
k = ghk (x); x 2 [0; 1]h ;

ghk (x) = fg(yk; xn)gM�1
1 ; yk = k� ;�N + 1 � k � 0;

uh�N(x) = uhN(x) + 'h(x); x 2 [0; 1]h ;

i
uh1(x)� uh0(x)

�
= �Axhuh0(x) + gh0 (x); g

h
0 (x) = gh(0; x); x 2 [0; 1]h

(4.25)

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬elde edilir.

Teorem 4.2. E¼ger � ve h yeterince küçük say¬lar ise, bu durumda (4.25) fark şemas¬n¬n

çözümü aşa¼g¬daki

max
�N�k�N



�uhk�x

L2h � C

�


'h�
x





L2h
+ max
1�k�N



fhk 

L2h + max
�N+1�k�0



ghk

L2h
�

max
�N�k�N




�uk�
x

�
x





W 2
2h

� C

�

fh1x

L2h + max
2�k�N�1



(fk � fk�1) �
�1



L2h

+


gh0x

L2h + max

�N+1�k�0



�ghk � ghk�1
�
��1



L2h
+



�'h�

x

�
x





W 1
2h

�
kararl¬l¬k kestirimlerini sa¼glar. Burada, C sabiti � ; h; 'h(x) ve fhk (x); 1 � k �

N; ghk ;�N + 1 � k � 0�dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.2 nin ispat¬, Teorem 4.1 ve (4.31) formülü ile tan¬mlanan Axh fark oper-

atörünün simetri özelliklerine dayanmaktad¬r.

·Ikinci olarak, çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklem (3.24) için karma tipli

s¬n¬r-de¼ger problemini ele alal¬m. Burada da (3.24) probleminin diskritizasyonu iki

ad¬mda incelenir. Birinci ad¬mda önce,

e
h = fx = xm = (h1m1; � � � ; hnmn);m = (m1; � � � ;mn) ;

0 � mr � Nr; hrNr = L; r = 1; � � � ; ng ;


h = e
h \ 
; Sh = e
h \ S
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a¼g uzay¬tan¬mlan¬r. Ard¬ndan e
h kümesinde tan¬mlanan
'h(x) = f'(h1m1; � � � ; hnmn)g

a¼g fonksiyonlar¬L2h = L2(e
h);W 1
2h = W 1

2h(
e
h);W 2

2h = W 2
2h(
e
h) Banach uzaylar¬tan¬m-

lan¬r. Bu uzaylarda norm



'h


L2(e
h) =

0@X
x2e
h

��'h(x)��2 h1 � � �hn
1A1=2

;



'h


W 1
2h

=


'h



L2h
+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr

���2 h1 � � �hn
1A1=2

;



'h


W 2
2h

=


'h



L2h
+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr

���2 h1 � � �hn
1A1=2

+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr�xr;jr

���2 h1 � � �hn
1A1=2

formülleri ile tan¬mlan¬r. Daha sonra, (3.24) problemi taraf¬ndan oluşturulan A difer-

ansiyel operatörü yerine

Axhu
h
x = �

nX
r=1

�
ar(x)u

h
�
xr

�
xr;jr

; (4.26)

formülüyle tan¬mlanan Axh fark operatörü al¬n¬r. Burada A
x
h fark operatörü her x 2 Sh

de¼gerleri için uh(x) = 0 koşullar¬n¬ sa¼glayan uh(x) fonksiyonlar¬ uzay¬nda tan¬mlan-

m¬̧st¬r. Bilindi¼gi üzere L2(e
h) uzay¬nda Axh fark operatörü pozitif tan¬ml¬ve öz-eşlenik
bir operatördür. Bu halde, Axh fark operatörünün yard¬m¬yla8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dvh(y; x)

dy
+ Axhv

h(y; x) = fh(y; x); 0 � y � 1; x 2 e
h;
i
dvh(y; x)

dy
+ Axhv

h(y; x) = gh(y; x);�1 � y � 0; x 2 e
h;
vh(�1; x) = vh(1; x) + 'h(x); x 2 e
h;
vh(0+; x) = vh(0�; x);

dvh(0+; x)

dy
=
dvh(0�; x)

dy
; x 2 e
h;

(4.27)

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. ·Ikinci aşamada ise, (4.27) problemi yerine
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(4.1) fark şemas¬kullan¬larak,8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axhu

h
k = fhk (x); x 2 e
h;

fhk (x) = ff(yk; xn)gM�1
1 ; yk = k� ; 1 � k � N; N� = 1;

i
uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axhu

h
k = ghk (x); x 2 e
h;

ghk (x) = fg(yk; xn)gM�1
1 ; yk = k� ;�N + 1 � k � �1;

uh�N(x) = uhN(x) + 'h(x); x 2 e
h;
i
uh1(x)� uh0(x)

�
= �Axhuh0(x) + gh0 (x); g

h
0 (x) = gh(0; x); x 2 e
h

(4.28)

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬elde edilir.

Teorem 4.3. E¼ger � ve jhj yeterince küçük say¬lar ise, bu durumda (4.28) fark şe-

mas¬n¬n çözümü için aşa¼g¬daki
nX
r=1




�uhk�xr;jr


L2h � C

"
nX
r=1




�'h��
xr;jr





L2h
+ max
1�k�N



fhk 

L2h + max
�N+1�k�0



ghk

L2h
#
;

max
�N�k�N

nX
r=1




�uhk��xrxr;jr


W 2
2h

� C

"
nX
r=1




�fh1 ��xr;jr


L2h + max
2�k�N�1



(fk � fk�1) �
�1



L2h

+
nX
r=1




�gh0��xr;jr


L2h + max
�N+1�k�0



�ghk � ghk�1
�
��1



L2h
+

nX
r=1




�'h��
xrxr;jr





W 1
2h

#
kararl¬l¬k kestirimleri sa¼glan¬r. Burada, C sabiti � ; h; 'h(x) ve fhk (x); 1 � k �

N; ghk ;�N + 1 � k � 0�dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.3 ün ispat¬Temel Teorem 4.1�e, (4.26) formülü ile tan¬mlanan Axh fark

operatörünün simetri özelliklerine ve aşa¼g¬daki L2h uzay¬ndaki eliptik fark probleminin

çözümü için koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktad¬r (bkz: [Sobolevskii, P.

E., 1975]).

Teorem 4.4. Eliptik fark probleminin8>>>>><>>>>>:
�

nX
r=1

�
ar(x)u

h
�
xr

�
xr;jr

= !h (x) ; x 2 
h;

uh (x) = 0; x 2 Sh;
çözümü için

mX
r=1



uhxr�xr;jr

L2h �M


!h



L2h
; (4.29)

koersivite kestirimi sa¼glan¬r
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4.3 ·IK·INC·I BASAMAKTANDO¼GRULUKLUFARK ŞEMASI

(3.1) s¬n¬r-de¼ger problemi ile r-iyileştirilmi̧s Crank-Nicholson fark şemas¬ taraf¬ndan

üretilen 8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

uk � uk�1
�

+ A

�
uk + uk�1

2

�
= fk;

fk = f(tk � �
2
); tk = k� ; 1 � k < N; k� = 1;

i
uk � uk�1

�
+ A

�
uk + uk�1

2

�
= gk;

gk = g(tk � �
2
); tk = k� ; �N � k < 0; k� = 1;

��1 (I + � 2A) (u1 � u0) =
�

2
[f (0)� Au0] + [g (0)� Au0] ;

u�N = �uN + '

(4.30)

ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬n¬ele alal¬m. Birinci basamaktan do¼gruluklu

fark şemas¬n¬n kararl¬l¬k kestirimlerinin ispat¬ndaki gibi, benzer şekilde aşa¼g¬daki teorem

ispatlanabilir.

Teorem 4.5. E¼ger ' 2 D(A) ise, bu durumda (4.30) fark şemas¬n¬n çözümü için aşa¼g¬-

daki

max
�N�k�N

kukkH �M

�
k'kH + max

�N�k�0
kgkkH + max

1�k�N
kfkkH

�
max

�N�k�N
kAukkH �M

�
kA'kH + kg0kH + max

�N+1�k�0



(gk � gk�1) �
�1



H

+ kf1kH + max
2�k�N



(fk � fk�1) �
�1



H

�
kararl¬l¬k kestirimleri sa¼glan¬r. Burada, M katsay¬s¬� ; fk; 1 � k < N; gk;�N <

k � 0 ve ' den ba¼g¬ms¬zd¬r.

4.4 UYGULAMALAR

Şimdi, Teorem 4.5 in uygulamalar¬verilecektir. ·Ilk olarak, (3.23) karma tipli parabolik-

Schrödinger denklemini ele alal¬m. Temel Teorem 4.5 (3.23) karma tipli s¬n¬r-de¼ger prob-

lemin tek de¼gi̧skene göre birinci basamaktan do¼gruluklu yaklaş¬k çözümünün araşt¬r¬l-

mas¬nda uygulanm¬̧st¬r. (3.23) probleminin diskritizasyonu iki aşamada gerçekleştirilir.

·Ilk aşamada,

[0; 1]h = fx : xn = nh; 0 � n �M;Mh = 1g
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a¼g uzay¬tan¬mlan¬r. Ard¬ndan [0; 1]h aral¬¼g¬nda tan¬mlanan 'h(x) a¼g fonksiyonlar¬ve

L2h = L2 ([0; 1]h) ;W
1
2h = W 1

2 ([0; 1]h) ;W
2
2h = W 2

2 ([0; 1]h) Hilbert uzaylar¬tan¬mlan¬r.

Belirtilen uzaylarda norm



'h


L2h

=

 
M�1X
n=1

��'h(x)��2 h!1=2 ;


'h



W 1
2h

=


'h



L2h
+

 
M�1X
n=1

����'h�
�x;j

���2 h!1=2 ;


'h



W 2
2h

=


'h



L2h
+

 
M�1X
n=1

����'h�
�x;j

���2 h!1=2 + M�1X
n=1

����'h�
x�x;j

���2 h!1=2
formülleri ile tan¬mlan¬r. (3.23) problemi taraf¬ndan oluşturulan A diferansiyel oper-

atörü yerine

Axh'
h(x) =

n
�(a(x)'�

x
)x;n + �'n

oM�1

1
(4.31)

formülüyle tan¬mlanan Axh fark operatörü al¬n¬r. Burada Axh fark operatörü '0 =

'M ; '1�'0 = 'M�'M�1 şartlar¬n¬sa¼glayan 'h(x) = f'ngM0 a¼g fonksiyonlar¬uzay¬nda

tan¬mlanm¬̧st¬r. Bilindi¼gi gibi Axh fark operatörü L2h Hilbert uzay¬nda pozitif tan¬ml¬

öz-eşlenik bir operatördür. Bu durumda Axh fark operatörünün yard¬m¬yla (3.23) lokal

olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi (4.24) adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülebilir.

·Ikinci aşamada ise (4.24) problemi için, (??) fark şemas¬kullan¬larak,8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axh

�
uhk + uhk�1

2

�
= fhk (x); x 2 [0; 1]h ;

fhk (x) = ff(yk � �
2
; xn)gM�1

1 ; yk = k� ; 1 � k � N;N� = 1;

i
uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axh

�
uhk + uhk�1

2

�
= ghk (x); x 2 [0; 1]h ;

ghk (x) = fg(yk � �
2
; xn)gM�1

1 ; yk = k� ;�N + 1 � k � 0;

��1 (I + � 2Axh)
�
uh1 (x)� uh0 (x)

�
=
�

2

�
fh (0; x)� Axhu

h
0 (x)

�
+
�
gh (0; x)� Axhu

h
0 (x)

�
; x 2 [0; 1]h ;

uh�N(x) = uhN(x) + 'h(x); x 2 [0; 1]h

(4.32)

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬elde edilir.

Teorem 4.6. E¼ger � ve h yeterince küçük say¬lar ise, bu durumda (4.32) fark şemas¬n¬n

çözümü aşa¼g¬daki

max
�N�k�N



�uhk�x

L2h � C

�


'h�
x





L2h
+ max
1�k�N



fhk 

L2h + max
�N+1�k�0



ghk

L2h
�
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max
�N�k�N




�uk�
x

�
x





W 2
2h

� C

�

fh0x

L2h + max
2�k�N�1



(fk � fk�1) �
�1



L2h

+


gh0x

L2h + max

�N+1�k�0



�ghk � ghk�1
�
��1



L2h
+



�'h�

x

�
x





W 1
2h

�
kararl¬l¬k kestirimlerini sa¼glar. Burada, C sabiti � ; h; 'h(x) ve fhk (x); 1 � k �

N; ghk ;�N + 1 � k � 0�dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.6 n¬n ispat¬, Teorem 4.1 ve (4.31) formülü ile tan¬mlanan Axh fark oper-

atörünün simetri özelliklerine dayanmaktad¬r.

·Ikinci olarak, çok boyutlu parabolik-Schrödinger denklem (3.24) için karma tipli

s¬n¬r-de¼ger problemini ele alal¬m. Burada da (3.24) probleminin diskritizasyonu iki

ad¬mda incelenir. Birinci ad¬mda önce,

e
h = fx = xm = (h1m1; � � � ; hnmn);m = (m1; � � � ;mn) ;

0 � mr � Nr; hrNr = L; r = 1; � � � ; ng ;


h = e
h \ 
; Sh = e
h \ S
a¼g uzay¬tan¬mlan¬r. Ard¬ndan e
h kümesinde tan¬mlanan

'h(x) = f'(h1m1; � � � ; hnmn)g

a¼g fonksiyonlar¬L2h = L2(e
h);W 1
2h = W 1

2h(
e
h);W 2

2h = W 2
2h(
e
h) Banach uzaylar¬tan¬m-

lan¬r. Bu uzaylarda norm



'h


L2(e
h) =

0@X
x2e
h

��'h(x)��2 h1 � � �hn
1A1=2

;



'h


W 1
2h

=


'h



L2h
+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr

���2 h1 � � �hn
1A1=2

;



'h


W 2
2h

=


'h



L2h
+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr

���2 h1 � � �hn
1A1=2

+

0@X
x2e
h

nX
r=1

����'h�
xr�xr;jr

���2 h1 � � �hn
1A1=2
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formülleri ile tan¬mlan¬r. Daha sonra, (3.24) problemi taraf¬ndan oluşturulan A diferan-

siyel operatörü yerine (4.26) formülüyle tan¬mlananAxh fark operatörü al¬n¬r. BuradaA
x
h

fark operatörü her x 2 Sh de¼gerleri için uh(x) = 0 koşullar¬n¬sa¼glayan uh(x) fonksiyon-

lar¬uzay¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. Bilindi¼gi üzere L2(e
h) uzay¬nda Axh fark operatörü pozitif
tan¬ml¬ve öz-eşlenik bir operatördür. Bu halde, Axh fark operatörünün yard¬m¬yla (3.24)

lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi (4.27) adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

·Ikinci aşamada ise, (4.27) problemi yerine (4.30) fark şemas¬kullan¬larak8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axh

�
uhk + uhk�1

2

�
= fhk (x); x 2 e
h;

fhk (x) = ff(yk � �
2
; xn)gM�1

1 ; yk = k� ; 1 � k � N � 1; N� = 1;

i
uhk(x)� uhk�1(x)

�
+ Axh

�
uhk + uhk�1

2

�
= ghk (x); x 2 e
h;

ghk (x) = fg(yk � �
2
; xn)gM�1

1 ; yk = k� ;�N + 1 � k � �1;

��1 (I + � 2Axh)
�
uh1 (x)� uh0 (x)

�
=
�

2

�
fh (0; x)� Axhu

h
0 (x)

�
+
�
gh (0; x)� Axhu

h
0 (x)

�
; x 2 e
h;

uh�N(x) = uhN(x) + 'h(x); x 2 e
h

(4.33)

birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬elde edilir.

Teorem 4.7. E¼ger � ve jhj yeterince küçük say¬lar ise, bu durumda (4.33) fark şe-

mas¬n¬n çözümü için aşa¼g¬daki

nX
r=1




�uhk�xr;jr


L2h � C

"
nX
r=1




�'h��
xr;jr





L2h
+ max
1�k�N



fhk 

L2h + max
�N+1�k�0



ghk

L2h
#
;

max
�N�k�N

nX
r=1




�uhk��xrxr;jr


W 2
2h

� C

"
nX
r=1




�fh1 ��xr;jr


L2h + max
2�k�N�1



(fk � fk�1) �
�1



L2h

+

nX
r=1




�gh0��xr;jr


L2h + max
�N+1�k�0



�ghk � ghk�1
�
��1



L2h
+

nX
r=1




�'h��
xrxr;jr





W 1
2h

#
kararl¬l¬k kestirimleri sa¼glan¬r. Burada, C sabiti � ; h; 'h(x) ve fhk (x); 1 � k �

N; ghk ;�N + 1 � k � 0�dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.7 nin ispat¬Temel Teorem 4.1�e, (4.26) formülü ile tan¬mlanan Axh fark

operatörünün simetri özelliklerine ve aşa¼g¬daki L2h uzay¬ndaki eliptik fark probleminin

çözümü için koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktad¬r (bkz: [Sobolevskii, P.

E., 1975]).
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Teorem 4.8. Eliptik fark probleminin8>>>>><>>>>>:
�

nX
r=1

�
ar(x)u

h
�
xr

�
xr;jr

= !h (x) ; x 2 
h;

uh (x) = 0; x 2 Sh;

çözümü için
mX
r=1



uhxr�xr;jr

L2h �M


!h



L2h
;

koersivite kestirimi sa¼glan¬r.
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5 NÜMER·IK ANAL·IZ

Bu bölümde parabolik-Schrödinger denkleminin lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemini

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

@u

@t
� @2u

@x2
+ u = f (t; x) ; 0 < t < 1; 0 < x < 1;

i
@u

@t
� @2u

@x2
+ u = g (t; x) ;�1 < t < 0; 0 < x < 1;

u (0+; x) = u (0�; x) ; ut (0
+; x) = ut (0

�; x)

u(�1; x) = u(1; x) + ' (x) ; 0 � x � 1;

u(t; 0) = u(t; 1) = 0;�1 � t � 1

(5.1)

ele alal¬m. Burada

f (t; x) = (2� 2t) e�t2 sin x

g (t; x) = (2� 2it) e�t2 sin x

ve

' (x) = 2e�1 sin x

dir. (5.1) probleminin gerçek çözümü

u (t; x) = e�t
2

sin x

dir.

(5.1) probleminin yaklaş¬k çözümü için, � = h = 1=30 olmak üzere birinci ve ikinci

basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬kullan¬lacakt¬r. ·Ikinci mertebeden, katsay¬lar¬ma-

tris olan, n�ye göre fark denklemleri elde edilecektir. Bu fark denklemlerini çözmek için,

iyileştirilmi̧s-Gauss eliminasyon yöntemi kullan¬lacakt¬r. Say¬sal denemelerin sonucu

olarak ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬n¬n birinci basamaktan do¼gruluklu

fark şemalar¬na oranla daha do¼gru oldu¼gu gösterilecektir.

5.1 B·IR·INC·I BASAMAKTAN DO¼GRULUKLU FARK ŞE-

MASI

Parabolik-Schrodinger denklemi için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemini (5.1) göz

önüne alal¬m. (5.1) probleminin yaklaş¬k çözümü için, � üzerinden tan¬ml¬ a¼g nok-
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talar¬n¬n ailesini ve

[0; 1]� � [0; �]h = f(tk; xn) : tk = k� ; 1 � k � N � 1; N� = 1;

xn = nh; 1 � n �M � 1; Mh = �g

ifadesini [0; 1]� � [0; �]h aral¬¼g¬nda göz önüne alal¬m. Aşa¼g¬daki8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ukn � uk�1n

�
�
ukn+1 � 2ukn + ukn�1

h2
+ ukn = f(tk; xn);

tk = k� ; 1 � k < N � 1; 1 � n < M � 1

i
ukn � uk�1n

�
�
ukn+1 � 2ukn + ukn�1

h2
+ ukn = g(tk; xn);

tk = k� ;�N + 1 � k < 0; 1 � n < M � 1;

u1n � u0n = u0n � u�1n ;

u�Nn = uNn + '(xn);

uk0 = ukM = 0

veya8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(� 1
h2
)ukn+1 + (�

i

�
)uk�1n + (

i

�
+
2

h2
+ 1)ukn + (�

1

h2
)ukn�1 = g (tk; xn) ;

�N + 1 � k � 0; 1 � n �M � 1;

(� 1
h2
)ukn+1 + (�

1

�
)uk�1n + (

1

�
+
2

h2
+ 1)ukn + (�

1

h2
)ukn�1 = f (tk; xn) ;

u1n � u0n = u0n � u�1n

u�Nn = uNn + '(xn); xn = hn; 1 � n �M � 1;

uk0 = ukM = 0; 0 � k � N:

f (t; x) = (2� 2t) e�t2 sin x

g (t; x) = (2� 2it) e�t2 sin x

(5.2)

sunulur.

Burada, (2N + 1) � (2N + 1) boyutlu do¼grusal denklem sistemi elde edilmi̧s olur.

Bu do¼grusal denklem sistemi düzenlenerek matris formunda yaz¬l¬rsa8<: Aun+1 +Bun + Cun�1 = D'; 1 � n �M � 1;

U0 = ~0; UM = ~0
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elde edilir. Böylece,

A =

26666666666666664

0 0 : : : : : : 0 : : : : : : 0

0 a 0 0 0 0 0 0

0 0 a 0 0 0 0 0
...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 a 0 0 0

0 0 0 0 0 a 0 0

0 0 0 0 0 0 a 0

37777777777777775
(2N+1)�(2N+1)

B =

26666666666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 0 �1
2

b c 0 0 0 0 0 0 0 0

0 b c 0 0 0 0 0 0 0

0 0 b c 0 0 0 0 0 0
...
...
...
. . . . . .

...
...

...
...

...

0 0 0 0 b c 0 0 0 0

0 0 0 0 0 d e 0 0 0
...
...
...

...
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 0 0 0 0 d e 0

0 0 0 0 0 0 0 0 d e

0 0 0 1 �2 1 0 0 0 0

37777777777777777777777777775
(2N+1)�(2N+1)

;

ve C = A, D = [I](2N+1)�(2N+1) birim matristir. Burada,

a = � 1
h2
; b = � i

�
; c =

i

�
+
2

h2
+ 1;

d = �1
�
; e =

1

�
+
2

h2
+ 1;

'kn =

8>>>>>><>>>>>>:

2e�1 sin x;

g (tk; xn) ; N + 1 � k � 0;

f (tk; xn) ; 1 � k � N � 1;

0; k = N;
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'n =

26666666666666666664

'�Nn

'�N+1n

...

'0n

'1n
...

'N�1n

'Nn

37777777777777777775
(2N+1)�1

; Us =

26666666666666666664

u�Ns

u�N+1s

...

u0s

u1s
...

uN�1s

uNs

37777777777777777775
(2N+1)�1

; s = n� 1; n

dir. (5.4) matris denkleminin çözümü için iyileştirilmi̧s Gauss yok etme yöntemi kul-

lan¬l¬r. Bu yüzden aşa¼g¬daki formda,

Un = �n+1Un+1 + �n+1; n =M � 1; � � � ; 2; 1; 0;

bir çözüm aranmaktad¬r. Öyle ki �j (j = 1; � � � ;M � 1) �ler (2N + 1)�(2N + 1) tipinde

kare matris ve �j (j = 1; � � � ;M � 1) �ler (2N + 1)� 1 şeklinde sütun matris ve �1; �1

�1 =

26666666664

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 � � � 0

37777777775
(2N+1)�(2N+1)

; �1 =

26666666664

0

0

0
...

0

37777777775
(2N+1)�1

:

biçimindedir. Aşa¼g¬daki eşitlik

Us = �s+1Us+1 + �s+1; (s = n; n� 1 için),

ve

Aun+1 +Bun + Cun�1 = D'n

eşitli¼gi kullan¬larak

[A+B�n+1 + C�n�n+1]Un+1 +
�
B�n+1 + C�n�n+1 + C�n

�
= D'n:

yaz¬labilir. Son denklemin

A+B�n+1 + C�n�n+1 = 0;
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�
B�n+1 + C�n�n+1 + C�n

�
= D'n; 1 � n �M � 1

şeklinde seçilmesi uygundur. O halde, �n+1; �n+1 için formüller8<: �n+1 = � (B + C�n)
�1A;

�n+1 = (B + C�n)
�1 (D'n � C�n) ; n = 1; 2; � � � ;M � 1

biçimindedir. Bu yüzden

UM = ~0;

Un = �n+1Un+1 + �n+1; n =M � 1; � � � ; 2; 1; 0

olacakt¬r.

5.2 ·IK·INC·I BASAMAKTANDO¼GRULUKLUFARK ŞEMASI

(5.1) probleminin yaklaş¬k çözümü için,8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ukn � uk�1n

�
� 1
2

�
ukn+1 � 2ukn + ukn�1

h2
+
uk�1n+1 � 2uk�1n + uk�1n�1

h2

�
+
1

2
ukn +

1

2
uk�1n

= f
�
tk �

�

2
; xn

�
; 1 � k � N � 1; 1 � n �M � 1;

i
ukn � uk�1n

�
� 1
2

�
ukn+1 � 2ukn + ukn�1

h2
+
uk�1n+1 � 2uk�1n + uk�1n�1

h2

�
+
1

2
ukn +

1

2
uk�1n

= g
�
tk �

�

2
; xn

�
;� (N � 1) � k � 0; 1 � n �M � 1;

u1n � u0n
�

� �

h2
�
u1n+1 � 2u1n + u1n�1 � u0n+1 + 2u

0
n � u0n�1

�
=
�

2

�
f(0; xn) +

1

h2
(u0n+1 � 2u0n + u0n�1)

�
+

�
g(0; xn) +

1

h2
(u0n+1 � 2u0n + u0n�1)

�
; xn = nh; 2 � n �M � 2;

u�Nn = uNn + '(xn); xn = hn; 1 � n �M � 1;

uk0 = ukM = 0; 0 � k � N;

f (t; x) = (2� 2t) e�t2 sin x;

g (t; x) = (2� 2it) e�t2 sin x
(5.3)

ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬uygulan¬rsa,
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
� 1

2h2

�
uk�1n+1 + (�

1

2h2
)ukn+1 + (�

i

�
+
1

h2
+
1

2
)uk�1n

+(
i

�
+
1

h2
+ 1

2
)ukn +

�
� 1

2h2

�
uk�1n�1 + (�

1

2h2
)ukn�1 = g

�
tk �

�

2
; xn

�
;

�N + 1 � k � 0; 1 � n �M � 1;�
� 1

2h2

�
uk�1n+1 + (�

1

2h2
)ukn+1 + (�

1

�
+
1

h2
+
1

2
)uk�1n

+(
1

�
+
1

h2
+ 1

2
)ukn +

�
� 1

2h2

�
uk�1n�1 + (�

1

2h2
)ukn�1 = f

�
tk �

�

2
; xn

�
;

u1n � u0n
�

� �

h2
�
u1n+1 � 2u1n + u1n�1 � u0n+1 + 2u

0
n � u0n�1

�
=
�

2

�
f(0; xn) +

1

h2
�
u0n+1 � 2u0n + u0n�1

��
+

�
g(0; xn) +

1

h2
(u0n+1 � 2u0n + u0n�1)

�
; xn = nh; 2 � n �M � 2;

u�Nn = uNn + '(xn); xn = hn; 1 � n �M � 1;

uk0 = ukM = 0; 0 � k � N

ikinci basamaktan do¼gruluklu Crank-Nicholson fark şemas¬elde edilir. Burada, (2N +

1)� (2N +1) boyutlu do¼grusal denklem sistemi elde edilmi̧s olur. Bu do¼grusal denklem

sistemi düzenlenerek matris formunda yaz¬l¬rsa,8<: Aun+1 +Bun + Cun�1 = D'; 1 � n �M � 1;

U0 = ~0; UM = ~0
(5.4)

olur. Öyleyse,

A =

26666666666666666666666664

0 0 : : : : : : 0 : : : : : : 0 0

a a 0 0 0 0 0 0 0

0 a a 0 0 0 0 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
...

...

0 0 0 a a 0 0 0 0

0 0 0 0 a a 0 0 0

0 0 0 0 0 a a 0 0
...

...
...

...
...

...
. . . . . .

...

0 0 0 0 0 0 0 a a

0 : : : 0 b c 0 : : : 0 0

37777777777777777777777775
(2N+1)�(2N+1)

;
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B =

26666666666666666666666664

1 0 0 : : : 0 : : : 0 0 0 �1
2

d e 0 0 0 0 0 0 0 0

0 d e 0 0 0 0 0 0 0
...
...
. . . . . .

...
...

...
...

...
...

0 0 0 d e 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d e 0 0 0 0

0 0 0 0 0 d e 0 0 0
...
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 0 0 0 0 d e 0

0 0 : : : 0 m n 0 : : : 0 0

37777777777777777777777775
(2N+1)�(2N+1)

ve C = A, D = [I](2N+1)�(2N+1) birim matristir. Buna göre,

a = � 1

2h2
; b =

��
2
� 1
�
:
1

h2
; c = � �

2h2
; d = � i

�
+
1

h2
+
1

2
; e =

i

�
+
1

h2
+
1

2
;

m = �1
�
+ 2

�
1� �

2

�
:
1

h2
+ 1� �

2
; n =

1

�
+

�

h2
+
�

2
;

'kn =

8>>>>>>><>>>>>>>:

2e�1 sin x;

g
�
tk �

�

2
; xn

�
; N + 1 � k � 0;

f
�
tk �

�

2
; xn

�
; 1 � k � N � 1;

�

2
f(0; xn) + g(0; xn); k = N;

'n =

26666666666666666664

'�Nn

'�N+1n

...

'0n

'1n
...

'N�1n

'Nn

37777777777777777775
(2N+1)�1

; Us =

26666666666666666664

u�Ns

u�N+1s

...

u0s

u1s
...

uN�1s

uNs

37777777777777777775
(2N+1)�1

; s = n� 1; n

yaz¬lacakt¬r. (5.4) matris denkleminin çözümü için iyileştirilmi̧s Gauss yok etme yöntemi

kullan¬l¬r. Bu yüzden aşa¼g¬daki formda,

Un = �n+1Un+1 + �n+1; n =M � 1; � � � ; 2; 1; 0;
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bir çözüm aranmaktad¬r. Öyle ki �j (j = 1; � � � ;M � 1) �ler (2N + 1)�(2N + 1) tipinde

kare matris ve �j (j = 1; � � � ;M � 1) �ler (2N + 1)� 1 şeklinde sütun matris ve �1; �1

�1 =

26666666664

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 � � � 0

37777777775
(2N+1)�(2N+1)

; �1 =

26666666664

0

0

0
...

0

37777777775
(2N+1)�1

:

biçimindedir. Aşa¼g¬daki eşitlik

Us = �s+1Us+1 + �s+1; (s = n; n� 1 için),

ve

Aun+1 +Bun + Cun�1 = D'n

eşitli¼gi kullan¬larak

[A+B�n+1 + C�n�n+1]Un+1 +
�
B�n+1 + C�n�n+1 + C�n

�
= D'n:

yaz¬labilir. Son denklemin

A+B�n+1 + C�n�n+1 = 0;

�
B�n+1 + C�n�n+1 + C�n

�
= D'n; 1 � n �M � 1

şeklinde seçilmesi uygundur. O halde, �n+1; �n+1 için formüller8<: �n+1 = � (B + C�n)
�1A;

�n+1 = (B + C�n)
�1 (D'n � C�n) ; n = 1; 2; � � � ;M � 1

biçimindedir. Bu yüzden

UM = ~0;

Un = �n+1Un+1 + �n+1; n =M � 1; � � � ; 2; 1; 0

olacakt¬r.
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6 BULGULAR

6.1 HATA ANAL·IZ·I

Şimdi, say¬sal sonuçlar verilecektir. Parabolik-Schrödinger denklemi için lokal olmayan

s¬n¬r-de¼ger problemi (5.1) i göz önüne alal¬m. (5.1) lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemi-

nin yaklaş¬k çözümüne, birinci ve ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬n¬n farkl¬

� ve h de¼gerleri için bakal¬m. Kesin ve say¬sal çözümler 4.1, 4.2 ve 4.3 şekilleri ile

verilmi̧stir.
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Kaŗs¬laşt¬rma hatalar¬

ENM = max
1�k�N�1

 
M�1X
n=1

��u (tk; xn)� ukn
��2 h!1=2

formülü kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r. Bu say¬sal sonuçlarN veM nin farkl¬de¼gerleri için

bulunmuştur. Burada (tk; xn) noktas¬nda u(tk; xn) gerçek çözümü, ukn nümerik çözümü

temsil etmektedir. Sonuçlar Tablo 1. de gösterilmi̧stir.

Tablo 1. Farkl¬N ve M de¼gerleri için yaklaş¬k çözümler

Yöntem N=M=10 N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160

Fark Şemas¬(4.1) 0; 0424 0; 0244 0; 0133 0; 0069 0; 0035

Fark Şemas¬(4.30) 0; 0239 0; 0060 0; 0015 3; 774� 10�4 9; 4410� 10�5

Tablo 1. den elde edilen hatalar incelendi¼ginde, ikinci basamaktan do¼gruluklu fark

şemalar¬n¬n birinci basamaktan do¼gruluklu fark şemas¬na göre daha do¼gruluklu oldu¼gu

görülmektedir.
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7 SONUÇLAR ve ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problem-

lerinin kararl¬l¬¼g¬için ayr¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧sma sonunda aşa¼g¬daki özgün sonuçlar elde edilmi̧stir:

� Hilbert uzay¬nda parabolik-Schrödinger denkleminin lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger

problemlerinin çözümü için kararl¬l¬k kestirimleri üzerindeki temel teorem ispat-

lanm¬̧st¬r,

� Parabolik-Schrödinger denklemlerinin lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin

çözümü için kararl¬l¬k kestirimlerindeki teoremler elde edilmi̧stir,

� Parabolik-Schrödinger denklemlerinin lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin

yaklaş¬k çözümü için birinci ve ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şemalar¬sunul-

muştur,

� Parabolik-Schrödinger denklemlerinin lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemlerinin

yaklaş¬k çözümü için kurulan birinci ve ikinci basamaktan do¼gruluklu fark şe-

malar¬n¬n yaklaş¬k çözümleri için kararl¬l¬k kestirimlerindeki temel teorem kan¬t-

lanm¬̧st¬r,

� Parabolik-Schrödinger denklemleri için kurulan fark şemalar¬n¬n çözümü için karar-

l¬l¬k kestirimlerindeki teoremler elde edilmi̧stir,

� Bu fark şemalar¬n¬n teorik ifadeleri nümerik deneylerle desteklenmi̧stir,

Parabolik-Schrödinger denklemleri için lokal olmayan s¬n¬r-de¼ger problemleri bölümünde

elde edilen kararl¬çözümler aşa¼g¬daki;8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

du

dt
+ Au (t) = f (t) (0 � t � 1) ;

i
du

dt
+ Au (t) = g (t) (�1 � t � 0) ;

u (�1) =
NX
j=1

�ju
�
�j
�
+ ';

0 < �j � 1; 1 � j � N

H Hilbert uzay¬ndaki pozitif tan¬ml¬öz-eşlenik A operatörü ile karma tipli diferansiyel

denklemin çok noktal¬lokal olmayan s¬n¬r de¼ger problemi için de elde edilebilir.
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9. EKLER

EK-1. ALGOR·ITMA

1. Ad¬m: � =
1

N
ve h =

�

M
olarak al.

2. Ad¬m: Birinci dereceden do¼gruluklu fark şemas¬n¬kullan ve matris formunda

yaz.

AUn+1 +BUn + CUn�1 = D'n; 1 � n �M � 1:

3. Ad¬m: A;B;C ve D matrislerinin girdilerini belirle.

4. Ad¬m: �1; �1 i bul.

5. Ad¬m: �n+1; �n+1 i hesapla.

6. Ad¬m: Un için n =M�1; � � � ; 1; 0 Un = �n+1Un+1+�n+1; n =M�1; � � � ; 2; 1; 0

formülünü kullanarak hesapla.

EK-2. B·IR·INC·I BASAMAKTAN DO¼GRULUKLU FARK ŞEMASI ·IÇ·IN

MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)

% �rst order accuracy rother method

% mixed type

close; close;

if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;

tau=1/N; h=pi/M;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(h^2); end; %schödinger as¬l köşegen aşa¼g¬s¬

for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h^2); end; %eliptik as¬l köşegen

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

B(1,1)=-1;
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B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(2/h^2); end; %schödinger as¬l köşegen

aşa¼g¬s¬

for i=2:N+1; B(i,i)=complex(0,1)/tau; end; %schödinger as¬l köşegen

for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau^2))-(2/(h^2)); end; %eliptik as¬l köşegen

for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau^2); end; %eliptik as¬l köşegen yukar¬s¬

for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau^2); end; %eliptik as¬l köşegen aşa¼g¬s¬

B(2*N+1,N)=1;

B(2*N+1,N+1)=-2;

B(2*N+1,N+2)=1;

C=A;

for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;

alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;

betha(2*N+1,1:1) = 0 ;

��(j) = �(k,j) hesaplan¬yor �;

for j=1:2*N+1; x=j*h;

�i(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %nonlocal

�i(2*N+1,j:j)=0; %süreklilik

for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau; �i(k,j:j)=g(t,x); end; %schrödinger

for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau+tau; x=j*h; �i(k,j:j)=f(t,x); end; %elliptic

end;

�alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak�;

for j=1:M-1;

alpha(:,:,j+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*A;

betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(�i(:,j:j))-(C*betha(:,j:j)));

end;
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U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:, z:z ) = alpha(:,:,z+1:z+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:z+1);

end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:z); end;

�EXACT SOILUTION OF THIS PDE�;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

�ERROR ANALYSIS�;

ftf1=abs(es-p);

fmat1=abs(ftf1);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3.^(1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%%%%%%%%%%%%%%%ERROR ANALYSIS%%%%%%%%%%%%

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%%%%%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%

�gure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;
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m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

title(�EXACT SOLUTION�);

�gure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

title(�FIRST ORDER�);

%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%

function estx=exact(t,x)

estx=(exp(t)-1)*sin(x);

function ftx=f(t,x)

ftx=sin(x);

function gtx=g(t,x)

gtx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);
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EK-3. ALGOR·ITMA

1. Ad¬m: � =
1

N
ve h =

�

M
olarak al.

2. Ad¬m: Birinci dereceden do¼gruluklu fark şemas¬n¬kullan ve matris formunda

yaz.

AUn+1 +BUn + CUn�1 = D'n; 1 � n �M � 1:

3. Ad¬m: A;B;C ve D matrislerinin girdilerini belirle.

4. Ad¬m: �1; �1 i bul.

5. Ad¬m: �n+1; �n+1 i hesapla.

6. Ad¬m: Un için n =M�1; � � � ; 1; 0 Un = �n+1Un+1+�n+1; n =M�1; � � � ; 2; 1; 0

formülünü kullanarak hesapla.

EK-4. ·IK·INC·I BASAMAKTAN DO¼GRULUKLU FARK ŞEMASI ·IÇ·IN

MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)

close; close;

if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;

tau=1/N; h=pi/M;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(2*h^2); end; %schrödinger as¬l köşegen aşa¼g¬s¬

for i=2:N+1; A(i,i)=1/(2*h^2); end; %schrödinger as¬l köşegen

for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h^2); end; % %eliptik as¬l köşegen

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

B(1,1)=-1;

B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(1/h^2); end; %schrödinger as¬l köşegen

aşa¼g¬s¬
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for i=2:N+1; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)-(1/h^2); end; %schrödinger as¬l köşegen

for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau^2))-(2/(h^2)); end; %eliptik as¬l köşegen

for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau^2); end; %eliptik as¬l köşegen yukar¬s¬

for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau^2); end; %eliptik as¬l köşegen aşa¼g¬s¬

B(2*N+1,N-2)=1;

B(2*N+1,N-1)=-4;

B(2*N+1,N)=6;

B(2*N+1,N+1)=-4;

B(2*N+1,N+2)=1;

C=A;

for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;

alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;

betha(2*N+1,1:1) = 0 ;

��(j) = �(k,j) hesaplan¬yor �;

for j=1:2*N+1; x=j*h;

�i(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %nonlocal

�i(2*N+1,j:j)=0; %süreklilik

for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau-tau/2 ; �i(k,j:j)=f(t,x); end; %schrödinger

for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau; x=j*h; �i(k,j:j)=g(t,x); end; %elliptic

end;

�alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak�;

for j=1:M-1;

alpha(:,:,j+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*A;

betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(�i(:,j:j))-(C*betha(:,j:j)));

end;
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U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:, z:z ) = alpha(:,:,z+1:z+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:z+1);

end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:z); end;

�EXACT SOILUTION OF THIS PDE�;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end; end;

�ERROR ANALYSIS�;

ftf1=abs(es-p);

fmat1=abs(ftf1);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3.^(1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%%%%%%%%%%%%%%%ERROR ANALYSIS%%%%%%%%%%%%

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%%%%%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%

�gure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;
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surf(m);

hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

title(�EXACT SOLUTION�);

�gure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

title(�FIRST ORDER�);

%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%%

function estx=exact(t,x)

estx=(exp(t)-1)*sin(x);

function ftx=f(t,x)

ftx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);

function gtx=g(t,x)

gtx=sin(x);
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