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OZET

PARABOLIK-SCHRODINGER DIiFERANSIYEL VE FARK DENKLEMLERI
ICIN LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Mustafa ALP
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildirim OZDEMIR
Subat 2014, 74 sayfa

H Hilbert uzaymda 6z-eslenik pozitif tanimli 4 operatorlii diferansiyel denklemleri i¢cin
lokal olmayan sinir-deger problemi
/

3 d?u(t)

—n + Au(t) = g(1),(0 <t < 1),

S i%f)—AmnszLGIStSOL

L u(l) =u(-1)+pu

ele almmistir. Bu smir deger probleminin iyi konumlanmishgi agirliklt Holder
uzaylarinda dogrulugu ortaya konulmustur. Parabolik-Schrodinger denklemlerin lokal
olmayan smir deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in koersiv esitsizlikleri elde edilmistir.
Lokal olmayan sinir-deger probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar1 sunulmustur. Bu fark semalarinin iyi
konumlanmighgir Holder uzaylarinda kanitlanmistir. Uygulamalarda, Parabolik-
Schrodinger denklemlerin  fark semalarmmin  ¢oziimii i¢in koersiv esitsizlikleri
saglanmistir. Parabolik-Schrodinger denklemler i¢in fark semalarinin Matlab ile
cOzlimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Parabolik-Schrodinger Denklem, Fark Semalar1, Kararlilik.



ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR PARABOLIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE EQUATIONS

Mustafa ALP

Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assit. Prof. Yildirim OZDEMIR

February 2014, 74 pages

The abstract nonlocal boundary value problem

-
—% + Au(t) = g(1),(0 <t < 1),

S idill(;) — Aut) = f0), (-1 < £ < 0),

L u(l) =u(-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. The well-posedness of this problem in Holder spaces with a
weight is established. The coercivity inequalities for the solutions of the boundary value
problems for parabolic-Schrédinger equations are obtained. The first and the second
order accuracy difference schemes for the approximate solutions of this nonlocal
boundary value problem are presented. The well-posedness of these difference schemes
in Holder spaces is established. In applications, the coercivity inequalities for the
solutions of difference schemes for parabolic-Schrodinger equation are obtained. The
Matlab implementation of these difference schemes for parabolic-Schrodinger equation
is presented.

Keywords: Parabolic-Schrodinger Equation, Difference Schemes, Stabilitys.



EXTENDED ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR PARABOLIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Mustafa ALP
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Yildirim OZDEMIR

February 2014, 74 pages

1. INTRODUCTION:

The abstract nonlocal boundary value problem

p

_du) + Au(t) = g(),(0 <t < 1),
dt?

S idill(;) — Aut) = f0), (-1 < £ < 0),

L u(l) =u(-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A4 is considered. The well-posedness of this problem in Holder spaces with a
weight is established. The coercivity inequalities for the solutions of the boundary value
problems for parabolic-Schrédinger equations are obtained. The first and the second
order accuracy difference schemes for the approximate solutions of this nonlocal
boundary value problem are presented. The well-posedness of these difference schemes
in Holder spaces is established. In applications, the coercivity inequalities for the
solutions of difference schemes for parabolic-Schrédinger equation are obtained. The
Matlab implementation of these difference schemes for parabolic-Schrodinger equation
is presented.

Methods of solutions of nonlocal boundary value problems for partial

differential equations and partial differential equations of mixed type have been studied



extensively by many researches (see [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D.,
1979], [Bazarov, D. and Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S. N., 1998], [ Ashyralyev, A.
and Aggez, N., 2004], [ Ashyralyev, A. and Ozdemir, Y., 2005], [Ashyralyev, A. and
Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. and Sirma, A., 2008], [ Ashyralyev, A. and Yildirim,
0., 2010], [Ashyralyev, A. and Hicdurmaz, B., 2011], [Ashyralyev, A. and Ozger, F.,
2011], [Ozdemir, Y. and Kucukunal, M., 2012] and the references given therein).

2. MATERIAL AND METHODS:

It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively
described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These
nonlocal conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured
directly.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

This work is devoted to the study of the well-posedness of the nonlocal boundary value
problem for parabolic-Schrédinger differential and difference equations. The following
original results are obtained:

e The abstract theorem on the well-posedness of the nonlocal boundary value
problem for parabolic-Schrédinger equation in a Hilbert space is established.

e The coercivity stability inequalities for the solutions of the two nonlocal
boundary value problems for parabolic-Schrddinger equations are obtained.

e The first and second order of accuracy difference schemes for the approximate
solutions of the nonlocal boundary problem for parabolic-Schrodinger
differential equations are presented.

e The abstract theorems on the well-posedness of the first and second order of
accuracy difference schemes for the approximate solutions of the nonlocal
boundary problem for parabolic-Schrodinger differential equation are
established.

e The stability, almost coercivity inequalities, coercivity inequalities for the
solutions of difference schemes for the approximate solution of the nonlocal
boundary value problem for parabolic-Schrédinger equation are obtained.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
Our goal in this work is to investigate the stability of difference schemes of the
approximate solutions of the nonlocal boundary value problems for equations of

parabolic- Schrodinger type.



1 GIRIS

Modern fizigin ve teknolojinin baz1 problemlerinin etkili bir bigimde lokal olmayan kismi
diferansiyel denklemler tizerinden ifade edilebilir oldugu bilinmektedir. Bu lokal ol-
mayan kogullar cogunlukla siirdaki veriler dogrudan 6l¢iilemedigi zaman ortaya gikar.
Kismi diferansiyel denklemler ve karma tipli kismi diferansiyel denklemler i¢in lokal ol-
mayan sinir-deger problemlerinin ¢oziim yontemleri iizerine bir ¢cok arastirmac: tarafin-
dan galismalar yapilmigtir. (bkz. [1], [2],[3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]

ayrintilart kapsaml bir gekilde kaynaklar kisminda verilmistir).

Bu caligmadaki amacimiz parabolik-Schrodinger tipindeki denklemler icin lokal ol-
mayan sinir-deger problemlerinin yaklasik ¢oziimleri icin kurulan fark gemalarinin karar-

liligini incelemektir.

Bilindigi gibi parabolik-Schrodinger denklemler icin karma tipli problemler, Fourier

serileri yontemi, Laplace doniisiimii yontemi ve Fourier doniigiimii yontemi ile ¢oziilebilir.

Simdi bunlara ¢rnekler verelim.

Ik olarak parabolik-Schrédinger denklemi icin

;

Up — Upy + U = (2—2t)e_tQSinm,O§t§ 1.0<z<m,

WU — Ugy + U = (2—2it)e_tzsinx,—1 <t<0,0<x<m,

1 1, (1.1)
w(—1,z) = iu(l,x) +5e sinz,0 <z <

| u(t,0)=u(t,m)=0,-1<t<1

lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

(1.1) probleminin ¢ziimii i¢in, degiskenlerine ayirma yontemi ya da “Fourier Serileri
Yontemi” adiyla bilinen ¢oziim yontemini kullanalim. Problemin ¢oziimii igin u (¢, x)
fonksiyonu

u(t,z) = v(t,z) + w(t,x)

seklinde iki pargaya ayrilir. Burada, v(t,x) problemine kargilik gelen homojen den-
klemin genel ¢oziimii ve w(t, x) de homojen olmayan kismin 6zel ¢oziimiidiir. Matem-

atiksel ifadeyle, v(t, z) ve w(t, ) fonksiyonlari, sirasiyla,



(

ve

\

Wy — Wee +w = (2 — 2it)e”

1
w(—l,x)zie sinz,0 <z <m,

Vg — Ve 0 =00t <1, 0< 2 <,

W — Ve +v=0-1<1<0,0< 2 <,

1 (1.2)
v(—1,z) = 51}(1,33),0 <z<m,
| v(t,0)=v(t,m)=0,-1<t<1
Wy — Wy + W = (2—2t)e*tzsinx,0 <t<1,0<x <,
Psing, -1 <t<0,0<z<m,
(1.3)

w(t,0) =w(t,m)=0,-1<t<1

problemlerinin ¢oziimleridirler.

Oncelikle (1.2) probleminin ¢oziimiinii elde edecegiz. 0 < t < 1 olsun. Degiskenler-

ine ayirma yontemi ile,

ve

elde ederiz. Buradan,

yazilir. Oyleyse,

ve

olur. Yani,

v(t,x) =T(t)X(x) #0

0 X()
"H)+7Tt)  X'(x) .
T X A
VA= %ﬁ = k% =k

X"(z) + K*X (z) = 0

Xi(x) = sinkzx

seklinde bulunur. Simdi 7'(¢) ifadesini elde etmek igin,

ya da

T'(t) +T(t) = —k*T(t)

T't)+ (1 +k)T() =0

6



yazabiliriz. Buna gore, T'(t) ifadesinin ¢oziimiinii
Ti(t) = Cpe~ O+
olarak buluruz. Boylece,
v(t,z) =TH) X (z) = i (Cke’(HkQ)t) sin kx

olur.

Simdi, —1 <t < 0 olmasi durumunu goz 6niine alalim. Benzer sekilde degigkenlerin

ayrilmasi yontemini kullanarak

v(t,z) =T(t)X(x) #0

ifadesini ve
") +1T1) X'(z)
T(t) X(x)

esitligini elde ederiz. Bu yiizden,

= k=)

X"(z) +k*X(z) =0
veya
Xi(z) = sinkx
olarak yazihir. Simdi de, T'(t) ifadesini elde etmek igin,
T'(t) —i(1+ k)T() =0
yazalim. Boylece, T'(t) ¢oziimii,
Tk(t) _ Ckei(1+k2)t

olarak elde edilir. Boylece,

Z (C’ ei(1+F?) )Sinlm

k=1
¢oziimii bulunmus olur.
Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kogullari,

v(l,z) =0,
v(0F, ) =v(07, z),
v (07, ) = v, (07, )

7



bir arada kullanilarak Cy = 0,Vk = 1,2,---  n elde edilir. Bundan dolayi, v(¢,z) = 0

olur.

Daha sonra (1.3) ifadesinin ¢oziimiinii bulahm. Oncelikle 0 < ¢ < 1 durumunu

inceleyelim. Burada,
w(t,z) = Z Dy(t) sin kx
k=1

olsun. Ardindan,

o0

Wy — Way + W = Z (D, (t) + (1 + k%) Dy(t)) sinkz = (2 — 2t)e " sinx
k=1

yazilabilir. Bu da,
D) (t)+2D; (t) = (2 —2t)e ¥, k =1,
D (t)+ (1 + k*)Dy(t) =0, k # 1

oldugunun gostergesidir. Bu sebeple,
Dk(t) = 016_(1+k2)t

elde edilecektir. Sonrasinda, —1 < ¢t < 0 durumunu goézoniine alalim. Benzer olarak,

w(t,z) = Z Ex(t) sin kz
k=1

olur. Ardindan,

iy — wee +w =Y (iEL(t) + (1+ k) Ey(t)) sinka = (2 — 2it)e " sinx
k=1

yazabiliriz. Bu da,
iE (1) + 2B, (1) = (2 — 2it)e™ k=1,
iEL () + (1+ E)Ep(t) =0,k # 1
oldugu anlamina gelecektir. Bu durumda,
Ek<t) _ C3ei(1+k2>t
elde edilecektir. Lokal olmayan sinir kosulu ve siireklilik kogullar

Dy (1) = (1/2) Be (1), k#1,
Dk(O):Ek(O), k;zl,?,---,n
Dy (0) = E;(0), k=1,2,--- ,n

8



birlikte kullanilirsa ¢; = ¢3 = ¢3 = 0 elde edilir. Bu nedenle, k # 1 igin Dy (t) = Ex(t)

0 olur. Eger k =1 olursa,
D (t) 4 2D; (t) = (2 —2t)e "
denklemi ortaya gikacaktir. Dolayisiyla, D;(t) ifadesi
Dy (t) =ne 4"

seklindedir. Boylece,
w(t,z) = (nle’% + e’tz) sinz

olur. Benzer sekilde k£ = 1 olursa,
B! (t) + 2B, (t) = (2 = 2it)e "
yazilir. O halde, F;(t) formiilii
By (t) = nae 2 e
bigiminde olacaktir. Boylece,
w(t,x) = |nge 2 + e_tz] sin x
yazilir. Lokal olmayan simir kogulu ve stireklilik kogulu

w(—1,z) = (1/2) e !sinz,
w0, 2) =w(07,2),

wy (07, 2) = w, (07, 2)

kullanilarak ny; = ny = 0 ve ng = 1 bulunur. Bu yiizden,
w(t,z) =e " sing
olacaktir. Dolayisiyla,
u(t,z) =v(t,z)+w(tz)=e " sinz

ifadesi (1.1) probleminin tam ¢oziimiidiir.



Benzer sekilde asagidaki
(
du(t ~ DPult
u(?‘%)_za u(Jx):f(t,iU),

ot -— " 02
v= (21, ,1,) €Q0<tLT,
Ou(t,r) ~= Oult, )
- r— 5 = 9, 1),
ot E o I
r= (21, ,1,) €Q,-T <t <0,

u, (07, 2) = w, (07, 2),2 € Q
u(~T,2) = u(T,2) + plz), z €,
u(t,z) =0,z € S

\

¢ok boyutlu parabolik-Schrédinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger prob-
leminin ¢oziimii elde edilir. Burada, o, > 0 ve f(t,z)(t € [0,T],2 € Q),g(t,x)(t €
[—T,0],2 € Q),o(z),¢(z)(x € Q) verilmis diizgiin (smooth) fonksiyonlardir. Ayrica
Q, R™ n-boyutlu Oklid uzayinda S ve Q = QU S s ile birim acik kiip olup,

(x:x= (21, ,2),0<xp < 1,1 <k <n)
dir.
Ancak, degiskenlerine ayirma yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde

kullanilabilmektedir. Oysa ki fark semalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigi durum-

larda da kullanilabilen ¢ok kullanigh bir yontemdir.

Ikinci olarak, parabolik-Schrédinger denklemi icin

(

Up — Upe +u=2t[1 — (1 4+ ) e "] cost? + (1 — 2e~ ") sin t?,
0<t<1,0<z <00,

iU — Uge +u = 2it [1 — (1 +x) e "] cost® + (1 — 2e77) sin t?, 1.4
-1<1<0,0< 2 < o0,

u(—1,z) :%u(l,x)—i-%[l—(l—i-x)ez]sin1,0§x<oo,
u(t,0) =u, (t,0)=0,-1<t<1

\

bir bagka problem ele alalim. (1.4) problemi Laplace doniisiimii yontemi (z’e gore) ile
coziilebilir. L {u(t,z)} = u(t,s) olsun. Oncelikle, 0 < ¢t < 1 araliginmu goz oniine
alalim. Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniistimiinii alalim. Bu du-
rumda,

Up — Ugy +u =2t [1— (14 x)e "] cost® + (1 — 2¢77) sint?

10



L{w} — L{uge} + L{u} =2tcost?L{1 — (1 +z)e "} +sint’L {1 —2e "}

veya

(L{u(t,z)}), — *L{u(t,x)} + su(t,0) +u, (t,0) + L{u(t z)}
9 1 .9 1—35
= 2t cost S(ST +sint m

olacaktir. Boylece denklem,

up (t,8) — s2u (t, 8) +u (¢, s) = 2t cos 2 (ﬁ) + sin (8(1;3)

veya

ug (t,s) + (1 — s*) u(t,s) = 2tcost’ (ﬁ) + sin ¢2 (ﬁ)

haline gelir. Bu denklemin tamamlayic1 ¢oziimii
ug (t,s) + (1—s*)u(t,s) =0

U (t,8) = cre¥** ™1

dir. Ozel ¢oziim icin ise,
sin t2

u, (t,s) = m

yazilacaktir. Buna gore,

v _sint?

u(t,s) = ce
(t8) = s(s+1)°

olarak elde edilir.

Simdi, —1 < ¢ < 0 oldugunu goz 6niine alahm. Buna gore,
iU — Upy +u=2it [1 — (1+z)e "] cost® + (1 — 2 ") sint?
dir. Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniigiimii alinirsa,
iL{u} — L{ug} + L{u} = —2itcost?L{1— (1+z)e "} +sint’L {1 —2e"}
elde edilir. O halde,

1 s—1
iug (t,8) — s*u (t,s) +u(t,s) = —2itcost? <—) — sint? (—)
t( ) ( ) ( ) S(3+1)2 S(S+1)
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veya

iug (t,5) + (1 — s%) u(t,s) = —2it cost” <;> —sint’ (ﬁ)

s(s+1)°

yazilir. Bu diferansiyel denkleminin tamamlayici ¢oziimii
ue (t,s) = 03ei(1_s2)t

dir. Ozel ¢oziim ise

(t.5) sin t2
uy (t,s) = ——
P s(s+1)
yazilir. Boylece denklemin genel ¢oziimii
. in 2
u(t,s) = C362(1782)t L2
s(s+1)

dir. Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kosullar1 kullanilarak

sin t?

u(t,s) = ————
(t:5) s(s+1)
¢oziimii elde edilir. Son olarak, ters Laplace déniigiimii uygulanirsa, verilen (1.4) lokal

olmayan sinir-deger probleminin ¢oziimii

b 2} =[1-(1+2)e*]sint?

u(t,r) = L {u(t,s)} =sint?L! {s G+ 1)

olarak bulunur.

Benzer sekilde asagidaki

/

u(t,z) Zn:ara%(t,x) — f(ta)

ot — 0x?
x= (21, ,T,) E§+,O§t§T,
Ou(t,z) <~ Oultz)
ZT - X_:O‘Ta—x% =g(t,z),

x= (21, ,2,) E§+,—T§t§0,
uw(=T,z) =u(T,z) + ¢(zx),

u (07, ) = uy (07, 2) + (), 2 €,
u(t,x) =0, z € St

\
¢ok boyutlu parabolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problem-

inin ¢oztimii elde edilebilir. Burada o, > 0 ve f(t,z)(t € [0,T],z € §+),g(t, z)(t €
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[-T,0],x € ﬁJr), o(x),Y(z)(x € §+) verilmis diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q' R”

n-boyutlu Oklid uzaymda S ve Q = QU S ile siirh acik birim kiip olup,
(x:x= (21, ,2),0 <z < 1,1 <k <n)

dir.
Ancak, Laplace doniigiimii yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde

kullanilabilmektedir. Oysa ki fark semalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigi durum-

larda da kullanilabilen ¢ok kullanigh bir yontemdir.

Son olarak, Fourier doniistimii yontemi ile ¢oziilecek olan

(
Up — Uy +u = (3 — 42?) e~ sint? + 2te" cos 12,
0<t<],—o0o <z <00,
iy — Ugy +u = (3 —422) e sint? + 2ite™"" cos 2, (1.5)

-1 <t<0,—00 <2 < 00,

1 1
\ u(l,z) = iu(—l,x) + 56_552 sinl, —oco <z < 00

bir karma tipli lokal olmayan smir-deger problemini ele alalim. F{u(t,z)} = u(t, s)
olsun. Oncelikle, 0 < t < 1 arahgindaki c¢oziimii bulalim. Her iki tarafin Fourier

doniisiimii alinirsa
F{u} — F{ug} + F{u} = 2tcost’F {e‘mQ} + sint?F { (3 —42?) e‘”Q}
esitligi elde edilecektir. Boylece denklem,
ug (t,s) + (1+s*) u(t,s) = 2tcost’F {e‘x2} + sin ¢? <32F {e‘x2} +F {e‘x2}>
seklinde yazilir. Buna gore, tamamlayic1 ¢oziim
1+s2)t

U (t,5) = cre

dir. Ozel ¢oziim icin ise

u, (t,s) = Acost® + Bsint?

yazilir. w,(t, s) nin tiirevleri alinarak denklemde yerine yazilirsa
cos t* (QtB + A+ As2) + sin 2 (—2tA + B+ Bsz)
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= 2t cost’F {€_$2} + sin ¢2 ((1 + s F {€_$2}>

veya

B=F{e} ved=0

elde edilecektir. Bu yiizden,
uy (t,s) =F {e‘mg} sin ¢
olacaktir. Dolayisiyla,
u(t,s) = cre L B {e’mz} sin ¢2

bi¢ciminde bulunur.

Simdi, —1 < ¢t < 0 araligini goz oniine alalim. Her iki tarafin Fourier doniigtimii

aliirsa,

iF {u} — F{uge} + F {u} = 2itcost*F {e*ﬁ} +sin2F { (3 — 42?) e*wQ}
ya da

iug (t,5) + (1+ %) u(t,s) = 2it cost*F {e*mz} + sin t? <(1 + sHF {6”2})
veya

ug (t,s) — (i +1is°) u(t,s) = 2t cost*F {e’xz} — sint? ((z +is*)F {e’xQ})
elde edilir. Oyleyse, tamamlayic1 ¢oziim

u. (t,8) = cqei (1450t
olacaktir. Ozel ¢oziim ise
u, (t,s) = Dcost® + Esint’

seklinde olmalidir. Buradan,

cos t? (ZtE —1D — z's?D) + sin t? (—QtD —iF — 2'32E)

= 2t cost’F {€_I2} + (—iF {6_9”2} — is’F {e_z2}> sin ¢

14



D:0veE:F{e_f”2}

elde edilir. Buna gore,
up, (t,s) =F {e‘x2} sin ¢2
dir. O halde,
u(t,s) = cgei(HsQ)t + F {e’xz} sin ¢
dir. Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kosullar1 kullanilirsa
u (07, s) = ¢,
ug (07,8) = —(1 + 5?)cy,
u(07,s) = cs,
u (07, 8) =i (1 + s?) 3,
u(l,s) = %u (—1,s) + %F {e’xQ} sin 1,

c1 = c3 = c3 = 0 elde edilir. Boylece,
u(t,s)=F {e‘x2} sin ¢

olur. Son olarak, ters Fourier doniigiimii uygulanirsa, (1.5) lokal olmayan simir-deger

probleminin kesin ¢oziimii

u(t,z) = e sint?
elde edilir.
Benzer sekilde asagidaki
( Ou oIl
ar " 1 A t7 9
o 5 Yo Oz f(t,z)

0<t<T,x,reR"|r|=r1+ -+,

.O0u Al
Za - Z arm = f(t, @),

|r|=2m

~T<t<0,m,r €R"|r| =1+ 4+,
uw(—=T,z) =ou(T,z) + p(z),x € R",

| u (04, ) = w(0—, z), x € R™,

¢ok boyutlu parabolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir deger problem-
inin ¢oziimii elde edilebilir. Burada «,, f(t,z) (t € [0,7], = € R"), g(t,x) (t €
[—T.0],z € R"),p(z),¥(x) (x € R™) verilmis diizgiin fonksiyonlardur.
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Ancak, Fourier yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde kullanila-
bilmektedir. Oysa ki fark gemalar1 yontemi katsayilarin sabit olmadigr durumlarda da

kullanilabilen ¢ok kullanigh bir yéntemdir.

Bu calismada bir H Hilbert uzayinda verilen fark denklemlerinin, 6z-eglenik pozitif

tanmimli A operatorlii lokal olmayan sinir-deger problemi

' d;‘_;”+Au(t)=f(t) (0<t<1),
d2§t) Au(t) = g(t) (-1<t<0),

| w(-1) =au(p)+9,0<p<1

ele alimmigtir. Operator yaklagimi uygulanarak bu lokal olmayan sinir-deger problemi-
nin ¢oziimii igin kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Uygulamalarda bu soyut sonuglar,
parabolik-Schrodinger denklemleri i¢in fark semalarimin kararlilik kestirimlerini elde
edilmesini saglamigtir. Bu sonug lokal olmayan sinir kosullar1 tarafindan olusturu-
lan fark operatoriiniin pozitifligine dayanmaktadir. Bu fark semalarinin ¢oziimii icin

yapilan teorik sonuclarin dogrulugu, sayisal denemelerle de desteklenmistir.

Oncelikle, 7 boliimden olusan bu calismanin iceriginden bahsedelim.
Birinci Boliim; giris kismidir.

Ikinci B6liim; materyal ve yontem kismudir. Bu béliimde calismada kullanilan yon-

temlerin yani sira Hilbert uzayimin temel kavramlar: verilmigtir.

Uciincii Boliim; iic kissmdan olusmaktadir. Bu alanda yapilan arastirmalar hakkinda
kisa bir inceleme, bu boliimiin ilk kisminda bulunmaktadir. Ikinci kisimda ise,
eliptik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin karar-
liliklar1 hakkindaki temel teorem ispatlanmigtir. Uygulamalarda bu soyut sonuglar,
eliptik-Schrodinger denklemleri igin fark semalarinin kararlilik kestirimlerini elde

edilmesini saglamigtir. Bu ise, {i¢iincii kisimda verilmigtir.

Dordiincii Boliim; iki kissmdan olusmaktadir. Bir H Hilbert uzayinda 6z-eglenik
pozitif tanimh A operatorlii eliptik-Schrodinger denklemi igin lokal olmayan siir-

deger problemini yaklagik olarak ¢6zen, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu
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kararli fark semalar1 sunulmaktadir. Ayrica, eliptik-Schrodinger denklemi igin

karma tipli sinir-deger problemlerinin ¢oziimlerinin kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Besinci Boliim; niimerik analiz boliimiidiir. Birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu
fark semalar ile calisilmustir. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarmin
birinci basamaktan dogruluklu fark semalarina gore daha dogruluklu oldugunu

gostermek adina matlab programlar: verilmistir.

Altinca Béliim; bulgular ve tartisma boliimiidiir. ki kistmdan olusmaktadir. Birinci
kisimda sekiller bulunmaktadir. Ikinci kisimda ise elde edilen niimerik sonuclarin

hata analizi verilmigtir.

Yedinci Bo6liim; sonuclar ve oneriler kismidir.

Son olarak ¢aligmada kullanilan referanslar kaynaklar kisminda verilmistir. Ayrica
besinci boliimde kullanilan matlab programlar: ayrintili bir sekilde ekler kisminda ver-

ilmigtir.
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2 MATERYAL VE YONTEM

Yaptigimiz bu calisma i¢in herhangi bir materyale, techizata ya da laboratuvar or-
tamina ihtiya¢ duyulmamakla beraber, aragtirmamizda yontem olarak, sirasiyla, op-
erator yaklagimi ve sonlu fark yontemleri kullamilmistir. Ayrica elde edilen teorik
sonuclarin gecerliligini ve giivenilirligini desteklemek adina yapilan niimerik denemel-

erde, iyilestirilmis-Gauss yok etme yontemi kullanilmigtir.

2.1 HILBERT UZAYININ ELEMANLARI

Bu boliimde Hilbert uzay1 teorisinin secilmis temel kavramlar1 ve g¢alismamizda kul-
lanacagimiz bazi temel tanimlar verilecektir. S6z konusu kavramlar herhangi bir fonksiy-
onel analiz kitabinda bulunabilmekle beraber, aragtirmamizda [24] numarali kaynaktan

yararlanilmigtir.

Tanim 2.1. Aym F' skalerler cismi iizerinde tanimlanmig U ve V' vektor uzaylarini goz

oniine alalim. Bir A : U — V fonksiyonu
(1) Yui,us € U, A(uy + uz) = Auy + Auy (toplamsallik),

(ii) Yu e U ve YVa € F, A(au) = oA (u) (homojenlik)
kosullarim1 gergekliyorsa bir lineer doniisim ya da lineer operatér adim alir.

Tanim 2.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime reel degerli, negatif olmayan bir

d: X x X — R fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglasin:
(i) Her z,y € X igin d (z,y) > 0.
(ii) Her z,y € X igin ancak ve ancak z = y ise d (x,y) = 0.
(iii) Her z,y € X igin d (x,y) = d (y, ).

(iv) Her z,y,2 € X i¢in d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) (iicgen esitsizligi).
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Boyle bir d(x,y) fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik adim verecek ve X
kiimesinin bundan boyle nokta adini verecegimiz z ve y gibi elemanlar1 arasindaki

uzaklhk olarak yorumlayacagiz.

Tanim 2.3. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa
X bir tam metrik uzay adin alimir. Dolayisiyla bir tam metrik uzayda bir dizinin

yakinsaklik testi Cauchy dizisi olma tesbitiyle ortiisiir.

Ornek 2.1. X =C [—2, 2] siirekli fonksiyonlar kiimesi tizerinde d; metrigini gz 6niine

alalim. Bir {z, (t)} siirekli fonksiyonlar dizisini

0, —2<t<1—(1/n),
To(t)=9q nt+1—n, 1—(1/n)<t<1,
1, 1<t<2

ile tanimlayalim. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. Genellikten kaybetmeksizin n > m

alirsak

dy (T, Tp) = /_2 |, (t) — a0 (E)] dt

:/11_(1/n)(mt+1—m)dt+/l (n—m)(l—t)dt:%(l—l)

—(1/m) 1-(1/n) men

elde ederiz. Dolayisiyla m,n — oo igin d (2, ©,) — 0 buluruz. Yani {x, (t)} bir

Cauchy dizisidir. Ancak bu dizinin limitini hemen gorebilecegimiz gibi

fonksiyonudur. Gergekten

1

1
di (xp,x —/ nt+1—n)dt = —
o) = [ Yt = o

bulunur ve lim d; (z,,z) = 0 gikar. Ancak limit fonksiyon siireksiz oldugundan

X uzaymin i¢inde degildir ve {z,, (¢)} dizisi (X, d;) de yakinsamaz.

Tanim 2.4. V ile ¢cogunlukla kompleks sayilar cismi olarak sececegimiz bir F' skalerler
cismi tizerinde tanmimlanmig bir lineer vektor uzayini gosterelim. Reel degerli,
negatif olmayan bir N : V — R* fonksiyonunu asagidaki kosullar1 saglayacak

sekilde segilebilsin:
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(i) Her v € V igin N (v) > 0 ve ancak ve ancak v = 0 ise N (v) = 0 olur.
(ii) Her v e V ve a € F igin N (aw) = |a| N (v) olur.
(iii) Her u,v € V igin N (u +v) < N (u) + N (v) olur.
Boyle bir fonksiyon V' uzayi iizerinde bir norm adini alir. Bir normla donatilmig bir

vektor uzayima da normlu lineer uzay veya normlu vektor uzay: ya da sadece normlu

uzay adini veririz.

Tamim 2.5. (-,-) : H x H — C fonksiyonu, daha dogru bir deyisle fonksiyoneli agagi-
daki kurallar1 sagladigi takdirde bir i¢ ¢arpim adini ahr:

i) Her u,v € H icin (u,v) = (v,u) .

ii) Her u,v € H ve a € C igin (o, v) = a (u,v) .

iii) Her u,v,w € H igin (u + v, w) = (u,w) + (v, w) .
iv) Her u € H,u # 0 i¢in (u,u) > 0.

Burada bir {ist ¢izgi kompleks eslenigi gostermektedir. Bir i¢ carpimla donatilmis

bir lineer vektor uzayina i¢ ¢arpim uzay: adi verilir.

I¢ carpim kisaca Schwarz, aslinda ise daha dogru bir deyisle Cauchy-Bunyakowski-

Schwarz esitsizligi adin verecegimiz bir bagintiy1 saglar.

Teorem 2.1. H bir i¢ carpim uzay: ise sifirdan farkli her u,v € H wvektorii icin
[(u,v)| < /(u,u) (u,v) esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak u ve v vek-

torleri lineer bagimlhiysa gecerlidir.

Teorem 2.2. H bir i¢ ¢arpim uzay: olsun. Her u € H vektorii i¢in ||u|| = /(u, u)

fonksiyonu H iizerinde bir dogal normdur.

Norm tanimiyla Schwarz esitsizligini

[ {w, )| < Jull o] (2.1)
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seklinde de ifade edebiliriz.

I¢ carpimin iirettigi norma gore her iki vektor paralelkenar kuraling gercekler. Boyle

iki u,v € H vekorii icin
2 2 2 2
lu+ol” + flw = v]* = 2 (lull” + [[0]) (2.2)

elde ederiz.

I¢ carpimdan iireyen dogal norm da H vektor uzay iizerinde bir dogal metrigi
d(u,v) = ||lu—v| =+ {u—v,u—v) (2.3)

fonksiyonu ile iiretir. Dogal metrige gore tam bir i¢ carpim uzayr Hilbert uzay: adini

alir. Bir Hilbert uzayimin ayni zamanda bir Banach uzay: olacag tartisma gotiirmesz.

Ornek 2.2. C'[0,7/2] bir i¢ carpim uzay1 midir?

Coziim:

2(t) € Cla,b] = ol gy = ma (1)

x(t) = sint,y(t) = cost olmak iizere x(t),y(t) € C'[0,7/2] olsun.
”xHC[O,ﬂ'/Q} = ;252% sint| =1

Hy”c*[o,w/z} = 52%}% |cost| =1

T T
Iz + Yl = [ ax |sint + cost| = max{go 0),p (—) ") (—)} -2

<<t<% 2

@(t) =sint + cost,p(0) =1, ¢ (g) =1

@l(t) = cost —sint =0 < cost =sint & t = Z

™ ™ ™ £+£:\/§

o(=) =sin— + cos — =

4 4 4 2 2
|| — || = |sint — t|— {@(O)g@(—) @(—)}—1
T = max |Sin COS = Imax =
Yllcwa/2 0<<t<% ’ 2/’ 4

|z + y||2C[O,7r/2] + |l — yHé[O,ﬂ'/Q] =2 <||$||é[o,7r/z} + ||y||2c[o,7r/2}> =3 #4

Dolayisiyla, C [0, 7/2] uzay1 bir i¢ ¢carpim uzay1 degildir.
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Tanmim 2.6. Bir A : U — V operatorii sinirhi kiimeleri yine sinirh kiimelere doniigtiiriiy-

orsa simrly operatér adim alir.

Teorem 2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U — V bir lineer operator olsun. Ancak
ve ancak her v € U icin

[ Aully < K {lully

olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa A operatorii sinirhdir.

Tanmim 2.7 Simurl bir A lineer operatorii soz konusu oldugunda K sayilarinin en kiigiigiine

operatorin normu adi verilir:
[A[l = inf { K > 0 [[Aully, < K Jull;,Vu € U}.
Normun bu tanimi agagidaki tanimlara da esdegerdir:
[A[l = sup {[[Aully = [Jull, <17,

[Al} = sup {[[Aully = [lull, = 1},

Au

[l

:uEU,u;éO}.

1

Ornek 2.3. Az = / K(t, s)x(s)ds integral operatoriinii ele alalim. Eger

0
1 1
//m@wMM<m
0 0

ise, bu durumda A : Ly [0,1] — Ly [0, 1] operatoriiniin smirli oldugunu is-
patlayimiz.

Coziim: Oncelikle,
1

1
%ﬂmWﬁ<mi/MmWﬁ<m (2.4)
0 0
A operatoriiniin sinirh oldugu, daha sonra ise

Alax + Py) = aAx + fAy; = € Ly [0,1] = Ax € Ly [0,1]
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A operatoriiniin lineer oldugu gosterilecektir. Ly [0, 1] uzayinda Az (¢) nin normu
1 1
5 2 2

/|Ax(t)|2dt :/ |K(t,s)x(s)ds| | dt

dir. Cauchy-Minkowski esitsizliginden,

N

2

1
/|x(s)|2ds dt
0

N
[NIES

1 1 1
/|Ax(t)|2dt - / K (1 5) ds
0 0 0

2

1 1 1
= / /|K(t,3)|2ds /|:1:(s)|2ds dt
0 0 0
1 1 % 1
_ //\K(t,s)|2dsdt /|x(s)]2ds
0 0 0

elde edilir. Boylece,

1
2

1
/|Aa:(t)|2 dt < oo = Az € Ly [0,1]
0

dir. O halde, (2.4) esitsizligi ispatlanmig olur. Simdi, lineer operatér oldugunu

ispatlayalim. Burada,
1
Alax+5) = [ K (t,5)faw (s) + By (5)] ds
0

1 1
= a/K(t,s)x(s)ds+B/K(t,s)y(s)d5 = aAx + [Ay

0 0

oldugu kolayca goriilecektir. Dolayisiyla, verilen operatér Ly [0, 1] de lineer oper-

atordiir.

Tanim 2.8 A: H; — H, olmak iizere sirli, lineer bir operator olsun. Burada, H; ve
H, herhangi iki Hilbert uzaylaridir. A* : H; — H, olmak tizere (Az,y) = (z, A*y)

operatoriine A'nin eslenigi denir.

Tamim 2.9 A : H — H smrly, lineer bir operator olsun. Eger (Az,y) = (x, Ay) ise,

bu durumda A ya 0z-eglenik operator denir.
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Tanim 2.10 A : H — H 06z-eslenik operator olsun. Eger (Az,x) > ¢ (x,x) ise, bu

durumda A’ya pozitif tanmimly operator denir.

Tanim 2.11 A: H — H 6z-eglenik operator olsun. Vo € D(A) igin eger (Ax,z) > 0
ise, bu durumda A ya pozitif tanimls denir.

Tanim 2.12 A: D(A) — H ve D(A) = H olmak iizere bir lineer operatér olsun. Eger
Va,y € H igin (Az,y) = (z, Ay) ise, bu durumda A ya simetrik operator denir.

Tanim 2.13 Eger A bir simetrik operator ve D(A) = D(A*) ise, bu durumda A ya

0z-eslenik operator denir.

Ornek 2.4. Ax(t) = —2"(t), D(A) = W3 = {y € WJ ve y(0) = y(1) = 0} operatoriiniin

oz-eslenik, pozitif operator olup olmadiklarini arastiriniz.

Coziim: L, [0, 1] uzayinda i¢ garpim

(@) = [ sl

ile tamimlanir. Simetrik oldugunu gostermek i¢in (Ax,y) = (x, Ay) oldugunu

gostermeliyiz. Burada,

(Az,y) — / Az(yBdt — — / (gt

kismi integrasyon uygulanirsa,
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bulunur. Boylece, A operatoriiniin L [0, 1] uzayinda simetrik oldugunu gostermis

olduk. Simdi, de A operatoriiniin pozitif taniml oldugunu gosterelim. Burada,

(Az,z) = — / () dt

kismi integrasyon uygulanirsa,

— —a:'(t)]é—i—/x’(t)x’(t)dt :/|x'(t)\2dt > /]m(t)]2 dt = (x,x)

elde edilir. O halde,
(Az,z) > (z,2) = 0=1>0

dir. Dolaywsiyla, A operatorii Ly [0, 1] Hilbert uzaymmda pozitif tanimhdir.
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3 PARABOLIK-SCHRODINGER DiFERANSIYEL
DENKLEMLERI

3.1 ONCULLER VE MOTIiVASYON

H Hilbert uzayinda kendine eg pozitif tanimli bir A operatorii ile

(20 au = rwmo<t<).
@'d’;—f)ﬂm ) =g(t)(-1<t<0), (3.1)

u(=1)=au(p)+¢,0<p<l

\

yukaridaki lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim.
Bir ¢ok parabolik-Schrédinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problem-
lerinin (3.1) problemine indirgenebildigi ¢ok iyi bilinmektedir.

Eger agagidaki sartlar saglanir ise, u(t) fonksiyonuna (3.1) probleminin ¢tziimiidiir

denilir.

(i) wu(t) fonksiyonu [0,1] araliginda iki kez siirekli tiirevlenebilir ve [—1,1] arasinda

tiirevlenebilir olmalidir. Araligin ug noktalarinda tiirev tek tarafli tiirev manasin-

dadir.

(i) u(t) fonksiyonu, her t € [—1,1] igin D(A) (A nin tamm kiimesi) nin elemanidir ve

Au(t), [-1,1] arahiginda stireklidir.

(iii) w(t) fonksiyonu, (3.1) probleminin denklemlerini ve lokal olmayan sinir kogulunu

saglar.

Biz (3.1) probleminin kararlihg ile ilgilenmekteyiz. Bu kisimda (3.1) probleminin
¢oziimiiniin kararlilik kestirimleri kurulacaktir. Uygulamalarda karma tipli parabolik-

Schrodinger denklemlerinin ¢oziimleri icin kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
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Son olarak parabolik Schrodinger denklemlerinin fizik ve miihendislik alanlarinda
onemli bir rol oynadigini belirtmek gerekir. (bkz. [13], [14], [15] ve [16]) (Ayrmntilari

kaynaklar kisminda verilmigtir).

Dahasi, baglangig-deger problemleri ve Schrédinger denklemlerinin niimerik ¢oziim-
leri, son 10 yilda kapsaml bir aragtirma alani olmustur. (bkz. [17], [18], [19], [20], [21],

[22], [23]) (Detaylar: kaynaklar kisminda verilmistir).

3.2 TEMEL TEOREM

Bu caligmadaki amacimiz, parabolik-Schrédinger denklemi igin kararlilik kestirimleri
elde etmektir. Uygulamalarda, parabolik-Schrédinger denklemleri i¢in karma tipli sinir-
deger problemlerinin ¢oziimleri i¢in kararlilik kestirimleri olusturulacaktir. Diger taraftan,
elde edilen tiim teorik sonuclari desteklemek icin niimerik denemeler niimerik analiz kis-

minda verilecektir.

Teorem 3.1. ¢ € D(A) olsun. f(t), [0,1] arahginda siirekli tiirevlenebilir ve g (%),
[—1,0] arahiginda tiirevlenebilir bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda (3.1) prob-

leminin tek bir ¢oziimii vardir ve

s Ol < 0 Il + s o O+ ax 1 O] 32
s ([ Au (2] < M {1 Aely + llg O)]
/ !
' )+ 17 Ol + o 10 (33)

esitsizlikleri saglanir. Burada M, f(t),t € [0,1], g(t), t € [—1,0] ve ¢ ifadelerinden

bagimsizdir.

Ispat: Ilk énce (3.1) probleminin ¢éziimii i¢in formiil elde edecegiz. Bilindigi gibi

WO | au) =m0 <e<),
(3.4)
u (0) = ug
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ve

du (t)
Tt

+Au(t) =g () (-1 <t <0),

u(—1)=u_y
baglangic-deger problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve dolayisiyla,
t
u(t) = e “u(0) + /e_(t_s)Af (s)ds,0 <t <1
0

ve
t

w(t) = ey, — i/ei(t_s)Ag (s)ds,—1 <t <0
—1
formiilleri saglanir. (3.7) formiilliinii kullanlarak
0
u(0) = eu_y — i/e_“Ag (s)ds,—1 <t <0
“1

esitligi yazabiliriz. Buradan,

0 t
w(t) = e | duy — i / eioAg (s)ds | + / e IAL () ds,0< 1 < 1
—1 0

elde edilir.
Simdi, lokal olmayan sinir kogulu
u(=1) = ou(p) +¢

kullanilirsa

{[ - aeiAe’“A} U_q
0

o
={a—ie / e g (s)ds + /e(“s)Af(s)ds + ¢
—1 0
operator denklemi elde edilir. Bu durumda operator

I — aette 4
seklindedir. Bu operatoriin tersi
T=(I- OAe"Ae’“A)_1
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(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



mevcuttur ve

TN e < M (3.11)

esitsizligi saglar. Bu kestirimin ispati

l=ae™ 4,y <1

kestirimine dayanmaktadir. Buradan,

l=ae™ @ 0|,y < I=alfe™[e™] <1

elde edilir. Daha sonra,

1

T <HI— ey~ —
H HH—>H— ( ac ¢ ) HoH — 1_|a|€_5

kestirimleri yazabiliriz. Burada,

o0

(I- aele” “A — . dEwu
1— ae“\e pA
5
tanimi kullanilirsa,
1 1
| (7= aettems) S SUD
H—H ~ §<xZoo |1 — cvere™H|

1-— ae”e"‘)" >1—|af |ei)‘| }e"‘)" >1—|af |€_“A‘ >1— o] |€_)" =1—|a]e™®

elde edilir. Dolayisiyla,

Al B = e
bulmug oluruz. Yani, (3.11) kestirimi ispatlanmig olur.
Boylece, (3.10) operator denkleminden
0 M
uq1=T1[« —ie_“A/e_“Ag (s) ds+/e_(“_5)‘4f(s)ds + (3.12)
“1 0
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denklemini elde ederiz. Dolayisiyla, (3.1) probleminin ¢oziimii i¢in denkleminde (3.9),

(3.7) ve (3.12) formiilleri elde edilmis olur.

Temel Teoremin ispatinin ilk kismi burada bitmistir. Tkinci kisimda ise, (3.2) ve (?7)

esitsizliklerinin saglandig1 gosterilecektir. A operatoriiniin simetri 6zelligine dayanarak
+itA
e, <Lt>0 (3.13)

kestiriminin alinabilecegi agiktir.

Ik olarak (3.2) esitsizliginin ispat1 verilecektir. Bunun icin éncelikle,

lu_i|y < H(] _ aeiAe—uA)—lH

0
I LYo ey A B PR [
~1

m
ol / e @4 1F () g ds + el
0

0 H
<M | [ llg(s)llgds+ [ [[f ()]l ds + el
Jotes]

egitsizligi yazilir. O halde,

ol < 07 el + s, o) + s 1701 (3.14)
dir. (3.9) formiilii kullanilarak
0

lull < le™ N p e g a1l + Iil/He‘“AIIHﬁHllg(S)HHdS
-1

t
ey 1) s
0

0 t
< Jully + / 1901 ds + / 1F(3)] ds.
—1 0
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esitsizligi yazilir. O halde,

lu @)l < M {llelly + max [lg(®)]l; + max Hf(t)HH:| 0=<t=<l (3.15)

—1<t<0 0<t<1

kestirimi elde edilmis olur. (3.7) formiilii kullanilarak

t
la@®)ll < ([ lusal + / eI, lg(s)lly ds, 1 < ¢ <0
—1

t
< July+ [ Il ds
-1

esitsizligi yazilir. O halde,

—1<t<0 0<t<1

lu@)y < M |:H90“H + max [g(t)]l 5 + max |[f(1)]| 4 (3.16)

kestirimi elde edilmis olur. Oyleyse, (3.15) ve (3.16) esitsizlikleri kullanilarak (3.2)

esitsizligi ispatlanmig olur.

Ikinci olarak (??) esitsizligi ispatlanacaktir. (3.12) formuliine kismi integrasyon

uygulanarak
wen) =1 [afarten (50 g0 - [ g 5)as)

4 (1 =g - [T as) |l

elde edilir. Buradan,

au-) =1 fa e (50 -t 0= [ ey o)) (317

-1

—J )+ O+ [ et ) ds} ¥ Aso}

0

yazilir. (3.17) formiiliiniin kestirimi alinirsa

lAu-sllgy < I [led {lle™ ) gy (g O + 1] s lg (=1) = g (0]

e llg O+ [ eyl <s>||Hds)
IO+ 17 () = £ Ollg + [, 1 )l
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o
b [y 17 O+ 14l

esitsizligi elde edilir. O halde,

[Aual[y < MA{[[Ae]l 5 + lg O) 4 (3.18)

/ !
s 19 Oy + 15 Oy + 17 Ol |
kestirimi alimir. Simdi —1 < ¢ < 0 araligin ele alahm. (3.7) formuliine kismi integrasyon
uygulanarak
t
w(t) = ey (1) + A7 g (1) — e THDAg (—1) — / elt=)44" (5) ds]

~1

elde edilir. Buradan,
t

Au (t) = VA4 (=1) + g () — DG (—1) — / =4y (5) ds (3.19)

-1

yazilir. (3.19) formuliiniin kestirimi alinirsa

1Au @)1 < |04, FAully + g )l + ([0, g (0l

t
eyl Ol s

< /
< [[Ausllg + llg Ol + max flg" ()l

9 0) = g Ol + [0y lo (1) = g O+ [

esitsizligi elde edilir. O halde, —1 <t < 0 igin

40 (Ol < 0 1401+ g Ol + 1, 1’ Ol + 15 Ol -+ guax 17 Ol
(3.20)

kestirimi almir. Son olarak 0 < ¢ < 1 arahigim ele alalim. (3.9) formiiliine kismi

integrasyon uygulanarak

-1

w0 = -+ a7 {g0 - g ) - [ Ly () is})

—A7 {f (t) —e £ (0) - / t e I (s) ds}

elde edilir. Buradan,

Au(t) = e [eiAAu (-1) + {g (0) — g (—1) — /_0 e g/ () ds}] (3.21)

32



r-enro- [eenyeas)

yazilir. (3.21) formiiliiniin kestirimi alinirsa

1Au @l < Nle™ ]y g (el lAully + g O
e o g (1) = g Ol + [y g (Ol + /1 e g g ()1 ds

IOl + 1 @) = f Ol + [l g 1 Ol +/O eI g I ()1 ds

< il + g (0) + max g’ Olly + 1 Ol + max 17 (Bl

egitsizligi elde edilir. O halde,

[Au ()]l < M {[[A¢l + g (0]l (3.22)

+ max |lg' ()|l + If (O)]| + max || f (t>|IH},

~1<t<0 0<t<1
kestirimi almir. (3.18), (3.20) ve (3.22) kestirimleri kullamlarak (?7?) egitsizligi ispat-

lanmig olur. Bu da Temel Teoremin ispatini tamamlar.

3.3 UYGULAMALAR

Simdi, Teorem 3.1 icin uygulamalar verilecektir. Ilk olarak,

;

vy — (a(2)vy), +6v = f(y,2),0 <y <1l 0<z <1,
vy — (a(x)vg)s +0v =9g(y,z), -1 <y <0, 0 <z <1,
o(=1,2) = v (L2) +p(2),0 < < 1, (3.23)

(
v(y,0) = v(y,1),v.(y,0) = v, (y, 1), -1 <y < 1,
v(0+,2) = v(0—,2),v,(0+,2) = v,(0—,2),0 <z <1,

\

karma tipli parabolik-Schrédinger denklemini géz 6niinde bulunduralim. Burada § > 0
olmak iizere keyfi bir sabittir. (3.23) problemi v (y, z) seklinde diizgiin tek bir ¢oziime
sahiptir. Bununigina () > a > 0, (z € (0,1)), ¢ (z) (z € [0,1)), f (y,x) (y € [0,1] ,z € [0,1])
ve g (y,z) (y € [-1,0],z € [0,1]) seklinde fonksiyonlar olmalidir.

L, [0, 1] Hilbert uzayminin [0, 1] araliginda tiim kare integrallenebilir fonksiyonlarini

ve Wy [0, 1], W20, 1] Hilbert uzaylarim sirasiyla asagidaki normlarla
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2

lelhugon = ([ |so<x>|2dx) "y ([ e <x>|2dx) "
||¢||W22[0,1}=(/1|so<x>|2dx) (/ 6 (& |dx) (/ e |da:)

tamimlayalim. Bu sartlar altinda (3.23) karma tipli problemi, (3.1) Hilbert uzaymnda

1/2

oz-eglenik pozitif tanimli bir A operatorii ile tanimlanan lokal olmayan sinir-deger prob-

lemine indirgenebilir.

Teorem 3.2. (3.23) lokal olmayan sinir-deger probleminin ¢oziimii

max o000 Mgy < M [l

& max [lg(y.lly,py + max uf<y,->ru2[o”],

—1<y<0 0<y<1

_max, lv(y, )||Wz o1 =M [||80||W21[0,1] + 1900, ) 2,01

+ }12‘%20 19y (v, ')”LQ[O,U + £ (0, ’)HLg[o,l] + 01232(1 1 fy(y, - )HL2[0,1]]

kararlilik kestirimlerini saglar. Burada M, f(y,z) (y € [0,1],2 € [0,1]), g (y, z)
(y € [-1,0],2 € ]0,1]) den ve ¢ (x) (z € [0,1]) den bagimsizdir.

Teorem 3.2 nin ispat1 Teorem 3.1 ve problem (3.23) tarafindan olugturulan oper-

atoriin simetri ozelligine dayanmaktadir.

Simdi, ¢ok boyutlu parabolik-Schrodinger denklemi i¢in karma tipli

—Z a,()vs,),, = fy,2),0 <y <1,
a::(:cl,--- , Tm) € £,
iy, — Z; (ar(2)0s,),, = 9(y,2),—1 <y <0, o0
= (21, ,Tm) € Q,
- i (ar(2)vs, (—1,2)), =v(l,2)+ ¢(z),z €,
r=1
u(y,z) =0,z €S, -1 <y<1

lokal olmayan siir-deger problemini géz 6niine alalim. Burada €2, m-bouytlu Olkid
uzaylr R™ de,

(x:x= (21, ,Tm),0<2, < 1,1 <k <m)
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Sve Q =QUS tarafindan smirlanan bir agik birim kiiptiir. Burada, a,(z), (z €
Q). o) (x € O) ve f(5.2) (v € (0.1),2 € Q). g(y.2) (y € (~1,0),2 € Q) ifadeleri

[0,1] x © de verilen sorunsuz fonksiyonlar ve a,(z) > a > 0 dir.

L(Q) Hilbert uzaymin € iizerinde tiim kare integrallanebilir fonksiyonlarmi
1/2
=3 [+ [ 1@ -dn,
z€Q
W (ﬁ) ve W2 (ﬁ) uzaylarini agagidaki normlar ile

1/2

Iellw; @) = el + /"'/Z|s0xr|2dx1---da:m :

—_ r=1
e

1/2

Ielhwz (o) = lella@ + /"'/Zk%fdml---dxm

_ r=1
e "

+ /... / Z|(pxrwr|2daj1...dl‘m

—_ r=1
€]

1/2

tanmimlayalim. (3.24) problemi diizgiin a,(z), f(y, z) ve g(y, x) fonksiyonlar: i¢in v(y, z)
bigiminde diizgiin ve tek bir ¢éziime sahiptir. Bu sartlar altinda (3.24) karma tipli prob-
lemi; (3.1) Hilbert uzayinda &z-eglenik pozitif tanimh bir A operatorii ile tanimlanan,

lokal olmayan sinir-deger problemine indirgenebilir.

Teorem 3.3. (3.24) lokal olmayan sinir-deger probleminin ¢6ziimii

max (10, ), ) < M (Il

—1<y<1

s o0 le) + g 1700 |

_max, llv(y, )||W22(§) <M [H%OHW;(E) +1l9(0, ')||L2(5)

+ max 19,4, ), () + 10 )l (@) + max ||fy(y,.)||L2<Q)}

—1<y<0 0<y<1
kararhlik kestirimlerini saglar. Burada M, f (y,z) (y € [0,1],2 € [0,1]), g (y,x)
(y € [-1,0],2 € [0,1]) ve ¢ (x) (x € [0,1]) den bagimsizdur.
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Teorem 3.3 iin ispat1 Teorem 3.1 e, (3.24) problemi tarafindan tanimlanan oper-
atoriin simetri ozelligine ve agagidaki Lo (ﬁ) icindeki eliptik diferensiyel problemin

¢oziimiiniin koersiv egitsizligine dayanmaktadir.

Teorem 3.4. Eliptik diferansiyel problemin ¢oziimii igin

m

= (a(@)us,), =w(@),z e,

u(x)=0,2 €8,

Z HurfcrerLQ(ﬁ) <M ”wHL2<§)
r=1

koersiv esitsizligi saglanmaktadir [25].
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4 PARABOLIK-SCHRODINGER FARK
DENKLEMLERI

4.1 BIRINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SE-
MASI

Bu béliimde, (3.1) siir-deger problemi ile bu probleme karsilik gelen

(

UL — U
? - OZ_AUO+90a
.Ukzukq (4.1)
i———— 4+ Aup = gpo g = g (L)t = k7, —N +1 < k <0,

-

U_Ny = auy + @
\

birinci basamaktan dogruluklu fark semasi incelenmistir. Bilindigi gibi, H Hilbert uza-
yinda 6z-eglenik pozitif tanimli A diferansiyel operatorlii lokal olmayan sinir deger prob-
leminin bir degigkenli diskritizasyon (discretization) fark semalarimi aragtirmak demek,
H), Hilbert uzaylarinda h’ye (0 < h < hg) gore diizgiin 6z-eglenik pozitif tanimh A, fark

operatorlii cok degiskenli diskritizasyon fark semalarini aragtirmak demektir.

Oncelikle ileriki boliimlerde ihtiyac duyacagimiz yardimei teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 4.1. R = R(17A) = (I —itA)"" ve D = (I + 7A)"" olmak iizere

|B¥)|,, ., < M1 +67)7", (4.2)

1Dy <1 (4.3)

esitsizlikleri saglanir. Burada, M katsayisi 7 dan bagimsizdir.
Yardimci Teorem 4.2. ), = {I — aDV RN } olmak iizere
T, = (I —aDVR") ™

operatoriiniin tersi vardir ve

Tl < M (4.4)

esitsizligi saglanir. Burada, M katasyist 7 dan bagimsizdir.
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Ispat: (4.4) esitsizliginin ispati

1 1 1
< su P su I
HH—>H _§§)\£oo |1—C¥DNRN‘ _6§)\£ool_ |Oé’ ’DNHRN‘

|(r—ap¥RY)

1 1
sup ——— < su <M
o TRY] S sS T Mt N

kestirimine dayanmaktadir.

Teorem 4.1. Eger ¢ € D(A) ise, bu durumda (4.1) fark semasinin ¢oziimii igin

< .
s Dol < 07 [l + Dol + s WAl (09

—1
Cmax[Augl, < M [nAsouH Hlgoll + o ox =) 7, (46)

il + max ||<fk—fk_1>f—1HH]

2<k<N
kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, fr, 1 <k < N, gp, —N < k <
0 ve ¢ den bagimsizdir.

Ispat: Herseyden once, (4.1) fark semasmin ¢oziimii icin gerekli formiiller elde

edilecektir. Bilindigi gibi,

D Z Tl 4 Awy, = [, fr = f(ty)  tx = k7,1 <k <N,
-
(4.7)
Uy = 67
ve
U — Uj—
-
(4.8)
U_N = Quy + @.
baslangic-deger fark problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve
k
up = D*ug+ 7y DT 1<Ek<N, (4.9)
s=1
k
up = RN Fu_y —ir Y R N <k <0 (4.10)
s=—N

formiilleri saglanir. (4.10) formiilii kullanilarak
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0
ug = RNu_y — it Z Rty (4.11)

s=—N
yazilir. Dolayisiyla,
0 k
u, = DF (RNU_N —ir Y R—S“gs) +7Y DML 1<k <N, (4.12)
s=—N s=1

formiilii elde edilir. Simdi,

U_N = auy + ¢

lokal olmayan simir kosulu kullanilarak

N
U_y =Quy + ¢ =« [DNUO +7 Z DN=sHLE L 4+ (4.13)
s=1
ya da
0 N
u_ny =a |DY {RNU_N —T Z R_S+lgs} + TZDN_SHfS + (4.14)
s=—N s=1

elde edilir. Burada,
T, = (1—aDVRY)™

olmak {izere

<M

_ . N pN)—1
1Tl = | (L= aDMEY) || <

esitsizligini saglar. O halde,

0 N
u_y =T, |« {—iTDN Z R*Mg, + 1 Z DNSHfS} + (4.15)

s=—N s=1

yazilir. Dolaysiyla, (4.1) fark semasinin ¢oziimii igin (4.10), (4.12) ve (4.15) formiilleri

elde edilmig olur. Boylece, ispatin ilk kismi tamamlanmigtir.

Ispatm ikinci kisminda ise, (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri ispatlanacaktir. Ik olarak
(4.5) esitsizligi ispatlanacaktir. Oncelikle, ||u_y||; elde edilecektir. (4.15) formiilii

kullanilarak

lunllg < 1Tl

0
o {Hr 1D S R

s=—N
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s=1

+17| ZN: D= HfS”H} + IIsDHH]

ya da

< .
sl <3 | g ol + e el + el (4.16)

kestirimi almir. Simdi, 1 < & < N igin ||ug||,; elde edilecektir. (4.12) formiilii kul-

lanilarak

||Uk||H < HDkHHHH

0
1R | Nl =il SR ||gs||H] (4.17)

s=—N

k
S|P sl 1 S BN

s=1

< llu-nllg + _max llgelly + max Ifilly, 1<k <N

ya da

<k< .
el < 00 | e Nl + ma Il + ol 1 <0< a1y

elde edilecektir. Son olarak —N < k < 0 icin |luy||, elde edilecektir. (4.12) formiilii

kullanilarak

k

leaill g < ([N g Nl + 1=l 7 D (RS | 96l
s=—N

—N < k<
< -l + g llgelly, —N < k<0

ya da

loull <08 el + s Lol + ma Iflly] ~N < k<0 (@19)

elde edilir. Dolayisiyla, (4.18) ve (4.19) kestirimleri kullamilarak (4.5) esitsizligi ispat-

lanir.

Ikinci olarak (4.6) esitsizligi ispatlanacaktir. (4.15) formiilii ve Abel formiilii kul-

lanilarak

U_N = TT

1
aA™ {RN <RN9_N —R'go+ Y, R°[gs— 98_1]>

s=—N+1

N41
+DNf - D7y + Z DN=o[f, — fs—l]} +¢

s=2
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elde edilir. Buradan,

AU_N = TT

1
Q@ {RN (RNQ—N — R g0+ Z R [gs — gs—l])

s=—N+1

N+1
DV =D e+ S DY — fsﬂ} + Agp

s=2

yazilir. O halde,

1Au_nllzy < NTell g e LR (IR Mg=nlle + 1R 0l

NS HRSHHﬂHn@s—QSmluH)

s=—N+1

+ ||DN71HH—>H 1 fill gz + ||D71HH—>H el +

N+1

3 HDN—SHMHUS—fs_m—lHH} N
5=2

ya da

-1
|Aully < M [HAsouH ool +_gmax o —ae) (420

+ I full g + A | (fr — fk—l)T_lHH:|

kestirimi alinir. §imdi, (4.10) formiilii ve Abel formiilii kullamlarak

U = RN+kU_N + A_l

k
R"**g_ y —R7'ge+ Y RF[g— gs—l]] ,~N<k<0

s=—N-+1

elde edilir. Buradan,

Auk = RN+kAU_N —|—

k
R g n —R7'g+ Y R[ga - 95_1]] ,~N<k<0

s=—N+1

yazilir. O halde,

1 Auil s < (R 1Al + (B o=l + 1B N9l

k

el D B s — gs—l)f‘lHH] ~N<k<0
s=—N+1

< . -1
<l Aunlly + llgolly + maxc [l(gx = g1 7|
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kestirimi alinir. Dolayisiyla,

-1
Al < 07 [ IApl + oo+ gm0 = g7, (420

+||f1||H+2I§r}quJ:VH(fk _fk_l)T_lnH} ,—N<E<O

Son olarak (4.12) formiilii ve Abel formiilii kullanilarak

uk:Dk

0
RMu_y + A7 {RNQN —R'g+ > R[gs— 951]}

s=—N+1

k
+A71 {Dklfl - Dilf() + ZDkiS [fs - fsl]} 71 S k S N

s=2

elde edilir. Buradan,

Auk = Dk

0
RNAuN+{RNgN—ngU+ Z Rs[gs—gsl]}

s=—N+1

k
+ {Dklfl —D7'fy +ZDI€7$ fs — fsl]}vl <k<N

yazilir. O halde,

[ Aug |y < HDkHHHH [HRNHHHH |[Au_n|ly + {HRNHHHH 19—~ + HRiluHﬂH 190l 1

Y ||RS||HHHH<gs—gsl>Tw»H}

s=—N-+1

s=2

k
+{||D'f—1||Hﬁan1uH+ 1070, ufon+|T|ZHD’f—S||HﬁHH<fs—fs_1>f—1n,{}

-1
< 01 [ IAplly + ol + g o = 91) 7

A+ s = o) 7| 1< k<

kestirimi alinir. Dolayisiyla,

-1
Il < 07 [ IApl + ool + ol =)l (02)

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak, (4.20), (4.21) ve (4.22) kestirimleri kullanilarak (4.6)

esitsizligi ispatlanir.
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4.2 UYGULAMALAR

Simdi, Teorem 4.1 in iki farkhi probleme uygulamasi verilecektir. Ilk olarak, (3.23)
karma tipli parabolik-Schrodinger denklemini ele alalim. Temel Teorem 4.1 (3.23) karma
tipli sinir-deger problemin tek degiskene gore birinci basamaktan dogruluklu yaklagik
¢Oziimiiniin aragtirilmasinda uygulanmigtir. (3.23) probleminin diskritizasyonu iki asa-

mada, gerceklestirilir. Ik asamada,
0,1], ={z: 2, =nh,0 <n < M,Mh =1},

ag uzay1 tammlanir. Ardindan [0, 1];, araliginda tanimlanan ¢"(x) ag fonksiyonlar: ve
Loy, = Ly ([0,1],) , Wy, = W3 ([0,1],), W2, = WZ([0,1],) Hilbert uzaylar1 tammlanir.

Belirtilen uzaylarda norm

], - (Mz wx)m) "

, 1/2

h) |
M—1 ) 1/2 M—1 ) 1/2

s, =+ (E [ 5) ()
n=1 n=1

formiilleri ile tammmlanmir. (3.23) problemi tarafindan olusturulan A diferansiyel oper-

M-1
sy = ], + (Z ).,
n=1

atorii yerine
M-1

gt (2) = { ~(a(2)p )am + 00, } (4.23)

1

formiiliiyle tammlanan A7 fark operatorii ahmr. Burada Ay fark operatorii ¢ =
M ot — 0 = pM — M1 gartlarim saglayan " (x) = {¢"})! ag fonksiyonlar uzayinda
tanimlanmigtir. Bilindigi gibi A} fark operatorii Lo, Hilbert uzaymda pozitif tanimh
oz-eslenik bir operatordiir. Bu durumda A7 fark operatoriiniin yardimiyla (3.23) lokal

olmayan sinir-deger problemi

( d h
% + Apo"(y,2) = fMy,x), 0<y <1, 2 €0,1],,
d h
i—v (y7x) + szh(y,ﬂj) = gh(yax)7 -1 S Yy S O? T e [07 1]h7

dy (4.24)
V(—1,2) = o(1,2) + (), z € 0,1,
dv"(0T,z)  dv"(07,z)
h 0+ — h 0_ ) — )
0% = o0, P 0

.z €[0,1],,
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adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilebilir.

Ikinci asamada ise, (4.24) problemi icin, (4.1) fark semas1 kullanilarak,

([ uk(@) —upa (@)

huk_fk( )7 YIS [0,1]h,

-
f;?(l') = {f(ykh'rn)}l B ,yk :]‘CT,l S k S N,NT: 17

up(r) —up_y(x)

Lk - BT b Al = gi(x), 2 €(0,1],, (4.25)
91’5(55 {g(yk,xn)}l Vyp=kr,—-N+1<k<0

i = = Ajug(2) + g5 (), g5 () = ¢"(0,2), z € [0, 1],,

birinci basamaktan dogruluklu fark semasi elde edilir.

Teorem 4.2. Eger 7 ve h yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (4.25) fark semasinin

¢oziimii asagidaki

+ max ka'HLzh _N+1<k<0” kHL%}

zllpy,  1<k<N

s 00,0, =

< 0 1l + s N~ i,

2<k<N-1
1
x W2h:|

kararlilik kestirimlerini saglar. Burada, C' sabiti 7, h, p"(x) ve fi(x),1 < k <
N, gl —N + 1 < k < 0’dan bagimsizdr.

ma ()
~N<k<N /)

bl +max 1ok =gt 7, + | (42)

2
W3,

Teorem 4.2 nin ispati, Teorem 4.1 ve (4.31) formiilii ile tanimlanan A} fark oper-

atoriiniin simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, ¢ok boyutlu parabolik-Schrodinger denklem (3.24) igin karma tipli
siir-deger problemini ele alahm. Burada da (3.24) probleminin diskritizasyonu iki

adimda incelenir. Birinci adimda once,
Qh = {x =Ty = (hlmla"' 7hnrnjn)’rnj: (mb... 7mn> ,
0<m,<N,hN.=Lr=1,--- n},

thﬁhﬂQ,Sh:flhﬂS
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ag uzay1 tanimlanir. Ardindan ﬁh kiimesinde tanimlanan

(ph(x> = {Qo(hlmlv T hnmn)}

ag fonksiyonlar1 Ly, = Ly(€), Wi, = Wi (), W2, = W2 (€,) Banach uzaylar tamm-

lanir. Bu uzaylarda norm

1/2
iy = [ 3 @]
TEQY,
1/2
n 2
[ P 2 PR DS 1 [ TN I TR s I
a:eﬁhrzl
1/2
n 2
"z, = 11€"[|..,, + ZZ\(s@h)m hy - hy
xeﬁhrzl
1/2
n 2
+ Z Z ’(@h)xrjwjr hl ce hn

$€ﬁh r=1
formiilleri ile tanimlanir. Daha sonra, (3.24) problemi tarafindan olugturulan A difer-
ansiyel operatorii yerine
Ayl = — (ar x uh_> : 4.26
== (o) (1.26)

ZTr
r=1

formiiliiyle tanimlanan Aj fark operatorii alimir. Burada Aj fark operatorii her x € S},
degerleri icin u”(z) = 0 kosullarim saglayan u”(z) fonksiyonlar1 uzaymda tanimlan-
migtir. Bilindigi tizere LQ(Qh) uzayinda Aj fark operatorii pozitif tanimh ve 6z-eslenik
bir operatordiir. Bu halde, Aj fark operatoriintin yardimiyla

[ dv"(y, x)
dy

dv(y, x) s
i—— L AT (y,x) = ¢"(y,2), -1 <y <0, x € Qy,
i Wy, x) = g"(y )N y h (4.27)
Uh(—]_’l‘) = ’Uh(l,ZL‘) + (ph(ﬂf),x € Qha
dv"(0T,x)  dv"(07,x)
h + — h — 9 — 9
| 0a) = om0, T >

+ ARy, @) = f(y,x), 0<y <1, x€Qy,

,.TGQ}L,

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Ikinci asamada ise, (4.27) problemi yerine
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(4.1) fark gemas1 kullanilarak,
(ul(z) —ul_ (v ~
k() Tk:l() hk,—fk.()xEQh,

fi@) = {f e a) Wy = k1,1 <k < N, Nt =1,

(
h h
() —up_y () h ~
Ayl = O
T * 9i(7), % € O, (4.28)
gi(x) = {g(ye, 2) Wy = k7, —-N + 1 < k < —1,

~

(@) = (x) + ¢"(x),w € Q,
A =) g 0) + gh(0), (@) = 60, 2), 2 € D,

\ T
birinci basamaktan dogruluklu fark semas: elde edilir.

Teorem 4.3. Eger 7 ve |h| yeterince kiiciik sayilar ise, bu durumda (4.28) fark ge-

masinin ¢oziimii i¢in agagidaki

>, <c[ZH

+ max || H + max H ||
Lon — 1<k<N Ji Lan ~ _N¥1<k<0 Ikl | -

> ).,

<C

nax ||(fk — fr-1)

max E H + 1H
—N<k<N Trr,Jr Lo 2<k<N-—1 Lon

h -1
—l—; H (go)x?,jT Lo + _ynax H( —gr 1) ||L2h + Z H o h]

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, C' sabiti 7, h, " (x) ve fi(z),1 < k <
N, gl —N + 1 < k < 0’dan bagimsizdr.

Teorem 4.3 iin ispat1 Temel Teorem 4.1%e, (4.26) formiilii ile tamimlanan A7 fark
operatoriiniin simetri ¢zelliklerine ve asagidaki Loj, uzayindaki eliptik fark probleminin
¢Oziimii i¢in koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir (bkz: [Sobolevskii, P.

E., 1975]).

Teorem 4.4. Eliptik fark probleminin

ul (z) = 0,2 € Sy,
¢OzUimii i¢in
Z 2.,

koersivite kestirimi saglamr

o M, (4.29)
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4.3 IKINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

(3.1) simir-deger problemi ile r-iyilegtirilmig Crank-Nicholson fark semas: tarafindan

iiretilen )
T 2
fk:f(tk—%),tkaT,1§]€<N,]{ZT:17
U — Uk—1 Ug + Up—1\
T +A( 2 )_gk’ (4.30)
g =9ty —3),te =k, =N <k <0,kr =1,
T
I +72A) (ug —wp) = 3 [f (0) — Aug] + [g (0) — Aug],
U_N = QUN + @

\

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasini ele alalim. Birinci basamaktan dogruluklu
fark semasinin kararhlik kestirimlerinin ispatindaki gibi, benzer sekilde asagidaki teorem

ispatlanabilir.

Teorem 4.5. Eger ¢ € D(A) ise, bu durumda (4.30) fark semasimin ¢oziimii igin agagi-

daki
m < M + m + m
7N§%§NHUICHH > [HSOHH 7N§,3<§0||9kHH 1<,§E{N”fk||H}
m A < M||A + + m — g 1) T}
_N;}%NH ug|| < [H ollg + llgoll & _N+%€§OH<9’€ G—1) T HH

+ N full g + A | (fre — fk—l)T_lHH:|

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, fr,1 < k < N, g, —N <

k < 0 ve ¢ den bagimsizdir.

4.4 UYGULAMALAR

Simdi, Teorem 4.5 in uygulamalar1 verilecektir. Ilk olarak, (3.23) karma tipli parabolik-
Schrodinger denklemini ele alalim. Temel Teorem 4.5 (3.23) karma tipli sinir-deger prob-
lemin tek degiskene gore birinci basamaktan dogruluklu yaklagik ¢oziimiiniin aragtiril-
masinda uygulanmigtir. (3.23) probleminin diskritizasyonu iki agamada gerceklestirilir.
Ik asamada,

0,1], ={z: 2, =nh,0<n < M,Mh=1}
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ag uzay1 tammlanir. Ardindan [0, 1];, arahiginda tanimlanan ¢"(x) ag fonksiyonlar: ve
Loy, = Ly ([0,1],) , Wy, = W3 ([0,1],), W2, = WZ([0,1],) Hilbert uzaylar1 tammlanir.

Belirtilen uzaylarda norm
M—1 1/2
2
1 = (S o)
n=1
M-1 5\ Y2
s = I+ (X260 '2)
n=1

M-1 , \ V2 M-1 5 \ V2
Hsohuwghzuwuw(Z\m,j h) +(Z\<w>m h)
n=1 n=1

formiilleri ile tanimlanir. (3.23) problemi tarafindan olugturulan A diferansiyel oper-

atorii yerine
M-1

At (@) = { (@@}, )en + 00, (4.31)

formiiliiyle tammlanan A? fark operatorii ahmir. Burada A? fark operatorii ¢° =
M ot — 0 = pM — M1 gartlarim saglayan " (x) = {¢"})! ag fonksiyonlar uzayinda
tanimlanmigtir. Bilindigi gibi Aj fark operatorii Lo, Hilbert uzaymda pozitif tanimh
oz-eglenik bir operatordiir. Bu durumda A} fark operatoriiniin yardimiyla (3.23) lokal

olmayan sinir-deger problemi (4.24) adi diferansiyel denklem sistemine doniigtiiriilebilir.

Ikinci asamada ise (4.24) problemi icin, (??) fark semasi kullanilarak,

( ul(x) —ul_ () up +ufl_
k Tkl _'_A%(%):f]?(m),xE[O’l]h?

2) ={flgpr = 5k = k7,1 <E <N, Nt =1,

(

h _ o h h "

() ~ @) | (%) = (x), z € [0,1],,
-

ge(@) = {gly — 5. 2) W' gk = kT, -N+1 <k <0,
(I 72A7) (uf (@) = (2) = 3 [ (0.2) — Afu (@)
+ [9" (0,2) — Auf ()], € 0,1],.

[ vy (7) = uiy(2) + ¢"(x), 2 € [0, 1],

(4.32)

birinci basamaktan dogruluklu fark semas: elde edilir.

Teorem 4.6. Eger 7 ve h yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (4.32) fark semasinin
¢coziimii agagidaki

Cmax [ (), [l <€ U\w’;

Loy, + 12}525\7 Hf]?HL% + —NI-&I-llaé}%SO ||gZHL2h,
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mos ()
_N<k<N v/

bl +max k= gt 7, [ (22),

<0 Il + s I~ i,

2<k<N-1
W2lh:|

kararhlk kestirimlerini saglar. Burada, C sabiti 7, h,¢"(z) ve fi(z),1 < k <
N, gl —N + 1 < k < 0’dan bagimsizdir.

2
U5

Teorem 4.6 nin ispati, Teorem 4.1 ve (4.31) formiilii ile tanimlanan A¥ fark oper-

atoriiniin simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, ¢cok boyutlu parabolik-Schrodinger denklem (3.24) igin karma tipli
smir-deger problemini ele alalim. Burada da (3.24) probleminin diskritizasyonu iki

adimda incelenir. Birinci adimda 6nce,
Q) = {z =xp = (hamy, -+ hymy),m = (mq, -+ ,my),
0<m, <N, hN.=Lr=1,--- n},
Q=0 N0 8% =0%N0S
ag uzay1 tanimlanir. Ardindan ﬁh kiimesinde tanimlanan
o) = {p(hama, -+ hymy)}

ag fonksiyonlar1 Ly, = Lo (), Wy, = W;h(ﬁh), W2, = th(ﬁh) Banach uzaylar1 tanim-

lanir. Bu uzaylarda norm

1/2
1" @ = Z\wh(@fm---hn :
xEQ
1/2
- 2
1" s = ", + 1 D2 D0 )(gph)m Wb |
l‘eﬁh r=1
1/2
- 2
HsOhuwgh = HtthLQh + Z Z‘(gph)xr hy---h,
xeﬁh r=1
1/2
u 2
+ Z Z ’((ph)xrjm hy---h,

xEﬁh r=1
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formiilleri ile tanimlanir. Daha sonra, (3.24) problemi tarafindan olugturulan A diferan-

siyel operatorii yerine (4.26) formiiliiyle tanimlanan A7 fark operatorii almir. Burada Aj

fark operatorii her x € S, degerleri icin u”(z) = 0 kosullarini saglayan u"(z) fonksiyon-

lar1 uzayinda tamimlanmigtir. Bilindigi {izere Lo (Qh) uzayimda A7 fark operatorii pozitif

taniml ve 6z-eslenik bir operatordiir. Bu halde, A7 fark operatoriiniin yardimuyla (3.24)

lokal olmayan siir-deger problemi (4.27) adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

Ikinci asamada ise, (4.27) problemi yerine (4.30) fark semas: kullamlarak

(@) () | (el ~
k - k—1 + A2 <%> — f,?(m),x e O,
) = {fr—Z ) Ly =k, 1<k<N—1, Nt =1,

ié@)uZN)+%(%iﬁi)ﬂ@weﬁm
gi(@) ={g(ye — J2) W g = kT, -N+ 1<k < -1,
(I 4 7247) (uf (1) = () = 5 [£7 0,2) = Afuf (2)]
+ [gh (0,2) — Afug (v )] €,

| (@) = uly(@) + ¢(x), 2 € D

birinci basamaktan dogruluklu fark semas: elde edilir.

(4.33)

Teorem 4.7. Eger 7 ve |h| yeterince kiiciik sayilar ise, bu durumda (4.33) fark se-

masinin ¢ozimii icin asagidaki

> [8).,,],, <€ [T]e.,

Lon 1<k<N

<€ 2l

—N+1<k<0

e (15
—N<k<N Ty WJr

+Zl | h)....

Loy 2<k<N-1

—1
+ omax (gh— i), +zw
Lap, —N+1<k<0 2h xrx'r Jr

+ max ||(fe = fer) T

h
maxc [|fi]],,, + _ max Hgklleh]’

|
Lap

o

kararhlhk kestirimleri saglamir. Burada, C' sabiti 7, h, ¢"(z) ve f(z),1 < k <

N, gl —N + 1 < k < 0’dan bagimsizdir.

Teorem 4.7 nin ispat1 Temel Teorem 4.1%e, (4.26) formiilii ile tamimlanan A} fark

operatoriiniin simetri ¢zelliklerine ve agagidaki Lo, uzayindaki eliptik fark probleminin

¢oziimii igin koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir (bkz: [Sobolevskii, P.

E., 1975)).
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Teorem 4.8. Eliptik fark probleminin

¢Ozlimii icin

<MHw

"
Loy — Loy’

m
§ h
Hu%‘ir 2Jr
r=1

koersivite kestirimi saglanir.
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5 NUMERIK ANALIiZ

Bu boliimde parabolik-Schrodinger denkleminin lokal olmayan sinir-deger problemini

( Ou  O%*u

—_— - — = f(t O<t<l,0<ax<1
% 88:622_‘_“ f(?x)7 Y X )
ou U
ZE—@—l—u:g(t,x),—l<t<0,0<:c<1,

w0t 2) =u(07,2); u (07, 2) = u (0, x) (5.1)

u(—1,z) =u(l,z) + p(z),0 <z <1,
uw(t,0) =u(t,1)=0,-1<t<1

\

ele alalim. Burada

f(t,z)=(2—2t)e " sina
g(t,z) = (2—2it)e " sinx
ve
¢ (1) =2 sing
dir. (5.1) probleminin ger¢ek ¢oziimii

u(t,z) =e " sinz

dir.

(5.1) probleminin yaklagik ¢oziimii igin, 7 = h = 1/30 olmak tizere birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar: kullanilacaktir. Tkinci mertebeden, katsayilar: ma-
tris olan, n’ye gore fark denklemleri elde edilecektir. Bu fark denklemlerini ¢ozmek igin,
iyilestirilmisg-Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir. Sayisal denemelerin sonucu
olarak ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin birinci basamaktan dogruluklu

fark semalarina oranla daha dogru oldugu gosterilecektir.

5.1 BIRINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SE-
MASI

Parabolik-Schrodinger denklemi igin lokal olmayan simir-deger problemini (5.1) goz

oniine alalim. (5.1) probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in, 7 iizerinden tamimh ag nok-
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talarimn ailesini ve

[0,1]7- X [O,ﬂ']h:{(tk,l’n)Itk:kT,l SkSN—l,NT:L

T, =nh, 1<n<M-1, Mh=rmr}
ifadesini [0, 1], x [0, 7], araliginda g6z oniine alalim. Asagidaki

(. k k-1 k ko ok
Up = Uy Upyyy — 2Uy + Uy

n n k _
T h2 +un_f(tk7mn)7
tr=kr, 1<k<N-11<n<M-1
k k—1 k k k
Uy — Uy Un+1 _zun—’_unfl
v . — 02 +uf = g(ty, vn),

th=kr,—-N+1<k<0,1<n<M-—1,

1 o _,,0 -1
Up = WUp = Up — Uy,
-N _ N

k_ k& __

ug = uy, =0

veya

7

sunulur.

1 2 1
(=72)tn + (= 2)un™ 4 (= 4 o5+ Du + (= 5)uns = 9 (t, 7).

T  h? h?
N4+1<k<0, 1<n<M-—1,
1 & 1 o1 1 2 & 1 5
(—ﬁ)unﬂ + (—;)Un + (; + e + Duy, + (_ﬁ)un—l = f(tr, 7n),
ul —ud =l — !
u N =ul +p(x,), v, =hn,1<n<M-—1,

Burada, (2N + 1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmis olur.

Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek matris formunda yazilirsa

Aty + Buy +Cup1 = Dp,1 <n< M —1,
Uy=0,Uy =0
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elde edilir. Boylece,

A=
000 0 a0 00
000 00 a 00
|00 0 0 0 0 a 0] (2N+1)x (2N+1)
(1000 000 0 0 —1]
be0 O 000 00 0
0bec O 000 00 0
00b c 000 00 0

000 0O 0 0 0 d e 0
000 0 O 0 0 0 d e
06000 1 =21 0 0 0 O

ve C'= A, D = [I] gy 1)y (@ny1) birim matristir. Burada,

1 b ! i+2+1
aq = —— = ——.C = — R
h?’ T’ T  h?

1 1 2

d=——e=—4+—+1
T’e T+h2+’

(
2¢ lsina,

g (tk,zn) , N+1< k<0,
Fltoan), 1<k <N-1,
0,k =N,

\

o4

(2N+1)x(2N+1)

)



-N -N
“n Ug
—N+1 ~N+41
Pn Uy
0 0
Pn Usg
©, = yUg = ,s=nxtln
1 1
QOTL uS
N-1 N-1
“n Us
N N
U
[ #n (2N+1)x1 L s J@eN+1)x1

dir. (5.4) matris denkleminin ¢oziimii igin iyilegtirilmig Gauss yok etme yontemi kul-

lanilir. Bu yiizden asagidaki formda,
Un = an+1UTL+1 +ﬁn+17n =M — 17 o 727 1707

bir ¢oztim aranmaktadir. Oyle kioj (j=1,---,M —1)’ler (2N 4+ 1)x (2N + 1) tipinde

kare matris ve 3, (j =1,--- — 1) ’ler (2N + 1) x 1 geklinde siitun matris ve oy, 5,
000 --- 0 0
000 -0 0
ar= (0 00 0 Bi=10

000 -0 0
(2N+1)x (2N+1) L~ d eN+1)x1

bigimindedir. Asagidaki egitlik
Us = as—i—lUs—‘rl + Bs+1a (S =n,n—1 1@1Il)7

ve

Aupyq + Buy, + Cuyq = Dy,

esitligi kullamlarak
[A+ Banii + Cantni1] Upt1 + [BByyy + ConfBiy + CB,] = Do,
yazilabilir. Son denklemin

A + BOén+1 + CC!nOén+1 = 0,
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[BB,41+ Conf +CB,] = Do, 1 <n < M —1

seklinde secilmesi uygundur. O halde, 41, 5, i¢in formiiller

Opq1 = — (B +Can)_1 A>
Bn—l—l = (B+COén)_1 (Dgon—Cﬁn),n: 1727”' 7M_1

bi¢imindedir. Bu yiizden
Uy =0,

Un:an+1Un+1+ﬁn+l7n:M_17”' 727170

olacaktir.

5.2 IKINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

(5.1) probleminin yaklagik ¢oziimii igin,

T 2 h? h2 2 n 2 n
:f( 2 )1<k<N—11<n<M—1
" ty U 1 U1 — 200 Uy +uﬁ+i—2uk L —|—1uk+1uk_1
T 2 h2 h2 2 n 2 n
—g(t—Fm) ~(N=1)<k<01<n<M-1,
ul —u? 7

~ s (Un+1 2’“ + U’n 1 701+1 + 2“2 - u?zfl)
1
(705) 4 p(uhs — 208+ ) )

1
+<g(0 Q?n) hz( n+1 2u +un 1)>7$n_nh72§n§M_27

-
;
2

N = 4 (), = hn,1 <n < M — 1,

= (2—2t) e Psinz,

= (2—2it)e P sinx
(5.3)

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi uygulanirsa,
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( 1 k—1 k ' k=1
(~gpm) vt + g + (1 g e
(2 ST k-1 k T
# g (g ) it = (- o).

~N+1<k<0,1<n<M-1,

1 k—1 k k-1
_2_h2> Up iy + (_Q_hQ)un—i—l + (—; Tt 3)tn
1 1 _ 1 T
(g )un + (‘ﬁ) T+ (g = f (= 502)
U, — U T
- - e 12 (1 = 20+ upy = up g + 2up — Uy

1
= 7 (100 3 (- 240
T~ 2 44 ) ) ra = w2 S < M -2

N=ul+opx,), 2, =hn,1<n< M-—1,

\
ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi elde edilir. Burada, (2N +

1) X (2N +1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmis olur. Bu dogrusal denklem

sistemi diizenlenerek matris formunda yazilirsa,

Atupi1 + Buy, + Cup1 = Dp, 1 <n < M —1,

R B (5.4)
Up=0,Up =0

olur. Oyleyse,

L o o 4 @N+1)x(2N+1)

o7



10 0 0 0 0 0 —3
de 0 0 0 0 0 0 0 0
0d e 0 0 0 0 0 0 0
00 0 d e 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0 d e 0

0Ooo0....0mn 0 ... 0 O
L 4 eN+1)x(2N+1)

ve C'=A, D = [I] 3 1)x(2n+1) Pirim matristir. Buna gore,

1 b <7' 1) 1 T d 7 n 1 +1 7 n 1 . 1
2h2’ 2 h?’ 2h2’ T h? 2 T h? 2

1 1 1
m:——+2@—f)—+1—;n:—+l+f
-

T 2/ h? hz 2’
(
2¢ lsinz,
(zpn = T
.
§f(0,13n) + g(Oaxn)a k= N7
\
e ug ™
gO’EN-i-l US_N+1
0 UO
Pn = o 7Us: ° ,Sznzl:l,n
n ug
o g™
en uy
L 4 @eN+1)x1 L 4 (2N+1)x1

yazilacaktir. (5.4) matris denkleminin ¢oziimii igin iyilegtirilmig Gauss yok etme yontemi

kullanilir. Bu yiizden asagidaki formda,
Un = Ozn+1Un+1 +6n+1,n = M— 1, ,2,1,0,
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bir ¢oziim aranmaktadir. Oyle kio (j=1,---,M —1)’ler (2N 4+ 1)x (2N + 1) tipinde

kare matris ve 3, (j =1,--- — 1) ’ler (2N + 1) x 1 geklinde siitun matris ve oy, 5,
000 -0 0
000 -0 0
ar=10020 --- 0 Bir=10
000 -0 0
s 1 @N+1)x(2N+1) L d envtxa

bi¢imindedir. Asagidaki esitlik
Us = as—i—lUs—‘rl + ﬁs+1a (S =n,n— 1 1(;1I1),

ve

Aupy1 + Buy, + Cuy,y = Do,

esitligi kullanilarak
[A+ Banii + Cantnit] Upt1 + [BByyy + CanfBiy + CB,] = De,.
yazilabilir. Son denklemin

A+ Bay1 + Cayag =0,

[BB,41 + CanBhys +CB,] = Dp,, 1 <n < M-—1

seklinde secilmesi uygundur. O halde, 41, 5, i¢in formiiller

i1 = — (B+Cay) ' A,
Bn—i-l - (B+C()én)_1 (D(pn_oﬁn>7n: 1727”' 7M_1

bigimindedir. Bu yiizden
Uy = 67

Un:an+1Un+1+/Bn+17n:M_17”' 727170

olacaktir.
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EXACT SOLUTION
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6.1 HATA ANALIiZi

Simdi, sayisal sonuglar verilecektir. Parabolik-Schrédinger denklemi igin lokal olmayan
siir-deger problemi (5.1) i goz oniine alahm. (5.1) lokal olmayan siir-deger problemi-
nin yaklagik ¢oziimiine, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark gsemalarinin farkl
7 ve h degerleri icin bakalim. Kesin ve sayisal ¢oziimler 4.1, 4.2 ve 4.3 sekilleri ile

verilmigtir.
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CRANK-NICHOLSON

T
L
e

i,

Kargilagtirma hatalar:

M*l 1/2
2
EA]\A[, - 1<Ik1;/1<a]\)[(_1 (Z |u (tkwrn) - Uﬁ| h)
S n=1

formiilii kullanilarak hesaplanmigtir. Bu sayisal sonuglar N ve M nin farkl degerleri icin
bulunmustur. Burada (#, x,) noktasinda u(tg, z,,) gercek ¢oziimii, u® niimerik ¢oziimii

temsil etmektedir. Sonuglar Tablo 1. de gosterilmigtir.

Tablo 1. Farkli N ve M degerleri i¢in yaklagik ¢oziimler

Yontem N=M=10 N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160

Fark Semas1 (4.1) 0,0424 0,0244 0,0133 0, 0069 0,0035
Fark Semas1 (4.30)  0,0239 0, 0060 0,0015 3,774 x 10~* 9,4410 x 107°

Tablo 1. den elde edilen hatalar incelendiginde, ikinci basamaktan dogruluklu fark
semalarinin birinci basamaktan dogruluklu fark semasina gore daha dogruluklu oldugu

goriilmektedir.
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7 SONUCLAR ve ONERILER

Bu caligma parabolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problem-

lerinin kararliligi i¢in ayrilmigtir. Calisma sonunda agagidaki 6zgiin sonuclar elde edilmigtir:

e Hilbert uzayinda parabolik-Schriodinger denkleminin lokal olmayan sinir-deger
problemlerinin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimleri iizerindeki temel teorem ispat-

lanmastir,

e Parabolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin

¢ozuimii i¢in kararhilik kestirimlerindeki teoremler elde edilmistir,

e Parabolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin
yaklagik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar: sunul-

mustur,

e Parabolik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin
yaklagik ¢oziimii icin kurulan birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark se-
malarinin yaklagik ¢oziimleri icin kararlhilik kestirimlerindeki temel teorem kanit-

lanmigtar,

e Parabolik-Schriodinger denklemleri i¢in kurulan fark semalarinin ¢oziimii igin karar-

lilik kestirimlerindeki teoremler elde edilmistir,

e Bu fark semalarinin teorik ifadeleri niimerik deneylerle desteklenmistir,

Parabolik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problemleri boliimiinde

elde edilen kararh ¢oziimler asagidaki;
( du

[ 0<p<11<j<N
H Hilbert uzayindaki pozitif tanimli 6z-eslenik A operatorii ile karma tipli diferansiyel

denklemin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi i¢in de elde edilebilir.
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9. EKLER

EK-1. ALGORITMA

1
1. Adim: 7 = N ve h = % olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark semasini kullan ve matris formunda
yaz.
AUp41 +BU,+CU,-1 =Dyp,,1 <n<M—1.
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: o4, 3, i bul.
5. Adim: a1, [, i hesapla.

6. Adm: U, icin n=M~-1,---,1,0 U, = app1Upy1+8,4,n=M~-1,---,2,1,0

formiiliinii kullanarak hesapla.

EK-2. BIRINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI iCiN
MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
% first order accuracy rother method
% mixed type
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=pi/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(h"2); end; %schodinger asil kogegen agagisi
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; %eliptik asil kbgegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);

B(1,1)=-1;
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B(1,2¥N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(2/h"2); end; %schodinger asil kosegen

asagisi
for i=2:N+1; B(i,i)=complex(0,1)/tau; end; %schodinger asil kogegen
for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kigegen
for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen yukarisi
for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; %eliptik asil ksegen agagisi
B(2*N-+1,N)=1;
B(2*N+1,N+1)=-2;
B(2*N+1,N+2)=1;
C=A;
for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;
betha(2*N+1,1:1) = 0 ;
'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;
for j=1:2*N+1; x=j*h;
fii(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %nonlocal
fi(2*N+1,j:j)=0; %stireklilik
for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau; fii(k,j:j)=g(t,x); end; %schrodinger
for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tauttau; x=j*h; fii(k,j:j)=f(t,x); end; %elliptic
end;
"alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for j=1:M-1;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:})));
end;
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U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:;, z2z ) = alpha(:,;,z+1:24+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z4+1:2+1);
end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:2+1)=U(:,:,z:2); end;

"EXACT SOILUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

"ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmat1=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3.~ (1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%%%% % %% % % %% % % %% ERROR, ANALY SIS % %% % % %% % % %% %
maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%%%% % %% % % %% % %% %GRAPH OF THE SOLUTION %%% % %%%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;
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m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;
title(EXACT SOLUTION');
figure ;
m(1,1)=min(min(p))-0.01;
m(2,2)=nan;

surf(m):

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;
titleCFIRST ORDER’);
%%%% % %% % %% %% END GRAPH %% % %% % % %% % % %% % %%
function estx=exact(t,x)
estx=(exp(t)-1)*sin(x);
function ftx=f(t,x)
ftx=sin(x);

function gtx=g(t,x)

gtx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);
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EK-3. ALGORITMA

1
1. Adim: 7 = N ve h = % olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark semasimi kullan ve matris formunda
yaz.
AUp1+BU, +CU,—1 =Dy,,1 <n< M —1.
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: o4, 3, i bul.
5. Adim: o1, 3, i hesapla.

6. Adum: U, icin n=M-1,---,1,0 U, = ap41Upy1+B, 40, n=M—-1,---,2,1,0

formiiliinii kullanarak hesapla.

EK-4. IKiNCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI iCiN
MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=pi/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(2*h"2); end; %schrodinger asil kisegen agagisi
for i=2:N+1; A(i,i)=1/(2*h"2); end; Y%schrodinger asil kbgegen
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; % %eliptik asil kdgegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
B(1,1)=-1;
B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrodinger asil kosegen

asagisi
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for i=2:N+1; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrodinger asil kosegen
for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kosegen
for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen yukarisi
for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen asagis
B(2*N+1,N-2)=1;
B(2*N+1,N-1)=-4;
B(2*N+1,N)=6;
B(2*N+1,N+1)=-4;
B(2*N+1,N+2)=1;
C=A;
for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;
alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;
betha(2*N+1,1:1) = 0 ;
'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;
for j=1:2*N+1; x=j*h;
fii(1,j:j)=(exp(1)-exp(-1))*sin(x); %nonlocal

fi(2¥N+1,j:j)=0; Zsiireklilik
for k=2:N+1; x=j*h; t=(-N+k-1)*tau-tau/2 ; fii(k,j:j)=f(t,x); end; %schrédinger
for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau; x=j*h; fii(k,j:j)=g(t,x); end; %elliptic
end;
’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N-+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for j=1:M-1;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));

end;
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U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:;, z2z ) = alpha(:,;,z+1:24+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z4+1:2+1);
end;

for z = 1:M ; p(:,z+1:2+1)=U(:,:,z:2); end;

"EXACT SOILUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1; for k=1:2*N+1; t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x);

end; end;

'ERROR ANALYSIS’ ;

ftfl=abs(es-p);

fmat1=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3.” (1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

%% %% %% %% % % %% %% % ERROR ANALY SIS%%%% % % %% %% %%
maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%% %% %% %% %% %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% % %% %%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;
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surf(m):
hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

title"EXACT SOLUTION’);

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m):

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

title("FIRST ORDER’);

%%%% % %% % %% %% END GRAPH %% % %% % % %% % % %% % % %%
function estx=exact(t,x)

estx=(exp(t)-1)*sin(x);

function ftx=f(t,x)

ftx=((complex(0,1)-1)*exp(t)+1)*sin(x);

function gtx=g(t,x)

gtx=sin(x);
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