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SIMGELER VE KISALTMALAR

C Kompleks diizlem

R Reel sayilar kiimesi

N N ={1,2, ...} Dogal sayilar kiimesi

I Indis kiimesi

U, {z € C:|z| < r < 1} seklindeki acik disk

U, {z € C: |z| < r < 1} seklindeki kapah disk

U {z € C:|z| < 1} a¢k birim disk

U {z € C:|z| < 1} kapah birim disk

U {z € C:0 < |z| < 1} seklindeki delinmis agik birim disk

A U birim diskinde tanmli f(z) = z+ X_, a,z" seklindeki analitik
fonksiyonlarin smifi

S Univalent fonksiyonlarm smifi

S* Yildizil fonksiyonlarin smifi

C Konveks fonksiyolarm smifi

P Caratheodory fonksiyonlarmn smifi

Q Schwarz fonksiyonlarin smifi

11 U kiimesinde tanmh g({) = %+ by + b, + -+ seklindeki meromorf
fonksiyonlarin smifi

z Il smifina  ait tinivalent meromorf fonksiyonlarm smifi
A kimesinde tammli h(&) =& + ¢, + % + -+ seklindeki meromorf
fonksiyonlarin smifi

< Subordinasyon

f<g f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir.

f(z,t) Subordinasyon (veya Loewner) zinciri

c" Cok degiskenli kompleks diizlem

Imf Integral operatorii



OZET

TEK VE COK KARMASIK DEGISKENLiI UNiVALENT FONKSiYONLAR

Sevil AYKANAT
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi
Damisman: Prof Dr. Ismet YILDIZ
Ocak 2014, 56 sayfa

Bu tezde tek ve ¢ok karmask degiskenli {inivalent fonksiyonlarm Ozellikleri incelenmis
ve [I™f integral operatori kullamlarak {nivalent fonksiyonlarm bir alt smifi elde
edilmigtir. Diferensiyel subordinasyon kurali uygulanarak da bu yeni smifin 6zellikleri
mcelenmistir.  Ayrica ¢ok degiskenli {inivalent fonksiyonlar i¢cin Loewner denkleminin
teorik yonleri incelenmistir. Genel Loewner zncirleri ve bunlarm gegis doniisiimleri
icin Lipschitz diizeni dikkate alnmstr. Bunun bir sonucu olarak, keyfi bir Loewner
zincirinin,  Loewner  diferensiyel — denklemini  karsiladi@m  ve  bunlarm  gegis
doniistimlerinin  bir baslangic deger problemine karsiik geldigi gosterimistir. Bir boyut
ve daha yiksek boyutlardaki Loewner teorisi arasmdaki en Onemli farklardan birinin
parametrik  gOsterimlerin = oynadi® roller oldugu gosterimist. Tek  degiskenlh
fonksiyonlarm i¢cindeki durumun aksine, ¢ok degiskenli fonksiyonlarm i¢inde ik
elemanmmn parametrik gosterimi olmayacak sekide Loewner zncirlerinin  mevcut
oldugu gosterilmistir. Cok degiskenli Loewner diferensiyel denklem icin varhk
teoremleri kompakt cok degiskenli Caratheodory smifina es teoremlerin bir sonucu
olarak gelismistir.

Anahtar  sozciikkler:  Analitk  fonksiyon, Biholomorfik  donisiim,  Diferensiyel
subordinasyon, Diferensiyel —siiperordinasyon, Integral operatér, Loewner znciri,
Univalent fonksiyon.



ABSTRACT

ONE AND SEVERAL COMPLEX VARIABLES OF UNIVALENT FUNCTIONS

Sevil AYKANAT
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof Dr. Ismet YILDIZ
February 2014, 56 pages

In this thesis univalent functions of one and several complex variables properties were
investigated and a subclass of univalent functions was obtained by using I™f integral
operator. The properties of this new class has been examined by applying differential
subordination rule. The theoric perspectives of Loewner equation for several variables
of univalent functions were also analyzed. Lipschitz regularity was taken into
consideration for general Loewner chains and their transition mappings as a result of
this, it was showen that an arbitrary Loewner chain corresponds Loewner differential
equation and their transition mappings corresponds to a initial value problem. One of
the most important differences between Loewner theory in one dimension and in higher
dimensions was shown as the role played by parametric representation. In contrast to the
situation in one variable, in several variables there exist Loewner chains such that the
initial elemant does not have parametric representation. In the existence theorems for
the Loewner differential equation in several variables were improved as a consequence
of a theorem that the analog of the Caratheodory class in several variables is compact.

Keywords: Analytic function, Biholomorphic mapping, Differential subordination,
Differential Superordination, Integral operator, Loewner chain, Univalent function.



EXTENDED ABSTRACT

ONE AND SEVERAL COMPLEX VARIABLES OF UNIVALANT FUNCTIONS

Sevil AYKANAT
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof Dr. Ismet YILDIZ
February 2014, 56 pages

1. INTRODUCTION:

In this thesis univalent functions of one several complex variables properties were
investigated and a subclass of univalent functions was obtained by using I™f integral
operator. The properties of this new class has been examined by applying differential
subordination rule.

2. MATERIAL AND METHODS:

In this section, we discussed the analytic, one and several complex variables of
univalent functions and their basic features with the light of topologic general concepts.
Furthermore, as one of the important problems in geometric function theory is searching
whether analytic function is an univalent or not, we searched basic consepts about
Loewner chains method, in other words subordination chains method which is one of

the methods used to be a resolution for the problem.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In this section we searched the theoric parts of Loewner differential equation. We also
searched the properties of defined integral operators described in different classes of
analytic functions. Furthermore, we acquired a new class of univalent functions by

using I™f integral operator.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

We realized that if f(z,t) and v(z,s,t) is related to v(z,s,t), the transformation of
any f(z,t) Loewner chain into v(z,s,t) for t local uniformly point on z € B can be

possible under the conditions of Lipschitz. On the other hand, if the chain of f(z,t)



Loewner exists in a way that f(z) = f(z,0) and {e “f(z,t)},,, families for z € B is
a normal family in B we showed that f € H(B) has parametric representation.
Furthermore, when there is a normal family on {e~*f(z, t)},.,, We realized that the
solutions of Loewner differential equations which are generalized in higher sizes of
f(z,t) univalent functions are unique. Then by using I™f integral operatér, we
acquired the new class of univalent functions. We searched the properties of these

classes by applying the rule of differential subordination.



1.GIRIS

Geometrik  fonksiyonlar  teorisi, analitk fonksiyonlarm geometrik — Ozellikleri ile
ilgilenen yani analiz ile geometri arasmda iliski kuran, kompleks analizin &zel bir
daldr. Geometrik fonksiyonlar teorisi, ik olarak 1851 yilnda G. Bernard Riemann
tarafndan doktora tezinde cabsilan ve literatirde ‘Riemann doniisim teoremi” olarak
bilinen teoremiyle ortaya c¢ikmustr. Soyle ki, bu teorem basit baglanth br D<= C
(D # C)alt bolgesini, D; bolgesi tizerine resmeden bir f analitik fonksiyonunun
oldugunu gostermisti. Ancak bu teorem, giiniimiiz ylizylln bagslarma kadar baz
arastrmacilara gbre Onemi fazla anlagilamadigndan bazlarma gore de pek kullamsh
bulunmadigindan kompleks analizde kendine fazla uygulama alam bulamamistr. Sdyle
ki, Koebe’nin [12] 1907 yilnda bu teoremi analitik ve iinivalent fonksiyonlar i¢in
vermesi, 1914 yilinda alan teoreminin Gronwall [13] tarafindan yapimasi ve son olarak
ta Bieberbach’'m [14,15] 1916 yilnda ortaya koydugu normalize edimis fonksiyonlar
icn  katsayr tahmini ve bu tahmmin sonuglar, geometrik fonksiyonlar teorismin
kendisine bir uygulama alani bulmasma ve bu uygulama alanlann icinde de Onemli bir
yere sahip olan iinivalent fonksiyonlarin dogusuna sebep olmustur.

Bieberbach'm f € S fonksiyonu icin n= 2,3,... olmak iizere |a,| <n tahmininin
ispati problemi birgok matematik¢i tarafindan Onemli bir arastrma konusu haline
gelmistir. 1916 yiinda ik defa Bieberbach tarafindan alan teoreminin bir sonucu olarak
la,| <2 esitsizliginin dogrulugu gosterilmistir. Daha sonra 1923 yilinda Loewner kendi
buldugu ve parametrikk metod yani Loewner metodu olarak adlandirdim metodla
las| <3 esitsizligni, 1955 yilinda Garabedian ve Schiffer, Grunsky esitsizliklerini
kullanarak |a,| < 4 esitsizligini, 1968 yilnda Pederson 1969 yinda Ozawa
lagl <6ve 1972 wyilnda da Pederson ve Schiffer |ag| <5 esitsizliklerini
ispatlamuglardir. Son olarak 1985 yiinda Louis de-Branges [17] Loewner teorisini
kullanarak tim n = 2,3,... i¢in |a,| < n esitsizignin dogrulugunu gostermis  ve
problemi sonuca ulagtrmustr. Bu problemmn ¢ozilmiis olmasi yeni problemlerin ortaya
ckmasma zemin hazrlamustr. Oyle ki S smifi icin; alt smuflar, katsayr tahminleri,
growth ve distortion teoremleri, yarigap problemleri komsuluklar, kismi toplamlar,
integral ve diferensiyel operatorler ve son olarak bugiiniin en popiiler konularmdan olan
subordinasyon ve siiperordinasyon ikeleri Onemli problemlerden bazlaridr. Bununla
birlikte tek kompleks degiskenli iinivalent fonksiyonlar i¢in c¢absilan bu konular ¢ok



kompleks degiskenliler icin de kendine yer bulmustur. Ik olarak 1933 yinda H.
Cartan’'m [18] P. Montel adh kitabmda ¢ok kompleks degiskenli tinivalent fonksiyonlar
formiilize edimis ve daha sonra biholomorfikk doniisiimlerin  geometrik  Gzellikleri
1960-1980 yillar1 arasmda Japon matematikgiler I. Ono, T. Higuchi, K. Kikuchi
tarafindan calsiimaya baslanmistr. Son 20 yida ise J. A. Pfaltzgraff, T. J. Suffridge, C.
FitzGerald, S. Gong, I. Graham, G. Kohr, H. Hamada, P. Liczberski, P. Curt
matematik¢ileri tarafindan Ozetlenmigtir. Sunulan bu tezde, Oncelikle tek kompleks
degiskenli {inivalent fonksiyonlarm Ozellikleri incelenmis bunlar i¢in gerekli hem piir
matematikteki temel tamm ve kavramlar hem de analitik ve tnivalent fonksiyonlar ile
ilgili temel tanm, teorem ve Kkavramlara yer verimisti. Daha sonra ¢ok kompleks
degiskenli fonksiyonlar i¢in {iinivalenthk kriterleri verimis ve belli bash ozellikleri
incelenmistir. Ayrica bu tez de ¢ok degiskenliler icinde Loewner denkleminin teorik
yonleri de verilmisti. Son olarak diferensiyel subordinasyon ve siiperordinasyon

yontemleri kullanilarak tinivalent fonksiyonlarin yeni bir smifi elde edimistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. TOPOLOJIK KAVRAMLAR

Tamm 2.1.1 (Komsuluk): z, € C noktasi verilsinn D(z,, 1) = {z € C: |z —2z,| < 1}
kiimesine z, merkezli r yargaph a¢k disk veya z, noktasmm r komsulugu denir.
D(z,r) ={z€C:|z—z,| <r} kimesine z, merkezli r yaricaph kapah disk,
0D(zy, 1) ={z €C:|z—zy)| =7} kimesine 2z, merkezli r yargaph cember ve
5z,r)={z€C:0< |z—zy)| <7} =D(z47) —{2,} kimesine de 2z, noktasmn
delinmis komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (i¢ Nokta): A c C herhangi bir kiime ve z, € A olsun. z, noktasmm en az
bir r komsulugu tamamen A kiimesine ait ise yani D(z,, 1) € A olacak bigimde bir

r > 0 sayis1 varsa z, noktasma A kiimesinin bir i¢ noktast denr.

Tamm 2.1.3 (Acik ve Kapah Kiime): Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye acik kiime,
timleyeni acik olan kiimeye ise kapal kiime denr. D(z,r) diski brr a¢k kiime ve

D(z,,r) kiimesi de kapah bir kiimedir.

Tamm 2.1.4 (Yakmsaklik): (f,), A € C olmak iizere f,: A — C fonksiyonlarmm bir
dizisi olsun.

(i) Her € > 0 says1 ve herbir z € A i¢in n > n, oldugunda |f,(z) — f(2)| < € olacak
bicinde bir n, = ny(€,z) sayst bulunabiliyorsa, (f,) dizisi A kiimesinde f
fonksiyonuna noktasal yakmsiyor denir ve f, - f wveya lim,_ . f, =f i gosterilr.
(i) Her € >0 sayist ve her z € A i¢in n > n, oldugunda |f, (z) — f(2)| < € olacak
bicinde sadece €’a bagh bir n, = ny,(e) says1 varsa, (f,) dizisi A kiimesinde f

fonksiyonuna diizgiin yakmsiyor denir.

Tamm 2.1.5 (Baglantih Kiime): A,Yve Z C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimeleri
olsun. Eger AcYUZ, ANZ 0, AnY #0 ve ANY N Z =0 olacak bicimde Y ve
Z gibi bos olmayan iki ayrik ve acik kiime bulunamaz ise, A € C kiimesine baglantihidir
denir. Aksi halde baglantisizdir denir.

Tamm 2.1.6 (Basit Baglantih Kiime): A c C olsun. Eger bir A kiimesi i¢indeki
herhangi iki noktayr birlestiren biitiin yollar yine kiime i¢inde kaliyorsa, bu A kiimesine



basit baglantili kiime denir.

Tamm 2.1.7 (Bolge): Kompleks diizlemde agk ve baglantih kiimelere bolge denir.
Kapah ve baglantili kiimelere ise 6zel olarak kapali bolge denir.

Tamm 2.1.8 (Egri): [a,b] € R olmak iizere, y: [a,b] » C siirekli fonksiyona C
dizleminde bir egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarma srasiyla egrinin baslangic
ve bitis noktalar1 denir. Bir y egrisi i¢in, y(a) = y(b) ise y egrisine kapal egri denir.
Kendi kendini kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapah egrilere de basit
kapah egri veya Jordan egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dist
olmak {izere iki bolgeye aymr. Jordan egrisinin igine Jordan bolgesi denir. y egrisi
[a, b] kapah aralgnda tirevienebilir olsun. Eger [a,b] araligmda y' tirevi siirekli ve
sifirdan farkh ise y egrisine diizgiin egri denir. ¢, a dan b ye artarken, buna karsiik
gelen y(t) degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru sralanmasi egrinin yoniinii belirtir.

Tamm 2.1.9 (Ortii): X herhangi bir uzay olsun. Bilesimleri V kiimesini kapsayan {G,}
ailesine, V c X kiimesinin Ortiisii denir. Bilesimleri V' < X kiimesinin kapsayan ve
U; G; =X olan agk kiimelerin {G;} ailesine V c X kiimesinin ac¢ik Ortiisii  denir.
Bilesimleri V < X kiimesini kapsayan alt aileye veya V kiimesini Orten aileye, verilen

sayda kiime kapsiyorsa, bu aileye de sonlu alt ortii denilir.

Tamm 2.1.10 (Kompakthk): Eger bir kiimenin her agik Ortiisiiniin sonlu alt Ortiisii

varsa, bu kiimeye kompakttir, denir.

Tanmm 2.1.11 (Dizisel Kompakthk): Eger bir kiimedeki her bir dizi bu kiimede bir
noktaya yakmsayan bir alt diziye sahip ise, bu kiimeye dizisel kompakt kiime denir.

Tamm 2.1.12 (Siireklilik): f: A < C — C bir fonksiyon ve z, € A olsun.

(i) Her € > 0 sayis1 ve |z —z,| < & sartm saglayan her z € A icin |f(2) — f(z)| <€
olacak bicimde & = 6(€,2,) > 0 sayist varsa, f fonksiyonu z, noktasmda siireklidir,
denir.

(ii) Her € > 0 sayms1 ve |z, —z,| < & sartm saglayan her z,,z, € A igin
|f(z,) — f(z,)| < € olacak sekilde sadece € a bagh bir § = §(e) > 0 saysi varsa, f

fonksiyonu A kiimesinde diizgiin siireklidir denir.

Tamm 2.1.13 (Lipschitz Siireklilik): f:A c C - C bir fonksiyon ve z € A olsun.



(i) Eger her w,z€ A i¢cin |f(w) — f(z)| < Klw — z| sartin saglayacak sekilde bir
K >0 reel sayisi varsa, f Yye A kiimesi iizerinde Lipschitz siireklidir, denir.
(i) Her r > 0 sayssi igin, f fonksiyonu her D(z,r) c A diskinde Lipschitz siirekli ise f
ye A kiimesinde yerel Lipschitz siireklidir, denir.

Tamm 2.1.14 (Smrhbk): f:AcC— C fonksiyonu erilsih. Her z€ A igin
|f(2)| < M olacak bigimde bir M > 0 saysi varsa, f ye smrhi fonksiyon denir.

Onerme 2115 AcC olmak d{izere f:A—>C fonksiyonu verilsin.
(i) f fonksiyonu A kiimesinde diferensiyellenebilir ve her z € A i¢in |f'(2)| < K olacak
sekilde br K >0 sayst varsa f fonksiyonu A da Lipschitz siireklidir.
(i) Kompakt bir kiimede siirekli her f  fonksiyonu diizgiin  siireklidir.
Tanm 2.1.12 ve Tamm 2.1.13 den ¢ikarilacak sonu¢ sudur: Her Lipschitz veya yerel
Lipschitz siirekli fonksiyon aym zamanda siireklidir. Fakat bunun tersi her zaman dogru
degildir. Ayrica her Lipschitz sitirekli fonksiyon aym zamanda yerel Lipschitz siireklidir.
Fakat tersinin dogru olmas1 gerekmez.

Omek 2.1.16: R de tanmh f(x) = x? fonksiyonu yerel Lipschitz siirekli fakat
Lipschitz siirekli degildir. Gergekten, f siirekli diferensiyellenebilir oldugundan her
xXER ve ye(x—1,x+ 1) icin liggen esitsiZligi kullanlrsa |y| < |x|+ 1 yazlr ve
buradan

e B O = e 12y] < 201+ 1)
esitligi elde edilir. Simdi y,z € (x —1,x + 1) noktalarmu ele alalm. 3 saysm y ile z
arasmda se¢gmek kaydiyla ortalama deger teoreminden

If(2) = FDI =1 @Dllz=y| < geeerrrnlf Oz =yl
yazilir. Yukaridaki denklemlerden her y,z € (x —1,x + 1) igin

If(2) = fOI < 2(Ix] + D]z — yl

bulunur. Son esitsizlikten (x — 1,x + 1) araliginda f nin Lipschitz sabiti
K =2(|x| +1) olur ve boylece fonksiyonun R de yerel Lipschitz siirekli oldugu
goriilir. Ozel olarak x — oo i¢in K — o0 oldugu aciktr. Yani z =0,y # 0 ve y > o
icin

K = FO-FOI _

— 00
ly—ol lyl

olur. Buda f nin R de Lipschitz siirekli olmadigmi gosterir.



2.2. ANALITIK FONKSIYONLAR

Bu kisimda analitk fonksiyon kavrammm yam sra, bunlarla ilgli baz tanm ve

teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Analitik Fonksiyon): f, kompleks degiskenli ve kompleks degerli

fonksiyonu z, € C noktasmin bir komsulugunda tammli olsun. Eger
f(@)-f(zq)

z-z,

lim,_,,
limiti varsa, bu fonksiyona z, noktasmda diferensiyellenebilirdir denir. Eger f(z)
fonksiyonu z, noktast ve bunun bir komsulugunda diferensiyellenebilirse, f(z)
fonksiyonuna z, noktasmda analitik fonksiyon denir [19]. Eger f(z) fonksiyonu C nin

tim noktalarinda analitik ise C fonksiyonuna tam fonksiyon denir. e?, sinz, cosz

gibi fonksiyonlar tam fonksiyona birer 6rnektir.

Teorem 2.2.2 (Cauchy integral Formiilii): f(z) fonksiyonu basit baglantli bir D
bolgesinde analitik olsun. y, D nin i¢inde kapah bir egri olmak iizere z, noktasi y nm
icinde herhangi bir nokta ise,

_ 112
f(z0) = 27zi-1.z—z0 az
olur.

Teorem 2.2.3 (Taylor Teoremi): f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. Bu
bolgedeki herhangi bir z, merkezli r yarigaph diski de D, ile gosterelim. Yani,
D, ={z:|z —z,| < r}olsun. Vz € D, i¢in,
:fzof 75!20) (z —z)"

serisi D, lizerinde yakmsaktr, bu seriye Taylor serisi denir.

Teorem 2.2.4 (Tiirevler icin Cauchy Formiilii): f(z) fonksiyonu basit kapal bir

cevrenin i¢inde ve lizerinde analitik ise y nn i¢indeki herhangi bir z, noktasi i¢in,

f'(z,) = 1 I&dz

i 2
2mi ’ (Z_ZO)

olur.
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Ispat: y, merkezi z, ve yarigapt & olan kiiciik bir gember olsun, &yle ki y’, y nm iginde
kalsin. Buna gore,
f(2)

(Z_Zo)2

y Ve y' niin iizerinde ve bunlarm belirttigi bolgede tek degerli ve analitikti. O halde

Cauchy teoreminden dolayi,

[ g [ 12,

7(2_20)2 (z-12,)*

esitligi yazilr. Yine Cauchy teoreminden dolay, y’ nin icindeki herhangi bir z,+h

/4

noktasinda,

1 f(z)
f(zo+h)=—|—"—dz
(2,+h) 27zi;[z—zo—h

yazilir. Buradan,

f(zo"'h)_f(zo):ilj[ f(z) _ f(Z)]dZ:iJ' f(2)
h 2nih’"z—z,-h z-2, 27 7 (2-2,)(z—2,—h)

elde ederizz Simdi, h — 0 icin limit alnrsa istenilen bulunur. Fakat integral altnda
limit almabilecegini ayrica gostermek lazimdir. Gergekten de,

f(Z) _ f(Z) _ f(Z)
J(Z_Zo)(z_zo —h)dz !-(Z—Zo)2 OIZ_h!(z—zo)z(Z—zo _h)dz (X

yazilabilir. Farzedelim ki, y niin iizerinde |f(z)| < M ve |h| < &/2 olsun. Buna gore,

7.

J- f(2) dzl = M 27[5_4721\/|
(z-2,)*(z-2,—h) 52§ 5
2

)
integral sinirhdir. O halde, (X) esitliginden,

() dz—J. () dz [=0
(Z_Zo)(z_zo_h)

limyp g I
’

ve

i, 1G0T 1 1@,
h 277 (2-12,)
f'(z,) bulunur. Dolayisiyla,

F1(2,) = [ )

5 dz
2 " (z-2,)

olur. Bu formiil tiimevarmm metodu ile,
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) nl f(z)
O e

O)n+1

seklinde ifade edilir. Boylece varlk bolgesinde analitik bir fonksiyonun her mertebeden
tiirevinin varhg1 anlasilir.

Teorem 2.2.5 (Laurent Teoremi): f(z) fonksiyonu D ={z € C:r; < |z —z,| < 1}
halka bolgesinde tek degerli ve analitik olsun. Bu taktirde f(z) fonksiyonu D

halkasmda yakmsak, (z —z,) m pozitif ve negatif kuvvetlerine gore,
f(Z) = n——oo n(z_ Zo)n
:ZZ;O an (Z ZO)n + Z L

n= 1(2 Z)n

serisine agcilabilir.

Ispat: D de bir z noktasi alalm. Halkayr z, dan gegen fakat z den gegmeyen bir dogru
boyunca keselim. Bu kesitin kenarlarmi a,a,, a’,a’;, ile gosterelim. Neticede pozitif
yonli a,a’;a’,a,a, cevresi elde edilir. Bu gevrenin belirttiZi bolge basit irtibathdr ve
dolayisiyla bir f(z) fonksiyonu i¢in Cauchy formiilii

oL 1 100

My &—1 ﬁa.lj;.z -1
seklinde yazlabilir. Diger taraftan f(z), D de tek degerli oldugu i¢in dogru iizerinde
alman mtegraller birbirini gotiiriirler. O halde £ el ve & eIz olmak lizere,
_ 1 f(0ds 1 [ f(H)dS
f@=-] [ 2=

myp &-1 &-1

olur. Burada I'"2 negatif yonlidir. Son olarak,
_ 1 ¢ f(Q)ds 1 (f(£)dS
(@)= [ 2= [

iy -1 a5 -1z
dir. Yine
1 1 1 1
E-2 (£-2))-(z2-2,) §—201_Z—Zo
5_20
Z z—z
~ é: Z n+1

aglmu yazilr. Bu seri I, iizerinde mutlak ve iniform olarak yakmsaktr. Buradan
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f(&) 1 f(&)
P b DYl

_1¢ . f(@de
z(z ZO) J‘(é: )n+l

(e -\l d§

n=0
olur. Burada,
1 f(6)
= —d&,n=0,1,2,
o) G-z )
dir. Simdi I, egrisinde,
1 _ 1 _ 1 1
$-1 (5_20)_(2_20) Z_Zol_é_zo
-1,
& (E-z,)
nZ: Z—Z n+1

olur, seri T, iizerinde {iniform yakmsaktir. Ayrica,

) 4
__1"25 Z J; )(n+1) f(§)(§ ZO) df
_ & b
- ;(Z_Zo)nﬂ

Burada,
b —ijf(g)(cf—z )'dE, n=0,1,2
n 27Z-i rz 0 ) ) ) )

sek]jndedir. Sayet,
j f(g) dé, n=1,2,..

—-n n+l

F

farzedilirse, f(z)= Y a,(z-2z,)" yazilmr.
Tamm 2.2.6 (Laurent Serisi): Az once bir z, noktas: civarmdaki dairenin tiimiinde
analitik olan f fonksiyonunun, z, noktasi civarmda yakmsak bir seriye agilabilecegini

gostermek i¢in Taylor serisini kullandik. Fakat;
_1 =
f(Z)_21 f(Z)_ZZ
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seklindeki fonksiyonlar z = 0 noktasmda analitik olmadiklarmdan, bu tiir durumlarda
fonksiyonlara Taylor agimu uygulanamaz. Bu tiir fonksiyonlar1 ifade etmede kullanilan
ve 1840 yillart civarmda Laurent tarafindan formiillestirilen agiimlara Laurent agilimu
veya Laurent serisi ad1 verilmektedir. Bu seriler kompleks sayilar teorisinde biiyiikk rol
oynamaktadrr. Ornegin; bir fonksiyonun singiiler noktalarmm bulunup, ne tiir bir
singiilaritiye  sahip oldugunun tespit edimesinde, fonksiyona ait Laurent acilimmi
kullanirz. Diger bir temel islevi ise bizi Cauchy Rezidii Teoremine gotiiriyor olmasidir.

Genel olarak bir f fonksiyonunun Laurent serisi

f(z) =% L"'Z%o:oan (z—z)"

n=1 (Z—Zo)n

. . o b, .. .. -
seklindedir. 2, G_pon  Sserisine Laurent serisinin esas kismi, X>_,a,(z —2z,)"

serisine de Laurent serisinin analitik kismm denir.

Tamm 2.2.7 (Singiiler Noktalarin Smmiflandinlmasy): Bir f fonksiyonunun z = z,
noktasi civarindaki Laurent serisini gz Oniine alahm. Bu durumda;

(i) f fonksiyonu z, noktasmda analitk degilse z, noktasma f fonksiyonunun singiiler
noktas1 denir.

(i) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasmin
»(Zy,7) delinmis komsulugunda analitik oluyorsa z, noktasma f fonksiyonunun ayrik
singliler noktas1 denir.

(i) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasmm
»(Zo,7) her delinmis komsulugunda en az bir singiiler noktaya sahipse z, noktasma f
fonksiyonunun ayrik olmayan singiiler noktasi denir. Ayrkk singiiler noktalarm uygun
bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup Laurent serisine agilabili. Bu seri
gbz Oniine alnarak ayrik singiler noktalar, kaldmilabilir singiiler nokta, kutup noktasi

ve esas singliler nokta diye smiflandirilabilir.

Tanmmm 2.2.8 (Esas Singiiler Nokta): f fonksiyonunun Laurent agiimmnda esas kisim
sonsuz terimden olusuyorsa z = z, noktasma fonksiyonun esas singiiler noktasidrr,

denir.

Tamm 2.2.9 (Kaldinlabilir Singiiler Nokta): f fonksiyonunun Laurent agiimmnda
esas kisimda sonlu sayida terim bulunduruyorsa; z =z, noktasma fonksiyonun

kaldmrilabilir singiiler noktasidr, denir.
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Tamm 2.2.10 (Kutup Noktasi): z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi olsun.
Bu noktanmn uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent serisini goz Oniine alalim. Bu
serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z, noktasma f fonksiyonunun kutup

noktasidenir.

Tamm 2.2.11 (Meromorf Fonksiyon): Bir f fonksiyonunun herhangi bir B bolgesinde
kutup noktalarmdan bagka bir singiler noktasi yoksa f fonksiyonuna B bodlgesinde
meromorf fonksiyon denir.

Tamm 2.2.12 (Maksimum Prensibi): f(z) fonksiyonu basit baglantih bir D bdlgesinde
tanimlanms, sabit olmayan, analitk bir fonksiyon olsun. Bu taktirde |f(z)| ifadesi
maksimum degerini D nin smirinda alir. Maksimum prensibinin = 6nemli  sonuglarmdan

biri Schwarz lemmasidrr.

Lemma 2.2.13 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0) =0 olsun. Eger U birim diskinde [f(z)| <1 ise bu durumda |f'(0)I <1 wve
|f(2)| < |z| dir. Esitlik sadece 8 € R olmak iizere f(z) = ez fonksiyonu ile saglanir.

Lemma 2.2.14 (Genellestirilmis Schwarz Lemmasy): f, Up = {z € C:|z| < R}
diskinde analitk ve M bir sabit olmak iizere |f(z)| <M olsun. Eger f, z =0 i¢in m
den daha biiyikk mertebeden bir tek sifira sahipse bu durumda

f@)] < = lzI™, 2 € U,
esitsizligi  gerceklesir. Esitk sadece 6 € R olmak iizere f(z) = e®(M\R™)z™
fonksiyonu ile saglanir.

2.3. TEK KOMPLEKS DEGIiSKENLi UNIiVALENT FONKiYONLAR

Bu bolimde tek kompleks degiskenli {nivalent fonksiyonlarm kavram ve temel
sonuclar1  verilmistir. ~ Univalent  fonksiyonlarm  baz  smiflan  subordinasyon,
stiperordinasyon, LOowner znciri metodu ve Salagean tipi integral operatoriiyle

degerlendirilecektir.

Tanim 2.3.1 (Univalent Fonksiyon): f, A c C bolgesinde tammh bir fonksiyon olsun.
Her z,, z,€A icin f(z,)=f(z,) olmasi sadece ve sadece z, =z, olmasm

gerektiriyorsa  (veya z, #2z, oldugunda f(z,) # f(z,) gergeklesiyorsa) f(z)
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fonksiyonuna A bolgesinde tinivalent ya da yalnkat fonksiyon denir [19]. Eger f, z,

noktasmin bir komsulugunda tnivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon denir.

Teorem 2.3.2: f, analitik bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyonu z, noktasmda yerel
tinivalent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f'(z,) # 0 olmasdr. Ancak f'(z,) # 0
sartt f(z) fonksiyonunun inivalent olmasi icin yeterli degidir gereklidir. Yani f
analitik fonksiyonu inivalent ise f'(z,) # 0 dr. Dolayisiyla bir bolgede yerel tinivalent
olan  fonksiyonlar  iinivalent  olmayabilir. ~ Ornegin; f(z) =z%  fonksiyonu

B={z1<|z1<2 0<argz< 377/2} bolgesinde yerel tnivalent olmasma ragmen

tinivalent degildir. Gergekten f(z) fonksiyonu B bolgesinde analitk ve her z, € B igin

f'(z,) # 0 oldugundan yerel inivalentti. Fakat z, = %+ i3\/i2 Ve z, = %— [ %

icin z, # z, olmasma ragmen f(z,) = f(z,) dir. Dolayisiyla inivalent degildir.

Tamm 2.3.3 (Konform Déniisiim): f(z) fonksiyonunun z = z, noktasmdaki f'(z)
fonksiyonu i¢in f'(z,) # 0 ise f(z) fonksiyonuna bu nokta civarmda konformdur,
denir. Bagka bir deyisle eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki diizgiin egri
arasndaki ac¢mm biyiikligiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime konform doniisiim

denir.

Teorem 2.3.4: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasmda f'(z) # 0 kosulu
saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur. Dolayisiyla bir bolgede analitk ve {nivalent
bir fonksiyon konformdur. En Onemli konform doniisiimlerden biri Mobiiis

az+b
cz+d'’

dontigtimiidir. Bu doéniisim; a, b, c,d kompleks sabitler olmak iizere w = f(z) =

ad — bc # 0 genisletimis kompleks diizlemi (C,, = CU{»}) kendi lizerine konform
olarak resmeder.

Teorem 2.3.5 (Riemann Déniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D c C basit
baglantih bolgesi U birim diski lizerine konform olarak resmedilir. Ayrica, z, € D
olmak tizere f(z,) =0 ve f'(z,)> 0 kosullarm: saglayan ve D yi U birim diski

lizerine resmeden bir tek konform doniigiim vardir.

Tamm 2.3.6 (Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar): Analitik olarak, bir
tinivalent fonksiyon sifirdan farkh tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri
basit egrilere doniistiiriir. Hem analittk hem de {nivalent fonksiyon ise basit baglantih

16



bolgeleri basit baglantih bdlgelere doniistiirir. Riemann doniigtim teoreminden, Kkeyfi
bir basit baglantih bolgede tanimli f tinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte
tanml bir f tnivalent fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon igin f(0) =0 ve f'(0) =1
normalizasyon sartlart g6z Onine alnwsa f(z) = Xy_,a,(z—z,)™ Taylor serisi
fD)=z+Xr_,a,z", z€ U seklini alr. Bu sekilde tanmlanms fonksiyona
normalize edilmis analitk fonksiyondur. Univalent fonksiyonlar teorisinde ©nemli olan

baz temel fonksiyon smuflars;

A={fvzeUicinf(z)=z+X" ,a,
S={f € A:Vz € U igin f — Univalent}

z" seklindeki analitik fonksiyon}

M= {h: vz € Aicin h(3) =3 +c, + 22, 2 seklindeki meromorf fonksiyon}

n=1 3_11
Y. ={h € M: V3 € A icin h — Gnivalent}
seklinde siralanabilir.

Tamm 2.3.7: U birim diskinde p(0) =1, Rep(z) >0 kosullarmi saglayan
p(z) =1+ c,z" seklindeki fonksiyonlarm olusturdugu smifa Caratheodory smif
veya P sinifi denir [19].

Omegin; p(z) = (1+ 2)/(1—z), z € U fonksiyonu P smifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Ayrica P smifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Omnegin; f(z) = 1+ z" fonksiyonu P smifina

ait olmasma ragmen n € Ny, n = 2 i¢gin Univalent degildir.

Tamm 2.3.8: U birim diskinde ¢(0) =0 ve |@(z)| <1 kosullarmi saglayan analitik
fonksiyonlarm olugturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarmm smifi denir ve Q ile
gosterilir.

Bunlarm yam swa, P smif ie Schwarz fonksiyonlari arasmnda asagida oldugu gibi
onemli bir bag vardrr.

_ 1+¢(2)
p(z) EP o p(z) = o) p(z) e Q

P ve Q smiflarmn tanmladiktan sonra, S smifinn iki Onemh alt smifim asagidaki sekilde

verebiliriz.

Tamm 2.3.9: D c C bir bdlge ve w, € D olsun. Eger w, noktasmu D nin dier bir w
noktasma birlestiren dogru parcasi tamamen D nin iginde kalyorsa D Yye w, noktasma
gore yidizl bolge denir. Birim diski orijin noktasma gore yidizil bir bolgeye konform
olarak doniistiren fonksiyona yildwzil fonksiyon denir [3]. Yidwzl fonksiyonlarm smifi

17



S*ile gosterilir.
Yildzil fonksiyonlarm yukaridaki geometrik tanmmum analitik olarak ifade eden en
Onemli teorem asagida verilmigtir.

Teorem 2.3.10: f € A olsun. Bu halde

es e @cp
f(2) e

dir. Ayrica f(z)=z+ Yy _,a,z" € S* = |a,| <n (n=2,3,...) yazlr.

Tamm 2.3.11: B c C kiimesi verilsin. Her w;,w, € B i¢in w,; noktasm: w, noktasma
birlestiren dogru parcasi tamamen B i¢inde kalyorsa B ye konveks kiime denir. Eger bir
f fonksiyonu konveks bir kiimeyi, konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna
konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin smifi C ile gosterilir.

Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem2.3.12: f € A olsun. Bu halde

zf"' (2)
fz)eCe1+ o) EP

dir. Ayrica f(z)=z+ X" ,a,z2"€C=>|a,| <1 (n=2,3,..) yazlr.

Simdi tek degiskenli {nivalent fonksiyonlar teorisinde Onemli bir yere sahip olan

subordinasyon kavramini inceleyecegiz.

Tamm 2.3.13: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimh iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z) = g(w(2)) olacak sekilde bir w € Q fonksiyonu varsa, f
fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir. Eger g
tinivalent ise f < g © f(0) = g(0)ve f(U) € g(U) olmasidir [19].

Tamm 2.3.14 (Subordinasyon Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim diskinde
analitk, Univalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica
g0)=f0) ve gU)<cfU) ise, bu durumda U, diskinde her r <1 icin
lg" ()< If'(0)|ve g(U,) € f(U,) dir [19]. Ozelikle, eger f < g ise

HEIF()] < B9, (r € (01)

yazlir. Ayrica

1+z

p(z) EP © p(z) < -
Ve

p(z)EQ e p(z)<z
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olmasidrr.

2.4 SUBORDINASYON VE LOEWNER ZINCIiRLERI:

Bu bolimde ik olarak tezin ana unsuru olan Loewner zincirlerini diger bir deyisle
tnivalent ~ subordinasyon  zncirlerini  tammlayarak, bunlarm  baz  Ozelliklerini
inceleyecegiz. Bu konuda ik ¢alisma 1965 yilinda Pommerenke [11] tarafindan
verimistir. Loewner zincirler teorisinde, eger h fonksiyonu U da analitk ve aym
zamanda baska bir degiskene de (reel) bagh bir fonksiyon ise, z € U olmak {izere

Z—: (z,t) kismi tirevi bazen h'(z,t) olarak gosterilir. Asagidaki teoremlerin ispatmda

kolaylk agismdan h'(z,t) kullanimi tercih edilmistir.

Tamm 2.4.1: f: U X [0,00) — C fonksiyonu verilsin. Eger, f(z,t) fonksiyonu i¢in

() f(z,t) fonksiyonu U da analitik,
(ii) Her t = 0 i¢in f'(0,t) (f'(0,t) # 0) siirekli bir fonksiyon, |f’(0,t)| kesin artan ve
t - oo iken f'(0,t) = oo,
(iiy Herze Uve 0 <s<t<oicn f(z,5) < f(zt)
sartlar1 saglaniyorsa f (z,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri denir [20].
Burada, f(z,s) < f(z,t),0 <5 <t < oo subordinasyonunun anlami sudur:
f(z,s) = f(v(z,s,t),t),z€ U,0<s <t <)
olacak sekide v =wv(z,s,t) Schwarz fonksiyonlarmin bir ailesinin var olmasidir.
Buradaki v = v(z,s,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri i¢in gecis fonksiyonu denir.
Eger her t >0 i¢in f(zt) fonksiyonu U da finivalent ise, bu durumda f(z,t)
subordinasyon zncirine Loewner zincir ({inivalent subordinasyon zinciri) denir. Burada
f(0,t) =0, f'(0,t) =ef,t =0 sartlarma f(zt)  subordinasyon  zincirinin
normallestirme ~ sartlart denir. Tanm 2.4.1 den acktr ki f(zt) fonksiyonu,
subordinasyon znciri olmasi durumunda t = 0 i¢cin U da,
flz,t) =Y ja,(®)z" = ay(t) +a,()z + a,(t)z? + -
seklinde bir acihma sahipti. Bu seri genel subordinasyon zinciri olarak adlandmilr.
Ayrica normallestime sartlart altmda genel subordinasyon zinciri
f(z,t) =etz+a,(t)z? + -
seklinde olur. Buna standart subordinasyon zinciri denir.

etz
(1-2)2

Omegin; f(z,t) = ve g(zt) =etg(z) (g- starlike) fonksiyonlar birer
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Loewner zinciridir.
f(z,t) Loewner znciri icin, f, fonksiyonu f, = f(z,t) seklinde tammlanan bir
tinivalent fonksiyon olsun. Bu Loewner zncirni, U da {nivalent fonksiyonlarm

{fi}tefo.0y parametrelenmis bir ailesi olarak diistinebiliriz. Burada t, ik eleman ve

t - oo iken fonksiyonlarm goriintileri de kompleks diizleme dogru genisler. Ayrica
f(z,t) bir Loewner zinciri ise Vze U ve 0 < s <t < o iin f(z,5) = f(v(zs,t),t)
olacak sekilde bir v=wv(zs,t) Schwarz fonksiyonlarmm bir ailesi vardr.

Normallestirme sartlar1 altnda 0 <s <t <o icn v'(0,s,t) = et

yazilir. Bunun
yam swra f, Ve f, fonksiyonlar1 U da {nivalentti. Yukarda verilenlerden f(z,t)
subordinasyon zincirinin v = v(z,s,t) gecis fonksiyonu asagidaki Ozelliklere sahiptir.
i) v(z,s,t) inivalent ve v(0,s,t) = 0,

i) Her z € U igin |v(z,s,t)| < |z| ve v'(0,s,t) = e7F,

i) Her z € U igin v(z,s,s) = z,

iv) Eger s <t <uise Vz € U i¢in v(z,s,u) = v(v(zs,t),t,u).

Tamm 2.4.2 (Loewner Diferensiyel Denklemi): Loewner teorisinin ana unsurlarmdan
biri olan Loewner diferensiyel denklemini inceleyecegiz. Bu denklemin iki farkh bigimi
vardr, bunlardan biri Loewner zncirine digeri de gecis fonksiyonuna baghdir. Bu
denklemlerin her ikisi de t parametresine bagh P smifina ait bir fonksiyon igerir.
Aslnda Loewner znciri bir tirli genislemeyi temsil eder. Loewner diferensiyel
denklemini ilk kez Loewner [10] (1923) daha sonra Kufarev [21] (1943) c¢ahsmustr.
Daha sonraki yillarda Pommerenke [11] (1965) bu teoriye Onemli katkilar saglanustir.
Bu katkilardan en Onemlisi verilen bir fonksiyonun Loewner znciri olmasi diger bir

deyisle tinivalent olmasi icin yeter olan sartlar1 igermesidir.

Teorem 2.4.3: f:U x [0,00) - C fonksiyonu ¢t = 0 i¢in f(0,t) =0 ve f'(0,t) = et
sartlarmi  saglayan bir fonksiyon olsun. f(z,t) fonksiyonunun bir Loewner zinciri

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

(i) f(z,t) fonksiyonu her t >0 i¢in U, diskinde analitik, t > 0 icin yerel mutlak,
z € U, ye gore yerel diizgiin siirekli ve

If(z, )| < Met, (|z| <r,t=0) (2.1)
olacak sekilde r € (0,1) ve M > 0 sabitinin olmasi,
(i) Vz € U i¢in [0,00) aralign tizerinde Olgilebilir ve her z € U, i¢in
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% (z,t) = zf' (2, )p(z,t), (t=0) (2.2)
Loewner diferensiyel denklemini saglayan, her ¢t >0 i¢in p(z,t) € P olacak sekilde
p(z,t) fonksiyonunun var olmasi sartlarnin saglanmasidir [11, 20].

2.5 INTEGRAL OPERATORLERI
Gr. St. Salagean tarafindan 1983 de tanimlanmistr [22].

Tamm 2.5.1: f € H(U), f(0) =0 olsun. m € N olmak iizere I™ integral operatoriinii

sOyle tanimlariz:

(i) I°f(2) = f (2),
(i) I'f(2)=1If(2) = fozf(t)t-ldt,
(iii) I™f(2) = 1(I™1f(2)).

2.6. COK KOMPLEKS DEGISKENLI UNIVALENT FONKSIiYONLAR

Bu bolimde c¢ok kompleks degiskenli {inivalent fonksiyonlarm sonuclarma, baz
biholomorfik ~doniisiim smiflarma, Oklid birim yuvarmda otomorfizmaya, Loewner
zincir metoduna, Roper-Suffiidge kurallarma yer verilmisti. Genel olarak C™ Oklid
birim yuvarinda bu sonuglar ortaya konmustur.

Tamm 2.6.1 (Biholomorfik Doniisiimler, Pozitif Reel Kisimh Fonksiyonlar Icin
Genellemeler): B keyfi bir norm ile ilgili C* de bir birim yuvar olsun. C", n kompleks
degiskenli keyfi bir ||.|[ normu ile z = (z,,..,2,)" scklinde tantimis bir alam
gostersin. ' semboliiniin anlamu vektor ve matrislerin transpozu anlamma gelmektedir.
L(C™,C™): standart operator normu ile C™ den C™ e gelen siirekli lineer operatorlerin
uzayl olarak ifade edecegiz. I, L(C",C™) i¢inde benzer bir yapidaki bir fonksiyon olsun.
Her z e C"*/{0} icin T(2) = {l, € L(C",C): L,(z) = llzll, Ill,ll = 1} olsun. Bu kiime
Hahn-Banach teoremi geregi bostan farkhdr. Eger f € H(B) ise f(0) =10, f'(0)=1
oldugunda fye normalize edilmis bir fonksiyon deriz. Ayrica f € H(B) ise, D*f(z2),

z € B de f nin k. nnc1 Frechet tiirevi olur.

Vz €B igin f bir yerel holomorfik terse sahip ise, f € H(B) yi B lizerinde yerel
biholomorfik fonksiyon olarak ifade ederiz. Bu da B deki her nokta i¢cin Df(z) nin ters
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cevrilebilir olma sartma esdeger oldugu anlamma gelmektedir. B deki biholomorfik bir
doniistim, tinivalent doniisim olarak ta adlandmrilir.

z

" lzll

Ayrica, z€ C*/{0} ve |, € T(z)ise l,(w) = (w Y, w € C™ dir.

Tamm 2.6.2 (Starlike Doniisiimler): f: B"™ — C" holomorfik bir doniisiim olsun. Eger
f biholomorfik, f(0)=0 wve f(B™ sifra gore starlke bir bolge
(tf(z) € f(B™),Vze€ B"vete [0,1] icin) ise f ye starlike denir. S*(B™), B™ deki

normalize edimis starlike doniistimlerin bir smufi olarak adlandirilir.

Starlike doniigtimlerin analitik karakterizasyonu teoremi 1955 yilinda Matsuno [23]
tarafindan verilmistr. Bu teorem C" birim yuvarmda keyfi bir norma gore

genellestirilmistir.

Teorem 2.6.3: f(0) =0 olmak iizere f:B™— C" vyerel olarak biholomorfik bir
doniisim olsun. Re{[Df(z)]7*f(z),z) >0, z € B™/{0} olmak iizere

f(z) =Df(2)h(z), ze€ B™
olacak sekilde h € M varsa f ye B™ de starlike’tir, denir.

Tamm 2.6.4 (Konveks Doniisiimler): Eger f, B™ de biholomorfik ve f(B™), her
z,w €B™ ve t€[0,1] icin (1—1¢t)f(2)+tf(w) € f(B™) konveks bir bolge ise
f:B™ - C" donigimii konvekstir, denir. K(B™), B™ deki birim yuvarm normalize

ediimis konveks doniisiimlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir.

Yerel olarak biholomorfik doniisiimlerin  konvekslk icin analtik karakterizasyonu
teoremi 1973 yiinda Kikuchi [24] ve 1993 yinda Gong, Wong, Yu [25] tarafindan
elde edimistir.

Teorem 2.6.5: f: B™ — C™ lokal olarak biholomorfik bir doniigiim olsun. Eger
1—Re([Df(2)]"'D?f(z)(v,v),z) >0, z€ B™, |lv]l=1 ve Re(z,v)=0 ise f
doniistimii konvekstir.

Tamm 2.6.6 (Loewner Zincirleri): f:B X [0,00) — C" doniisiimii asagidaki sartlart
sagladiginda Loewner znciri adm alr.

() f(,t), B izerinde holomorfk ve {nivalent, V¢t >0 i¢in f(0,t) =0 wve
DF(0,t) = eI;
(i) f, B x [0, o0) lizerinde stirekli;

22



(i) 0<s<t<ooveze€Boldugunda f(z,5s) < f(z1t).
(i) sarti i¢in v = v(z,s,t) nin 6zel bir inivalent Schwarz donigiimii oldugu dikkate
almr ve f(z,t) ile iligkili bir ge¢is doniisimii olarak adlandmilw. Soyle ki,

f(z,s) = f(v(z,s,t),t), zEB, 0<s<t<o (2.3
drr.
Ayrica, normalize edilmis f(z,t), ge¢is doniisiimleri icin normalize olmus

Dv(0,s,t) = e, 0<s<t<ow

esitligi anlamma da gelir. Diger taraftan (2.3) esitligi ve f(. ,t), t = 0 nmn Univalanshg,
v(z,s,t) gecis doniigiimiiniin yar1 grup 6zelligi anlamma da gelir. Yani,

v(z,s,u) = v(v(z,s,t),t,u), z€B, 0<s<t<u<ow (2.4)
dur.
Tartismamiz iginde n-boyutlu Caratheodory smifi
M = {h € H(B):h(0) =0, Dh(0) = 1, Re[l,{h(2))] >0, z € B/{0}, |, € T(2)}

onemli bir rol oynar. Bu kiimenin tek degiskenlilerde kompakt oldugu iyi bilinmektedir.
1974 yinda Pfalizgraff [26] Loewner zncirlerini daha yiiksek boyutlar igin
genellestirmistir. Son zamanlarda Graham, Hamada ve Kohr daha yiiksek boyutlar icin
aynt sonucu bulmuglardir.

Lemma 2.6.7: h € M olsun. Oyle ki ||z|| < 7 i¢in ||h(2)|| < M(r) olacak sekilde (h den
bagimsiz) her r € (0,1) igin M = M(r) < 4r/(1— r)? seklinde bir sabiti vardir.

B iizerindeki Lowner diferensiyel denklemi i¢in verilen temel teorem, h(z,t)
doniistimiiniin - sl olma varsaymu atlanarak gelistirilebilir.  (Pfaltzgraff, Vvr € (0,1)
ve T>0 icinn 0<t<T wve |zl <r iin ||[h(z t)||< K(r,T) olacak sekilde
K=K(r,T) >0 saysmmn mevcut oldugunu kabul etmistir). Bdylece biz asagidaki

sonuca ulasabiliriz :

Lemma 2.6.8: h: B X [0, 00) — C™ doniistimii asagidaki varsayimlar1 karsilar:
M h(.,)eEM, t=0

(i) Vz € B i¢in h(z, .), [0,00) lizerinde Olgiilebilirdir.

Daha sonra,

% = —h(v,t) aet=>s, v(s)=z (2.5)

baslangig deger probleminin v(t) = v(z,s,t) olacak sekilde bir tek ¢ozimii vardir.

v(z,s,t) = eS"tz+ - donisimi B iizerinde iinivalent Schwarz doniisimii ve z € B
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ye gore yerel diizglin, t > s icin de yerel Lipschitz siirekli bir doniistimdiir. Ayrica,
lim,_ ., e'v(z,s,t) = f(z,5) (2.6)
Vs >0 igin B lzerinde yerel dizgin ve f(z,5) = f(v(zs,t),t), z€B,
0<s<t<oo olacak sekide (2.6) lmiti mevcuttur. Boylece f(z,t) doniisiimii bir
Loewner zinciridir. EK olarak, bu z € B ve a.e.t >0 ile yerel diizgiin, t > 0 da da

yerel Lipschitz siirekli fonksiyondur.

2(zt) = Df(z,0h(z,t), ¥z€B 2.7)
Bundan baska {e "‘f (z,t)},., ailesi B iizerinde normal bir ailedir.
Loewner zncirlerinin  biliyime durumu yerine gecen, n-boyutlllar icin  Loewner
diferensiyel ~denklemmin ¢Oziimlerini asagidaki sonugla yeniden gOsterecegiz.  Bu

birgok karmagik degiskenlilerde iinivalanslik teorisinin temel sonuglarindan biridir.

Lemma 2.6.9: f(.,t) € H(B), f(0,t) =0, Df(0,t) =efl Vt=0 icin ve f(z,1t),
z€ B ye gore yerel diizgin t € [0,00) i¢in de yerel mutlak siirekli olacak sekilde
f:B x[0,00) - C" seklinde verilen bir doniisiim olsun. h: B X [0,00) = C" doniisiimii
Lemma 2.6.8 deki (i) ve (i) varsaymlarmu karsilasm. Farzedelim ki, f(z,t), her z € B
ve hemen hemen tim t > 0 i¢in (2.7) diferensiyel denklemini yerine getirsin. Ayrica,
t, >0,t, > oove

lim,, .., e"™f(z, t,) = F(2) (2.8)

olacak sekilde B iizerinde yerel diizgin bir {t,,} artan dizisinin oldugunu varsayalm.
Boylece f(z,t) bir Loewner zinciridir ve Vs = 0 i¢in

lim,_, etv(z,s,t) = f(z,5s)
dir. v(t) =v(zst), (2.5) baslangic deger probleminin ¢ozimii oldugunda f(z,s)
esitligi B iizerinde yerel diizgiind{ir.
Lemma 2.6.7 ile baglantil1 olarak asagidaki tanm hatirlayacagiz:

Tamm 2.6.10 (Loewner Diferensiyel Denklemi): h:B X [0,00) —» C" doniistimii
Lemma 2.6.7 deki varsaymlari saglasm. Ayrica f € H(B), f(0) =0, Df(0)=1

olsun. Eger tim z € B i¢in v = v(z,t)

% = —h(v,t) a.et=0, v(z0) =z

baslangic deger probleminin bir tek ¢éziimii oldugunda,

f(z) =lim,_ e'v(zt)

B iizerinde yerel diizgliin ise, f ye B lizerinde parametrik gosterime sahip deriz ve
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f € S°(B) seklinde yazarz. Tabi Ki, f(zt) Loewner zinciri Lemma 2.6.9 kosullarm
saglarsa, f(.,0) € S'(B) olur. Daha yikksek boyutlar igin S°(B) nin S(B) nin bir
diizgiin alt kiimesi oldugu gosterilir ve ayrica

S'"(B) ={f € S(B): 3f(z,t) Loewner zinciri, f(2) = f(z,0), Z € B}
oldugunda S°(B) € S'(B) dir.
Ancak, S(B) nin birgok Onemli alt kiimeleri, 6rnegin, S*(B) (B de normalize edilmis
starlike doniistimlerin kiimesi), G(B) (A ve B tipindeki normalize edilmis yari konveks
doniigiimlerin  kiimesi) ve S,(B) (a € (-m/2,m/2) tipi normalize edilmis spiral
doniisiimlerin kiimesi) S°(B) nin alt kiimeleridir.
Bu tez de Loewner zncirleri ile ilgii gecis doniistimlerinin baz Ozelliklerini elde
edecegiz ve sunu da birlikte gorecegiz; {e *f(z,t)},», normal aile ve f, bu zincirin ilk
elemam olacak sekilde yani z € B de f(z) = f(z,0) olacak sekilde bir f(z,t) Loewner

zinciri meveut oldugunda f doniisiimiiniin S°(B) ye ait oldugunu gorecegiz.

Tamm 2.6.11 (Spiral Seklindeki Doniisiimler): A € L(C",C") lincer operatorii igin
asagidaki notasyonu kullaniriz:

m(4) = min{Re(A(2),2) : llzll = 1}
f:B™ - C", B™ de normalize edilmis bir iinivalent doniisiim olsun. m(A4) > 0 olacak
sekilde A € L(C™, C™) olsun. Eger
e~tA =y (—1)ktkAk (2.9)
k=0 '
olacak sekilde e~ f(B™) € f(B™), Vt >0 mevcut ise f ye A ile sarmal yapidadrr,

denir.

Teorem 2.6.12: m(A) > 0 olacak sekilde A € L(C",C") ve f:B™ — C™ normalize
edilmis bolgesel biholomorfik bir doniisim olsun. Eger,

[Df(2)]*Af(2) € x
ise f, Aile sarmal yapidadur.
Hamada ve Kohr [27], a tipi sarmal doniisim smflarm ¢absmuslardr. Ozel olarak
a € (-m/2,m/2)igin A =e~"*] almacaktir. Bu durumda 2.9 kosulu

e “[Df(2)]'f () € (2.10)
olacaktrr.
Tanm 2.6.11 de A =e™**, a € (—n/2,m/2) olarak alrsak « tipi birim diskin sarmal
yapida oldugunu anlariz. Pommerenke tarafindan verilen sonraki teorem holomorfik
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fonksiyonlar icin « tipi sarmal yapisi igin gerek ve yeter kosulu vermistir.

Teorem 2.6.13: f, U da normalize edilmis holomorfik bir fonksiyon, @ € (—1/2,7/2)

Ve a = tana oldugunu farzedelim. Eger

F(z,t) = ei@tfelatyy ey t >0
olacak sekilde bir Loewner znciri ise f, a tipi spiral bir fonksiyondur.
Ozellikle, F(z,t) = e‘f(z) bir Loewner zinciri ise f starlike bir fonksiyondur. Hamada
ve Kohr [27] a tipi spiral doniisiimlerin Loewner znciri altmda olabilecegini
gostermistir.

Teorem 2.6.14: f, B™ de normalize edimis bdlgesel biholomorfik bir doniisiim ve
a € (—n/2,m/2)i¢cin a = tana oldugunu farzedelim. Eger

F(z,t) = e(l_ia)tf(eiatz), ZEB™ t=>0
bir Loewner zinciri ise f doniisimii « tipi spiral doniisimdiir. Ozel olarak eger

F(z,t) = e'f(z) bir Loewner zinciri ise f bir starlike doniisiimdiir.

Tamm 2.6.15 (a Dereceli Yaklasik Starlike Déniisiimler): Oniimiizdeki bélimlerde
kullanilan bir bagka goriis a. dereceden a € [0,1) yaklagik (hemen hemen) starlike
olmasidr. (Tamm birim Oklidyen yuvart durumunda a = 1/2 igin G. Kohr [28]
tarafindan ortaya konulmustur. Ayrica « € [0,1) durumunda ve kompleks Banach
uzaymdaki birim yuvar icin tanimustr). Amacmiz sadece Oklidyen kuralma bagh bu

kavramu sunabilmektedir.

0<a<1lolun f:B™ - C"normalize edimis bolgesel biholomorfik doniisiimii;
Re([Df (2)]7*f(2),2) > allzll?>, z€ B"/{0} (211)
sartmt saglarsa bu doniisiime «. dereceden yaklagik starlike doniisiimii denir.
Tek kompleks degisken olmast durumunda, asagidaki esitsizik (2.11) 1 azaltr
(duistirtir):
Re ()

L2 >q, zeU
zf'(2)

Q. H. Xu [29] ve T. S. Liu [29] Loewner zncirleri agismdan «. dereceden yaklasik
starlke olma durumunu asagidaki teoremle karakterize etmistir.

Teorem 2.6.16: f in U i¢cinde normalize edilmis holomorfik bir fonksiyon ve

t a
F(z,t) = ei-af(ea12z), z€U, t=0
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olacak sekilde bir Loewner znciri ise f, a. dereceden yaklagik starlike bir fonksiyondur
[29]. Ozel olarak f(z,t) = etf(z) Loewner zinciri ise f bir starlike fonksiyondur
(. e.a=0).

Bir sonraki sonucu Q. H. Xu ve T. S. Liu n- boyutlu olmasi nedeniyle Teorem 2.6.14 i

tekrardan genellestirmiglerdir. Bu sonucun aslnda C™ birim yuvarnda rasgele bir norm

ile elde edildigi unutulmamalidir.

Teorem 2.6.17: f in B™ de normalize edimis bolgesel biholomorfik bir doniisiim ve
0 < a <1 oldugunu farzedelim.
1 a
F(zt) = emtf(eﬁtz), ZEB™, t=0
olacak sekilde bir Loewner znciri ise f, a. dereceden yaklagik starlke bir doniisiimdiir.
Ozel olarak f(z,t) = e'f(z) Loewner zinciri ise f bir starlike ddniistimdiir

(iea=0)

Tanmm 2.6.18 (Roper-Suffridge Uzantis1 Olan Operatorer icin Genellemeler):
Oklidyen n —boyutlu C* uzaymnda; z = (z,,z) olacak sekilde Z = (z,,...,z,) olsun.
Roper-Suffridge uzantis1 olan operator U birim diskinde normalize edimis bolgesel

tinivalent fonksiyonlar icin tamtilmigtir. Bu operator

() (2) = F(2) = (f(2),/f (2)7) (2.12)
seklindedir. Karekok m = 1 olacak sekilde secilir.
Bu operatdr Roper-Suffridge [30] tarafindan 1995 te tantimustr. C* Oklidyen birim
yuvarnda konveks donisimle U birim diskinde keyfi olarak alman bir konveks
fonksiyonun genislemesi amaglanmustr. 1. Graham, G. Kohr, M. Kohr bu operatorii
y €[0,1/2) ve (f'(2))" |,,o=1 olacak sekilde kuvvet foksiyonunun bir dali olarak
secildigi taktirde,

Pny (D@ = (f(20),(f'(2)) D)

seklinde genellestirmistir.

Teorem 2.6.19: f € Svey € [0, 1/2] oldugunu varsayalim.
O,y ()(2) = (f(2),(f'(2))'2), z=(2,,Z) EB" Ve z, €U, Z = (2,,...,2,) € C"!

oldugunda ¢, , (f) Loewner zncirinin i¢inde olabilir. Kuvvet fonksiyonunun bir dah

olarak

(f'z)) 1z,20=1
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secilebilir. 1. Graham ve G. Kohr, Roper-Suffridge uzantis1 olan diger bir operatorii de
2D\
Onp(f)(2) = (f(zl), (M) z) B €[0,1] (2.13)

B
seklinde tantmuglardir. Kuvvet fonksiyonu (M) l2,=0=1 olarak secilir.
Z1

Teorem 2.6.20: f € S ve B € [0,1] olsun.

T GIOE (f(zl),(f(zl))ﬂ %), z€(z,2) €B™ Ve z, €U, 7 = (z,,...,2,) € C""}

Z3

oldugunda ¢, ,(f) Loewner zncirnin igerisine  katimus  olabilir.  Kuvvet

B
fonksiyonunun bir dah olarak (%Zl)) |,,=o= 1 secilebilir.
1
2002 de, I. Graham, H. Hamada, G. Kohr ve T. Suffridge [31], Roper-Sufiridge uzantisi

operatoruni

Onsy (D@ = (), (L2 (£ ) 2) 214

Zy

B+y <1 olcak sekide (Be€[01]veye[0,1/,]) farkh bir tipte
L . : f@yf _
genellestirmislerdir.  Kuvvet fonksiyonunun bir dah olarak ( . ) l,=0=1 Ve

1
(f’(zl))y |,,=0= 1 olarak se¢ilmistir.

Teorem 2.6.21: f€S ve y+ B <1 olacak sekilde g € [0,1], y € [O, 1/2] araligmda
oldugunu farzedelim. O halde

(pn,ﬁ,y(f)(Z) = (f(zl)'(f(zll)

z

)ﬁ (f'(Zl))yZ>, z=(z,)€EB™ v z €U,

B
zZ= (22,...,Zn) € C" 1 olr. Kuvvet fonksiyonunun bir dah olarak (f(zil)) |21=0: 1

1
ve  (f'(z)) l,20=1 seqilebil. n=1 iin z'=(z,2,..,2z,) EC" e
z=(2',z,,,) € C"" 1 dir.
B™ deki iinivalent doniisiimiinii B™*! deki iinivalent doniisiimiine genisleten operatdr

Pfaltzgraff ve Suffiidge tarafindan tamtilan bagska bir operatordiir.

Tamm 2.6.22 (Pfaltzgraff-Suffridge = Operatorii): Pfaltzgraff-Suffridge  uzantist

operator ¢,,: LS, = LS,

@ (f)(2) = (f(Z’),ZnH[I(Z’)]l/nH), z=(z',z,,,) € B"! (2.15)
seklinde tanmlanir [33].
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Kuvvet fonksiyonunun bir dah olarak

1

Uf(zl)]wr_l lz'=0= 1
secilir.

3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. LOEWNER ZINCIRLERIYLE iLGILi TEMEL SONUCLAR

Teorem 3.1.1: f(zt) bir Loewner zinciri olsun. Vt =0 i¢cin h(. , t) € M olacak
sekilde h = h(z,t) donisimii vardr. Vz € B i¢in h(zt), t icinde Olcilebilidir ve

hemen hemen tiim t > 0 i¢in

2 (zt) = Df(z,0h(zt), ¥z€B (3.1)
dir.
(Yani, tim t € [0,0)/E olacak sekilde E € [0,00) bos kiimesi vardur. (3—:) (,0v
saglanir). Bundan bagska, eger t,, > 0 olacak sekilde bir {t,,} dizisi mevcut, t,, — oo ve

lim, . e~ f(z,t,) = F(z) (3.2)
B iizerinde lokal diizgiin ise Vz € B i¢in Z—‘;’ =—h(w,t) a.e.t=>s, w(s) =z
baglangic deger probleminin ¢6ziimi w(t) = w(z,s,t) 06zel bir yerel mutlak siirekli
oldugunda

f(z,s) =lim,_, e'w(zs,t) (3.3)
B iizerinde yerel diizglindiir.

Ispat: v =v(zs,t), f(zt) nin bir gecis doniisiimii olsun. Subordinasyon ilkesi ve
ortalama deger teoremine ( f deki bilesenlerin ger¢ek ve sanal kisimlarma uygulanarak)
gore,

r—>0 ve A(zt,r) > Df(zt) olacak sekilde bir A(z,t,r) reel lineer operatorii
oldugunda,

“[f(z, t+1) = f(z Ol ==[f(z t +7) = f(v(z ¢, t+7), t+T7)]
=A(z, t, 1) [%(z—v(z, t, r))],zEB, t=>0,r>0 (3.4

esitligi elde edilir. Teorem 3.1.1 geregi, f(z,t), z€ B ye gore yerel diizgin ve t >0
icin de yerel Lipschitz siireklidir. Bu sunu takip eder: (3.4) {in en sol tarafindaki fark
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katsayist z € B de yerel smrh holomorfik bir fonksiyondur. B de holomorfik
fonksiyonlar i¢in Q tek bir sayilabilir kiime olsun. Vz € Q i¢in, t € E, dismda r — 0
olacak sekilde fonksiyon katsayilart mevcuttur ( Slgiisii O olan [0, 00) kiimesinin E, bir
alt kiimesi olacak sekilde) E = ZegEZ olsun. Boylece E nin de 6lgiisii 0 dr ve birgok
karmasik degiskenlilerde t € E i¢in Vitali teoremi oldugunu anlariz. Ayrica (3.4) iin en
sol tarafindaki fark katsayisi z tizerinde holomorfik olan r — 0 gibi bir limite sahiptir.
Bundan dolayi, her t € [0, ©)/E i¢in (%) (., t) € H(B) dir. Bundan bagka, v(z,s,t)
bir Schwarz déniisiimii ve Dv(0,s,t) = e*~*I oldugundan, her z € B/{0} ve [, € T(z)
igin Re[l, (h(z,t))] = lim, _, 2[llzll = Re (L, (v(z t,t + 1)) 20 ve Dh(0,O) =1,
h(0,t) = 0,Vt € [0,0)/E igin

h(z,t) = lim, , zzv(zbiir)
nn B {izerinde bir holomorflk doniisiim oldugunu anlarz.  Ayrica, harmonik
fonksiyonlar i¢in minimum ilkesini kullanarak, t € [0,)/E ve 1, €T(z), z € B/{0}
icin Re[l,(h(z,t))] >0 oldugunu gdstermek kolaylasr. Baska bir deyisle,  her
t € [0,0) igin h(. , t) €M dir. t € E ve z € B i¢in h(z,t) = z yi kurmak yeterlidir.
Daha sonra tim t > 0 i¢in h(.,t) € M dir ve her z€ B ve t € [0,)/E igin (3. 1)
diferensiyel denklemi (3. 4) goriiniimii icinde gegerlidir.
h(z,t) donisimi, Vz€ B iin t iginde Olgiilebilirdir. Ciinkd, (df/0t)(z,t) ve
[Df(z,t)]' doniisiimlerinin her ikisi de t icinde olgillebilirdir. [Df(z,t)]™! nin
olgtilebilirligini  gostermek i¢in, Df(z,t) nin Olgllebilir oldugunu gdstermek yeterlidir.
Ashnda, Cauchy Integral formilli ve f icinde f(zt) nin lokal Lipschitz siirekliigi
kullanilarak, Df(z,t) nin z € B ye gore lokal diizgiin, t iginde de yerel Lipschitz
stirekli oldugunu elde ederiz.
Son olarak, eger (3.2) nin B iizerinde yerel diizgiinlige sahip oldugunu gostermek bunu
ispatlamak icin yeterlidir. Boylece (3.3) Lemma 2.6.8 goriiniimiine sahiptir. Bu da ispati
tamamlar.
Simdi yukaridaki ispatm ¢esitli sonuglarm diisiinelim. Oncelikle gdrityoruz ki, herhangi
bir Loewner znciri ile iligkili gecis doniistimii, genellestirilmis bir Loewner diferensiyel
denklemini saglar.

Teorem 3.1.2: f(zt) bir Loewner zinciri ve v(zs,t) de f(zt) nin bir gecis

dontisimii olsun. Ayrica h(z,t), (3.1) ile verilen bir doniisiim olsun. Boylece her s > 0
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Ve z € B i¢in, v(z, s, t) baslangic deger problemini karsilar.

% = —h(v,t) a.e.t>s, v(zs,s) =z (3.5

Ustelik, herhangi bir [0,t) arahginda v(z,s,t) baslangic deger problemini karsilar.

Z—:(z,s, t) = Dv(z,s,t)h(z,s) a.e.s € (0,t], v(zt,t) =z (3.6)

Ispat: VZ€B icin s >0 ve w(t) = w(z,s,t) baslangc deger probleminin tek lokal

mutlak stirekli bir ¢éziimii olsun.

Z—‘: =—h(w,t) aet=s, w(s)=z 3.7)

Ayrica T=5s Ve z€ B, t € [s,1] i¢in g(z,s,t) = f(w(z,s,t),t) olsun. Teorem 3.1.1
ve Lemma 2.6.7 ye gore, f(z,.) ve w(z,s,.) z€ B ye gore yerel diizgin, (s,7]
tizerinde de Lipschitz sireklidir. Ayrica f(z,t), t € [s, 1] ile diizgin, z i¢inde de lokal
olarak Lipschitz siireklidir ve w(.,s,t), B iizerinde {mivalent bir Schwarz doniistimdiir.
Buradan kolayca anlariz ki, f(z,s,t), z € B ye gore yerel diizgiin, t € [s,7] iginde de
Lipschitz siirekli bir doniisiimdiir. Gergekten,
vr € (0,1), Z €EB, ve 0<s<t;<t, <7 icin
lg(z,s,t.) —g(z,s, )N = lIf W(z,s,t),6) — fw(z,s,t,),6,)l

< If iz, s, ty),t) = fw(z,s, t), 6)l

+HIf w(z,s, t1),t,) = f(w(z,s,t,), t)

<K (o, —t)+ K,(r,0lw(zs,t) —w(zs,t,)Il

<K, (r, 0, —t) + K,(r, D K;(r,0) (t, — t;)

=K(r,o)(t,—t,)
oldugunu iddia ederiz.
Sonug olarak, g(z,s,t) t iginde yerel olarak mutlak siireklidir. Bu yiizden Vt € [s, 1]
icin, t ye gore diferensiyellenebilir (tirevienebilir) (3.7) ve (3.1) i kullanarak Vt € [s, 7]

Ve Vz € B i¢in
2 (z,5,0) = L(wizs,0,0 + Df W(z,s5,6,0 2 (2,5,1)
=Df (w(z,s,t),t)h(w(z,s,t),t) — Df(w(z,s,t),t) h(w(z,s,t ),t) =0
oldugunu anlariz. Bundan dolay1 t € [s, 7] igin
g(z,s,t) = g(z,55) = f(w(z,s,s),s) =f(z,5s)
dir. ((f(w(z,s,0),t)) = f(z,s) oldugundan yukaridaki yazlr). T keyfi olarak segilmis
oldugu icin, f(v(z,s,t),t) =f(zs), z€B, 0 <s<t <o oldugunu anlarz. Diger
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taraftan, v = v(z,s,t), f(z,t) nin bir ge¢is doniistimii oldugundan
fw(z,s,t),t) = f(z,s), z€B, 0<s<t< o esiligine de sahip oluruz. Yukaridaki
arglimanlar1 birlestiric ve f(.,t) nin B Tlzerinde tnivalanshgm kullanrsak, t > s > 0
ve Vz € B i¢in v(z,s,t) = w(z,s,t) sonucunu elde etmis oluruz. (3.5) sonucu (3.7) i
takip eder. (3.6) y1 kantlamak icin, Oncelikle v(z,s,t) nin yari grup 6zelligi geregince,
z icin yerel diizgiin, s icinde de yerel olarak Lipschitz siirekli oldugunu dikkate
almalyiz. Boylece v(z,s,t), tim s € [0,], t > 0 i¢in tirevlenebilr ve s € [0,t] ye
gore f(z,s) = f(v(z,s,t),t) esitliginin her iki tarafi tiirevlenirse,
L(zs) = Df(w(z,5,0,0) 5 (z58) a.esel0

sonucunu ¢ikaririz.
Df(z,s) = Df(v(z,s,t),t)Dv(z,s,t) den hemen hemen tim s € [0,t] i¢in

Df(v(z,s,t),t)Dv(z,s,t)h(z,s) = Df (v(z,s,t),t) % (z,s,1)
esitligini elde ederiz.
f(.,s), B ilizerinde tnivalent oldugundan, Df (v(z,s,t),t) tekil olmayan bir matristir,

Bu da (3.6) y1 takip eder. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.1 in bir diger sonucu da asagida verilmistir.

Sonu¢ 3.1.3: {e ff(z,t)},5, normal bir aile olacak sekilde f(z,t) bir Loewner zinciri
olsun. Boylece Vs > 0 i¢cin,

f(z,s) =lim,_, e'v(z,s,t)
limiti B {izerinde lokal olarak diizgindiir. Burada v =v(z,s,t), f(zt) nin gegis
doniisimiid ir.

Sonu¢ 3.1.4: f € H(B) olsun. Eger {e~'f(z,t)},5, kiimesi B iizerinde normal bir aile
olacak sekilde f(z,t) Loewner zinciri mevcut ve z € B icin f(z) = f(z,0) ise
f € S9(B) dir.

Ispat: Oncelikle f € S°(B) oldugunu farzedelim. Daha sonra sonug, Lemma 2.6.7 yi
izler. Sonug olarak, eger {e"'f(zt)},s, normal bir aile olacak sekilde f(z,t) bir
Loewner znciri ise, sonu¢ 3.1.3 geregi f(z) = f(z,0) € S°(B) dir.

{e"'f(z,6)};»o B lzerinde normal bir aile olacak sekilde f(z,t) Loewner znciri igin
1/4-growth teoremini elde edecegiz. (Bu biiylime sonuglarma karsiik gelmeyen ¢ok

degiskenliler iginde Loewner zincirlerinin oldugunu unutmayalim).
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Sonu¢ 3.1.5: {e7'f(zt)};5, B lzerinde normal bir aile olacak sekilde f(zt) bir

Loewner zinciri olsun. Boylece

llzl

[Ed] —t
< <
le™ f(z, Ol < =

(1+llzID? =

ZEB, t=0 (3.8)

Sonug olarak eger f € S°(B) ise;

llzIl Izl .
< <
a+lzDz = ”f(Z)” = CEn? 7z € B drr.

Teorem 3.1.6: h(.,t) € M, t =0 ve Vz € B igin h(z,.), [0, ) lizerinde 6lgiilebilir bir
fonksiyon olacak sekide h:B X [0,00) - C* bir donisim olsun. Boylece

{e tf(z,t)} 5, B lizerinde normal bir aile ve

%(Z,t) = Df(z,t)h(z,t) a.e.t 20, Vz€B

olacak sekilde tek bir f(z,t) Loewner znciri vardr.

Lemma 3.1.7: Her k € N igin B iizerinde {e~f(z,t)},», normal bir aile olacak sekilde
{fi.(z,t)}, ey Loewner zincirindeki her bir dizi, {e *f(z,t)},», normal bir aile olacak
sekilde her t > 0 sabiti icin B iizerine lokal olarak diizgiin yakmsayan bir Loewner

zinciri olacak sekilde bir alt dizi icerir.

Ispat: (3.8) in iist smm ve Teorem 3.1.1 deki (ii) bolimiindeki argiimanlar1 kullanarak
herr € (0,1) ve T > 0 igin,

lfi(z,t) = [ @) <K@ T)(t—5), |zl <r, 0<s<t<T, keN
olacak sekilde bir K = K(r,T) > 0 sabitinin mevcut oldugunu anlariz. (3.8) in dst smiri
ayrica r € (0,1) ve T > 0 igin,

Ife(z,8) = fiw, Ol < L, Dllz —wll, llzll <7, llwll <7, t €[0,T], k€N
olacak sekilde bir L = L(r,T) sabitinin mevcut oldugunu anlariz. Bunlar f, (z,t)
doniisiimleri ile birlikte su tahminleri dogurur.
keNign {(z,t):|lz]| <1—-1/m,0 <t <m},m = 2,3, ...uzerinde essiireklidir.
Arzela-Aseoli teoremi gere§ince m sabiti i¢in, B,_;,, X [0,m] iizerine noktasal

yakmsayan (f,(z,t) limit durumunda) ve ayrica B,_;,, X [0,m] iizerine diizgiin

yakmsayan bir {fkp(z,t)} o alt dizisinin oldugu anlasir. Bir kdsegen dizi argiiman,
p

limiti f(z,t) olan B X [0,00) flizerine noktasal yakmsayan ve ayrica B X [0,00)

kompakt her alt kiimesi lizerine diizgiin yakmsayan yine { fkp{z, t}} ile gosterilen bir
peEN
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alt dizisi bulunabilir. Ozellkle, her ¢t > 0 icin fkp(z, t) - f(z,t) B lzerinde yerel
diizgindir ve f(z,t), z i¢inde holomorfikk ve z ve t iginde de ortaklasa siireklidir.
fkp(O,t) =0 ve kap(O, t) = e'l oldugundan p € N de f(zt) i¢in de dogru olmasi
gerekir ve bu nedenle limit B iizerinde tnivalent (tek degerli olmaldr. Ayrica,

fkp (z,s) < fkp (z,t) subordinasyonluk ozelliginden ve 0 < s <t < o0, z € B i¢gin

fkp(z,s) = fkp (vkp(z,s, t),t), p=12,.. (3.9)
olacak sekilde bir vy = v, (z,s,t) tnivalent Schwarz doniisiimiinin mevcut oldugunu

elde ederiz.

Aslinda, ”vkp(z, s, t) ” < |zl p=1,2,.. ifadesi {vkp(z,s, t)} i nin bir normal aile
14

oldugunu ifade eder. Bu nedenle, B iizerinde yerel diizgiin olan vkp’(z,s, t) » v(zs,t)
olacak sekilde {k,} nin bir {k,'} gibi bir alt dizisi mevcuttur. Bu limit B izerinde
tinivalent ve asagidaki kosulu saglar.
v(0,5,0) =0, Dv(0,s,t) =e*I, llw(zs Ol <lzll, {k,'} alt diisi ile (3.9) un
limiti almirsa,

f(z,s) = f(v(z,s,t),t), zEB, 0<s<t<o
oldugunu anlariz. Bu f(z,t) nin bir Loewner zinciri oldugunu kanitlar.

Ayrica, (3.8) den

”e‘tfkp(z, t)“ < (1_“|IZZHI|)2! ZEB, 0<t<o, p=1,2,..

elde ederiz. Yukarda p — o alndgnda {e tf(z,t)},,, normal bir aile olacak sekilde

_ llzIl
t <
e~z <

ifadesini elde etmis oluruz. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.8: S°(B) kompakt bir kiimedir.

Ispat: Sonu¢ 3.1.5 den S°(B) yerel diizgiin smrh bir kiimedir. Bu nedenle, S°(B) nin
H(B) i¢inde kapah oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amagla, k — o iken B fiizerinde
lokal diizgin f,, - f olacak sekide {f,} < S°(B) olsun. Boylece her k € N icin
fi(z,0) = f,(z), z€B olacak sckilde bir f,(zt) Loewner znciri vardr ve
{e ' f,(z,0)};5, normal bir ailedir. Lemma 3.1.7 den Vt >0 i¢in B iizerinde yerel

olarak diizgiin olan z,t) = f(z,t) olacak sekilde bir zt alt dizisi vardr
larak d lan f (z,t) = f(z,t) olacak sekilde bir {fy (2 t)}yey alt dizsi vard

ve {e7tf(zt)};s, normal bir aile olacak sekilde f(zt) bir Loewner zinciridir.



f(z) =f(z,0), z€ B oldugu acktr ve sonug¢ 3.1.4 den sadece f € S°(B) oldugunu
anlariz. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2 INTEGRAL OPERATORU TARAFIND AN TANIMLANAN
DIFERENSIYEL SUBORDINASYON

Bu bolimde, I™f integral operatorii kullamlarak tinivalent fonksiyolarm yeni bir smifi
tanimlanacaktr. Diferensiyel subordinasyon yontemi kullandlarak bu smifin  6zellikleri

vurgulanacaktir.

Tamm 3.2.1: 0<a<1 v meN oldugunda f € 4, de I[*(a) fonksiyonlar smifi
olsun. Oyle ki bu fonksiyonlar icin asagidaki esitsizlik karsik gelir:

Re[I™f(2)]' > a

Uyan 3.2.2: m = 0 i¢in,

Ref'(z) >a, z€eU
esitsizligi elde edilir. f € A oldugunda bundan sonraki tanmm elde ederiz.

Tamm 3.23: 0<a<1 v meN ise, f €A da I™(a) fonksiyon smifi tanmlanir.
Oyle ki bu fonksiyon igin

Re[I™f(2)]' > a
esitsizZligi  karsihk gelir. Eger m =0 ise I°(a) smrh donme ile ilgili fonksiyon
smiflarindan biridir.

Teorem3.24: 0<a <1vem,n €N ise,

S(a,n) =2a—1+2(1—a) %,8(%) ve

1¢¢71 ..
B(a) = fo Edt icin

I™(a) c I"*1(8)
kesin sonucunu elde ederiz. 1™ () smifi i¢in bundan sonraki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.25:0 < a < 1vem €N ise,

§=06(a)=2a—-1+2(1—-a)ln2i¢cin

I™(a) c I™*1(6) kesin sonucuna ulasiriz.
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Teorem 3.2.6: g konveks bir fonksiyon, g(0) =1 ve h,

h(z) =q(z) + nzq'(z), ze U

seklinde tanmlanan bir fonksiyon olsun. Eger f € 4, ve
[I™f(2)]' < h(2)

diferensiyel subordinasyon ilkesini sagliyorsa,
™ f ()] <q(2), zeU

sonucu elde edilir.

Teorem 3.2.7: h(0)=1, h'(0)# 0 olacak sekide h € H(U) olsun.

esitsizlik bunu dogrular:

zh"! (2)
h'(2)

Re[1+ ]>—i,zeU,neN*.

2n
Eger f € A,, ve
[I™f(2)]" < h(2)
diferensiyel subordinasyon ilkesini saghyorsa,
9(2) = —7= [ hO e tdt, 7 € U icin
[ f(2)]' < q(2), z€U
bagmntis1 elde edilir. g fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.

(3.10)

Asagidaki

(3.11)

Teorem 3.2.8: g konveks bir fonksiyon, q(0) =1 ve h(z) = q(z) + nzq(z) olsun.

Eger f € A, Ve

[I™f(2)]' < h(2)
diferensiyel subordinasyon saglanirsa

L(Z)<q(z), z€U, z+0

z

kesin sonucu elde edilir.

Teorem 3.2.9:

zh'' (2)
h'(z)

Re[1+ ]>—21—n,zEU

esitsizligine karsilk gelen h € H(U), h(0) = 0 ve h'(0) # 0 olsun.
Eger f € A, Ve
[I™f(2)] < h(z2)
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diferensiyel subordinasyonu saglaniyor ise,
1
q9(2) = —7 [ (Ot dt, z € U igin

@<q(z), z€U, z#+0

elde edilir. g fonksiyonu konveks ve dominantligi baskmdir.

3.3 MEROMORFIK FONKSIiYONLARA INTEGRAL OPERATORU
UYGULANARAK UNIVALENT FONKSIYON SINIFI ELDE EDILMESI

k=0 iin f(z)= i +¥° ,a,z" tarafindan U iizerinde tanimh meromorfik

fonksiyonlarm smfin1 )}, ile gosteririz.

Tamm 33.1:0<a<1,k€Z, vemeNise

Re[lm(zzf(z))]' >a, z€U
esitsizligine karsiik f € Y, fonksiyon smifi ¥}, (@,m) seklinde tammlanir.

Teorem332:0<a<1,k€Z, vemeNise

6 =6(a,m) =2a—1 +2(1—a)L,B(L) ve

k+1 k+1

-1

B(x) = [Z5—dt icin

0 1+t

Y. (a,m) € ¥, (8, m+ 1) di.

Teorem 3.3.3: g konveks bir fonksiyon, g(0) =1 ve h, h(z) = q(2) + z(k+ 1)q'(2),
z € U seklinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Eger f € ¥, (a,m) ve

[I™(z%f(2))]' < h(z), z€ U

diferensiyel subordinasyonu saglanmyor ise

[+t (zzf(z))]' <q(z), zeU

kesin sonucu elde edilir.

Teorem 3.3.4: q,q(0) = 1 ve h(z) = q(z) + z(k + 1)q'(2), z € U ile konveks bir

Eger f € Y, (a,n) ve
[Im(zzf(z))]' <h(z), zeU

diferensiyel subordmnasyonu saglamyorsa,
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m 2
I(zz—f(Z))<q(z), zeU

kesin sonucu elde edilir.

Teorem 3.3.5: Re [1+Z:,(S)] >-1 z€U esitsizliginde h(0)=1 ve h'(0) = 0 e

h € H(U) olsun.

Eger f € Y, (a,m) ve
[Im(zzf(z))]’ <h(z), z€e U

diferensiyel subordinasyonu saglaniyorsa,

Q(Z) = ;Lfoz h(t)tlﬁ_l_ldt, z €U i¢gin

(k+1) zk+1

(1™ (z%f(2))]' < q(2), z€ U
olur. g fonksiyonu konveks ve (1, k + 1) de en iyisidir.

zh'' (2)
h'(z)

Teorem 3.3.6: Re [1+ |> -1 z €U esisiziginde h(0) =1, h'(0) # 0 olacak
sekilde h € H(U) olsun.
Eger f € Y, (a,m) ve

[Im(zzf(z))]’ <h(z), ze U

diferensiyel subordinasyonu saglaniyor ise,

1
q(z) = ;1[02 h(O)ten 'dt, z € U i¢in
(k+1) zk+1
(2% f(2) o
i GIC) I

V4

olur. g fonksiyonu konveks ve (1, k + 1) de en iyisidir.

3.4 a DERECELI STARLIKE FONKSiYON SINIFI

zf' (2)

Tamm 3.4.1: 0<a <1 w
f(2)

0, 1+

f(2)f'(2) # 0, z € U olacak sekilde f € 4,
zZ

/ ' B
olsun. BE€ R ve g(z) = f(2) EZ,]:(S) (1 +Z;(S))] ile verilen f:U — C fonksiyonu a.

dereceden starlike ise f fonksiyonu Mg smifinin i¢indedir, denir.

Uyan 3.4.2: Eger Tanim 3.4.1de f§ = % ise M () smifi elde edilir.

38



Uyan 3.4.3: Eger B =0ise g(z) = f(z) ve Mg(a) = S*olur.

Teorem34.4: a€ [0,1)vef >0ile Va,B € Rigcin
Mﬁ(a) c S*(a)

elde edilir. Ozel olarak S = %ahmrsa bundan sonraki sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 3.4.5: 0 < a <1 arahgndaki her bir reel saysi igin asagidaki bagmtiyr elde

ederiz;

M (a) c S*(a).

35 INTEGRAL OPERATORU TARAFIND AN TANIMLANAN
DIFERENSIYEL SUPERORDINASYON

Teorem 3.5.1: h(0) =1 ile h € H(U), U da konveks bir fonksiyon ve n € N*, f € 4,

olsun.
[I™f(2)]'nm [I™1f(2)] € H[1,u] N Q ile {inivalent oldugunu farzedelim. Eger

h(z) <[I"f(2)]',zeU (3.14)
ise

1

a(2) = 7w Jy () de
icin

q(z) < [I™*1f(2)],z€eU (3.15)
olur. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi en iyi sekildedir.

Teorem 3.5.2: h(0) = 1ile h € H(U), U da konveks bir fonksiyon ve f € A, olsun.
[I™f(2)]'nin [I™*1f(2)] € H[1,n] N Q ile {inivalent oldugunu farzedelim. Eger

h(z) < [I"f(2)]',zeU (3.16)
ise

a(2) = i [ RO e de
icin

qz) < [I™1f ()], z€U (3.17)
olur. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi en iyi sekildedir.
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Teorem 3.5.3: q, U da konveks bir fonksiyon ve h, h(z) = q(2) +zq'(2), z€ U
seklinde tanimlansin.
Eger f € A, [I™*]' U da inivalent, [I™*1f(2)]' € H[1,n] N Q ve

h(z) < ™ f ()] (3.18)
ise

a(2) =25 [* (Ot dt

nzn
icin

q(z) < [I™**f ()] (3.19)
olur. g fonksiyonunun subordinantligi en iyi sekildedir.

Teorem 3.5.4: g, U da konveks bir fonksiyon ve h, h(z) = q(z) + zq'(z) seklinde

tanimlansin.

Eger f € A,,, [I™f(2)]' U da tinivalent, @ €EH[1,n]NnQve
h(z) < I™f(2)]' (3.20)
ise
1 ¥4 l—1
q(2) = —7 [, h(Otn dt
icin
q(z) < L2 (3.21)

elde edilir. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi baskmndir.

Sonu¢ 3.5.5: n = 1 olmas1 durumunda bu teoremler tezin sonuglarini igerir.

3.6 BAZI DIFERENSIYEL SUPERORDINASYONLARIN SUBORDINANTLARI

Bu bolimde Salagean tirii ve konveks fonksiyonlarm somut Orneklerine integral

operatdrii kullanarak baz diferensiyel siliperordinasyon smiflar1 kurulacaktir.

Teorem 3.6.1: R € (0,1] ve h, h(0) = 1 ile

Rz
2+Rz

seklinde tanmlanan U da konveks bir fonksiyon olsun. f € A, ve [I™f(2)]'" nn
tinivalent ve [I™*1f(2)]' € H[1,n] N Q oldugunu farzedelim.

h(z)=1+Rz+

(3.22)

Eger
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h(z) <[I"f(2)]',zeU (3.23)

ise
1 z Rt 1_1
q(z) = —7 fo (1 + Rt + —2+Rt) tn o dt (3.24)
(2) =1+ +RIM(2) 1

q n+1 n z1/n

ve
z tl/n

M(z) = fo 2+4Rt dt

icin

q(2) < [I™'f(2)],z€U (3.25)
elde edilir. g fonksiyonu konveks ve subordinanthigi baskmdir.

Teorem 3.6.1 de efer n = 1 ise, bundan sonraki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.6.2: R € (0,1] ve h(0) =1 ile h(z) =1+Rz +% seklinde tanimlanan h,
U iginde konveks olsun. f € A ve [I™f(z)]' imivalent ve [I™*1f(2)]' € H[1,1]Nn Q

oldugunu varsayalim. Eger

h(z) <[I"f(2)]',zeU

ise
—1(z _Rt

q(z) = Zfo (1 + Rt + 2+Rt) dt

q(2) = 1+Z+ RM(2)~
ve

Z 2 2

M(z) = E—R—Zln(Z + Rz) +Eln2, z€eU

oldugunda

q(z) < [I™1f ()] ,z€U
olur. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi baskmdir.

R = 1i¢in ise Sonu¢ 3.6.3 elde edilir:

Sonu¢ 3.6.3: h(0) =1 ile

h@)=1+z+f§ (3.26)
seklinde tammlanan h, U icinde konveks olsun. f € A, ve [I™f(z)]' tnivalent ve
[I™*1f(2)]' € H[1,n] N Q oldugunu varsayalm. Eger

h(z) < [I"f(2)]',zeU
ise
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1
q(2) = nzlf/nfoz(l i+ ﬁ)tﬁ‘ldt (3.27)
1/n
q(z) =1 +i + %M(z)zfﬂve M(z) = fOZtZTdt oldugunda

qz) < [I™1f ()], z€U (3.28)
elde edilir. g fonksiyonu konveks ve en iyi subordinanttir.

n =1ve R = 1i¢cin bundan sonraki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.6.4: h(0) =1 ile h(z) =142z +2i+z seklinde tanmmlanan h(z) fonksiyonu U
icinde konveks olsun. f € A ve [I™f(z)] timivalent ve [I™*'f(2)]' € H[1,1]1nQ
oldugunu farzedelim. Eger

h(z) <[I"f(2)]',zeU
ise

q(z) =§f02 (1+ t+#) dt

q(z)=1+§+M(z)§, M(z)=z—-2In(2+ z) + In 2, z€eU

oldugunda

q(2) <[I™f ()], z €U
dur. Burada g fonksiyonu konveks ve subordinantligi en baskmn olandrr.

Rz
2+Rz

tammlanan h fonksiyonu U i¢inde konveks ve f € A, olsun. [I™f(z)]" tnivalent ve

Teorem 3.6.5: Re(0,1] olun ve h(0)=1 ile h(z)=1+Rz+

seklinde

Im}Z“ (@) ¢ H[1,n] N Q oldugunu varsayalm. Eger

h(z) <[I"f(2)]',z€eU

ise
1z Rt \,>-1, _ Rz 1 1
4@ == 7 (1+ Re+ 2 ) enldt = 1+ 2% + RAM(2)
ve
L
M(z) = fozzilt dt,z€eU
oldugunda

q(2) < ’mf—“ z€U (3.29)

elde edilir. Burada q fonksiyonu konveks ve subordinantligi en iyidir.

Alsilmis olarak n = 1 ve R = 1 i¢in bundan sonraki sonug elde edilir.
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Sonu¢c 3.6.6: Re (0,1] olsun ve h(0)=1 ile h(z)=1+Rz +% seklinde
tammlanan h fonksiyonu U i¢inde konveks ve f € A, olsun. [I™f(z)]’ tnivalent ve

Im}Z‘(Z) € H[1,1] N Q oldugunu farzedelim. Eger

h(z) <[I"f(2)]',zeU

ise
q(z)=§f0(1+Rt+—)dt—1+ +RM(z)—
M(Z)=§—R—zln(2+Rz)+Eln2,ZEU
oldugunda
q(Z)<I f(Z) ey

elde edilir. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi en baskm olandir.

Sonu¢ 3.6.7: h(0) =1 ile h(z) =1 +z+;: seklinde tanmlanan h fonksiyonu U

icinde konveks olsun. f € A4, olsun ve [I™f(z)]’ tnivalent ve Imjzci EH[1L,n]NQ

oldugunu varsayalim. Eger

h(z) < [I"f(2)]',zeU (3.30)
ise
N E N lde =142 + Lpen L
) —nzl/nfo (1+ t+;)tn dt =1+— +nM(Z)zl/n
Ve
_ Ztl/n
M(Z)_IOZ_-I-tdt'ZEU
oldugunda

(z) < L@ L @) zeU (3.31)
q

elde edilir. g fonksiyonu konveks ve subordinantligi baskmndir.

Sonu¢ 3.6.8: h, U icinde konveks ve h(0) =1 olmak iizere h(z) =1+ 2z +i

seklinde tanimlansn.

f €Aolkun. [I"™f(z)] tnivalent ve ]Zc “) e H[1,1]1n Q oldugunu varsayalim. Eger
h(z) < [I"f(2)]',zeU

ise

1 rz t z 1
q(z)—;fo (1+t+2—+t)dt— 1+>+M(z)~
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Ve
M(z)=z—-2In(2+2z)+2In2,z€eU
oldugunda

q(z) < Imj;i, z€U
elde edilir. g fonksiyonu konveks ve subordinanthigi baskmndir.

Uyan 3.6.9: Sélagean diferensiyel operator durumunda

h(z)=1+Rz+

Rz
2+Rz

fonksiyonu i¢in benzer sonuglar A. Catas [34] tarafindan elde edimistir.

Teorem 3.6.10: h(0) = 1 olmak tizere

h(z)=%,zEU

fonksiyonu U iginde konveks bir fonksiyon olsun. f € I™(a) wve
tinivalent ve [I™*1f(z)]' € H[1,1] N Q oldugunu varsayahm. Eger
h(z) < [I"f(2)]',zeU
ise
q(z) =2a—-1+2(1 - a)M
oldugunda
q(2) < [I™'f(2)]' z€eU
olur. Burada g fonksiyonu konveks ve subordinantligi baskmndir.

[I™f(z)]" nin

(3.32)

(3.33)

Teorem 3.6.11: h(z) =% konveks bir fonksiyon olmak iizere f € I™(a),

()] tnivalent ve @ € H[1,1] N Q oldugunu farzedelim. Eger
hz) <I"f(D)]' z€U

ise
q(z) =2a -1 +2(1_a)log(z$z)

oldugunda
q(z) < Imii, z€EU

olur. Burada q fonksiyonu konveks ve subordinantligi en baskm olandrr.

(3.34)



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alymada, temel tanim ve kavramlarm 1si8nda cok degiskenli {inivalent
fonksiyonlar1 ele alp burada Loewner denkleminin teorik yonlerini inceledik. Soyle ki;
B, C" de keyfi bir norm ile beraber bir birim yuvar olmak iizere bu birim yuvarmn
iizerinde Loewner zncirlerinn baz Ozellklerini ve bunlarm doniisiimlerini  inceledik.
Herhangi bir f(z,t) Loewner zincirinin z € B de t yerel diizgiin noktasi igin Lipschitz
kosullar1 altnda v(z,s,t) noktasma donistiminin f(z,t) ile v(zs,t) nin baglantii
olmas1 halinde gergeklesebilecegini gordik. Diger taraftan, z € B i¢in f(z) = f(z,0)
ve {ef(zt)},5, ailesinin B de normal bir aile olacak sekilde f(z,t) Loewner
zincirinin - mevcut olmasi1 halinde f € H(B) doniisimiinin parametrik bir gosterime
sahip oldugunu gosterdik. Ayrica {e *f(z,t)},5, B lizerinde normal bir aile oldugunda
f(z,t) tnivalent fonksiyonunun daha yiiksek boyutlardaki genellestiriimis Loewner
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin tek oldugunu gordiik.

Daha sonra I™f integral operatoriinii kullanarak (nivalent fonksiyonlarm yeni bir
smifim elde ettk. Diferensiyel subordinasyon kuralm uygulayarak da bu smiflarm

Ozelliklerini inceledik.
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