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ÖZET 

φ-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

 

Meltem Büyükeken 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki Sarıkaya 

Haziran 2014, 43 sayfa 

 

Hermite-Hadamard eşitsizliği bir çok matematikçinin ilgisini çekmiştir. Özellikle son 

otuz yıldır, bu eşitsizlikle ilgili birçok genelleşmeler ve geliştirmeler yapılmaktadır. Bu 

tezin amacı φ-konveks fonksiyon için bazı yeni genel eşitsizlikler vererek ispatlamaktır. 

 

Anahtar Sözcükler: E-Konveks Fonksiyonlar, Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Konveks 

Fonksiyonlar.  
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ABSTRACT 

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR φ-CONVEX 

FUNCTIONS 

 

Meltem Büyükeken 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarıkaya 

June 2014, 43 pages 

 

 

    The Hermite-Hadamard inequality has evoked the interest of many mathematicians. 

Especially in the last three decades numerous generalizations, variants and extensions of 

this inequality have been obtained. The main goal of the thesis is to state and prove 

some new general inequalities for φ-convex function.     

 

Keywords: E-convex function, Hermite-Hadamard's Inequality, Convex Functions.
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                              EXTENDED ABSTRACT 

 
 

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR φ-CONVEX 

FUNCTIONS 

 

Meltem Büyükeken 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarıkaya 

June 2014, 43 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the 

development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of 

importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are 

powerful mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of 

solutions of various types of differential, integral and finite difference equations. 

Because of its usefulness and importance, such inequalities have attracted much 

attention and a great number of papers, surveys and monographs have appeared in the 

literature. 

 

2. MATERIAL AND METHODS: 

 - convex functions have been introduced by Youness in (Youness 1999) and they play 

an important role in optimization theory and mathematical economics. Various 

properties and applicatins of them can be found in (Cristescu 2002). 

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive 

growth. Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research 

papers have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev, 

Grüss, Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and 

monographs published during the past few years described much of the progress. 
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4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

 In this thesis, using functions whose derivatives absolute values are  -convex 

functions, we obtained new inequalities related to the right and left side of Hermite-

Hadamard inequality by using new integral identities.  

 



1 G·IR·IŞ

Konveks fonksiyonlar¬n sistematik araşt¬rmas¬na ilk olarak 19. yüzy¬l¬n son-

lar¬nda rastlanmas¬na ra¼gmen, 20. yüzy¬l¬n ortalar¬nda matemati¼gin önemli

bir alan¬olarak görülmeye başlanm¬̧st¬r. Konveks kümeler ve ilgili geometrik

konular matematikçiler taraf¬ndan kullan¬lan 95 ana konudan biridir (52.

s¬rada). Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullan¬l¬r ve

say¬teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi

ve eşitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi çeşitli konularda önemli

rol oynar. Son yüzy¬lda geli̧sen disiplini ve artan uygulamalar¬yla mate-

matiksel analizin merkezi alanlar¬ndan biri olarak yerini alm¬̧st¬r.

Konveks terimine ilk olarak, 1883 de Ch. Hermite (1822-1901) in Math-

esis 3 (1883, s.82) dergisine gönderdi¼gi mektupta rastlanm¬̧st¬r. Mektupta,

�Sur deux limites d�une intégrale dé�nie. Soit f(x) une fonction qui

varie toujours dans le même sens de x = a, á x = b. On aura les relations

(b� a) f
�
a+ b

2

�
<

Z b

a

f (x) dx < (b� a) f (a) + f (b)
2

ou bien

(b� a) f
�
a+ b

2

�
>

Z b

a

f (x) dx > (b� a) f (a) + f (b)
2

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexit´e ou sa concavit´e vers

l�axe desabcisses.

En faisant dans ces formules f(x) = 1=(1 + x); a = 0; b = x il vient

x� x2

2 + x
< log (1 + x) < x� x2

2 (1 + x)
:"
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yaz¬l¬yd¬. Eşitsizlikler alan¬nda daha fazla dikkate al¬nan, daha az önemli

sonuçlar vard¬r ama maalesef Hermite�in temel çal¬̧smalar¬s¬k s¬k onun orji-

nal yazar kimli¼gi verilmeden belirtilmi̧stir. Bu ba¼glamda temel matematikte

ilgi çeken/çekmekte olan Hermite-Hadamard Eşitsizli¼ginin geometrik yo-

rumu ve ço¼gu uygulamas¬yla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Ço¼gu matematikçi farkl¬ konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬(quasi-

convex fonksiyonlar, fonksiyonlar¬n Godunova-Levin s¬n¬f¬, log-convex ve

r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve özel ortalamalar(p-

logarithmic ortalamalar¬, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar¬, vb.)

için onu uygulamaya, geni̧sletmeye, sadeleştirmeye ve genelleştirmeye çal¬̧s-

maktad¬r.

Hardy, Littlewood ve Polya taraf¬ndan 1934 y¬l¬nda yaz¬lan "Inequali-

ties" adl¬eser eşitsizlikler teorisi için temel başvuru kayna¼g¬d¬r. Okuyucu

bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni eşitsizlikleri, problem-

leri, ispat yöntemlerini ve sonuçlar¬bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve

Bellman�¬n yazd¬¼g¬"Inequalities" adl¬eser ve Mitrinovic�in 1970 de yazd¬¼g¬

"Analytic Inequalities" adl¬eseri de söyleyebiliriz. Bu kaynaklar eşitsizlik-

ler teorisini araşt¬rmak isteyen okuyucu için el alt¬nda bulunmas¬gereken

kaynaklard¬r.

Daha sonra konveks fonksiyonlar daha kapsaml¬bir şekilde A.W. Roberts

ve D. E. Varberg taraf¬ndan "Convex Functions" adl¬eserde kaleme al¬nd¬.

Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler hakk¬nda Pe¼caríc 1987 y¬l¬nda

"Convex Functions: Inequalities" adl¬eseri yay¬nlam¬̧st¬r. Ayr¬ca okuyucu

çeşitli konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬için, Hermite-Hadamard eşitsizli¼ginin de-

tayl¬anlat¬m¬n¬S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce taraf¬ndan yaz¬lan "Selected

Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications" (Dragomir and

Pearce 2000) adl¬eserde bulabilir.

Son y¬lllarda klasik konvekslik tan¬m¬ndan daha genel konveks fonksiyon

çeşitleri oluşturulmaktad¬r. Bunlardan birisi de 1999 y¬l¬nda Youness taraf¬n-
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dan tan¬t¬lan '� konveks fonksiyonlard¬r. Her konveks fonksiyon ayn¬za-

manda bir '�konveks fonksiyondur, ancak bunun tersinin her zaman do¼gru

olmad¬¼g¬n¬örnekler ile Youness ve Cristescu (2002) vermi̧slerdir. Ayr¬ca,

2002 de Cristescu bu fonksiyonlar ile ilgili bir çok özellikler vererek is-

patlam¬̧st¬r. Daha sonra, Cristescu ' � konveks fonksiyonlar için ilk kez

Hermite-Hadamard integral eşitsizli¼gini 2002 y¬l¬nda vermi̧stir.

Bu tezde amac¬m¬z, Youness taraf¬ndan tan¬t¬lan ' � konveks fonksiy-

onlar¬kullanarak daha iyi bir sonuç veren Hermite-Hadamard eşitsizli¼gini

elde ederek bu eşitsizli¼gin birinci ve ikinci taraf¬ için birinci mertebeden

türevlerinin mutlak de¼gerleri '�konveks olan fonksiyonlar kullanarak yeni

tipten trapezoid ve midpoint eşitsizliklerini oluşturaca¼g¬z.
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2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m, teorem, baz¬eşitlikler ve

temel özellikler verilecektir. Gerekli görülenler için ispatlar yap¬larak birer

örnek verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 (Konveks Fonksiyon) f : [a; b] � R ! R fonksiyonu

her x; y 2 [a; b] ve � 2 [0; 1] için

f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eşitsiz-

likte "�" olmas¬halinde de f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Yukar¬-

daki eşitsizlikte � = 1
2
al¬n¬rsa

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2

olur bu tip eşitsizlikleri sa¼glayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir

(Dragomir and Pearce 2000).

Tan¬m 2.1.2 V boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun. Aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise, V kümesi K cismi üzerinde bir vekt�or uzay{d¬r, denir.

(V 1) V kümesinde + ile gösterilen ve ad¬na toplama denilen bir i̧slem

tan¬mlanm¬̧st¬r ve (V;+) de¼gi̧smeli gruptur.

(1) Her u; v 2 V için, u+ v tan¬ml¬d¬r ve u+ v 2 V dir. Yani, V kümesi

toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r.

(2) Her u; v; w 2 V için, (u+ v) + w = u + (v + w) dir. Yani, V

kümesinde toplama i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r.
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(3) Her u 2 V ve 90 2 V için, u + 0 = u ve 0 + u = u d¬r.Yani,

V kümesinde toplama i̧sleminin etkisiz (birim) eleman¬vard¬r. Bu etkisiz

eleman¬0 simgesi ile gösterdik.

(4) Her u 2 V için, V kümesinde �u 2 V ile gösterilen ve

u+ (�u) = 0 ve (�u) + u = 0

eşitliklerini sa¼glayan bir �u eleman¬vard¬r. Yani, V kümesindeki her bir u

eleman¬n¬n toplamaya göre tersi vard¬r. u nun tersi �u ile gösterilmi̧stir.

(5) Her u; v 2 V için u + v = v + u d¬r. Yani, V kümesinde toplama

i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

(V 2) K � V ! V (a; u) ! au biçiminde, ad¬na skalerle çarpma i̧slemi

denilen bir fonksiyon tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyon aşa¼g¬daki önermeleri

do¼grular:

(a) Her a 2 K ve her u:v 2 V için a (u+ v) = au+ av d¬r.

(b) Her a; b 2 K ve her u 2 V için (a+ b)u = au+ bu d¬r.

(c) Her a; b 2 K ve her u 2 V için (ab)u = a (bu) d¬r.

(d) K n¬n çarpmaya göre birim eleman¬ 1 oldu¼guna göre, V nin her

eleman¬için, 1u = u d¬r (Bayraktar 1998).

Tan¬m 2.1.3 V; reel say¬ cismi üzerinde vektör uzay¬ ise, bu vektör

uzay¬na reel vekt�or uzay{ denir. V; karmaş¬k say¬ cismi üzerinde vektör

uzay¬ise bu durumda V ye kompleks vekt�or uzay{ denir (Bayraktar 1998).

Tan¬m 2.1.4 (Üçgen Eşitsizli¼ginin ·Integral Versiyonu) f , [a; b]

aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

������
bZ
b

f (x) dx

������ �
bZ
a

jf (x)j dx; (a < b)

9



eşitsizli¼gi geçerlidir (Bayraktar 1998).

Tan¬m 2.1.5 (Hölder Eşitsizli¼gi) a = (a1; a2; :::; an) ve b = (b1; b2; :::; bn)

reel veya kompleks say¬lar¬n iki eleman¬olsun. Bu takdirde

1

p
+
1

q
= 1

olmak üzere

a. p > 1 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

b. p < 0 veya q < 0 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.1.6 (·Integraller için Hölder Eşitsizli¼gi) p > 1 ve 1
p
+ 1
q
= 1

olsun. f ve g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel fonksiyonlar, jf jp ve jgjq ; [a; b]

aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar ise

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi geçerlidir (Mitrinovíc et al.1993).

Tan¬m 2.1.7 E ölçülebilir bir küme olmak üzere f bu küme üzerinde

tan¬ml¬ ve reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda key� K say¬s¬
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için f (x) > K olan x 2 E de¼gerlerin kümesi ölçülebilirse f fonksiyonuna

�olç�ulebilir fonksiyon denir (Dönmez 2001).

Teorem 2.1.1 (Lebesque integralinin varl¬k teoremi) Sonlu ölçümlü

E kümesi üzerinde f fonksiyonu s¬n¬rl¬ve ölçülebilir ise Lebesque integrali

vard¬r (Dönmez 2001).

Teorem 2.1.2 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

a. f , (a; b) aral¬¼g¬nda süreklidir ve

b. f , [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Azpeitia 1994).

Teorem2.1.3 f fonksiyonunun I aral¬¼g¬nda ikinci türevi varsa f fonk-

siyonunun bu aral¬k üzerinde konveks olmas¬ için gerek ve yeter şart her

x 2 I için f 00 (x) � 0 olmas¬d¬r (Mitrinovíc 1970).

Teorem 2.1.4 (Hermite�Hadamard Esitsizli�gi) f : I � R ! R

fonksiyonu konveks ise a; b 2 I ve a < b için

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(1)

dir. (Peµcaríc et al. 1992).

·Ispat. Teorem 2.1.2 den dolay¬f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integral-

lenebilirdir. Sa¼g taraftaki eşitsizli¼gin ispat¬ konveksli¼gin geometrik yoru-

mundan aç¬kt¬r. Yani x = a (1� t) + bt, t 2 [0; 1] olsun. Bu durumda

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =

1Z
0

f (a (1� t) + bt) dt

� f (a)

1Z
0

(1� t) dt+ f (b)
1Z
0

tdt

=
f (a) + f (b)

2
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olur ve bu (1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬d¬r. Şimdi sol taraf¬n ispat¬n¬verelim:

1

b� a

bZ
a

f (x) dx

integralini

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

264
a+b
2Z
a

f (x) dx+

bZ
a+b
2

f (x) dx

375 (2)

biçiminde yaz¬p, x = a + t (b� a) =2 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa son

parantez içindeki ilk terim

a+b
2Z
a

f (x) dx =
b� a
2

1Z
0

f

�
a+

t (b� a)
2

�
dt

biçiminde ve x = b� t (b� a) =2 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa ikinci terim

bZ
a+b
2

f (x) dx = �b� a
2

0Z
1

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt

=
b� a
2

1Z
0

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt

biçiminde yaz¬labilir. (2) de bu sonuçlar yaz¬l¬r ve konveksli¼gin tan¬m¬uygu-
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lan¬rsa,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

2

1Z
0

�
f

�
a+

t (b� a)
2

�
+ f

�
b� t (b� a)

2

��
dt

�
1Z
0

f

�
a

2
+
b

2

�
dt = f

�
a+ b

2

�

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 2.1.5 f : I ! R fonksiyonu I üzerinde konveks olsun. Bu

durumda 8� 2 [0; 1] için

f

�
a+ b

2

�
� l (�) � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � L (�) � f (a) + f (b)

2
(3)

d¬r. Burada

l (�) := �f

�
�b+ (2� �) a

2

�
+ (1� �) f

�
(1 + �) b+ (1� �) a

2

�
ve

L (�) :=
1

2
(f (�b+ (1� �) a) + �f (a) + (1� �) f (b))

d¬r (Azpeitia 1994).

·Ispat. f , I üzerinde konveks olsun. � 6= 0 için [a; �b+ (1� �) a] aral¬¼g¬

üzerinde (1) uygulan¬rsa

f

�
�b+ (2� �) a

2

�
� 1

� (b� a)

�b+(1��)aZ
a

f (x) dx � f (a) + f (�b+ (1� �) a)
2

(4)

� 6= 1 için [�b+ (1� �) a; b] aral¬¼g¬üzerinde tekrar (1) uygulan¬rsa
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f

�
(1 + �) b+ (1� �) a

2

�
� 1

(1� �) (b� a)

bZ
�b+(1��)a

f (x) dx (5)

� f (b) + f (�b+ (1� �) a)
2

(4) i � ile (5) i (1� �) ile çarp¬p eşitsizlikleri toplad¬¼g¬m¬zda l (�) ve L (�)

tan¬mlar¬ndan

l (�) � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � L (�) (6)

elde edilir. f konveks fonksiyon oldu¼gundan,

f

�
a+ b

2

�
= f

�
�
�b+ (2� �) a

2
+ (1� �) (1 + �) b+ (1� �) a

2

�
(7)

� �f

�
�b+ (1� �) a+ a

2

�
+ (1� �) f

�
�b+ (1� �) a+ b

2

�

� 1

2
(f (�b+ (1� �) a) + �f (a) + (1� �) f (b)) � f (a) + f (b)

2

eşitsizli¼gi bulunur. Bu durumda teorem ispatlanm¬̧s olur.
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3 MATERYAL VE YÖNTEM

Bu bölümde küme s¬n¬�ar¬ve fonksiyon s¬n¬�ar¬nda aranan konveks fonksiyon

ve konveks kümeler için E-konveks kümeler ve E-konveks fonksiyonlar¬tan¬-

taca¼g¬z. Aşa¼g¬da verilen tüm sonuçlar Youness taraf¬ndan verilen çal¬̧s-

madan yararlan¬lm¬̧st¬r (Youness 1999).

3.1 E-KONVEKSKÜMELER, E-KONVEKS FONK-

S·IYONLARVEE-KONVEKS PROGRAMLAMA

Son zamanlarda konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬Bector ve Singh (1991) taraf¬n-

dan B-konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬na ve Hanson ve Mond (1987) taraf¬ndan

ise inveks fonksiyonlar¬n kümesine geni̧sletildi.

Tezin bu bölümünde, ilk olarak konveks kümelerin notasyonunuE-konveks

kümelere geni̧sletece¼giz ve bu küme s¬n¬f¬n¬n baz¬ özelliklerini verece¼giz.

Daha sonra da, konveks fonksiyonlar¬n kümesini de E-konveks fonksiyonlar

s¬n¬f¬na geni̧sletece¼giz. Bu s¬n¬f Hanson ve Mond (1987) ve Kaul ve Kaur

(1985) taraf¬ndan genelleştirilen mevcut preinveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ndan

daha geni̧s bir s¬n¬ft¬r.

3.1.1 E-Konveks Kümeler

Tan¬m 3.1.1.1 M � Rn kümesinin E-konveks olmas¬için gerek ve yeter

şart her x; y 2M ve 0 � � � 1 için

(1� �)E(x) + �E(y) 2 M

olacak şekilde bir E : Rn ! Rn bir dönüşümünün olmas¬d¬r.

Tan¬m 3.1.1.2 (·Inveks Küme): u; v 2 K olsun. E¼ger her u; v 2 K ve

t 2 [0; 1] için u+ t�(v; u) 2 K oluyorsa K ya � ye göre inveks küme denir.

Tan¬m 3.1.1.3 (Preinveks Fonksiyon): Her u; v 2 K ve t 2 [0; 1]
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için

f (u+ t�(v; u)) � (1� t) f (u) + tf (v)

oluyorsa f ye K üzerinde � ye göre preinveks fonksiyon denir.

Önerme 3.1.1.1 Her M � Rn konveks kümesi E-konvekstir.

E : Rn ! Rn özdeş operatör verildi¼ginde ispat¬aç¬kt¬r.

Önerme 3.1.1.2 M � Rn kümesi E-konveks ise, E(M) �M dir.

·Ispat. M , E-konveks oldu¼gundan herhangi bir x; y 2 M ve 0 � � � 1

için

(1� �)E(x) + �E(y) 2 M

elde ederiz. Burada � = 1; E(y) 2M dir. Bu durumda, E(M) �M dir.

Önerme 3.1.1.3 E(M) kümesi konveks ve E(M) � M olsun. Bu

durumda, M kümesi E � konvekstir.
·Ispat. Varsayal¬m ki x; y 2M olsun. Bu durumda, E(x); E(y) 2 E(M)

dir. E(M) nin konveksli¼ginden her bir 0 � � � 1 için

(1� �)E(x) + �E(y) 2 E(M) �M

elde ederiz. O halde, M kümesi E � konvekstir.

E-konveks olup konveks olmayan kümelere örnek verilebilir, Önerme

3.1.1.3 için bir örnek verebiliriz.

Örnek 3.1.1.1 E : R2 ! R2 fonksiyonu E (x; y) = (0; y) olarak verilsin.

Bu durumda, �1; �2; �3 � 0 ile,
P3

i=1 �i = 1 olmak üzere M kümesi

M =
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) = �1 (0; 0) + �2 (2; 1) + �3 (0; 3)

	
[
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) = �1 (0; 0) + �2 (0;�3) + �3 (�2;�1)

	
16



Şekil 3.1. M kümesi E �Konveks fakat Konveks de¼gildir.

şeklinde tan¬mlans¬n. O halde M kümesi E � konvekstir fakat konveks

de¼gildir.

Örnek 3.1.1.2 E : R2 ! R2 fonksiyonuE (x; y) = (2y=3� x=3; y=3 + 4x=3)

olacak şekilde tan¬ml¬olsun. Örnek 3.1.1.1 de verilenM kümesini göz önüne

al¬n¬rsa E(M) = M dir. Ayr¬ca bu küme konveks fakat E-konveks de¼gildir

çünkü baz¬0 < � < 1 için

�E (0; 3) + (1� �)E(�2;�1) =2 M

dir (bkz Şekil 3.1).

Önerme 3.1.1.4 M1 veM2 iki E-konveks küme olsun. BuradaM1\M2

kümesi de E � konveks kümedir.
·Ispat. ·Ispat¬aç¬kt¬r.

Uyar¬3.1.1.1 M1 veM2 iki E-konveks küme ise, bu durumdaM1[M2

kümesi E � konveks olmak zorunda de¼gildir aşa¼g¬daki örne¼gi verebiliriz.

Örnek 3.1.1.3. Örnek 3.1.1.2 de verilen E fonksiyonu ele al¬ns¬n ve ,
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bu iki küme gözönüne al¬ns¬n ve �1; �2; �3 � 0,
P3

i=1 �i = 1 olmak üzere

M1 =
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) = �1 (0; 0) + �2 (2; 1) + �3 (0; 3)

	
;

M2 =
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) = �1 (0; 0) + �2 (0; 3) + �3 (�2;�1)

	
;

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu iki küme,M1 veM2 kümeleri E�konvekstir, fakat

M1 [M2 kümesi E � konveks de¼gildir (bknz Şekil 3.2 ve Şekil 3.3).

Şekil 3.2. M1 ve M2 kümeleri E � konvekstir.

Lemma 3.1.1.1 M � Rn kümesi E1 ve E2 � konveks küme olsun. Bu

durumda, M kümesi bir (E1 � E2) ve (E2 � E1)� konveks kümedir.
·Ispat. Varsayal¬m ki her x; y 2M; ve

� (E1 � E2)x+ (1� �) (E1 � E2) y =2 M; baz¬0 � � � 1 için

ise,

�E1 (E2x) + (1� �)E1 (E2y) =2 M; baz¬0 � � � 1 için

dir.
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Şekil 3.3. M1 [M2 kümesi E � konveks de¼gildir.

Önerme 3.1.1.2 den, (E2x), (E2x) 2M dir, bu durumda

� (E1 (E2x)) + (1� �) (E1 (E2y)) =2 M

M�nin E1 � konveksli¼giyle çeli̧smektedir. Bundan dolay¬, M kümesi

(E1 � E2)�konveks kümedir. Benzer şekilde,M kümesi (E2 � E1)�konveks

kümedir.

Lemma 3.1.1.2 E : Rn ! Rn fonksiyonu lineer ve M1;M2 � Rn

kümeleri E � konveks kümeler olsun. Buradan M1 +M2 bir E � konveks

kümedir.

·Ispat. p; x 2 M1 ve q; y 2 M2 için (p+ q) ; (x+ y) 2 M1 + M2 dir.

Ayr¬ca 0 � � � 1 olacak şekilde

�E (p+ q) + (1� �)E (x+ y)

= (�E (p) + (1� �)E (x)) + (�E (q) + (1� �)E (y)) 2M1 +M2

elde ederiz. Böylece, M1 +M2 kümesinin E � konveksli�gi elde edilir.
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3.1.2. E-Konveks Fonksiyonlar

Tan¬m 3.1.2.1 Her bir x; y 2 M ve 0 � � � 1 için bir f : Rn ! R

fonksiyonunun E � konveks olmas¬için gerek ve yeter şart

f (�E (x) + (1� �)E (y)) � �f (E (x)) + (1� �) f (E (y))

olacak şekilde E : Rn ! Rn bir dönüşümünün olmas¬d¬r. Di¼ger taraftan,

f (�E (x) + (1� �)E (y)) � �f (E (x)) + (1� �) f (E (y))

ise f fonksiyonu M üzerinde E � konkavd¬r.

Uyar¬3.1.2.1 Her konveks fonksiyon M konveks kümesi üzerinde E �

konveks fonksiyondur, burada E nin özdeş fonksiyon olarak al¬nmas¬yeter-

lidir.

E � konveks olup konveks olmayan fonksiyonlara aşa¼g¬daki iki örnek

verilebilir.

Örnek 3.1.2.1. M � Rn olacak şekilde

M =
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) = a1 (0; 0) + a2 (0; 3) + a3 (2; 1)

	

ai > 0 verilsin,
P3

i=1 ai = 1; ve E (x; y) = (0; y) olacak şekilde E : R2 ! R2

fonksiyonu tan¬ml¬olsun. Bu fonksiyon f : R2 ! R ile tan¬ml¬

f(x; y) =

�
x3; y < 1 ise,
xy3; y � 1 ise,

M üzerinde E � konvekstir fakat konveks de¼gildir.

Örnek 3.1.2.2 f : R! R ile tan¬ml¬

f(x) =

�
1; x > 0 ise,
�x; x � 0 ise,

20



ve E (x) = �x2 olacak şekilde E : R ! R fonksiyonu tan¬ml¬olsun. Bu

durumda R kümesi E� konveks küme ve f bir E� konveks fonksiyondur

fakat konveks de¼gildir (bknz Şekil 3.4).

Şekil 3.4. f bir E � konveks fonksiyondur fakat konveks de¼gildir.
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4 BULGULAR VE TARTIŞMA

Konveks fonksiyonlar teorisinde büyük bir yere sahip olan Hermite-Hadamard

eşitsizli¼gi ilk olarak C. Hermite ve J. Hadamard taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra bir çok matematikçinin de ilgisini çekmi̧s olan bu eşitsizlik aşa¼g¬-

daki şekilde verilmi̧stir.

a < b için a; b 2 I ve I 2 R için f : I ! R konveks fonksiyonu olsun. O

halde,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f (a) + f (b)

2
(8)

d¬r. Dragomir ve Agarwal (1998) de verilen eşitsizli¼gin sa¼g k¬sm¬ile ilgili

baz¬kestirimler elde etmi̧slerdir bunun için de ilk olarak aşa¼g¬daki Lemmay¬

ispatlam¬̧slard¬r.

Lemma 4.1. f : I� � R! R diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve a < b

, a; b 2 I olsun. f 0 2 L [a; b] ise aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx =
b� a
2

Z 1

0

(1� 2t)f 0(ta+(1� t)b)dt: (9)

Teorem 4.1. f : I� � R ! R diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve

a < b, a; b 2 I olsun.
��f 0�� ; [a; b] üzerinde konveks fonksiyon ise aşa¼g¬daki

eşitsizlik sa¼glan¬r:

����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � (b� a)
8

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) : (10)
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4.1 '-KONVEKS FONKS·IYONLAR ·IÇ·INGENELLEŞT·IR-

·ILM·IŞ BAZI EŞ·ITS·IZL·IKLER

' : [a; b]! [a; b] fonksiyonu [a; b] � R olacak şekilde ele al¬nm¬̧st¬r. Youness

(1998) de aşa¼g¬daki '�konveks fonksiyonlar¬tan¬mlam¬̧st¬r:

Tan¬m 4.1.1 Her x; y 2 [a; b] için f : [a; b]! R fonksiyonu

f (t'(x) + (1� t)'(y)) � tf ('(x)) + (1� t)f ('(y))

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa, f fonksiyonuna '�konveks fonksiyon denir. Aç¬kça

görülüyor ki ' fonksiyonu özdeş ise aşa¼g¬daki tan¬mdan klasik konvekslik

elde edilir. ' konveks fonksiyonun bir çok özelli¼gi kurulabilir.

Bundan başka Cristescu (2002) ' � konveks fonksiyonu için aşa¼g¬daki

Hermite-Hadamard tipi eşitsizli¼gi sunmuştur:

Teorem 4.1.1. f : [a; b] ! R fonksiyonu sürekli fonksiyon ve ' :

[a; b]! [a; b] için '�konveks fonksiyon ise aşa¼g¬daki eşitsilik sa¼glan¬r:

f

�
'(a) + '(b)

2

�
� 1

'(a)� '(b)

Z '(b)

'(a)

f(x)dx � f ('(a)) + f ('(b))

2
:

(11)

Teorem 4.1.2. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli, artan

fonksiyon olsun. f : I � R! R fonksiyonu I üzerinde '-konveks fonksiyon

ise aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x) � f(' (a)) + f(' (b))

2
:

(12)
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·Ispat. '-konveks fonksiyon tan¬m¬ndan

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
=

Z 1

0

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
dt

=

Z 1

0

f

�
(1� t)' (a) + t' (b) + t' (a) + (1� t)' (b)

2

�
dt

� 1

2

Z 1

0

[f ((1� t)' (a) + t' (b)) + f (t' (a) + (1� t)' (b))] dt

yaz¬labilir. Son integralde de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x) (13)

olur. Benzer şekilde,

1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'a)

f (' (x)) d' (x) (14)

=

Z 1

0

f ((1� t)' (a) + t' (b)) dt

�
Z 1

0

[(1� t) f (' (a)) + tf (' (b))] dt

=
f(' (a)) + f(' (b))

2

bulunur. (13) ve (14) den istenilen sonuç elde edilir.
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Teorem 4.1.3. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,artan

fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I = [a; b] üzerinde '�konveks

fonksiyon ve w : ['(a); '(b)] ! R negatif olmayan, integrallenebilir ve
'(a)+'(b)

2
e göre simetrik olsun. Bu durumda

f

�
' (a) + ' (b)

2

�Z '(b)

'(a)

w (' (x)) d' (x) (15)

�
Z '(b)

'(a)

f (' (x))w (' (x)) d' (x)

� f('(a)) + f('(b))

2

Z '(b)

'(a)

w (' (x)) d' (x)

d¬r.

·Ispat. f fonksiyonu '-konveks fonksiyon ve w : ['(a); '(b)] ! R

negatif olmayan, integrallenebilir ve '(a)+'(b)
2

e göre simetrik ise

f

�
' (a) + ' (b)

2

�Z '(b)

'(a)

w (' (x)) d' (x)

=

Z '(b)

'(a)

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
w (' (x)) d' (x)

� 1

2

Z '(b)

'(a)

[f (' (a) + ' (b)� '(x)) + f ('(x))]w (' (x)) d' (x)

=

Z '(b)

'(a)

f ('(x))w (' (x)) d' (x)
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=
1

2

Z '(b)

'(a)

[f (' (a) + ' (b)� '(x))]w (' (x)) d' (x)

+
1

2

Z '(b)

'(a)

f ('(x))w (' (x)) d' (x)

� 1

2

Z '(b)

'(a)

[f (' (a)) + f(' (b))]w (' (x)) d' (x)

=
f (' (a)) + f(' (b))

2

Z '(b)

'(a)

w (' (x)) d' (x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.1.4. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli, artan

fonksiyon olsun. f; w : I � R ! R fonksiyonlar¬I = ['(a); '(b)] üzerinde

negatif olmayan '�konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda her t 2 [0; 1]

için

M ('(a); '(b)) = f ('(a))w ('(a)) + f ('(b))w ('(b))

N ('(a); '(b)) = f ('(a))w ('(b)) + f ('(b))w ('(a)) (16)

olmak üzere

2f

�
' (a) + ' (b)

2

�
w

�
' (a) + ' (b)

2

�

� 1

' (a)� ' (b)

Z '(b)

'(a)

f (' (x))w (' (x)) d' (x)

� 1

6
M ('(a); '(b)) +

1

3
N ('(a); '(b))

d¬r.
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·Ispat. f ve w; '-konveks fonksiyonlar oldu¼gundan,

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
w

�
' (a) + ' (b)

2

�
= f

�
t' (a) + (1� t)' (b) + (1� t)' (a) + t' (b)

2

�
�w

�
t' (a) + (1� t)' (b) + (1� t)' (a) + t' (b)

2

�
� 1

2
[f (t' (a) + (1� t)' (b)) + f ((1� t)' (a) + t' (b))]

�1
2
[w (t' (a) + (1� t) v (b)) + w ((1� t)' (a) + t' (b))]

=
1

4
ff (t' (a) + (1� t)' (b))w (t' (a) + (1� t)' (b))

+ f ((1� t)' (a) + t' (b))w ((1� t)' (a) + t' (b))g

+
1

4
ff (t' (a) + (1� t)' (b))w ((1� t)' (a) + t' (b))

+ f ((1� t)' (a) + t' (b))w (t' (a) + (1� t)' (b))g

� 1

4
f2t (1� t) f('(a)()w('(a)) + 2t (1� t) f('(b))w('(b))

+
�
t2 + (1� t)2

�
[f('(a))w('(b)) + f('(b))w('(a)]

	

olur. [0; 1] üzerinde t ye göre integral al¬n¬rsa

f

�
' (a) + ' (b)

2

�
w

�
' (a) + ' (b)

2

�
� 1

4

"
1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x))w ('(x)) d' (x)

#

+
1

2

�
1

6
M ('(a); '(b)) +

1

3
N ('(a); '(b))

�

elde edilir. Bu durumda da ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.5. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli, artan

fonksiyon olsun. f; w : I � R ! R fonksiyonlar¬I = ['(a); '(b)] üzerinde

27



negatif olmayan '�konveks fonksiyonlar olsun. Buradan her t 2 [0; 1] için

M ('(a); '(b)) ve N ('(a); '(b)) ifadeleri (16) da tan¬mland¬¼g¬gibi olmak

üzere

1

' (a)� ' (b)

Z '(b)

'(a)

f (' (x))w (' (x)) d' (x)

� 1

6
M ('(a); '(b)) +

1

3
N ('(a); '(b))

d¬r.

·Ispat. f ve w, '-konveks fonksiyon olduklar¬ndan,

1

' (a)� ' (b)

Z '(b)

'(a)

f (' (x))w (' (x)) d' (x)

=
1

' (a)� ' (b)

Z '(b)

'(a)

f (' (x))w (' (a) + ' (b)� ' (x)) d' (x)

=

1Z
0

f(t' (a) + (1� t)' (b))w((1� t)' (a) + t' (b))dt

�
1Z
0

[tf(' (a)) + (1� t) f(' (b))] [(1� t)w(' (a)) + tw(' (b))] dt

=

1Z
0

ft (1� t) [f('(a))w('(a)) + f('(b))w('(b))]

+ t2f('(a))w('(b)) + (1� t)2f('(b))w('(a)
	
dt

=
1

6
M ('(a); '(b)) +

1

3
N ('(a); '(b))

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da istenilen sonucun ispat¬n¬vermi̧s olur.

Lemma 4.1.1. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde
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diferansiyellenebilir olsun. '(a); '(b) 2 I için f 0 2 L1 ['(a); '(b)] ise

p(t) =

8<: t; t 2
�
0; 1

2

�
t� 1; t 2

�
1
2
; 1
�

olmak üzere

1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

�
(17)

=
' (b)� ' (a)

2

1Z
0

p(t)f 0 (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

d¬r.

·Ispat. K¬smi integrasyon formülü yard¬m¬yla,

1Z
0

p(t)f 0 (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

=

1
2Z
0

tf 0 (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

+

1Z
1
2

(t� 1)f 0 (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

= � tf (t' (a) + (1� t)' (b))
' (b)� ' (a)

���� 12
0

+
1

' (b)� ' (a)

1
2Z
0

f (t' (a) + (1� t)' (b)) dt
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� (t� 1)f (t' (a) + (1� t)' (b))
' (b)� ' (a)

����1
1
2

+
1

' (b)� ' (a)

1
2Z
0

f (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

= � 2

' (b)� ' (a)f
�
' (a) + ' (b)

2

�
+

1

' (b)� ' (a)

1Z
0

f (t' (a) + (1� t)' (b)) dt

özdeşli¼gi elde edilir. ·Integrasyonda de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa (17) de

istenen özdeşlik elde edilir.

Teorem 4.1.6. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde

diferansiyellenebilir ve '(a); '(b) 2 I için f 0 2 L1 ['(a); '(b)] olsun. jf 0j

fonksiyonu ['(a); '(b)] üzerinde '- konveks ise:

����� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

������
(18)

� (' (b)� ' (a))
24

[jf 0('(a))j+ jf 0('(b))j]

eşitsizli¼gi elde edilir.

·Ispat. Lemma 4.1.1 kullan¬larak ve jf 0j fonksiyonu '-konveks oldu¼gun-
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dan aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi buluruz:

����� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

������
� ' (b)� ' (a)

2

1Z
0

jp(t)j jf 0 (t' (a) + (1� t)' (b))j dt

=
' (b)� ' (a)

2

8><>:
1
2Z
0

t jf 0 (t' (a) + (1� t)' (b))j dt

+

1Z
1
2

(1� t) jf 0 (t' (a) + (1� t)' (b))j dt

9>=>;
� ' (b)� ' (a)

2

8><>:
1
2Z
0

t [t jf 0(' (a))j+ (1� t) jf 0(' (b))j] dt

+

1Z
1
2

(1� t) [t jf 0(' (a))j+ (1� t) jf 0(' (b))j] dt

9>=>;
=

' (b)� ' (a)
2

[jf 0(' (a))j+ jf 0(' (b))j]

burada
1
2Z
0

t2dt =

1Z
1
2

(1� t)2dt = 1

24

ve
1
2Z
0

t(1� t)dt =
1Z

1
2

t(1� t)dt = 1

12

olup ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.7. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde

diferansiyellenebilir ve '(a); '(b) 2 I için f 0 2 L1 ['(a); '(b)] olsun. 1p+
1
q
=
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1 ve q > 1 olmak üzere jf 0jq fonksiyonu ['(a); '(b)] ; üzerinde '- konveks

ise:

����� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

������
� (g (b)� g (a))

4(p+ 1)
1
p

"�
jf 0 (' (a))jq + 3 jf 0(' (b))jq

8

� 1
q

+

�
3 jf 0 (' (a))jq + jf 0(' (b))jq

8

� 1
q

#
(19)

� ' (b)� ' (a)
(p+ 1)

1
p

�
1

8

� 1
q

(jf 0 (' (a))j+ jf 0(' (b))j)

eşitsizli¼gi elde edilir.

·Ispat. Lemma 4.1.1, Hölder ve jf 0jq fonksiyonunun '-konveksli¼ginden,

����� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

������
� ' (b)� ' (a)

2

8>><>>:
0B@

1
2Z
0

tpdt

1CA
1
p
0B@

1
2Z
0

jf 0 (t' (a) + (1� t)' (b))jq dt

1CA
1
q

+

0B@ 1Z
1
2

(1� t)p dt

1CA
0B@ 1Z

1
2

jf 0 (t' (a) + (1� t)' (b))jq dt

1CA
1
q

9>>=>>;
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� (' (b)� ' (a))
4(p+ 1)

1
p

8>><>>:
0B@

1
2Z
0

�
t jf 0 (' (a))jq + (1� t) jf 0(' (b))jq

�
dt

1CA
1
q

+

0B@ 1Z
1
2

�
t jf 0 (' (a))jq + (1� t) jf 0(b)jq

�
dt

1CA
1
q

9>>=>>;
� ' (b)� ' (a)

4(p+ 1)
1
p

�
(�

jf 0 (' (a))jq + 3 jf 0(' (b))jq

8

� 1
q

+

�
3 jf 0 (' (a))jq + jf 0(' (b))jq

8

� 1
q

)

eşitsizli¼gini elde ederiz. a1 = jf 0 (a)jq ; b1 = 3 jf 0(b)jq ; a2 = 3 jf 0 (a)jq ;

b2 = jf 0(b)jq olsun. Bu durumda, q > 1 için 0 < 1
q
< 1 d¬r. O halde

nX
k=1

(ak + bk)
s �

nX
k=1

ask +
nX
k=1

bsk

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa, (0 � s � 1) ; a1; a2; :::; an � 0; b1; b2; :::; bn � 0; için����� 1

' (b)� ' (a)

Z '(b)

'(a)

f (' (x)) d' (x)� f
�
' (a) + ' (b)

2

������
� ' (b)� ' (a)

4(p+ 1)
1
p

�
1

8

� 1
q

�
h�
jf 0 (' (a))j+ 3

1
q jf 0(' (b))j

�
+
�
3
1
q jf 0 (' (a))j+ jf 0(' (b))j

�i

=
' (b)� ' (a)
4(p+ 1)

1
p

�
1

8

� 1
q h�

1 + 3
1
q

�
(jf 0 (' (a))j+ jf 0(' (b))j)

i
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� ' (b)� ' (a)
(p+ 1)

1
p

�
1

8

� 1
q

(jf 0 (' (a))j+ jf 0(' (b))j)

eşitsizli¼gini elde ederiz ve böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.8. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde

diferansiyellenebilir olsun. '(a); '(b) 2 I için f 0 2 L1 ['(a); '(b)] ise aşa¼g¬-

daki eşitsizlik elde edilir:

f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

('(b)� '(a))

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x) (20)

=
('(b)� '(a))

2

1Z
0

(2t� 1) [f 0 (t'(b) + (1� t)'(a))] dt:

·Ispat. K¬smi integrasyon formülü yard¬m¬yla,

I =

1Z
0

(2t� 1) [f 0 (t'(b) + (1� t)'(a))] dt

= (2t� 1)f (t'(b) + (1� t)'(a))
('(b)� '(a))

1

j
0

� 2

('(b)� '(a))

1Z
0

f (t'(b) + (1� t)'(a)) dt

=
f ('(b)) + f ('(a))

('(b)� '(a)) � 2

('(b)� '(a))

1Z
0

f (t'(b) + (1� t)'(a)) dt

eşitsizli¼gi belirtilebilir. t 2 [0; 1] için '(x) = t'(b) + (1� t)'(a) de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa
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I =
f ('(b)) + f ('(a))

('(b)� '(a)) � 2

('(b)� '(a))2

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x) (21)

olur. (21) in her iki taraf¬n¬
('(b)� '(a))

2
ile çarparak

('(b)� '(a))
2

I =
f ('(b)) + f ('(a))

2
� 1

('(b)� '(a))

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

eşitli¼gini elde ederiz.

Teorem 4.1.9. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde

diferansiyellenebilir olsun. jf 0j fonksiyonu ['(a); '(b)] üzerinde '- konveks

ise:

�������
f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

('(b)� '(a))

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

������� (22)

� '(b)� '(a)
4

�
jf 0('(b))j+ jf 0('(a))j

2

�

eşitsizli¼gi elde edilir.
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·Ispat. Lemma 4.1.1 ve jf 0j fonksiyonunun '�konvekslikli¼ginden,

�������
f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

'(b)� '(a)

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

�������
� '(b)� '(a)

2

1Z
0

j2t� 1j jf 0 (t'(b) + (1� t)'(a))j dt

� '(b)� '(a)
2

1Z
0

j2t� 1j [t jf 0('(b))j+ (1� t) jf 0('(a))j] dt

=
'(b)� '(a)

2

�
jf 0('(b))j+ jf 0('(a))j

4

�

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Uyar¬4.1.1 Her x 2 [a; b] için '(x) = x al¬n¬rsa Dragomir ve Agarwal�¬n

(1999) da ispatlad¬¼g¬Hermite-Hadamard eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬sa¼glad¬¼g¬

elde edilir.

Teorem 4.1.10. a; b 2 J olacak şekilde a < b ve ' : J ! R sürekli,

artan fonksiyon olsun. f : I � R ! R fonksiyonu I�(I aral¬¼g¬) üzerinde

diferansiyellenebilir, 1
p
+ 1

q
= 1 ve q > 1 olacak şekilde jf 0jq fonksiyonu

['(a); '(b)] üzerinde '- konveks ise :

�������
f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

'(b)� '(a)

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

�������
� '(b)� '(a)

2

�
1

p+ 1

� 1
p
�
jf 0('(b))jq + jf 0('(a))jq

2

� 1
q

eşitsizli¼gi elde edilir.
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·Ispat. Lemma 4.1.1 ve Hölder eşitsizli¼gi kullan¬larak,

�������
f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

'(b)� '(a)

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

�������
� '(b)� '(a)

2

0@ 1Z
0

j2t� 1jp dt

1A
1
p

�

0@ 1Z
0

jf 0 (t'(b) + (1� t)'(a))jq dt

1A
1
q

elde edilir. jf 0jq fonksiyonu [a; b] üzerinde '�konveks oldu¼gundan,

�������
f ('(a)) + f ('(b))

2
� 1

'(b)� '(a)

'(b)Z
'(a)

f ('(x)) d'(x)

�������
� '(b)� '(a)

2

�
1

p+ 1

� 1
p

0@ 1Z
0

�
t jf 0('(b))jq + (1� t) jf 0('(a))jq

�
dt

1A
1
q

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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5 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Son bölümde '-konveks fonksiyonlar kullan¬larak bir çok yeni integral eşitsi-

zlikleri elde edildi. Benzer düşünceler alt¬nda literatürde verilmi̧s olan di¼ger

bir çok konveks fonksiyonlar içinde yeni sonuçlar elde edilebilir. Ayr¬ca

elde etmi̧s oldu¼gumuz bu sonuçlar kesirli integraller yard¬m¬yla daha da

genelleştirilebilir. Dolay¬s¬yla bunlar¬aç¬k problemler olarak b¬rak¬yoruz.
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7  EKLER 

EK-1.  YAYIN BİLGİSİ 

1. Dördüncü bölümde ele alınan φ-konveks fonksiyonlar ile ilgili çalışma "On some 

generalized integral inequalities for φ-convex functions " başlığı altında Studia Universitatis 

Babes-Bolyai, Seria Mathematica dergide yayın için kabul edilmiştir. 
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