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¢-KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
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Danisman: Dog. Dr. Mehmet Zeki Sarikaya

Haziran 2014, 43 sayfa

Hermite-Hadamard esitsizligi bir ¢ok matematikgcinin ilgisini ¢ekmistir. Ozellikle son
otuz yildir, bu esitsizlikle ilgili bircok genellesmeler ve gelistirmeler yapilmaktadir. Bu
tezin amaci @-konveks fonksiyon igin bazi yeni genel esitsizlikler vererek ispatlamaktir.

Anahtar Sozcukler: E-Konveks Fonksiyonlar, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Konveks
Fonksiyonlar.



ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR ¢-CONVEX
FUNCTIONS

Meltem Blylkeken
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Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarikaya

June 2014, 43 pages

The Hermite-Hadamard inequality has evoked the interest of many mathematicians.
Especially in the last three decades numerous generalizations, variants and extensions of
this inequality have been obtained. The main goal of the thesis is to state and prove
some new general inequalities for ¢-convex function.

Keywords: E-convex function, Hermite-Hadamard's Inequality, Convex Functions.



EXTENDED ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR ¢-CONVEX
FUNCTIONS
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1. INTRODUCTION:

Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the
development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of
importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are
powerful mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of
solutions of various types of differential, integral and finite difference equations.
Because of its usefulness and importance, such inequalities have attracted much
attention and a great number of papers, surveys and monographs have appeared in the

literature.

2. MATERIAL AND METHODS:
@ - convex functions have been introduced by Youness in (Youness 1999) and they play

an important role in optimization theory and mathematical economics. Various

properties and applicatins of them can be found in (Cristescu 2002).

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive
growth. Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research
papers have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev,
Gruss, Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and

monographs published during the past few years described much of the progress.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this thesis, using functions whose derivatives absolute values are ¢ -convex

functions, we obtained new inequalities related to the right and left side of Hermite-

Hadamard inequality by using new integral identities.



1 GIRIS
Konveks fonksiyonlarin sistematik aragtirmasina ilk olarak 19. yiizyilin son-
larinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyiin ortalarinda matematigin 6nemli
bir alani olarak goriilmeye baglanmistir. Konveks kiimeler ve ilgili geometrik
konular matematikgiler tarafindan kullanilan 95 ana konudan biridir (52.
sirada). Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve
say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi
ve egitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi gesitli konularda énemli
rol oynar. Son yiizyilda gelisen disiplini ve artan uygulamalariyla mate-
matiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almigtir.

Konveks terimine ilk olarak, 1883 de Ch. Hermite (1822-1901) in Math-
esis 3 (1883, s.82) dergisine gonderdigi mektupta rastlanmigtir. Mektupta,

“Sur deux limites d’une intégrale définie. Soit f(x) une fonction qui

varie toujours dans le méme sens de x = a, & © = b. On aura les relations

(b—a)f(a;b) < /abf(w)dx<(b—a)w

(b—a)f(a;b) > /abf(x)dx>(b—a)—f(a);f(b)

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexit ‘e ou sa concavit ‘e vers
I’axe desabcisses.
En faisant dans ces formules f(z) =1/(1+4 z),a = 0,b = x il vient

1'2 1172

< log(l+a)<a——b 7
217 og(l+2) <v= 50705




yaziliydi. Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, daha az 6nemli
sonuglar vardir ama maalesef Hermite’in temel ¢aligmalar: sik sik onun orji-
nal yazar kimligi verilmeden belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte
ilgi geken/gekmekte olan Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yo-
rumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu
soyleyebiliriz. Cogu matematikgi farkli konveks fonksiyon simiflari(quasi-
convex fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-convex ve
r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve ozel ortalamalar(p-
logarithmic ortalamalari, identric ortalama, Stolarsky ortalamalari, vb.)
icin onu uygulamaya, genisletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye ¢alig-
maktadir.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequali-
ties" adli eser esitsizlikler teorisi i¢in temel bagvuru kaynagidir. Okuyucu
bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri, problem-
leri, ispat yontemlerini ve sonuglar: bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve
Bellman’in yazdig1 "Inequalities" adli eser ve Mitrinovic’in 1970 de yazdig:
"Analytic Inequalities" adli eseri de styleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlik-
ler teorisini aragtirmak isteyen okuyucu icin el altinda bulunmasi gereken
kaynaklardir.

Daha sonra konveks fonksiyonlar daha kapsamli bir gekilde A. W. Roberts
ve D. E. Varberg tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alindi.
Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler hakkinda Pecari¢ 1987 yilinda
"Convex Functions: Inequalities" adli eseri yaymlamigtir. Ayrica okuyucu
cesitli konveks fonksiyon siniflari i¢in, Hermite-Hadamard egitsizliginin de-
tayl anlatimini S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan yazilan "Selected
Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications" (Dragomir and
Pearce 2000) adli eserde bulabilir.

Son yilllarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon

gesitleri olugturulmaktadir. Bunlardan birisi de 1999 yilinda Youness tarafin-



dan tanmitilan ¢ — konveks fonksiyonlardir. Her konveks fonksiyon ayni za-
manda bir ¢ —konveks fonksiyondur, ancak bunun tersinin her zaman dogru
olmadigin1 6rnekler ile Youness ve Cristescu (2002) vermislerdir. Ayrica,
2002 de Cristescu bu fonksiyonlar ile ilgili bir cok 6zellikler vererek is-
patlamigtir. Daha sonra, Cristescu ¢ — konveks fonksiyonlar icin ilk kez
Hermite-Hadamard integral esitsizligini 2002 yilinda vermistir.

Bu tezde amacimiz, Youness tarafindan tanitilan ¢ — konveks fonksiy-
onlar1 kullanarak daha iyi bir sonug¢ veren Hermite-Hadamard esitsizligini
elde ederek bu esitsizligin birinci ve ikinci tarafi ig¢in birinci mertebeden
tiirevlerinin mutlak degerleri ¢ — konveks olan fonksiyonlar kullanarak yeni

tipten trapezoid ve midpoint egitsizliklerini olusturacagiz.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitlikler ve
temel ozellikler verilecektir. Gerekli goriilenler icin ispatlar yapilarak birer
ornek verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Konveks Fonksiyon) f : [a,b] C R — R fonksiyonu
her z,y € [a,b] ve A € [0,1] igin

fOz+ (1 =Ny) < M@)+1-=Nf(y)

egitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsiz-
likte ">" olmasi halinde de f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Yukari-

daki egitsizlikte A = % aliirsa

olur bu tip esitsizlikleri saglayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir
(Dragomir and Pearce 2000).

Tanim 2.1.2 V bosg olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki
onermeler dogru ise, V' kiimesi K cismi tizerinde bir vektor uzayidir, denir.

(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem
tanmimlanmigtir ve (V) +) degismeli gruptur.

(1) Her w,v € V i¢in, u+ v tammmhdir ve u +v € V dir. Yani, V kiimesi
toplama iglemine gore kapalidir.

(2) Her u,v,w € V iin, (u+v) +w = u + (v+w) dir. Yani, V

kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.

8



(3) Her w € V ve 30 € V i¢in, u 4+ 0 = u ve 0 + u = u dir.Yani,
V' kiimesinde toplama isleminin etkisiz (birim) eleman vardir. Bu etkisiz
elemani 0 simgesi ile gosterdik.

(4) Her w € V i¢in, V kiimesinde —u € V ile gosterilen ve

u+(—u) = Ove (—u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u elemani vardir. Yani, V' kiimesindeki her bir «
elemaninin toplamaya gore tersi vardir. u nun tersi —u ile gosterilmistir.

(5) Her u,v € V igin u +v = v + u dir. Yani, V kiimesinde toplama
isleminin degisme 6zelligi vardir.

(V2) K xV — V (a,u) — au bi¢iminde, adina skalerle garpma iglemi
denilen bir fonksiyon tanimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki énermeleri
dogrular:

(a) Her a € K ve her u.v € V igin a (u + v) = au + av dir.

(b) Her a,b € K ve her u € V icin (a + b) u = au + bu dur.

(c) Her a,b € K ve her v € V i¢in (ab) u = a (bu) dir.

(d) K nin garpmaya gore birim eleman1 1 olduguna gore, V' nin her
elemani i¢in, 1lu = u dir (Bayraktar 1998).

Tanim 2.1.3 V| reel say1 cismi iizerinde vektor uzayi ise, bu vektor
uzayma reel vektor uzayr denir. V, karmagik say1 cismi iizerinde vektor
uzay1 ise bu durumda V' ye kompleks vektor uzay: denir (Bayraktar 1998).

Tanim 2.1.4 (Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a, ]

araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde



esitsizligi gecerlidir (Bayraktar 1998).
Tanim 2.1.5 (Holder Esitsizligi) a = (a4, az, ..., a,) ve b = (b1, bs, ..., by)

reel veya kompleks sayilarin iki elemani olsun. Bu takdirde

olmak {izere

a. p>1ise,

Sl

(&)

S ol < (Z raw’>

k=1 k=1

b. p <0 veya q < 0 ise,

Q=

Sl = (Daup)p (Zw)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.1.6 (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve %4—% =1
olsun. f ve g, [a,b] arahginda tammli reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a, ]
araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1
b q

Jit@ @l < /blf(rc)|pd:t ; /b|g<x>|qu

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al.1993).
Tanmim 2.1.7 FE olgiilebilir bir kiime olmak iizere f bu kiime iizerinde

tanimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi

10



icin f (z) > K olan x € E degerlerin kiimesi 6lgiilebilirse f fonksiyonuna
olgiilebilir fonksiyon denir (Dénmez 2001).

Teorem 2.1.1 (Lebesque integralinin varlik teoremi) Sonlu 6lgiimlii
E kiimesi iizerinde f fonksiyonu sinirh ve olgiilebilir ise Lebesque integrali
vardir (Donmez 2001).

Teorem 2.1.2 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a,b] arahginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Teorem2.1.3 f fonksiyonunun / araliginda ikinci tiirevi varsa f fonk-
siyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her
z € I igin f (z) > 0 olmasidir (Mitrinovié 1970).

Teorem 2.1.4 (Hermite — Hadamard FEsitsizligi) f : I C R — R

fonksiyonu konveks ise a,b € I ve a < b igin

dir. (Pecari¢ et al. 1992).
Ispat. Teorem 2.1.2 den dolay: f fonksiyonu [a,b] araliginda integral-
lenebilirdir. Sag taraftaki esitsizligin ispat1 konveksligin geometrik yoru-

mundan agiktir. Yani x = a (1 —t) + bt, t € [0,1] olsun. Bu durumda

b 1

bia/f(l")dx = /f(a(l—t)+bt)dt

a 0

IA
S~~~
/\
—
|
@4\
QU
~
_|_
kﬁ
D\H
~
Y
~
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olur ve bu (1) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi sol tarafin ispatin verelim:

b

bia/f(x)dx

a

integralini

b atb

bia/f(x”x_ﬁ jf(x)der/bf(iU)d“f @)

a

bigiminde yazip, x = a + t (b — a) /2 degisken degistirmesi yapilirsa son

parantez icindeki ilk terim

7f(x)d:v - b;a/lf (a—l—t(b;a))dt

bi¢iminde ve . = b—t (b — a) /2 degisken degigtirmesi yapilirsa ikinci terim

/bf(a:)da: - —b;a/of(b—t(bz_a>)dt

_ b;a/f (b—t<b2_a)>dt

0

bigiminde yazlabilir. (2) de bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygu-

12



lanirsa,

b

v = 3 (o 1050w (o= 102

a

v
D\H
—
VRS
N
+
N S
N————
QL
~
I
~
VRS

IS
ro| +
S
N————

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
Teorem 2.1.5 f : I — R fonksiyonu [ iizerinde konveks olsun. Bu

durumda VA € [0, 1] i¢in

f(“*b)smw L [rwar <o < L g

dir. Burada

ve

L) =5 (fAb+ (1 =A)a)+Af(a) + (1= X) f (b))

1

2

dir (Azpeitia 1994).
Ispat. f, I iizerinde konveks olsun. X # 0 icin [a, A\b 4 (1 — \) a] arahg:

iizerinde (1) uygulanirsa

Ab+(1—N)a

Mo+ (2— Na 1 F(@)+ FOb+(1—A)a)
P s s [ f@as a

a

(4)

A # 1igin [Ab+ (1 — A) a, b] aralhig: tizerinde tekrar (1) uygulanirsa

13



(1+N)b+(1—Aa 1 /
ul ) < tome=g [ f@w ©

Ab+(1—N)a
f)+f(Ab+(1—A)a)
2

IN

(4) i Xile (5) 1 (1 — A) ile carpip esitsizlikleri topladigimizda [ (\) ve L ()

tammlarindan

1) < 5 [Fa)d <L (6

elde edilir. f konveks fonksiyon oldugundan,

f<a;b> _ f()\)\b+(22—>\)a+(1_)\)(1+>\)bJ2r(1—>\)a) -

< N (Ab+(1—2A)a+a)+<1_)\)f(Ab+(1;,\)a+b)
< LUFOb A= Na)Af @)+ (- fo) < LOETD

esitsizligi bulunur. Bu durumda teorem ispatlanmis olur.

14



3 MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde kiime siniflar1 ve fonksiyon siniflarinda aranan konveks fonksiyon
ve konveks kiimeler i¢in F-konveks kiimeler ve F-konveks fonksiyonlar1 tani-
tacagiz. Asagida verilen tiim sonuclar Youness tarafindan verilen calis-

madan yararlanilmigtir (Youness 1999).

3.1 E-KONVEKS KUMELER, E-KONVEKS FONK-
SIYONLAR VE E-KONVEKS PROGRAMLAMA

Son zamanlarda konveks fonksiyonlarin simifi Bector ve Singh (1991) tarafin-
dan B-konveks fonksiyonlarin simifina ve Hanson ve Mond (1987) tarafindan
ise inveks fonksiyonlarin kiimesine genisletildi.

Tezin bu boliimiinde, ilk olarak konveks kiimelerin notasyonunu E-konveks
kiimelere genisletecegiz ve bu kiime smifinin bazi ozelliklerini verecegiz.
Daha sonra da, konveks fonksiyonlarin kiimesini de E-konveks fonksiyonlar
smifina genisletecegiz. Bu smif Hanson ve Mond (1987) ve Kaul ve Kaur
(1985) tarafindan genellestirilen mevcut preinveks fonksiyonlarin simifindan
daha genis bir siiftir.

3.1.1 E-Konveks Kiimeler

Tanim 3.1.1.1 M C R” kiimesinin E-konveks olmasi icin gerek ve yeter

sart her x,y € M ve 0 < XA < 1i¢in

(1-NE(@)+AE(y) € M

olacak gekilde bir £/ : R" — R" bir doniisiimiiniin olmasidir.
Tanim 3.1.1.2 (Inveks Kiime): u,v € K olsun. Eger her u,v € K ve
t € [0,1] i¢in u + tn(v,u) € K oluyorsa K ya n ye gore inveks kiime denir.
Tanim 3.1.1.3 (Preinveks Fonksiyon): Her u,v € K ve t € [0,1]

15



icin
flusttno,u)) < (1 —=1) f(u) +1f (v)
oluyorsa f ye K tizerinde n ye gore preinveks fonksiyon denir.
Onerme 3.1.1.1 Her M C R” konveks kiimesi E-konvekstir.
E :R" — R" 6zdes operator verildiginde ispat1 agiktir.
Onerme 3.1.1.2 M C R” kiimesi E-konveks ise, E(M) C M dir.
Ispat. M, E-konveks oldugundan herhangi bir z,y € M ve 0 < A < 1

icin

(1-NE(x)+AE(y) € M

elde ederiz. Burada A =1, E(y) € M dir. Bu durumda, E(M) C M dir.
Onerme 3.1.1.3 E(M) kiimesi konveks ve E(M) C M olsun. Bu
durumda, M kiimesi E — konvekstir.
Ispat. Varsayalm ki z,y € M olsun. Bu durumda, E(z), E(y) € E(M)
dir. E(M) nin konveksliginden her bir 0 < A <1 igin

(1-NE(x)+AE(y) € E(M)CM

elde ederiz. O halde, M kiimesi E — konvekstir.

E-konveks olup konveks olmayan kiimelere érnek verilebilir, Onerme
3.1.1.3 i¢in bir ornek verebiliriz.

Ornek 3.1.1.1 E : R? — R? fonksiyonu E (x,y) = (0,%) olarak verilsin.

Bu durumda, i, A2, A3 > 0 ile, 2?21 A; = 1 olmak iizere M kiimesi

M = {(z,y) e R*: (z,y) = M (0,0) + X2 (2,1) + A3 (0,3)}
U {(x,y) € R?: (z,y) = A1 (0,0) + X3 (0, —3) + A3 (=2, —1)}
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(0,3)

(D]

(21
(0.-3)

Sekil 3.1. M kiimesi F — Konveks fakat Konveks degildir.

seklinde tanimlansin. O halde M kiimesi F — konvekstir fakat konveks
degildir.

Ornek 3.1.1.2 E : R? — R? fonksiyonu E (x,y) = (2y/3 — 2/3,y/3 + 42/3)
olacak sekilde tanimli olsun. Ornek 3.1.1.1 de verilen M kiimesini goz 6niine
almirsa £ (M) = M dir. Ayrica bu kiime konveks fakat E-konveks degildir

¢linkii baz1 0 < A < 1 igin

AE(0,3)+ (1— A\ E(-2,—1) ¢ M

dir (bkz Sekil 3.1).

Onerme 3.1.1.4 M, ve M, iki E-konveks kiime olsun. Burada M; N M,
kiimesi de E — konveks kiimedir.

Ispat. Ispat: aciktir.

Uyar1 3.1.1.1 M, ve M, iki E-konveks kiime ise, bu durumda M; U My
kiimesi £ — konveks olmak zorunda degildir agsagidaki ornegi verebiliriz.

Ornek 3.1.1.3. Ornek 3.1.1.2 de verilen E fonksiyonu ele alimsm ve ,

17



bu iki kiime gozoniine alinsin ve Ay, Ay, A3 > 0, Zf’zl A; = 1 olmak tizere

My = {(z,y) € R*: (z,y) = A\ (0,0) + A2 (2,1) + X3 (0,3) },
My = {(z,y) € R*: (z,y) = A1 (0,0) + A2 (0,3) + A3 (=2, -1)},

seklinde tanimlansin. Bu iki kiime,M; ve M, kiimeleri E'— konvekstir, fakat

M; U My kiimesi E — konveks degildir (bknz Sekil 3.2 ve Sekil 3.3).

(-2,-1)

(0.-3)

Sekil 3.2. M; ve M, kiimeleri E& — konvekstir.

Lemma 3.1.1.1 M C R” kiimesi F; ve By — konveks kiime olsun. Bu
durumda, M kiimesi bir (F; o Ey) ve (Fy o Ey) — konveks kiimedir.
Ispat. Varsayalim ki her z,y € M, ve

AMEioE) e+ (1—)N)(EyoEy)y ¢ M, baz1 0 < A <1 i¢in
ise,
AE) (Eyx) + (1 — N Ey (Eyy) ¢ M, baz1 0 < A <1 igin
dir.

18



(0,3)

(2,1)

=X
AE[-2,-1)+(1-A)E(0,3)

(-2,-1

(0,-3)

Sekil 3.3. M; U M, kiimesi E — konveks degildir.

Onerme 3.1.1.2 den, (Eyz), (Eyx) € M dir, bu durumda

A(Ey (Bo)) + (1= A) (B1 (Bay)) & M

M’nin E; — konveksligiyle celismektedir. Bundan dolayi, M kiimesi
(E) o Ey)—konveks kiimedir. Benzer gekilde, M kiimesi (Es o Ey)—konveks

kiimedir.
Lemma 3.1.1.2 F : R* — R" fonksiyonu lineer ve M;, My C R”

kiimeleri E — konveks kiimeler olsun. Buradan M; + M, bir E — konveks

kiimedir.
Ispat. p,z € My ve ¢,y € My icin (p+q),(z+vy) € My + M, dir.
Ayrica 0 < A < 1 olacak sekilde

AE(p+q)+ (1 =N E(x+y)
= AE@)+A-=XNE@)+AE(Q+(1—-NE(y) € M + M,

elde ederiz. Boylece, M; + M, kiimesinin F — konvekslig: elde edilir.

19



3.1.2. E-Konveks Fonksiyonlar
Tanim 3.1.2.1 Her bir x,y € M ve 0 < A < 1 i¢in bir f : R* — R

fonksiyonunun E — konveks olmasi icin gerek ve yeter sart

FOAE@)+1=NE @) <Af(E(2)+(1-A) f(E®Y)

olacak gekilde FE :R"™ — R” bir doniigiimiiniin olmasidir. Diger taraftan,
FOE @)+ (1 =NE(y) > M (E@)+ (1= f(E{Y)

ise f fonksiyonu M iizerinde E — konkavdir.

Uyar1 3.1.2.1 Her konveks fonksiyon M konveks kiimesi iizerinde F —
konveks fonksiyondur, burada E nin 6zdes fonksiyon olarak alinmasi yeter-
lidir.

E — konveks olup konveks olmayan fonksiyonlara asagidaki iki oérnek

verilebilir.

Ornek 3.1.2.1. M C R" olacak sekilde
M = {(z,y) eR*: (z,y) = a1 (0,0) + a2 (0,3) + a3 (2,1)}

a; >0 Verilsin,Z?zl a; =1, ve E (z,y) = (0, y) olacak gekilde £ : R? — R?

fonksiyonu tanmimli olsun. Bu fonksiyon f : R? — R ile tanimh

23, y<1 ise,

flzy) = {

ryd, y>1 ise,

M tizerinde E — konvekstir fakat konveks degildir.
Ornek 3.1.2.2 f : R — R ile tamiml

1, >0 ise,

—z, <0 Iise,

fe) =

20



ve E (r) = —z? olacak sekilde £ : R — R fonksiyonu tamimli olsun. Bu
durumda R kiimesi £ — konveks kiime ve f bir ' — konveks fonksiyondur

fakat konveks degildir (bknz Sekil 3.4).

fix)

'
A fixH(1-)Ry)

Ax+(1-A
\.f( -
- y * x - X
AxH1-Ny
1

Sekil 3.4. f bir F — konveks fonksiyondur fakat konveks degildir.
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4 BULGULAR VE TARTISMA

Konveks fonksiyonlar teorisinde biiyiik bir yere sahip olan Hermite-Hadamard
esitsizligi ilk olarak C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan ortaya atilmigtir.
Daha sonra bir cok matematik¢inin de ilgisini ¢gekmis olan bu esitsizlik agagi-
daki gekilde verilmigtir.

a<bicina,belvel €Ricin f: 1 — R konveks fonksiyonu olsun. O
halde,

dir. Dragomir ve Agarwal (1998) de verilen esitsizligin sag kismu ile ilgili
baz1 kestirimler elde etmiglerdir bunun icin de ilk olarak agagidaki Lemmay1
ispatlamiglardir.

Lemma 4.1. f: I° C R — R diferansiyellenebilir bir déniigiim ve a < b

,a,be I olsun. f € Lla,b] ise asagidaki esitsizlik saglanir:

f(a)2 b—a/ f(x b_a/ (1—2t)f'(ta+ (1 —t)b)dt. (9)

0

Teorem 4.1. f : [° C R — R diferansiyellenebilir bir déniisiim ve
a < b, a,b € I olsun. ‘ f } a, b] iizerinde konveks fonksiyon ise agagidaki

esitsizlik saglanir:

Y@+ 1 ®)).  (10)
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4.1 ¢-KONVEKS FONKSIYONLAR ICiN GENELLESTIR-
ILMIS BAZI ESITSIZLIKLER

¢ : a,b] — [a,b] fonksiyonu [a,b] C R olacak sekilde ele alinmigtir. Youness
(1998) de agsagidaki p—konveks fonksiyonlar1 tanimlamigtir:
Tanim 4.1.1 Her z,y € [a,b] i¢in [ : [a,b] — R fonksiyonu

flto(z)+ 1 —=t)p(y) < tf(p@)+ 1 —1t)f (oY)

egitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna ¢ — konveks fonksiyon denir. Acikca
goriiliiyor ki ¢ fonksiyonu ¢zdes ise asagidaki tanimdan klasik konvekslik
elde edilir. ¢ konveks fonksiyonun bir ¢ok 6zelligi kurulabilir.

Bundan bagka Cristescu (2002) ¢ — konveks fonksiyonu i¢in agagidaki
Hermite-Hadamard tipi esitsizligi sunmustur:

Teorem 4.1.1. f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli fonksiyon ve ¢ :

la,b] — [a,b] icin p—konveks fonksiyon ise agagidaki esitsilik saglanir:

o(a) + o(b) 1 #(®) £ (p(a) + £ (o(b))
f( 2 )Swa)—s@(b)/w fla)ds < |

Teorem 4.1.2. a,b € J olacak sekilde a < bve ¢ : J — R siirekli, artan
fonksiyon olsun. f: I C R — R fonksiyonu [ iizerinde p-konveks fonksiyon

ise asagidaki esitsizlik saglanir:

¢ (a) + ¢ (b) 1 #(®) flp (@) + flp (b))
f( ! )< |

=2 (0) = ¢ (@) Jow flo()de(z) < !
(12)
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Ispat. ¢-konveks fonksiyon tammindan

) /Olf(%f)(@;@@)dt

B /1f((1—t)SO(a)th@(b)JrW(a)Jr(l_tW(b))dt

2

IN

3| U(=00@+to®)+ £ o @ + 1= p @)t

yazilabilir. Son integralde degisken degistirmesi yapilirsa

o)+ (0 L e
() < e [ e 0

olur. Benzer sekilde,

@ (b)
m / @)@ (14)
- /0f<<1—t>so<a>+w<b>>dt

< / (1= 1) F (¢ (@) +tf (0 (5)] dt

0

fle(a)) + f(p (b))
2

bulunur. (13) ve (14) den istenilen sonug elde edilir.
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Teorem 4.1.3. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,artan
fonksiyon olsun. f: I C R — R fonksiyonu I = [a, ] iizerinde ¢—konveks
fonksiyon ve w : [p(a), p(b)] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve

M e gore simetrik olsun. Bu durumda

o)+ o) [
F(H20) [ e e (19

©(b)

f (@) w(p () de (x)

v(a)

IN

IN

flp(a)) + f(o(b)) / #t)

dir.
Ispat. f fonksiyonu @-konveks fonksiyon ve w : [p(a), (b)) — R

p(a)+¢(b)
2

negatif olmayan, integrallenebilir ve e gore simetrik ise

v(b)

= fle(@)) w (e (2)) de (x)

v(a)
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esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.4. a,b € J olacak sekilde a < bve ¢ : J — R siirekli, artan
fonksiyon olsun. f,w : I C R — R fonksiyonlar1 I = [p(a), ¢(b)] tizerinde
negatif olmayan p—konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda her ¢ € [0, 1]

icin

olmak iizere

[\

—
o
$

=

—
S
s
S~—
S—

g
—~
A
—~
B

Y
S
&

IN
|
<
=
©
=
+
|
=
5
=
©
=

dir.
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Ispat. f ve w, p-konveks fonksiyonlar oldugundan,

2
(w(a)Jr(l—t)w(b)+(1—t)s0(a)+w(b)>

f (s@(a) +<p(b)) " (@(a) +90(b))

IN

[F (b (a)+ (1= )0 (8) + £ (1= 1) o (a) + o (8))]
[w (b (a) + (1= £) v (8) + w (1 — 1) p (a) + o (8))]
F (b (@) + (1= D) o (b)) w (t (a) + (L 1) (1))

)+t (8) w (1 1) o (a) + t ()}
T {F o @)+ 1 — e B)w((1—1)e(a) +to (b))
) ) )
(

(a) +tp (b)) w(te (a) + (1 1) ¢ (b))}

(AN
|
—~
[\
~
—
|
N,
~ ~~ AN

(p(a)Qwlp(a)) + 2t (1 =) f(p(b))w((b))
)*) [ ((@)w(e(0) + f((b)w(p(a)]}

elde edilir. Bu durumda da ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.5. a,b € J olacak sekilde a < bve ¢ : J — R siirekli, artan

fonksiyon olsun. f,w : I C R — R fonksiyonlar1 I = [p(a), ¢(b)] iizerinde
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negatif olmayan ¢—konveks fonksiyonlar olsun. Buradan her ¢ € [0, 1] igin

M (p(a), (b)) ve N (¢(a), p(b)) ifadeleri (16) da tamimlandigr gibi olmak

1 o(b) p
S0 L, T @)
< M (pla). o) + 5N (pla). o)
dir.

ispat. f vew, p-konveks fonksiyon olduklarindan,

1 ©(b)
SOEEOIM [ e (@) w(p(z))de (2)
1 ©(b)

T @ —90) ) fle (@) w(p(a) + o (b) — ¢ (@) dp(z)
- /f(t%p (@) + (1 —=1) ¢ (0))w((1 — 1) ¢ (a) +tp (b))dt

/ [tf(p (@) + (1 =) fle (1 =) w(p(a) + tw(p (b))] di

IN

= /{t(l = 1) [f(p(a))wlp(a)) + f((b))w(p (D))

+ 2 f(p(a)w(p() + (1= 1) f(p(b))w(p(a) } dt
1

= M (pla), (8) + 1N (5(a), o(b)

esitsizligi elde edilir. Bu da istenilen sonucun ispatini1 vermis olur.
Lemma 4.1.1. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,

artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu [°(I aralig) iizerinde

28



diferansiyellenebilir olsun. ¢(a), ¢(b) € I igin f" € Ly [p(a), p(b)] ise

p(t){t, te o)

t—1, te[31]

N[ =

olmak tizere

dir.
Ispat. Kismi integrasyon formiilii yardimiyla,

1

/ PO (1 (a) + (1 — t)p (b)) dt
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ozdesligi elde edilir. Integrasyonda degisken degistirmesi yapihirsa (17) de
istenen 6zdeslik elde edilir.

Teorem 4.1.6. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli
artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu I°(/ aralhig) iizerinde
diferansiyellenebilir ve p(a),(b) € I icin f' € Ly [p(a),p(b)] olsun. |f’|
fonksiyonu [p(a), p(b)] iizerinde - konveks ise:

1 ©(b)
2 (b) - (a’) p(a)

f (@ (@) dg () — f <M)‘

< O 2@ o) + 170

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.1 kullanilarak ve | f’| fonksiyonu ¢-konveks oldugun-
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dan asagidaki esitsizligi buluruz:

1 ©(b)

2 (b) - (a’) p(a)

Flo) @) - £ (2

IN

ﬂﬁ}ﬁﬁ/wmuwww+u4wwmﬂ

1
2

R {/tf’ (t (a) + (1 — t)p (b)) dt

0

1

+/(1t)f’(tso<a)+(1t)so(b)>|dt}

2

e {/ HELS G @)+ (1= 1) [ (o ()] de

IN

0

+ / 1 =t)[t]|f'(e(@)]+ @ =2t)]f (e ®)]] dt}

2O =200 1o (@) + 1 B

burada
1

1
1
2dt = [ (1 —t)%dt = —
/ /k ) 24
1

0

ve
1

jmfwmz/mfwﬁ:%

olup ispat tamamlanmig olur.

N|=

Teorem 4.1.7. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,
artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu /°(/ aralig1) iizerinde

diferansiyellenebilir ve p(a), p(b) € I igin f' € Ly [¢(a), p(b)] olsun. %4_% -
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1 ve ¢ > 1 olmak tizere |f’|? fonksiyonu [p(a), ¢(b)], lizerinde ¢- konveks

ise:

1 #0) v (a) + ¢ (b)
—¢(b)_¢(a)[0(a)f(so(a:))dso(x)—f( ! )‘

IN

(g (b) = g(a)) [(|f’ (@ (@) +31f"(p (b))lq>3
Alp+ 1) 8

+ (3 1 (e @)l + /(o <b>>|q> ] (19)

IN

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.1, Holder ve | f'|? fonksiyonunun ¢-konveksliginden,

1 ©(b)
¥ (b) - (CL) p(a)

f (o (@) dp (x) — f (M)’

< M{( / m) ( / f’(tw(aH(lt)sO(b))th)

+ ( / <1t>pdt) ( / f’(w(a)+(1t)so(b))th) }
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A
s
=

|
%
S

T {(/ [(L1f" (@ (@) + (1= t) [f' (¢ (B)]] dt)
4(p—|—1)p ,

+ ( J 115 @+ @ -1 dt) }

IORIO!
B 4(p—|—1%
{ !f’so I+ 317 e <>>|‘I>3+(3|f’<so<a>>|q+|f'<so<b>>|q)i}
8

esitsizligini elde ederiz. a; = |f'(a)|?, by = 3|f'(b)|?, aa = 3|f (a)|?,
by = |f'(b)|? olsun. Bu durumda, ¢ > 1 i¢in 0 < % < 1 dir. O halde

Z(ak +bk)s < ZCLZ-FZZ)Z
k=1

esitsizligi kullanilirsa, (0 < s < 1), ay, as,...,a, > 0, by, by, ..., b, > 0, icin

Y @) de (o) — £ (2@ 0
i L, S (2 )‘

o (0) — ¢ (a) (1)3

4(p + 1)% 8

IN

< (17 o (@)l +34 17 ON) + (3115 (e @)] + I (2 0]

- glh-vle) (%) (130) (17 e @)l + 172 1))

4(p + 1)%
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< £O=2 (D17 e @)l + 17 e @)

esitsizligini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.8. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,
artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu /°(] aralig1) iizerinde
diferansiyellenebilir olsun. ¢(a), (b) € I icin f' € Ly [p(a), p(b)] ise asagr-
daki esitsizlik elde edilir:

esitsizligi belirtilebilir. ¢ € [0,1] i¢in ¢(x) = tp(b) + (1 —t) p(a) degisken

degistirmesi yapilirsa
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@(b

2
p(a))  (p(b) —¢(a)) /

v(a)

)
f (@) dep(z) — (21)

olur. (21) in her iki tarafin ile carparak

(o(b) = ¢(a))
2

esitligini elde ederiz.

Teorem 4.1.9. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,
artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu I°(/ aralig) iizerinde
diferansiyellenebilir olsun. |f’| fonksiyonu [¢(a), ¢(b)] tizerinde ¢- konveks

ise:

»(b)
f(pla)) + f (p(b) 1 . .
! EoEET) % (o) doto)|  (22)

o #) —ela) (If’(w(b))l + |f’(90(a))|)
= 4 2

esitsizligi elde edilir.
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Ispat. Lemma 4.1.1 ve |f’| fonksiyonunun ¢—konvekslikliginden,

»(b)

Fle@) +Flet) 1 ot

! A= % f (pla)) dip(a)
< D [ af1 o) + (0 - ) et
< OZA [l 1y el o) + (- 0| ol

_ p(b) —v(a) {If’(w(b))l + [/ (p(a))]
2 4

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyar1 4.1.1 Her z € [a, b] i¢in p(z) = z alimirsa Dragomir ve Agarwal’in
(1999) da ispatladigi Hermite-Hadamard egitsizliginin sag tarafin1 sagladig
elde edilir.

Teorem 4.1.10. a,b € J olacak sekilde a < b ve ¢ : J — R siirekli,
artan fonksiyon olsun. f : I C R — R fonksiyonu /°(/ aralig1) iizerinde
diferansiyellenebilir, %—l— % = 1 ve ¢ > 1 olacak sekilde |f’|? fonksiyonu

[o(a), p(b)] iizerinde - konveks ise :

»(b)
f ((a) ;r f(p(0) — 1 e / f (p(x)) do(z)
w(a)
() = pla) (1P (I @) + I (pla)]"
< S50 (p+1)<90 o )

esitsizligi elde edilir.
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Ispat. Lemma 4.1.1 ve Holder esitsizligi kullamlarak,

. M(/d)

x (/ [ (tp(b) + (1 = ) p(a))|* dt)

elde edilir. |f’|? fonksiyonu [a, b] tizerinde ¢—konveks oldugundan,

»(b)

f (p(a)) + f (o(

©(a)

p+1

< 90(6)590(@)( : )(/ (L1 (O + (1= D)1 ()] dt

0

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Son boliimde p-konveks fonksiyonlar kullanilarak bir ¢ok yeni integral egitsi-
zlikleri elde edildi. Benzer diisiinceler altinda literatiirde verilmis olan diger
bir ¢ok konveks fonksiyonlar iginde yeni sonuclar elde edilebilir. Ayrica
elde etmis oldugumuz bu sonuglar kesirli integraller yardimiyla daha da

genellestirilebilir. Dolayisiyla bunlar1 agik problemler olarak birakiyoruz.
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