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OZET

k-KESIRLI INTEGRALLER ICIN GENELLESTIRiLMIiS INTEGRAL
ESITSIZLIKLER UZERINE

Aysel Karaca
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Mehmet Zeki Sarikaya

Mayis 2014, 53 sayfa

Bu tezde Riemann-Liouville Kesirli integralin genellesmesi olan k-Riemann-Liouville
kesirli integral olarak adlandirilan kesirli integrali verilerek baz1 6zellikleri verildi. Daha
sonra, k-Riemann-Liouville kesirli integrali kullanilarak bazi yeni integral esitsizlikleri
elde edildi.

Anahtar Sozciikler: Hermite-Hadamard Esitsizligi, Kesirli Integraller ve Kesirli
Tiirevler, Konveks Fonksiyonlar.



ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR k-FRACTIONAL
INTEGRALS

Aysel Karaca

Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarikaya

May 2014, 53 pages

In this thesis, we presents a new fractional integration is called k-Riemann-Liouville
fractional integral, which generalizes the Riemann-Liouville. Then we give some properties of

the k-Riemann-Liouville fractional integral. Later, using the k-Riemann-Liouville fractional
integral, we establish some new integral inequalities.

Keywords: Convex Functions, Fractional Integrals and Fractional Derivatives, Hermite-
Hadamard's Inequality.



EXTENDED ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES
FOR k-FRACTIONAL INTEGRALS

Aysel Karaca
Diizce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarikaya

May 2014, 53 pages

1. INTRODUCTION:

Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the
development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of
importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are powerful
mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of solutions of
various types of differential, integral and finite difference equations. Because of its
usefulness and importance, such inequalities have attracted much attention and a great
number of papers, surveys and monographs have appeared in the literature.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of
fractional integral and fractional derivative is given. In the second chapter, all the
necessary definitions and basic theorems for this study have been given. The third section,
the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods of solution
on this issue are given. In the fourth chapter, the implementation of the Hermite-
Hadamard-type inequalities for k-fractional integrals are obtained.

2. MATERIAL AND METHODS:
It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively
described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These nonlocal

conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured directly.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive growth.
Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research papers
have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev, Griiss,
Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and monographs
published during the past few years described much of the progress.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
It is remarkable that Sarikaya et al. (2013) initial give some interesting integral
inequalities involving k-Riemann-Liouville fractional integrals. Later, using the k-

Riemann-Liouville fractional integral, we establish some new integral inequalities.



1 GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ilk olarak Liouville tarafindan
duyuruldu. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin
sadece tamsayilar i¢in varmidir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya cikti. Euler
kesirli tiirevi ele aldi. 17. yiizyildan itibaren Leibniz, FEuler, Lagrange,
Abel, Liouville ve diger bir cok matematik¢inin, kesirli mertebe i¢in diferan-
siyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan 6ncii ¢aligmalariyla gelis-
meye baglanmigtir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari,
tamsay1 mertebeli tiirev ve n-katli integralleri birlestiren ve genellestiren
kavramlardir.

Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar1 hakkinda
bir¢ok caligma olmasina ragmen herhangi bir monografi yayinlanmamigtir.
Bunun iizerine [S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.1. Marichev](1993) tarafin-
dan bu bosluk doldurulmustur. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari
ile genig kapsamli bir monografi yayinlanmigtir.

Kesirli diferansiyel teorisi gesitli madde ve iglemlerin kalitsal 6zellik-
lerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Bu ise tamsay1
mertebeli tiirevlerle karsilagtirildigi zaman, kesirli tiirevler igin 6nemli bir
avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektrik-
sel ozelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik
devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Doérdiincii boliimde ise ele aldigimiz konveks fonksiyonlarin tarihi gok
eskiye dayanmakla birlikte baglangici 19. yiizyilin sonlar1 olarak goste-
rilebilir. 1893’te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de bu tiir-
den fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra li-
teratiirde konveks fonksiyonlari ima eden sonuglara rastlanilmasima rag-

men konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda

5



J.L.W.V. Jensen tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’in bu 6ncii ¢aligmalarindan
itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul
edilmektedir. Beckenbach ve Bellman (1961) ve Mitrinovic (1970) gibi pek
¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar i¢in egitsizlikler konusunu kitaplarinda
ele almiglardir. Bu caligmalarin bircogunu integral egitsizlikleri olusturmak-
tadir.

Bu tezde amacimiz Rimeann Liouville kesirli integralin bir genellesmesi
olan k-Riemann Liouville kesirli ineralin bazi 6zellikleri verilerek bu kesirli

integral icin bazi yeni integral esitsizlikleri elde edecegiz.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitlikler ve
temel ozellikler verilecektir. Gerekli goriilenler icin ispatlar yapilarak birer
ornek verilecektir.

Tanim 2.1.1 Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniigiimlere
fonksiyonel denir.

Tanim 2.1.2 Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniigtiiren
doniisiime operator denir.

Tanim 2.1.3 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 i¢in
['(n) = /x"‘le_‘”dx
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi
onemli ozelliklerini soyle siraliyabiliriz.

il'(n+1) =nl'(n) = n!

i T() = v

iii. fﬁ—pxdaj:F(p)F(l—p): - 0<p<l1
0

sin pm?
iv. 22T (n)l(n + 3) = /al(2n).
Tanim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon) f : [a,b] C R — R fonksiyonu
her z,y € [a,b] ve A € [0,1] i¢in

FOz+ 1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N F(y)

esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte
">" olmasi1 halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki

esitsizlikte t = % aliirsa

; <+y> _f@)+ )

2 - 2
olur bu tip esitsizlikleri saglayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.
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Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri:

i. k tane fonksiyon R” — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

k
F@)=> ajfj(x),a;>0;(j=1,23,..k)

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g:R*" — R konkav ve S = {z:¢g(z) >0} olsun. f : S — R,
f(x)= ﬁ olmak iizere f, S’ de konvekstir.

ili. ¢ : R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h : R" —
R konveks olsun. Bu takdirde; f : R” — R, f(z) = (goh)(z) olarak
tanmimlanan f bilegske fonksiyonu da konvekstir.

iv. g : R™ — R konveks ve h, h(z) = Az + B formunda h : R* — R

konveks olmak iizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.
vi. f ve g fonksiyonlar1 J-konveks ise f (z) + ¢ (z) de J-konvekstir.
vii. f, I' 'de J-konveks ve g, I" de J-konveks ise bu takdirde f (z) g (z)
de I =I'NI" de J-konvekstir.
Tamm 2.1.5 f : L;[a,b] olsun. Ust ve alt J% f ve J* f Riemann-

Liouville integralleri sirasiyla o« > 0 ve a > 0 icin,

@) = i | @0 s >

ve

JE f(z) = ﬁ/ (t—z)* " fO)dt, x<b

olarak tammlanir. Burada I'(a) bir Gamma fonksiyonu ve J2, f(z) =
Jy-f(x) = f(x) dur.
Tanim 2.1.6 (Beta Fonksiyonu): m,n > 0 i¢in

1

B (m,n) = / 2 (1= 2)" da

0



bi¢ciminde tamimlanan S fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.
Tanim 2.1.7 (k-Gamma ve k-Beta Fonksiyonu): k-gamma fonksiy-

onu

kn Bl
Iy (z) = lim %
n—o0 €T n,k

olarak tammlanir. Burada, (z),, = "= (z + jk),k > 0 Pochhammer
1k
3

k-symbol fonksiyonudur. e iistel fonksiyon doniisiimii i¢in, k-gamma

fonksiyonunu

e, °] tk
[k (z) = / t" e wdt
0

olarak tanimlanir.Acikca,

I (2) = lim T, (), Ty () = T (%) ve I (z + k) = ol (z)

dir.

k-beta fonksiyonunu

1 1 x z__
By (z,y) = —/ tt (1=t dt
k Jo
seklinde tanimlanir ve boylece k-gamma fonksiyonu ile iligkisi

Iy () Ty (y)
Ly (z+y)

1

By (z,y) = EB<

%, %) ve By (z,y) =
olarak ifade edilir.

Tanim 2.1.8 V bosg olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki
onermeler dogru ise, V' kiimesi K cismi iistiinde bir vektor uzayidir, denir.

(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem
tanmimlanmigtir ve (V) +) degismeli gruptur.

(1) Her u,v € V igin, u + v tammhdir ve u + v € V dir. Sozle ifade
ettigimizde, V' kiimesi toplama iglemine gore kapalidir.

(2) Her w,v,w € V igin, (u+v) + w = u + (v+w) dir. Sozle ifade

ettigimizde, V' kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.
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(3) [0 €V, (Vu € Vigin, u+ 0 =u ve 0 + u = u)| dir. Sozle ifade et-
tigimizde, V' kiimesinde toplama igleminin etkisiz (birim) elemani vardir.
Bu etkisiz eleman1 0 simgesi ile gosterdik.

(4) Her u € V i¢in, V kiimesinde —u € ile gosterilen ve
u+(—u)=0ve (—u)+u=0

egitliklerini saglayan bir —u eleman1 vardir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesindeki her bir u elemaninin toplamaya gore tersi vardir. v nun tersi
—u ile gosterilmistir.

(5) Her uw,v € V i¢in, u + v = v + u tir. Sozle ifade ettigimizde, V'
kiimesinde toplama igleminin degigsme ¢zelligi vardir.

(V2) K xV — V (a,u) — au bigiminde, adina skalerle ¢arpma iglemi
denilen bir fonksiyon tanimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki énermeleri
dogrular:

(a) Her a € K, her u.v € V i¢in, a (u 4+ v) = au + av.

(b) Her a,b € K, her v € V i¢in, (a + b) u = au + bu.

(c) Her a,b € K, her u € V icin, (ab) u = a (bu).

(d) K n1 garpmaya gore birim elemani 1 olduguna gore, V' nin her elemam
i¢in, lu = u dir.

Tanim 2.1.9 V| reel say1 cismi iistiinde vektor uzayi ise, bu vektor
uzayina reel vektor uzayr denir. V, karmasgik say1 cismi iistiinde vektor
uzay1 ise bu durumda V' ye kompleks vektor uzay: denir.

Tanim 2.1.10 Q; = [a,b],Q = [¢,d] —o0 < a < b < o0, —00 < ¢ <
d < oo ve f(x,y), Q1 x Qy lizerinde tanimh olsun. Bu durumda,

b b

/ jf<x,y>dy o [ /bf<x,y>da: dy

a a

seklindeki egitlige Dirichlet formiilt denir.
Tanim 2.1.11 (Mutlak Siireklilik) / C R, f : I — R bir fonksiyon

ve (zy,yg) sonlu bir aralik olsun. Bu durumda, ¢ > 0 igin en az bir 6 > 0
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vardir oyleki,
Dy =zl <5 =D 1f () = f ()] <€
k k

dir. [a, ] tizerindemutlak stireklifonksiyonlarin sinifi AC™ [a, ] ile gosterilir.

Tanim 2.1.12 z,y € R,
|z 4yl < || + |yl

seklindeki egitsizlige iiggen esitsizligi denir.
Tanim 2.1.13 (Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a, D]

araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
b b

[f@as < [1r@ldz, (@<

esitsizligi gecerlidir.
Tanim 2.1.14 (Hoélder Esitsizligi) a = (a1, as, ..., a,) ve b = (b1, ba, ..., by,)

reel veya kompleks sayilarin iki n-lisi olsun. Bu takdirde

24 =1
p q

olmak iizere

a. p>1ise,

> larbe| < <Z|ak|p> <Z|bk|q> :
k=1 k=1 k=1

b. p <0 veya q < 0 ise,

1 1
S fan < (Slar) ()
k=1 k=1 k=1
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).
Tanim 2.1.15 (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve %—l—% =

1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a, 0]

/blg ()| d

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1
q

3=

b

Jlr@g@)dr< /blf(x)l”dx

a
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esitsizligi gecerlidir. (Mitrinovi¢ et al.1993).

Tanmim 2.1.16 F olciilebilir bir kiime olmak iizere f bu kiime iizerinde
tanimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayis1 igin
E{z: f(z) > k} kiimesi dl¢iilebilirse f fonksiyonuna 6l¢iilebilir fonksiyon
denir.

Teorem 2.1.1 (Lebesque integralinin varlik teoremi) Sonlu 6lgiimlii
E kiimesi iizerinde f fonksiyonu sinirli ve olciilebilir ise f fonksiyonunun
Lebesque integrali vardir.

Tanim 2.1.17 [ C R, f : I — R bir fonksiyon ve Vx € [ igin
|f ()] < K olacak gekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna
stmrly fonksiyon denir.

Tanim 2.1.18 1 < p < oo olmak iizere

P=L,={f: /\f(x)ypdx <oo ¢, flle = /\f(a:)\Pda:

normuna gore bir Banach uzayidir.
Teorem 2.1.2 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a,b] arahginda sinirhdir (Azpeitia 1994).
Teorem 2.1.3 f fonksiyonunun / araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiy-

onunun bu aralik iizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart x € I icin

f(z)>0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).
Teorem 2.1.4 (Griiss Integral Esitsizligi) f ve g, [a,b] aralig iiz-

erinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve tiim z € [a, b] i¢in

o< flz) < d,y<yg(x) <T (1)

kosulu saglamak iizere agagidaki esitsizlik vardir:
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<1(6-@) 7).

Ry Ly T

Teorem 2.1.5 f ve g, [a, b] iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olarak

tanmimlansin. Her z € [a, b] icin (1) saglaniyorsa ¢, ¢, 7, I reel sabitleri ver-
ildiginde ve h : [a,b] — [0, 00) olmak iizere f; h(xz)dz > 0 integrallenebilir

olsun. Bu durumda

/ab h(z)dz. /ab f(@)g(x)h(x)dr — /abf(:l?)h(x)dx. /abg($)h(m)dm42)

< lp-pr-v) (/abh@)dx)g

dir. Bu esitsizlik icin en iyi sabit i dir.

Ispat. Ilk olarak

b
e Rl
dm/ fla ;)dx/g(x)h(x)dx

1 b b
2 (J! niayiz)’ [ ] 0@ -1 6@ 5w e dey

olarak yazilir. Burada Cauchy-Buniakowski-Schwarz integral esitsizligi uygu-

lanirsa,
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2

L (S JW)Q / / (F@) = ) (9.x) = g @) b (@) 1 (9) d:cdy%)
2(J; himx)z [ [ - s nen) asy
oy L L 600w s
) [ff h(lx)da: /ab 12 @) () do - (ff h(lx)dx /abf () h () dx) 2]
Xlﬁ£wmlz“@“““’<ﬁwamm[f@m@ma1
bulunur. Buradan da
I h(la:)da; /ab 12 @) (z) do - (ff h(lx)dx /ab f(z)h(x) d:c>2
i (¢ ! ffh(lx)dx [ s dm) ( 7 o @) (@) d - 90)

g | T @ -

olup her z € [a,b] igin (¢ — f (z)) (f (x) — ) > 0 olarak alinirsa,

JTh dx/f2 ( h(1>dx/bf($>h(w>dx>2 (5)
< f(@)h( )( m/f m_>

yazilir. Benzer sekilde,
14
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b b 2
fbh(la:)da: / 7 () h (z) dv — (fbh(lx)dx / g () h(z) dm) (6)
< <r— fbh(lx)dx / g<x>h<x>da:) ( fbh(lx)dx / g<x>h<x>dz—v)

dir. Simdi, (3), (4), (5) ve (6) esitsizlikleri yardimiyla

i | D@

o /bf(x)h(x)dx. ! /bg(fc)h(w)dfﬂ

fabh(a:)dx a f:h(a:)dx a
dm/ fle)h(z)dr = )

1 b
< (czﬁ—f:h(x)dx/f(af)h(w) )(f
><<F fhl )( (a:)dx—y)

yazilir. Buradan da reel sayilar icin

dpg < (p+q)°,p,g € R

temel esitsizligi kullanarak:

1 b 2
4<¢—f;h($)dm/a f(x)h(x)dx)( dx/ £ (2) b () de ) (6— )

(8)

ve

4<F—fbh(1x)dx/ g<x>h<x>d:c) (fbh(lx)dx/ g<x>h<x>dx—v) < (-’
a a (9)

elde edilir. Bu da istenilen sonucu verir.
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En iyi sabit i¢in; her z € [a,b] i¢in f(z) = g(z) = sgn (v —

aliirsa,

b
bia/ flz)de =1

I I
b_a/af(x)dx—b_a/Gg(m)d:U—O
p—p=T—-7y=2

istenilen (2) esitsizligi elde edilmis olur.
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3 MATERYAL VE YONTEM

Integral ve diferansiyel kavrami elementer kalkiiliisdeki calismalara benze-
mektedir. Ornegin, f (z) = 2% fonksiyonunun birinci mertebeden integrali

[ f(x)de = %xS + ¢ ve ayni fonksiyonun ikinci mertebeden integrali

/[/f(x)dx} dx:1—12x4—|—clx+62

dir. Benzer olarak -L f (z) = 2z ve % (z) = 2 dir. Bununla birlikte, f (x)
fonksiyonun %—ci mertebeden integrali ve tiirevi olabilir mi? Nasil tanim-
layabiliriz? Bu boliimde bu sorularin cevabini asagidaki sekilde vermeye

calisacagiz.

3.1 KESIiRLI HESAPLAMALARIN BASLANGICI

Kesirli Hesaplamalarin baglangici n—ci mertebeden bir tamsay igin tiirevin
anlamimin n— tamsayi olmadiginda da olabilir mi sorusunun sorulmasiyla

baglamigtir. Bu soru 30 Eyliil 1695 de L’Hopital tarafindan ortaya atilmistir.

Bir giin Leibniz mektubunda 5% seklinde f(z) = z fonksiyonun n—ci

tiirevini bu sembol ile gosterilmigtir. L’Hopital da adi bir gekilde n = %
oldugunda sonucun ne olacagini sormus ve Leibniz de cevaben "bir paradoks
gibi bir giin yararli bir sonug olarak ortaya cikacaktir" demistir. Bu konu
bir ¢ok biiyiik matematikg¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bunlardan bazilari, Euler,
Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematikcil-
erdir.

1819 da Lacroix kesirli tiirev diisiincesini bir makale olarak ilk yayim-
layan matematik¢idir. Ona vermis oldugu tanimi agagidaki sekilde verelim:

m pozitif tamsay1 olmak iizere y = 2™ fonksiyonunu alalim. n—ci mer-

tebeden tiirevini Lacroix

d™y m)!
dxn (m—n)!x e (10)




seklinde bulmus ve Legendre nin I" semboliinii kullanarak genellesmis fak-
toriyel icin
dy ~ I'(m+1)
dem T'(m—n+1)

seklinde yazilmigtir. Son olarak m =1 ve n = % i¢in Lacroix

thy 25 »
dx? VT

elde etmistir. Bununla birlikte kesirli operatorlerin ilk kullanim Lacroix

zm" (11)

tarafindan degil Abel tarafindan 1823 yilinda verilmigtir. Abel tautochrone
probleminin formiilasyonundan ortaya ¢ikan bir integral denkleminin ¢oziimiinde
kesirli hesaplamalar1 uygulamigtir.

Yillarca bircok matematikgi kendi notasyonlarini ve yaklagimlarini kul-
lanarak tamsay1 olmayan mertebeden integral ve tiirev fikrine uygun birgok
tanim vermislerdir. Bu tanimlamalardan en popiiler olarak ortaya c¢ikan
Riemann-Liouville nin tanimi olmustur. Ilging olan bir kesirli tiirevin Riemann-
Liouville tamim1 Lacroix tarafindan elde edilen (12) denklemine benzer sonug
olmusgtur. Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirevin tanimina bakmadan
once baz1 6nemli matematiksel kavramlar: verelim: Bunlar sirasiyla Gamma,
beta, error(hata), Mittag-Leffler ve Mellin-Ross fonksiyonlaridir.

Tanim 3.1.1 (Gamma Fonksiyonu)

r € RT i¢in

o0

I (z) = / 1t (13)
0
olarak tanimlanir. Gamma fonksiyonun énemli bir 6zelligi

F(zx+1)=2al(z),z € R" (14)

I'(z)=(x—-1)LzeN (15)

dir. (15) dan T'(1) = 1 dir. Simdi I’ (1) = /7 oldugunu gosterelim, (13)

1 [ee]
r (—) — /e—tt—édt
2
0
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yazilir. ¢ = y? doniistimii yapilirsa, dt = 2ydy olacagindan

1 o0
r <§) = 2/ey2dy
0

olur. (16) ye denk olarak

1 o
r (§> = 2/6”2da:
0

yazilabilir. (16) ve (17) ¢arpimindan,

()= ] e

(16)

(17)

iki kath integrale doniigiir. Bu integrali hesaplamak icin kutupsal koordi-

natlara gegilirse,

us
2 00

1\1° )
[F (ﬁﬂ :4/ e " rdrdd =7
0

0

yani

elde edilmig olur. Incomplete Gamma Fonksiyonu

t

1
I (v,t) = W/e"”x”_ld:ﬁ, Rev >0
0

seklinde tanimlanir.
Tanim 3.1.2 (Beta Fonksiyonu)

x,y € RT icin
1
B(z,y) - /t‘”l (1— 1) at
0

olarak tanmimlanir. Beta fonksiyonu gamma fonksiyonu cinsinden

I'(z)T(y)

Bley) = I'(z+y)

,T,Y € R
dir.
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Tamim 3.1.3 (Hata Fonksiyonu)

r € Rigin

Erf(z \/_/ (21)

olarak tanimlanir. Hata fonksiyonun tiimleyeni Er f. (x) olup

Erf.(z)=1— Erf(x) (22)

ile gosterilir. (21) nin bir sonucu olarak Erf (0) =0 ve Erf (co) = 1 dur.
Tanim 3.1.4 (Mittag-Leffler Fonksiyonu)
Mittag-Leffler fonksiyonu e® iistel fonksiyonun bir genellestirmesi olup
kesirli hesaplamalarda 6nemli bir role sahiptir. Bir ve iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonun gosterimi

=Y ————.a>0 (23)
—~ r ak +1)

ok
I'(ak+3)’

kuvvet serisi olarak tanimlanir. (24) deki seri (23) iin bir genellegtirmesidir.

a>0,>0 (24)

W

Eop(z) =

k=0

Bu genellegtirme 1953 te Agarwal tarafindan tanimlanmgtir. (24) de verilen

tanimin bir sonucu olarak,

Eop(z) = ﬁ 2B (2) (25)

d
Eup(v) = BEsp1 (x) + av—

B (@) (20)

yazilir. (26) esitliginden

d

1
T Fapi1 (1) = — [Bap (2) = fEopi (2)]

dir. Dolayisiyla 3 yerine 8 — 1 yazilirsa

d 1

o Bap () = —[Bap-1(2) = (B~ 1) Eapp ()] (27)
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olur. Simdi (25) esitligini ispatlayalim. Bunun igin (24) yardimiyla

k+1

Eop(r) = Zm: er(a(k+1)+ﬁ)

k=—

xk 1 k

- Zl$F(ak+(oz+ﬁ)) T (M) —HU;OF(OJC—F(Q—FB))

= W + an,a—&-ﬁ (l’)

elde edilir. Burada E,(0) = 1 dir. « ve  nin bazi 6zel degerleri igin

Mittag-Leffler fonksiyonu bilinen baz fonksiyonlara indigenir. Ornegin,

E1,1($C) = ZWIZ—':@E

o T .
By, = Zm:e Erf.(—x)

- T 1N =z
E = _— - =
b2 Zr(k:+2) xz(k+1)! T

dur.

Tanim 3.1.5 (Mellin-Ross Fonksiyonu)

Mellin-Ross fonksiyonu e* nin kesirli integrali bulundugu zaman ortaya
¢ikmigtir. Bu fonksiyon incomplete gamma ve mittag-leffler fonksiyonlarin

ikisi ile iligkilidir. Mellin-Ross fonksiyonu

E; (v,a) = t"e"T* (v,1) (28)
seklinde tanimlanir.
0 (at)k
E =ty = "By (at 2
t(y7a> k:OF(k+V+1) 11 +1 (a) ( 9)

olarakta yazabiliriz.
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3.2 RIEMANN-LIOUVILLE KESIiRLI INTEGRALI

Burada ilk olarak daha c¢ok kullanilan .D_ " f () z—ekseni boyunca keyfi
v—ci mertebeden f (x) fonksiyonun kesirli integrali olarak tanimlayacagiz.
Bu notasyonda v pozitif reel say1 ve ¢ ve & de integrasyon limitleridir.

v negatif olmayan bir reel say1 olsun. f, J = (0,00) da noktasal siirekli
ve J = [0, 00] min herhangi bir sonlu alt araliginda integrallenebilir olsun.
Bu durumda ¢ > 0 igin v—ci mertebeden f nin Riemann-Liouville kesirli

integrali
(D?f@Fj%ﬂ/@%ﬁV*ﬂﬂﬁw>0 (30)

Cc

olarak tammmlanir. (30) ifadesi birgok yolla elde edilebilir. Diferansiyel den-

klemler teorisinde kullanilan bir yaklagimi g6z oniine alalim. Bunun i¢in

y" (@) = f(o) (31)

baglangic deger problemini goz oniine alalim.

)n—l

H (1) = &=

(n—1)! (82)

Cauchy fonksiyonunu kullanacak olursak,

xT

v = [ (33)

C

nin (31) denkleminin bir tek ¢ziimii oldugunu iddia ediyoruz. Bunu goster-
mek i¢in tiimevarim yontemini kullanalim:

n =1 i¢in

olur. (34) denklemini ¢ozersek,

xT

/d@ﬁ=/%ﬁ%fﬂﬂﬁ

C c
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olup y (¢) = 0 den

y(x)=/f(t)dt

elde edilir. n igin (33) ifadesini dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1 igin

dogru oldugunu gosterelim.

y" ) (z) = f(2)

y(e) = y(©=..=y"()=0

(35)

denklemini goz oniine alahm. y™*Y (z) = (y/)(n) () oldugundan u (x) =

n () alinirsa (35) denklemi

olur. O halde n i¢in dogru oldugundan,

T x z

/d@ﬁz/ /%i%;f@ﬁ dz

C Z=C =C

Dirichlet formiilii kullanilirsa,

M@—Md=:/ /%i%%f@m dt
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elde edilir ki bu da (33) denkleminin bir ¢tziimiidiir. (31) de f (z) y nin
n—ci mertebeden tiirevi oldugundan f (x) in n— ci mertebeden integrali

olarak y (z) i gosterebiliriz. Yani

D (@) = oy [ @ f (37)

yazilir. Son olarak n yerine herhangi bir v reel sayisini ve faktoriyel yerine

de gamma fonksiyonu yazilirsa (37) ifadesi (30) Riemann-Liouville kesirli in-

tegral tanimina doniigiir. ¢ = 0 oldugundan D" notasyonunu kullanacagiz.
Ornek 3.2.1 Rev > 0, > —1 olmak iizere D~?z* hesaplayalim:

Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan

x

1
D7Vt = 7 )/(x—t)”_lt“dt
14

1 I'(p+1)
— ,u—l—uB 1 — pn+v
Ty P = R
elde edilir. Dolayisiyla
r 1
D7Vt = ﬂx““,u >0,u>—1,x>0 (38)
'(p+v+1)

dir. Benzer olarak v—ci mertebeden k sabitinin kesirli integrali
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dir. Ozel olarak v = % ise

r(3) i

r (g) 3V

'3 16 5
5 g

yazilabilir.

Yukaridaki 6rnekler genellikle kesirli integrallerin hesaplanmasinin kolay
oldugu goriiliir. Ancak bu dogru degildir. Gergekten, bazi kesirli integraller
iislii ifadeler, siniis ve cosiniis gibi elementer fonksiyonlar bile biiyiik tran-
scendental fonksiyonlara yol agabilir. Simdi bunlarla ilgili olarak asagidaki
ornekleri verebiliriz.

a sabit olmak tizere f (t) = e* fonksiyonunu alalim. (30) tanim kulla-

narak,

1

D—V at —
C T T

¢
/ (t—y)" " e¥dy,v >0 (40)
0

yazilir. Burada x =t — y doniigiimii yapilirsa (40) ifadesi

t
at

D™ Ve = %/x”_le_‘wdx, v>0 (41)
v

0
olur. Acikga, (41) ifadesi bir elementer fonksiyon degildir. (28) ve (29)

Mellin-Ross fonksiyonlar: cinsinden (41) ifadesi
Dil}eat = Et (V, a) = tVE17V+1 (at)

seklinde yazabiliriz. Benzer olarak kesirli integrallerin taniminin direk bir
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uygulamasiyla baz degisken degistirmelerle, agagidaki sonuclar1 verebiliriz:

t

1
D7V cos(at) = N /y”_l cosla(t—y)]dy=Cy(v,a),Rev >0
0
X t
D7 Vsin(at) = T )/y”_lsin[a(t —y)]dy = S; (v,a),Rev >0
v
0
Ozellikle, v = % alirsak
2 t x x
x = i,c(m) = /costzdt ve s (r) = /Sintht
T
0 0

olmak tizere,

N

1
D 2" = E, (§,a> — a2 Erf (at)

D2 cos (at) = Cy (1 a) — /2 [c(x)cos (at) — s (z)sin (at)]

D2 sin (at) = S (%, a) = % [c(z)sin (at) — s (z) cos (at)]

yazilir. Baz1 durumlarda, diger trigonometrik fonksiyonlarin kesirli integral-

lerin hesaplamas: icin basit trigonometrik dzdeslikler kullanihir. Ornegin,

cos (2r) = 2cos’z — 1 =1 —2sin’x

icin
D™V cos? (at) = T + lct (v,2a)
2 (v+1) 2 ’
D7Vsin? (at) = L 101; (v,2a)
2l (v+1) 2 ’
yazilir.

Daha ¢ok kesirli integraller Riemann versiyonu

DVf (1) = ﬁ / (t— )" f (2) de

c

26



ve Liouville versiyonuda

oD () = / (t—2)" f (2) de

ile gosterilir. ¢ = 0 igin

D) = g [ (=27 @)

ifadesine Riemann-Liouville kesirli integrali denir. a ve [ skaler sayilari i¢in

Dlaf (t) + By ()] = aDf (t) + 5Dg (t)

oldugu kolayca gosterilir. Benzer olarak kesirli integraller de lineerlik 6zelligi
kolayca gosterilebilir.

n—tane integrali alarak

DImf () = j dx17dx272dx3... /f (t) dt (42)

alalim. (42) deki f fonksiyonu x < b igin [c, b] iizerinde siirekli oldugunu
kabul edelim. (42) ifadesi K, (z,t), n,z ve t nin bir fonksiyonu olan bir

¢ekirdek olmak iizere

/Kn (x,t) f(t)dt (43)

c

seklinde bir tek integral olarak yazilabilir. n tamsay1 olmadiginda bile
K, (x,t) anlamh fonksiyon olacagim gosterecegiz. Boylece, Rerv > 0 tiim v

icin DV f (1) i
DLVF (1) = / K, (x.1) f (1) dt

seklinde tanimlayacagiz.
Simdi bunlar1 ispatlamak igin x < b olmak iizere G (x,t), [c,b] x [c, b]

tizerinde siirekli ise

/dxl/G(x,t)dt:/dt/G(ml,t)dxl
c c c t
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yazabiliriz. Ozel olarak G (z1,t) = f (t) ise

T x

/xdxlff(t)dt _ /f(t)dt/d:cl

c t
T

~ [@-nswa

yazilir. Boylece iki integral bir tek integrale doniigmiis olur.

n = 3 ise bu durumda

x T
D210 = [dn| -0 @a
olur. Benzer iglemler altinda
D) = (10t [ (@ - t)dn
c t

[(z— 1)
= /Tf(t)dt

c

olacaktir. Dolayisiyla bu islem n— kez uygulandiginda (42) ifadesi
)n—l

K, (2.t) = %

olmak tizere (43) indirgenmis olacaktir. Boylece

xT

/ (x— )" f (1) dt (44)

C

1
DNf(t) = =——
olarak yazilir. (44) ifadesinin sag tarafi sifirdan biiyiik her n reel sayisi i¢in

anlaml olacagindan v—ci mertebeden f nin kesirli integralini

xT

—/(x—t)”‘lf(t)dt,Reu>0

Cc

yazabiliriz.
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3.3 BAZI YENI KESIRLi INTEGRAL ESITSIZLIK-
LERI

Ik olarak asagidaki Cebysev fonksiyonel gozoniine alalim:

f ve g, [a,b] araliginda integrallenebilir, sekronize iki fonksiyon yani her

z,y € [a,b] i¢in (f(x) — f(y))(g(z) — g(y)) > 0 olsun. O halde

1(.9) = = | O — (/ bf(w)dw) =t bg<x>dx))

(45)

dur.
Riemann-Liouville kesirli integral tanimi yardimiyla, f(¢) = ¢* fonksiy-
onun kesirli integrali

(p+1)

Jt = ————
I'(a+p+1)

toth, a>0,u>-1,t>0 (46)

yazilir.
Teorem 3.3.1 [0, oo araliginda f ve g iki senkronize fonksiyon olsun.
Her ¢t > 0,a > 0 i¢in agsagidaki esitsizlik vardir:

I'(a+1)

T (fg) (1) 2 —

JUf(t) T (t) (47)
Ispat. [0, o[ araliginda f ve g senkroize fonksiyonlar olsun. Her 7 > 0, p >
0 i¢cin

(f () = F(p))(g(r) —g(p)) = 0 (48)

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

f(m)g(r) + f(p)glp) > f(T)g(p) + f(p)g(T) (49)

yazilir. Simdi (49)esitsizliginin her iki tarafim (t_lf(z;il , 7 € (0,1t) garparsak

(t—7)*"

(o) f()g(7) (o) f(p)a(p) (50)
(t—7)*" (t—7)"
> T @) f(T)g(p) + Wf(p)g(ﬂ



olur. Buradan da (50) de (0,¢) aralig1 iizerinde 7 ya gore integral alirsak,

1 ' a—1 1 t a1
F(a)/o (=) fn)g(r)dr + (a)/o (t=7)""" f(p)g(p)dtp1)
—1 t a-l 1 ! a—1
= F(a)/o (t=7) f(T)g(p)dTer/o (t=7)"" f(p)g(7)dr

bulunur. Sonug olarak,

7 &fg)(t)-+(f(p)g(p)i:%53-/§ (t— 1) Vdr (52)

Mt—TailTTmt—TailTT
> 28 [e—ny s+ L8 [ = ry oo

elde edilir. Boylece biz asagidaki ifadeyi yazabiliriz,

JU(f9) @) + f(p)g(p)J* (1) = g(p)J* (F) (&) + F(p)J* (9) (1)~ (53)

O halde (53) in her iki tarafim p()) ,p € (0,t) ile garparsak,

(t=p)"" (t— p)" )
T (a) J (fg)(t”Wf(p)g(p)J (1) (54)

(t—p o (t_p)a «a
> ey g(p)J* (f) (t) + () f(p)J* (g) (t)

olur. Buradan da (54) ifadesine (0,t) aralig: iizerinde p ya gore integral

-1

alirsak,
J(fg) (1) /0 (t;f O); dp + f(g)) /0 F(p)g(p) (t = p)*~"dp (55)
> TR [t atodp + T [ o s
bulunur. Dolayisiyla
J(fg) () = i )J“ (f) (£) J* (9) (t) (56)

elde edilmis olur. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3.2 f ve g, [0, 00 araliginda integrallenebilir iki fonksiyon

olsun. Her ¢t > 0,a > 0,3 > 0 i¢in,

(07

8
o VDO + rEp (90 (57)
> J*(f) () T (9) (&) + T (f) (1) T* (9) (¢)
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dir.
Ispat.Yukaridaki teoremin ispatindaki gibi benzer argiimanlar kullanilarak

agagidaki ifadeyi yazabiliriz.

_ \B8-1 _ \B-1
o= 0+ O S (59)
RV RV AST
> Ll (1) 0+ L ) (0) ).
Burada (58) ifadesine (0,t) aralig: iizerinde p ya gore integral alirsak,
o ' (t— P)ﬁ ' Ja —1
(a0 [ 5 D [ 101006 (- " dp 59

FOO T g .
> S [0 st + /O<t 0P F(o)dp

elde edilir.

Uyari. (47) ve (57) esitsizlikleri, fonksiyonlar [0, co[ aralig: iizerinde
senkronize fonksiyonlar olmadiginda gegerli degildir. ((f(x) — f(y))(g(x) —
9(y)) <0, her z,y € [0, 00])

Uyari. (57) de a@ = 3 alarak, (47) elde ederiz.

Teorem 3.3.3 f;_;

n » her n degeri igin [0, oo[ aralig: {izerinde pozitif

-----

artan fonksiyonlar olsun. Her ¢t > 0, a > o igin

(H ﬂ) > (J* (1) H TS (t (60)

dir.
Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin tiimevarim yontemini kullanalim.
Agiktir ki n = 1 igin J*(f1) (t) > J*(f1) (t) esitsizligi her ¢t > 0, « > 0

vardir. (47) de n = 2 igin uygularsak agagidaki esitsizzligi elde ederiz:

J(fuf2) (8) = (J (1) T (f) () T (f2) (8) t>0,0>0.

Simdi varsayalim ki (tiimevarim geregi)

(Hf) > ( 2”HJ‘”‘f, : t>0,a>0  (61)
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n—1
dir. fi—1,., hern degeriicin pozitif artan fonksiyonlar oldugundan , (H fi> (t)

i=1
n—1

de artan fonksiyondur. Dolayisiyla (47) de fonksiyonlar H fi=9, fuzy
i=1

olarak uygulayabiliriz, yani

(Hﬁ) = J*(fg) (t) > (H ﬁ) t)J* (fa) (t) (62)

olur. Boylece, (61) dikkate alinarak agagidaki ifade elde edilir :

(Hﬁ) > (J* (1) ( (HJ%) £) I (f2) (1) (63)

Buda ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3.4 f ve g , [0,+00] araliginda iki fonksiyon olsun dyleki f
artan, g tiirevlenebilir ve « reel sayis1 mevcut olsun. m := inf;>o ¢'(¢) olmak

tizere her ¢ > 0, > 0 igin

L) () + m (1)

U (f9) (6) = (J* () (H) (07 (9) () = —
(64)

dir.
Ispat. h(t) := g (t)—mt fonksiyonu tanimlayalim. Bu & fonksiyonunun
tiirevlenebilir ve [0, 400 araliginda artan oldugu agiktir. (47) i kulanarak

biz asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

Fllo=mt) f () = (F ) IO 0 - maw) (65)
S ) e () @) s () — "I )

I'(a+2)
> )OO0 - T () 0
> ()T (0T ()~ S (1) (1)

Bundan dolayn,

Lo () () +mJ* (tf (1) t> 0,0 >0

T () (1) = (7 () I () (0T (9) (=
(66)
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yazilir. Boylece teorem kanitlanmig olur.
Sonug. f ve g, [0, +oo[ araliginda tammlanmig iki fonksiyon olsun.
(A) f azalan, g tiirevlenebilir ve reel bir « sayis1 mevcut olsun. M :=

sup;>q ¢ (t) olmak tizere her ¢ > 0, > 0 icin asagidaki ifade yazihr:

Mt

T (f9) (1) 2 (I () () (0T (9) () =

JU() @)+ M (tf (1))
(67)

(B) f ve g tiirevlenebilir iki fonksiyon ve my := inf;>o f(x), ma =

inf;>0 ¢'(t) olmak iizere agagidaki ifade yazilir.

J*(fg) (t) — miJ%g (t) — maJotf () + myimaJot? (68)

> ()T () T (9) (1) = ma LT g (£) — maJ L f (£) + mymy (J°1)°) .

(C) f ve g tiirevlenebilir iki fonksiyon ve M; := sup,.q f'(t), My :=

sup;q ¢ (t) olmak tizere asagidaki esitsizlik verilir.

J*(fg) (t) — My J%g (t) — MaJOtf (t) + My My Jt (69)
> (JO) () () T () (£) — My JotJ%g (1) — My J“tJ® f (£) + My My (J°1)%)

Ispat. (A) (47) de f ve G(t) := g(t) —mat olarak alimirsa ispat tamamlanir.
(B) (47) de F ve G fonksiyonlari, F'(t) := f(t) —mat, G(t) := g(t) — mat
olarak alinirsa ispat tamamlanir.
(C) (47) de F(t) := f(t) — Myt, G(t) := g(t) — Myt olarak alinirsa ispat

tamamlanir.
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4 BULGULAR VE TARTISMA

4.1 k- KESIRLI INTEGRALI

Kesirli integral ve uygulamalar: son yillarda ki ¢alismalar énemli bir oranda
artig gostermistir. Kesirli integralin bilinen formlar1 i¢in oldukca yogun
caligmalar yapilmigtir. Kesirli integral hesaplamalar ile ilgili gelismeleri
gozoniine alarak agagidaki siralamayr verelim. « € R parametresi igin
Riemann-Liouville kesirli integrali

Jff(x):ﬁ/ (x—t)* L f(t)dt, a>0, z>a,

seklinde tanimlanir ve bu integral n € N icin

/ dtl/ dt,.. / n)dty, —ﬁ/j (x — )" f(t)dt,

Cauchy integral formiilii yardimiyla elde edilir. Hadamard kesirli integrali,

Hadamard tarafindan agagidaki gibi tanimlanmigtir:

T dt

JIf(x) = ﬁ/j <log ;)al f(t)?, a>0, z>a,

ve bu integral de n € N icin

[ [ S L (2

yardimiyla yazilir. Katugampola, Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli

integralinin bir genellestirmesini o € N igin,

/j dt, /atl dts... /atn_l F(tn)dt, = ﬁ /: (w =" f(t)dt,

dir. « reel oldugunda

JE () = ﬁ / (w0 (o)

yukaridaki form verilir.
Mubeen ve Habibullah tarafindan Riemann-Liouville tipi kesirli integrali

icin agagida k-kesirli intregrali verilmigtir.
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£l

! f®)dt, a>0, z>0.

@) = s | @)

Dikkat edilirse, £ — 1 olarak limit alinirsa, k-kesirli integrali klasik Riemann-

Liouville kesirli integraline doniistir.

4.2 k-RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRAL

Burada yukarida verilen k-Rimann-Liouville kesirli integralini belli kogullar
altinda asagida verelim. « negatif olmayan reel bir say1 olsun. f ,I’ = (0, 00)
iizerinde parcal siirekli ve I = [0, oo] araligi herhangi bir sonlu alt aralik

tizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda ¢ > 0 i¢in

kaf(fﬂ):@/j(m—t)

k-Riemann-Liouville kesirli integrali i¢in agagidaki sonuclar1 verelim.

>

-1 f®)dt, = > a. (70)

Teorem 4.2.1 f € Ly|a,b], a > 0 olsun. O halde ;J¢ f(x) hemen hemen
her yerde [a, b] iizerinde tanimh ve J2 f(x) € Lq]a,b] dir.

Ispat. Bir P doniisiimii tanmmlayalim P : A := [a,b] X [a,b] — R,
Pi(x,t) = [(m . t)%—lh ,ve P =P, +P_

I/\
I/\

(x—t)" ' a<t b
P+(l‘7t> =
0 ,a < b.

IA
~
IA

Boylece, A iizerinde P 6lgiilebilir oldugundan

/:P(x,t)dt: /amp(x,t)dt: /a”” (x— )¢ 'dt = E(x—a)%,

Buradan da

/ab (/abp(a:,w |f(x)|dt) de = /ab|f(x)| (/abp@,t)dt) dr

b
- 5/<x—m%u@nm

«

IA

o k
b_ak/ﬁf o == (b= )% | £(@)llyj0 <
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yazilir. Tonelli teoreminde, A iizerinde @) : A — R olacak gekilde Q(z,t) :=
P(z,t)f(z) integrallenebilir oldugu verilmigtir. Fubini’s teoreminde t €
la, b] igin, [a, b] tizerinde fab P(x,t) f(z)dx integrallenebilir fonksiyondur. Bun-
dan dolay1, yJS f(z), [a,b] iizerinde integrallenebilirdir.

Simdi k-Riemann-Liouville kesirli integral yari grubunun ozelliklerini
verelim.

Teorem 4.2.2 a > 1, k> 0ve f & Ly[a,b] olsun. ,J¢f € Cla,b] dir.

ispat.% = 1 i¢i ispat agiktir. O halde ¢ # 1 oldugunu varsayalim.

k

z,y € [a,b], r <y ve x — y olsun. O halde

o f(2) =1 J3' f ()]

- | e oa- [Tu-0tt o
N /{:Fkl(a) /;@—t)z_lf(t)dt—/:(y—t)%‘lf(t)dt—/:(y_t)%—lf(t)dt‘

IN

(=0 = - i

’frkl(oé) {/aj
< me {JC

v@nw+/ww—w%4uanﬁ}

(- - (-

O+ =2 1 Ol

dir. Burada z — ¥ icin (z — )¢ " — (y — ¢)* " olacagindan
=0t -0t o
vardir. Bundan dolay1
(@-nF = -0 <20 -0

esitsizligi saglar. Bu nedenle, baskin yakinsama teoremini elde ederiz. x —
y kabiiliinden, )(x — t)%fl —(y— t)%fl‘ — 0 ve xJOf € Cla,b] dir.

Simdi biz k-Riemann-Liouville kesirli integralinin yarigroup ozelligini
asagidaki sekilde verelim.

Teorem 4.2.3 f , I da siirekli ve o, § > 0, a > 0 sartlar1 saglasin. Her

x i¢in,
o [ Rl f(@)] = wJotP f(2) = w7 [R5 f(2)]. k>0
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dir.

Ispat k-kesirli integrali ve Dirichlet’s formiilii kullamlarak

W] = g [ @0 o (1)
1 v a_q 1 t %_1
= mw ) e g [ e 0w

= o (Oj) S /:f(T) [/ ( — 1)F! (t—r)i_ldt] dr

yazilir. Son integralde degisken degistirmesi yapilirsa, y = (t — 7) / (z — 7) ;

[ @ N (1 )ty ay(r)

atpB

Tt-nildt = (@-1)

>

a+p 1

= (z—7) % " kBi(a, B),

olur. k-beta fonksiyonu ile (71) ve (72) ifadelerinden

R e e M R (G

= WIS f ().

olur. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.4. «,3 > 0, a > 0 olsun. Bu durumda

['(8) atf_y

Wz —a) ) = @—a)* ", k>0 (73)

- Tu(a+5)
dir.

Ispat k-kesirli integral tanmmimin yardimiyla, y = (z —t) / (x — @) doniigtimii

yapilirsa
a N ()% 7 oy atb_y
pJi(x—a)r ™) = KT (a) /a (x —1) (t—a) dt
_ M ; (x_a)%il /1(1_ )rL F-1g
(- a)#fl
- %Fk(a) Bk(a76)



elde edilir.
Uyaril: (73) den k& — 1 i¢in limit alimirsa
_ I'(5) _
« _ 5 1 — _ a—l—B 1
e =) = s oo
dir.

Sonug: «, > 0 igin

(1) = —1 T —q)F 2
kJ(L (]‘) - %Fk<a+ ]’{f) ( ) (74)
dir.

Uyari2: (74) de k — 1 igin agagidaki sonug elde edilir.

Ja(1) = ﬁ (- a)* 2.

4.3 BAZI YENI k-RIEMANN-LIOUVILLE KESIiRLI
INTEGRAL ESITSiZLIKLERI

Chebeyshev-Griiss tipli esitsizlikler, k- kesirli integral yardimiyla asagidaki
gibi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. f, g fonksiyonlar1 [0,00) itizerinde tamiml senkronize
fonksiyonlar olsun. Bu durumda her t > a > 0, a > 0, S > 0 olmak iizere

W2 fg(t) > J;(l) WO F(E) 12 g(E) (75)

o F9(t) kT (D) + kD fe(t) w5 (1) = kIS f(8) 6 0g(t) + 6 J5g(t) 5 J7F(2).
(76)

dir.
Ispat f ve g fonksiyonlar [0,c0) tizerinde tamml senkronize fonksiyon

olduklar1 i¢in her =,y > 0 olmak iizere

(f (@) = f(y)) (g (x) —g(y)) > 0.
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dir. Yani,

f@)g@)+fwely)>f@) g+ [y g (77)

dir. (77) de her iki tarafi m (t — z)* ! ile carparsak ,(a,t) arahgmda z’

e gore integral alinirsa,

v

ko fgt)+ f () g () wJg(1) =g ) wJoft)+ f(y) wtgg(t). (78)

elde edilir. (78) de her iki tarafi m (t — y)* 'carpasak ve (a, t) arahgmda

y’e gore integral alindiginda,

dir.




ve ilk esitsizlik kanitlanmigtir.

(78) de her iki tarafi m (t— y)gf1 ile carpasak ve (a,t) araliginda y’e

gore integral alindiginda,

dir. Buradanda
KJEFt) W J2(1) + kJEfg(t) 1 JE(1) > kJOF () 1 JPg(t) + £ I2g(t) 1P f(2)

olup ikinci esitsizlik kanitlanmis olur. Bu da ispati tamamlar..
Teorem 4.3.2. f,g , [0,00) iizerinde sekronize fonksiyonlar ve h > 0

olsun. t >a >0, a >0, /> 0 igin

1 5.9 14
AR (t—a) kg fgh(t)
1 a s
+m (t—a) 1J2 fah(t)

> WO fh() k798 + kISgh(t) kT F(8) = kEh(t) k) Fo(t) — w5 fo(t) k(D)

+ w e f(8) kD gh(t) + wJSg(t) kJL fA().

dir.
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Ispat. f veg, [0, 00) iizerinde senkronize fonksiyonlar ve h > 0 oldugu

icin her x,y > 0 olmak {izere

(f () = f(y) (9 (x) — g(y)) (h(x) + h (y)) = 0.

yazilir. Yukaridaki ifadeyi agarsak,

f(@)g(@)h(x)+ f(y)gy) h(y) (79)
> f(@)gy)h(@)+ f(y)g@)h(z)—f(y)gy) h(z)

—f (@) g @) h(y)+ (@) g ) h(y) + [ (y)g(x)h(y).
elde edilir. (79) de her iki tarafi ﬁ(a) (t —z)* ' ile carpip ve (a,t) ar-

aliginda z’e gore integral alinirsa,

1 t -
m/ (t —a)* " f(2) g () (z)de

ka(a)
> 00) g [ -0 @A) ds
0y [ =0 g @ h @) ds

T W) gy [ =0 @)

1

—h(y) KTy (0)

/ (t— ) f (0) g (2) de

9 s [ =P @) e

+f(y) h(y) kal(a) / (t — I)%fl g (x)de.
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dir. Yani,

kg fah(t) + f (y) g (y) h(y) v /g (1)

(80)

> g(y) wJS )+ () wJagh(t) — f(y)g(y) £Jih(t) — h(y) &5 fo(t)

+9 (W) h(y) xJo f) + f(y)h(y) &Jig

elde edilir. (80) de her iki taraf m (t —

aliginda y’e gore integral alinirsa,

(1)

8
y)* " ile carpihp ve (a,t) ar-

AV

efoh ) [ -

1y (1)

@ s [ = 0F g dy

+ ng‘gh(t)

— kJg h(t)

1
kL' (B)

— xJq fg(?)

+ ko f(t)

42



dir. Buradan da

RJEFh(t)e P (1) 4 JE (D)2 fgh(t) > W JOfR(t) o JPg(t) + wJ%gh(t) v JPf(t)
— W Jeh(t) kY fa(t) — WIS fa(t) kLRt

+ RS f () I gh(t) + 1k JSg(t) 1L fR(L)

elde edilir.
Sonug. f,g ,[0,00) iizerinde senkronize ve h > 0 olsun. Her t > a >
0, a >0, i¢in

| )
NCED] Jy fah(t)

> kg fR()edgg(t) 41 Jogh (e g f(t) —k Joh(E)e s fo(t)

(t —a)f

dir.
Teorem 4.3.3. f, g ve h, [0, 00) araliginda ii¢ monoton fonksiyon olsun.

Yani, her z,y € [a, t]

(f () = f(y)) (g (x) = g(y)) (h (x) = h(y)) = 0

sart1 saglansin, her ¢t > a >0, a > 0, 5 > 0 olmak iizere,

1 B_o o
GEETD) (t—a) kg fgh(t)
L - I fenlt)

%Fk(& -+ ]f) Fa

> W JOSRE) W JDg(t) + kS gh(t) kY F(E) — kJER(E) W JL fa(t) + kS fo(t) k) h(t)

—k S () 6 Igh(t) — wJg(t) &) fA(E).
dir.
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Ispat. Teorem 4.3.2. nin ispatiyla benzerdir.
Teorem 4.3.4.  f ve g, [0,00) iizerinde iki fonksiyon olsun. Her
t>a>0, a>0, >0 olmak iizere k-kesirli integrali i¢in

1

m(t—@)r2 kIO (t) (81)
P (t—a)* % L J0g2(t)
Tola + k) ko d

> 2 JOf(t) 1 JP(t)

ve

wo F2) ko () + 1L () ke gt (8) 2> 2 5 fg(t) 1J7 fa(t) (82)

dir.
ispat Ispat icin,
(f(z) = g(y)* >0

esitsizligini kullanalim. Bu durumda ,

P (@) + ¢*(y) = 2f(x)g(y) (83)

o 8

dir. (83) da her iki tarafi m (t—x)5 " ve m (t —y)5 " ile carpip
a,t) araliginda x ve y'e gorne integral alimirsa elde edilir. Diger

. (a,t) arahgnd ye gome integral almisa, (81) elde edilir. Dig

yandan,
(f(z)g(y) — f(y)g(x))* =0

ifadesi i¢in yukaridaki sartlara uygun uygulamalar yapilirsa (82) elde edilir.
Sonug. f ve g, [0,00) araliginda iki fonksiyon olsun. Her ¢ > a >

0, a > 0 olmak {izere k-kesirli integrali i¢cin asagidaki esitsilikler saglanilir.

m (t—a)s ™ [ f2(t) + w262 (1)]

> 243 (1) wJ3g(t)

RO W JEGP () = WIS Fat)])
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Teorem 4.3.5 f:R — R seklinde tanimh ve

f@ﬁi/tﬁ@ﬁ,x>a20
olsun. Bu durumda o > k£ > 0 i¢in

1

? ke  f(2)

kg ()

dir.
Ispat. k-kesirli integrali tanimi yardimiyla ve Dirichlet’s formiilii kul-

lanilirsa,

(@) = kF:(a) /:(x—t)%—l / F(u)dudt

_ kF:(a) / " ) / 1) dtdu

- Fk(oz1+ k) /: S

= kRJif ().

R

wf(u)du

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Asgagidaki gibi Cauchy-Buniakovsky-Schwarz esitsizligini verelim.

Lemma. f,g,h: [a,b] — [0,00) , a < b siirekli fonksiyonlar olsun. Bu

durumda

(/ b s owwroa) ([ bg”(t)hﬁ(t)f(t)dt) - (/ bg%t)h"?(t)f(t)dt)z
(54)

dlr'ispat.

b b b 2
/ {ng@hr(t)f(t)\/ / g"(t)hS(t)f(t)dt—\/g"(t)hS(t)ﬂt)\/ / gm(t)h’“(t)f(t)dt] it > 0
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dt >0

/b m(O () fE) [P g (t)h )dt+ g"( (t) 2 g™ (t)hr (8) f(t)dt
a —2g$ VR () f(t \/fg dt\/ng Yhs (t) f(t)dt

oldugu aciktir ve ayrica

2 ([ emosar) ([ o)
> 9 ( / bg"?"a)h"z“(t)f(t)dt) \/ / bgm<t>hr<t>f<t>dt\/ / g (one(t) f (1)

Bu istenen egitsizligi verir.

Teorem 4.3.6. f € L [a,b] olsun. Bu durumda her k,m,n,r, s > 0 ve

a > 1 i¢in

fspat. (84)da g(t) = (z —t)* ', f(t) = m ve h(t) = f(t) olarak

alalim.

(lﬁoo JACEURERC dt> ( o [ -t

> (o [ @0 <t>dt)2

Yazilarak (85) elde edilir.

—~

|
AR
SN~—

s
»
~
~
SN~—
IS
~

N————

Uyar:. (85)de k =1 alinirsa agagidaki esitsizlik elde edilir.

(Jm(afl +1fr ( J;(afl)Jrlfs (SL‘))
> (O @)

dir.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Tezin son kisminda Riemann Liouville kesirli integralin bir genellesmesi olan
k-Riemann Liouville kesirli integrali verilerek bazi temel ¢zellikler verim-
istir. Daha sonra, k-Riemann Liouville kesirli integrali bazi yeni egitsizlik-
ler elde edilmigtir. Literatiirde mevcut olan bir ¢ok integral esitsizlikleri
icin de k-Riemann Liouville kesirli integrali kullanilarak yeniden elde etmek

miimkiindiir.
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