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ÖZET 

k-KESİRLİ İNTEGRALLER İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLER ÜZERİNE 

Aysel Karaca                                                                                                                        

Düzce Üniversitesi                                                                                                                               

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı                                                                               

Yüksek Lisans Tezi                                                                                                                  

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki Sarıkaya                                                        

 Mayıs 2014, 53 sayfa 

 

Bu tezde Riemann-Liouville kesirli integralin genelleşmesi olan k-Riemann-Liouville 

kesirli integral olarak adlandırılan kesirli integrali verilerek bazı özellikleri verildi. Daha 

sonra, k-Riemann-Liouville kesirli integrali kullanılarak bazı yeni integral eşitsizlikleri 

elde edildi. 

 

Anahtar Sözcükler: Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Kesirli İntegraller ve Kesirli 

Türevler, Konveks Fonksiyonlar. 
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ABSTRACT 

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR k-FRACTIONAL 

INTEGRALS 

 

 

Aysel Karaca 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarıkaya 

May 2014, 53 pages 

    In this thesis, we presents a new fractional integration is called k-Riemann-Liouville 

fractional integral, which generalizes the Riemann-Liouville. Then we give some properties of 

the k-Riemann-Liouville fractional integral. Later, using the k-Riemann-Liouville fractional 

integral, we establish some new integral inequalities. 

     

Keywords: Convex Functions, Fractional Integrals and Fractional Derivatives, Hermite-

Hadamard's Inequality. 
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EXTENDED ABSTRACT 

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES 

 FOR k-FRACTIONAL INTEGRALS 

 

Aysel Karaca 
Düzce University 

Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki Sarıkaya 

May 2014, 53 pages 

 

 

1. INTRODUCTION: 

   Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the 

development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of 

importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are powerful 

mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of solutions of 

various types of differential, integral and finite difference equations. Because of its 

usefulness and importance, such inequalities have attracted much attention and a great 

number of papers, surveys and monographs have appeared in the literature. 

    This thesis consists of four chapters. In the first chapter, of how the concepts of 

fractional integral and fractional derivative is given. In the second chapter, all the 

necessary definitions and basic theorems for this study have been given. The third section, 

the derivation of the fractional integrals and fractional derivatives and methods of solution 

on this issue are given. In the fourth chapter, the implementation of the Hermite-

Hadamard-type inequalities for k-fractional integrals are obtained. 

 

2. MATERIAL AND METHODS: 

It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively 

described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These nonlocal 

conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured directly. 
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive growth. 

Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research papers 

have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev, Grüss, 

Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and monographs 

published during the past few years described much of the progress. 

 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

It is remarkable that Sarikaya et al. (2013) initial give some interesting integral 

inequalities involving k-Riemann-Liouville fractional integrals. Later, using the k-

Riemann-Liouville fractional integral, we establish some new integral inequalities. 

  

 



1 G·IR·IŞ

Kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬ ilk olarak Liouville taraf¬ndan

duyuruldu. Kesirli türev ve kesirli integral kavram¬türev ve integrallerin

sadece tamsay¬lar için varm¬d¬r sorusundan yola ç¬k¬larak ortaya ç¬kt¬. Euler

kesirli türevi ele ald¬. 17. yüzy¬ldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange,

Abel, Liouville ve di¼ger bir çok matematikçinin, kesirli mertebe için diferan-

siyel ve integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü çal¬̧smalar¬yla geli̧s-

meye başlanm¬̧st¬r. Key� mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlar¬,

tamsay¬mertebeli türev ve n-katl¬ integralleri birleştiren ve genelleştiren

kavramlard¬r.

Uygulamal¬alanlarda kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬hakk¬nda

birçok çal¬̧sma olmas¬na ra¼gmen herhangi bir monogra� yay¬nlanmam¬̧st¬r.

Bunun üzerine [S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev](1993) taraf¬n-

dan bu boşluk doldurulmuştur. Kesirli türev ve kesirli integral kavramlar¬

ile geni̧s kapsaml¬bir monogra� yay¬nlanm¬̧st¬r.

Kesirli diferansiyel teorisi çeşitli madde ve i̧slemlerin kal¬tsal özellik-

lerinin tan¬mlanmas¬nda kullan¬labilecek çok iyi bir araçt¬r. Bu ise tamsay¬

mertebeli türevlerle kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬zaman, kesirli türevler için önemli bir

avantajd¬r. Kesirli türevlerin bu avantaj¬nesnelerin mekanik ve elektrik-

sel özelliklerinin matematiksel modellemelerinde, ak¬̧skanlar teorisi, elektrik

devreleri, elektro-analitik kimya gibi di¼ger bir çok alanda kullan¬lmaktad¬r.

Dördüncü bölümde ise ele ald¬¼g¬m¬z konveks fonksiyonlar¬n tarihi çok

eskiye dayanmakla birlikte başlang¬c¬ 19. yüzy¬l¬n sonlar¬ olarak göste-

rilebilir. 1893�te Hadamard�¬n çal¬̧smas¬nda aç¬kça belirtilmese de bu tür-

den fonksiyonlar¬n temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra li-

teratürde konveks fonksiyonlar¬ ima eden sonuçlara rastlan¬lmas¬na ra¼g-

men konveks fonksiyonlar¬n ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 y¬llar¬nda
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J.L.W.V. Jensen taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬¼g¬ve Jensen�¬n bu öncü çal¬̧smalar¬ndan

itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin h¬zl¬ bir geli̧sme gösterdi¼gi kabul

edilmektedir. Beckenbach ve Bellman (1961) ve Mitrinovic (1970) gibi pek

çok araşt¬rmac¬, konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler konusunu kitaplar¬nda

ele alm¬̧slard¬r. Bu çal¬̧smalar¬n birço¼gunu integral eşitsizlikleri oluşturmak-

tad¬r.

Bu tezde amac¬m¬z Rimeann Liouville kesirli integralin bir genelleşmesi

olan k-Riemann Liouville kesirli ineralin baz¬özellikleri verilerek bu kesirli

integral için baz¬yeni integral eşitsizlikleri elde edece¼giz.
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2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m, teorem, baz¬eşitlikler ve

temel özellikler verilecektir. Gerekli görülenler için ispatlar yap¬larak birer

örnek verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dönüşümlere

fonksiyonel denir.

Tan¬m 2.1.2 Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren

dönüşüme operatör denir.

Tan¬m 2.1.3 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 için

�(n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

ile tan¬mlan¬r. Bu integral n > 0 için yak¬nsakt¬r. Gamma fonksiyonun baz¬

önemli özelliklerini şöyle s¬ral¬yabiliriz.

i.�(n+ 1) = n�(n) = n!

ii. �(1
2
) =

p
�

iii.
1R
0

xp

1+x
dx = �(p)�(1� p) = �

sin p�
; 0 < p < 1

iv. 22n�1�(n)�(n+ 1
2
) =

p
��(2n):

Tan¬m 2.1.4 (Konveks Fonksiyon) f : [a; b] � R ! R fonksiyonu

her x; y 2 [a; b] ve � 2 [0; 1] için

f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Eşitsizlikte

"�" olmas¬ halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki

eşitsizlikte t = 1
2
al¬n¬rsa

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2

olur bu tip eşitsizlikleri sa¼glayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.
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Konveks Fonksiyonlar¬n Temel Özellikleri:

i. k tane fonksiyon Rn ! R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

f (x) =

kX
j=1

ajfj (x) ; aj > 0; (j = 1; 2; 3; :::; k)

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g : Rn ! R konkav ve S = fx : g (x) > 0g olsun. f : S ! R;

f (x) = 1
g(x)

olmak üzere f; S 0 de konvekstir.

iii. g : R ! R azalmayan ve konveks fonksiyon ayr¬ca h : Rn !

R konveks olsun. Bu takdirde; f : Rn ! R; f (x) = (g � h) (x) olarak

tan¬mlanan f bileşke fonksiyonu da konvekstir.

iv. g : Rm ! R konveks ve h; h (x) = Ax + B formunda h : Rn ! R

konveks olmak üzere (Burada A uygun matristir.)

f (x) = g (h (x))

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

vi. f ve g fonksiyonlar¬ J-konveks ise f (x) + g (x) de J-konvekstir.

vii. f; I 0 �de J-konveks ve g; I 00 de J-konveks ise bu takdirde f (x) g (x)

de I = I 0 \ I 00 de J-konvekstir.

Tan¬m 2.1.5 f : L1 [a; b] olsun. Üst ve alt J�a+f ve J
�
b�f Riemann-

Liouville integralleri s¬ras¬yla � > 0 ve a � 0 için,

J�a+f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 f(t)dt; x > a

ve

J�b�f(x) =
1

�(�)

Z b

x

(t� x)��1 f(t)dt; x < b

olarak tan¬mlan¬r. Burada � (�) bir Gamma fonksiyonu ve J0a+f(x) =

J0b�f(x) = f(x) d¬r.

Tan¬m 2.1.6 (Beta Fonksiyonu): m;n > 0 için

� (m;n) =

1Z
0

xm�1 (1� x)n�1 dx
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biçiminde tan¬mlanan � fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.1.7 (k-Gamma ve k-Beta Fonksiyonu): k-gamma fonksiy-

onu

�k (x) = lim
n!1

n!kn (nk)
x
k
�1

(x)n;k

olarak tan¬mlan¬r. Burada, (x)n;k = �n�1j=0 (x+ jk) ; k > 0 Pochhammer

k-symbol fonksiyonudur. e�
tk

k üstel fonksiyon dönüşümü için, k-gamma

fonksiyonunu

�k (x) =

Z 1

0

tx�1e�
tk

k dt

olarak tan¬mlan¬r.Aç¬kca,

� (x) = lim
k!1

�k (x) ;�k (x) = k
x
k
�1
�
�x
k

�
ve �k (x+ k) = x�k (x)

d¬r.

k-beta fonksiyonunu

Bk (x; y) =
1

k

Z 1

0

t
x
k
�1 (1� t)

x
k
�1 dt

şeklinde tan¬mlan¬r ve böylece k-gamma fonksiyonu ile ili̧skisi

Bk (x; y) =
1

k
B
�x
k
;
y

k

�
ve Bk (x; y) =

�k (x) �k (y)

�k (x+ y)

olarak ifade edilir.

Tan¬m 2.1.8 V boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun. Aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise, V kümesi K cismi üstünde bir vekt�or uzay{d¬r, denir.

(V 1) V kümesinde + ile gösterilen ve ad¬na toplama denilen bir i̧slem

tan¬mlanm¬̧st¬r ve (V;+) de¼gi̧smeli gruptur.

(1) Her u; v 2 V için, u + v tan¬ml¬d¬r ve u + v 2 V dir. Sözle ifade

etti¼gimizde, V kümesi toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r.

(2) Her u; v; w 2 V için, (u+ v) + w = u + (v + w) dir. Sözle ifade

etti¼gimizde, V kümesinde toplama i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r.
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(3) [90 2 V; (8u 2 V için, u+ 0 = u ve 0 + u = u)] d¬r. Sözle ifade et-

ti¼gimizde, V kümesinde toplama i̧sleminin etkisiz (birim) eleman¬vard¬r.

Bu etkisiz eleman¬0 simgesi ile gösterdik.

(4) Her u 2 V için, V kümesinde �u 2 ile gösterilen ve

u+ (�u) = 0 ve (�u) + u = 0

eşitliklerini sa¼glayan bir �u eleman¬ vard¬r. Sözle ifade etti¼gimizde, V

kümesindeki her bir u eleman¬n¬n toplamaya göre tersi vard¬r. u nun tersi

�u ile gösterilmi̧stir.

(5) Her u; v 2 V için, u + v = v + u tir. Sözle ifade etti¼gimizde, V

kümesinde toplama i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

(V 2) K � V ! V (a; u) ! au biçiminde, ad¬na skalerle çarpma i̧slemi

denilen bir fonksiyon tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyon aşa¼g¬daki önermeleri

do¼grular:

(a) Her a 2 K; her u:v 2 V için, a (u+ v) = au+ av:

(b) Her a; b 2 K; her u 2 V için, (a+ b)u = au+ bu:

(c) Her a; b 2 K; her u 2 V için, (ab)u = a (bu) :

(d)K n¬çarpmaya göre birim eleman¬1 oldu¼guna göre, V nin her eleman¬

için, 1u = u d¬r.

Tan¬m 2.1.9 V; reel say¬ cismi üstünde vektör uzay¬ ise, bu vektör

uzay¬na reel vekt�or uzay{ denir. V; karmaş¬k say¬ cismi üstünde vektör

uzay¬ise bu durumda V ye kompleks vekt�or uzay{ denir.

Tan¬m 2.1.10 
1 = [a; b] ;
2 = [c; d] �1 � a < b � 1; �1 � c <

d � 1 ve f (x; y), 
1 � 
2 üzerinde tan¬ml¬olsun. Bu durumda,

bZ
a

0@ xZ
a

f (x; y) dy

1A dx = bZ
a

0@ bZ
y

f (x; y) dx

1A dy
şeklindeki eşitli¼ge Dirichlet form�ul�u denir.

Tan¬m 2.1.11 (Mutlak Süreklilik) I � R, f : I ! R bir fonksiyon

ve (xk; yk) sonlu bir aral¬k olsun. Bu durumda, " > 0 için en az bir � > 0
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vard¬r öyleki, X
k

jyk � xkj < � )
X
k

jf (yk)� f (xk)j < "

d¬r. [a; b] üzerindemutlak süreklifonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ACn [a; b] ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.12 x; y 2 R;

jx+ yj � jxj+ jyj

şeklindeki eşitsizli¼ge üçgen eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.1.13 (Üçgen Eşitsizli¼ginin ·Integral Versiyonu) f , [a; b]

aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde������
bZ
b

f (x) dx

������ �
bZ
a

jf (x)j dx; (a < b)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 2.1.14 (Hölder Eşitsizli¼gi) a = (a1; a2; :::; an) ve b = (b1; b2; :::; bn)

reel veya kompleks say¬lar¬n iki n-lisi olsun. Bu takdirde

1

p
+
1

q
= 1

olmak üzere

a. p > 1 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

;

b. p < 0 veya q < 0 ise,

nX
k=1

jakbkj �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.1.15 (·Integraller için Hölder Eşitsizli¼gi) p > 1 ve 1
p
+ 1
q
=

1 olsun. f ve g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel fonksiyonlar, jf jp ve jgjq ; [a; b]

aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar ise

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

11



eşitsizli¼gi geçerlidir. (Mitrinovíc et al.1993).

Tan¬m 2.1.16 E ölçülebilir bir küme olmak üzere f bu küme üzerinde

tan¬ml¬ve reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda key�K say¬s¬için

E fx : f (x) > kg kümesi ölçülebilirse f fonksiyonuna �olç�ulebilir fonksiyon

denir.

Teorem 2.1.1 (Lebesque integralinin varl¬k teoremi) Sonlu ölçümlü

E kümesi üzerinde f fonksiyonu s¬n¬rl¬ve ölçülebilir ise f fonksiyonunun

Lebesque integrali vard¬r.

Tan¬m 2.1.17 I � R, f : I ! R bir fonksiyon ve 8x 2 I için

jf (x)j � K olacak şekilde bir K pozitif reel say¬s¬varsa f fonksiyonuna

s{n{rl{ fonksiyon denir.

Tan¬m 2.1.18 1 � p <1 olmak üzere

Lp = Lp =

8><>:f :
0@Z
E

jf (x)jp dx

1A 1
p

<1

9>=>; ; kfk1 =
0@Z
E

jf (x)jp dx

1A 1
p

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.1.2 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

a. f , (a; b) aral¬¼g¬nda süreklidir ve

b. f , [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Azpeitia 1994).

Teorem 2.1.3 f fonksiyonunun I aral¬¼g¬nda ikinci türevi varsa, f fonksiy-

onunun bu aral¬k üzerinde konveks olmas¬için gerek ve yeter şart x 2 I için

f
00
(x) � 0

olmas¬d¬r (Mitrinovíc 1970).

Teorem 2.1.4 (Grüss ·Integral Eşitsizli¼gi) f ve g; [a; b] aral¬¼g¬üz-

erinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve tüm x 2 [a; b] için

' � f(x) � �;  � g(x) � � (1)

koşulu sa¼glamak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlik vard¬r:

12



���� 1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx:
1

b� a

Z b

a

g(x)dx

���� � 1

4
(�� ') (�� ) :

Teorem 2.1.5 f ve g, [a; b] üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olarak

tan¬mlans¬n. Her x 2 [a; b] için (1) sa¼glan¬yorsa '; �; ;� reel sabitleri ver-

ildi¼ginde ve h : [a; b] �! [0;1) olmak üzere
R b
a
h(x)dx > 0 integrallenebilir

olsun. Bu durumda����Z b

a

h(x)dx:

Z b

a

f(x)g(x)h(x)dx�
Z b

a

f(x)h(x)dx:

Z b

a

g(x)h(x)dx

����(2)
� 1

4
(�� ') (�� )

�Z b

a

h(x)dx

�2
d¬r. Bu eşitsizlik için en iyi sabit 1

4
dir.

·Ispat. ·Ilk olarak

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f(x)g(x)h(x)dx

(3)

� 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f(x)h(x)dx:
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g(x)h(x)dx

=
1

2
�R b

a
h(x)dx

�2 Z b

a

Z b

a

(f(x)� f (y)) (g (x)� g (y))h (x)h (y) dxdy

olarak yaz¬l¬r.Burada Cauchy-Buniakowski-Schwarz integral eşitsizli¼gi uygu-

lan¬rsa,

13



264 1

2
�R b

a
h(x)dx

�2 Z b

a

Z b

a

(f(x)� f (y)) (g (x)� g (y))h (x)h (y) dxdy

375
2

(4)

� 1

2
�R b

a
h(x)dx

�2 Z b

a

Z b

a

(f(x)� f (y))2 h (x)h (y) dxdy

� 1

2
�R b

a
h(x)dx

�2 Z b

a

Z b

a

(g (x)� g (y))2 h (x)h (y) dxdy

=

24 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f 2 (x)h (x) dx�
 

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

!235
�

24 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

g2 (x)h (x) dx�
 

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

!235
bulunur. Buradan da

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f 2 (x)h (x) dx�
 

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

!2

=

 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx� '
!

� 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

(�� f (x)) (f (x)� ')h (x) dx

olup her x 2 [a; b] için (�� f (x)) (f (x)� ') � 0 olarak al¬n¬rsa,

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f 2 (x)h (x) dx�
 

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

!2
(5)

�
 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx� '
!

yaz¬l¬r. Benzer şekilde,

14



1R b
a
h(x)dx

Z b

a

g2 (x)h (x) dx�
 

1R b
a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx

!2
(6)

�
 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx� 
!

d¬r. Şimdi, (3), (4), (5) ve (6) eşitsizlikleri yard¬m¬yla����� 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x) g (x)h (x) dx

(7)

� 1R b
a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx:
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx

�����
�

 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx� '
!

�
 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx� 
!

yaz¬l¬r. Buradan da reel say¬lar için

4pq � (p+ q)2 ; p; q 2 R

temel eşitsizli¼gi kullanarak:

4

 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

f (x)h (x) dx� '
!
� (�� ')2

(8)

ve

4

 
�� 1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx

! 
1R b

a
h(x)dx

Z b

a

g (x)h (x) dx� 
!
� (�� )2

(9)

elde edilir. Bu da istenilen sonucu verir.

15



En iyi sabit için; her x 2 [a; b] için f(x) = g(x) = sgn
�
x� a+b

2

�
olarak

al¬n¬rsa,

1

b� a

Z b

a

f(x)dx = 1

1

b� a

Z b

a

f(x)dx =
1

b� a

Z b

a

g(x)dx = 0

�� ' = ��  = 2

istenilen (2) eşitsizli¼gi elde edilmi̧s olur.

16



3 MATERYAL VE YÖNTEM

·Integral ve diferansiyel kavram¬elementer kalkülüsdeki çal¬̧smalara benze-

mektedir. Örne¼gin, f (x) = x2 fonksiyonunun birinci mertebeden integraliR
f (x) dx = 1

3
x3 + c ve ayn¬fonksiyonun ikinci mertebeden integraliZ �Z

f (x) dx

�
dx =

1

12
x4 + c1x+ c2

d¬r. Benzer olarak d
dx
f (x) = 2x ve d2

dx2
f (x) = 2 d¬r. Bununla birlikte, f (x)

fonksiyonun 1
2
�ci mertebeden integrali ve türevi olabilir mi? Nas¬l tan¬m-

layabiliriz? Bu bölümde bu sorular¬n cevab¬n¬ aşa¼g¬daki şekilde vermeye

çal¬̧saca¼g¬z.

3.1 KES·IRL·I HESAPLAMALARIN BAŞLANGICI

Kesirli Hesaplamalar¬n başlang¬c¬n�ci mertebeden bir tamsay¬için türevin

anlam¬n¬n n� tamsay¬olmad¬¼g¬nda da olabilir mi sorusunun sorulmas¬yla

başlam¬̧st¬r. Bu soru 30 Eylül 1695 de L�Hopital taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Bir gün Leibniz mektubunda Dnx
Dxn

şeklinde f (x) = x fonksiyonun n�ci

türevini bu sembol ile gösterilmi̧stir. L�Hopital da adi bir şekilde n = 1
2

oldu¼gunda sonucun ne olaca¼g¬n¬sormuş ve Leibniz de cevaben "bir paradoks

gibi bir gün yararl¬bir sonuç olarak ortaya ç¬kacakt¬r" demi̧stir. Bu konu

bir çok büyük matematikçinin ilgisini çekmi̧stir. Bunlardan baz¬lar¬, Euler,

Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematikçil-

erdir.

1819 da Lacroix kesirli türev düşüncesini bir makale olarak ilk yay¬m-

layan matematikçidir. Ona vermi̧s oldu¼gu tan¬m¬aşa¼g¬daki şekilde verelim:

m pozitif tamsay¬olmak üzere y = xm fonksiyonunu alal¬m. n�ci mer-

tebeden türevini Lacroix

dny

dxn
=

m!

(m� n)!x
m�n;m � n (10)
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şeklinde bulmuş ve Legendre nin � sembolünü kullanarak genelleşmi̧s fak-

töriyel için
dny

dxn
=

� (m+ 1)

� (m� n+ 1)x
m�n (11)

şeklinde yaz¬lm¬̧st¬r. Son olarak m = 1 ve n = 1
2
için Lacroix

d
1
2y

dx
1
2

=
2
p
xp
�

(12)

elde etmi̧stir. Bununla birlikte kesirli operatörlerin ilk kullan¬m Lacroix

taraf¬ndan de¼gil Abel taraf¬ndan 1823 y¬l¬nda verilmi̧stir. Abel tautochrone

probleminin formülasyonundan ortaya ç¬kan bir integral denkleminin çözümünde

kesirli hesaplamalar¬uygulam¬̧st¬r.

Y¬llarca birçok matematikçi kendi notasyonlar¬n¬ve yaklaş¬mlar¬n¬kul-

lanarak tamsay¬olmayan mertebeden integral ve türev �krine uygun birçok

tan¬m vermi̧slerdir. Bu tan¬mlamalardan en popüler olarak ortaya ç¬kan

Riemann-Liouville nin tan¬m¬olmuştur. ·Ilginç olan bir kesirli türevin Riemann-

Liouville tan¬m¬Lacroix taraf¬ndan elde edilen (12) denklemine benzer sonuç

olmuştur. Riemann-Liouville kesirli integral ve türevin tan¬m¬na bakmadan

önce baz¬önemli matematiksel kavramlar¬verelim: Bunlar s¬ras¬yla Gamma,

beta, error(hata), Mittag-Le er ve Mellin-Ross fonksiyonlar¬d¬r.

Tan¬m 3.1.1 (Gamma Fonksiyonu)

x 2 R+ için

� (x) =

1Z
0

e�ttx�1dt (13)

olarak tan¬mlan¬r. Gamma fonksiyonun önemli bir özelli¼gi

� (x+ 1) = x� (x) ; x 2 R+ (14)

� (x) = (x� 1)!; x 2 N (15)

d¬r. (15) dan � (1) = 1 d¬r. Şimdi �
�
1
2

�
=
p
� oldu¼gunu gösterelim, (13)

den

�

�
1

2

�
=

1Z
0

e�tt�
1
2dt

18



yaz¬l¬r. t = y2 dönüşümü yap¬l¬rsa, dt = 2ydy olaca¼g¬ndan

�

�
1

2

�
= 2

1Z
0

e�y
2

dy (16)

olur. (16) ye denk olarak

�

�
1

2

�
= 2

1Z
0

e�x
2

dx (17)

yaz¬labilir. (16) ve (17) çarp¬m¬ndan,�
�

�
1

2

��2
= 4

1Z
0

1Z
0

e�(x
2+y2)dxdy

iki katl¬ integrale dönüşür. Bu integrali hesaplamak için kutupsal koordi-

natlara geçilirse,

�
�

�
1

2

��2
= 4

�
2Z
0

1Z
0

e�r
2

rdrd� = �

yani

�

�
1

2

�
=
p
�

elde edilmi̧s olur. Incomplete Gamma Fonksiyonu

�� (�; t) =
1

� (�) t�

tZ
0

e�xx��1dx;Re � > 0 (18)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1.2 (Beta Fonksiyonu)

x; y 2 R+ için

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt (19)

olarak tan¬mlan¬r. Beta fonksiyonu gamma fonksiyonu cinsinden

B (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
; x; y 2 R+ (20)

d¬r.
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Tan¬m 3.1.3 (Hata Fonksiyonu)

x 2 R için

Erf (x) =
2p
�

xZ
0

e�t
2

dt (21)

olarak tan¬mlan¬r. Hata fonksiyonun tümleyeni Erfc (x) olup

Erfc (x) = 1� Erf (x) (22)

ile gösterilir. (21) nin bir sonucu olarak Erf (0) = 0 ve Erf (1) = 1 d¬r.

Tan¬m 3.1.4 (Mittag-Le er Fonksiyonu)

Mittag-Le er fonksiyonu ex üstel fonksiyonun bir genelleştirmesi olup

kesirli hesaplamalarda önemli bir role sahiptir. Bir ve iki parametreli Mittag-

Le er fonksiyonun gösterimi

E� (x) =
1X
k=0

xk

� (�k + 1)
; � > 0 (23)

E�;� (x) =
1X
k=0

xk

� (�k + �)
; � > 0; � > 0 (24)

kuvvet serisi olarak tan¬mlan¬r. (24) deki seri (23) ün bir genelleştirmesidir.

Bu genelleştirme 1953 te Agarwal taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. (24) de verilen

tan¬m¬n bir sonucu olarak,

E�;� (x) =
1

� (�)
+ xE�;�+� (x) (25)

E�;� (x) = �E�;�+1 (x) + �x
d

dx
E�;�+1 (x) (26)

yaz¬l¬r. (26) eşitli¼ginden

d

dx
E�;�+1 (x) =

1

�x
[E�;� (x)� �E�;�+1 (x)]

d¬r. Dolay¬s¬yla � yerine � � 1 yaz¬l¬rsa

d

dx
E�;� (x) =

1

�x
[E�;��1 (x)� (� � 1)E�;� (x)] (27)
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olur. Şimdi (25) eşitli¼gini ispatlayal¬m. Bunun için (24) yard¬m¬yla

E�;� (x) =

1X
k=0

xk

� (�k + �)
=

1X
k=�1

xk+1

� (� (k + 1) + �)

=

1X
k=�1

x
xk

� (�k + (�+ �))
=

1

� (�)
+ x

1X
k=0

xk

� (�k + (�+ �))

=
1

� (�)
+ xE�;�+� (x)

elde edilir. Burada E�;� (0) = 1 d¬r. � ve � n¬n baz¬özel de¼gerleri için

Mittag-Le er fonksiyonu bilinen baz¬fonksiyonlara indigenir. Örne¼gin,

E1;1 (x) =
1X
k=0

xk

� (k + 1)
=

1X
k=0

xk

k!
= ex

E 1
2
;1 =

1X
k=0

xk

�
�
k
2
+ 1
� = ex2Erfc (�x)

E1;2 =
1X
k=0

xk

� (k + 2)
=
1

x

1X
k=0

xk+1

(k + 1)!
=
ex � 1
x

d¬r.

Tan¬m 3.1.5 (Mellin-Ross Fonksiyonu)

Mellin-Ross fonksiyonu eat nin kesirli integrali bulundu¼gu zaman ortaya

ç¬km¬̧st¬r. Bu fonksiyon incomplete gamma ve mittag-le er fonksiyonlar¬n

ikisi ile ili̧skilidir. Mellin-Ross fonksiyonu

Et (�; a) = t
�eat�� (�; t) (28)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Et (�; a) = t
�

1X
k=0

(at)k

� (k + � + 1)
= t�E1;�+1 (at) (29)

olarakta yazabiliriz.
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3.2 R·IEMANN-L·IOUV·ILLE KES·IRL·I ·INTEGRAL·I

Burada ilk olarak daha çok kullan¬lan cD
��
x f (x) x�ekseni boyunca key�

��ci mertebeden f (x) fonksiyonun kesirli integrali olarak tan¬mlayaca¼g¬z.

Bu notasyonda � pozitif reel say¬ve c ve x de integrasyon limitleridir.

� negatif olmayan bir reel say¬olsun. f , J
0
= (0;1) da noktasal sürekli

ve J = [0;1] n¬n herhangi bir sonlu alt aral¬¼g¬nda integrallenebilir olsun.

Bu durumda t > 0 için ��ci mertebeden f nin Riemann-Liouville kesirli

integrali

cD
��
x f (x) =

1

� (�)

xZ
c

(x� t)��1 f (t) dt; � > 0 (30)

olarak tan¬mlan¬r. (30) ifadesi birçok yolla elde edilebilir. Diferansiyel den-

klemler teorisinde kullan¬lan bir yaklaş¬m¬göz önüne alal¬m. Bunun için

y(n) (x) = f (x) (31)

y (c) = 0; y
0
(c) = 0; :::; y(n�1) (c) = 0

başlang¬ç de¼ger problemini göz önüne alal¬m.

H (x; t) =
(x� t)n�1

(n� 1)! (32)

Cauchy fonksiyonunu kullanacak olursak,

y (x) =

xZ
c

(x� t)n�1

(n� 1)! f (t) dt (33)

n¬n (31) denkleminin bir tek çözümü oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunu göster-

mek için tümevar¬m yöntemini kullanal¬m:

n = 1 için

y
0
(x) = f (x) ; y (c) = 0 (34)

olur. (34) denklemini çözersek,

xZ
c

y
0
(t) dt =

xZ
c

(x� t)1�1

(1� 1)! f (t) dt
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olup y (c) = 0 den

y (x) =

xZ
c

f (t) dt

elde edilir. n için (33) ifadesini do¼gru oldu¼gunu kabul edelim ve n + 1 için

do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

y(n+1) (x) = f (x) (35)

y (c) = y
0
(c) = ::: = y(n) (c) = 0

denklemini göz önüne alal¬m. y(n+1) (x) =
�
y
0�(n)

(x) oldu¼gundan u (x) =

y
0
(x) al¬n¬rsa (35) denklemi

u(n) (x) = f (x) (36)

u (c) = u
0
(c) = ::: = u(n�1) (c) = 0

olur. O halde n için do¼gru oldu¼gundan,

xZ
c

y
0
(t) dt =

xZ
z=c

0@ zZ
t=c

(z � t)n�1

(n� 1)! f (t) dt

1A dz
Dirichlet formülü kullan¬l¬rsa,

y (x)� y (c) =

zZ
t=c

0@ xZ
z=c

(z � t)n�1

(n� 1)! f (t) dz

1A dt
=

xZ
c

(x� t)n

n!
f (t) dt

olur. Burada y (c) = 0 oldu¼gundan

y (x) =

xZ
c

(x� t)n

n!
f (t) dt
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elde edilir ki bu da (33) denkleminin bir çözümüdür. (31) de f (x) y nin

n�ci mertebeden türevi oldu¼gundan f (x) in n� ci mertebeden integrali

olarak y (x) i gösterebiliriz. Yani

cD
�n
x f (x) =

1

(n� 1)!

xZ
c

(x� t)n�1 f (t) dt (37)

yaz¬l¬r. Son olarak n yerine herhangi bir � reel say¬s¬n¬ve faktöriyel yerine

de gamma fonksiyonu yaz¬l¬rsa (37) ifadesi (30) Riemann-Liouville kesirli in-

tegral tan¬m¬na dönüşür. c = 0 oldu¼gundan D�� notasyonunu kullanaca¼g¬z.

Örnek 3.2.1 Re � > 0; � > �1 olmak üzere D��x� hesaplayal¬m:

Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬ndan

D��x� =
1

� (�)

xZ
0

(x� t)��1 t�dt

=
1

� (�)

xZ
0

�
1� t

x

���1
x��1t�dt

=
1

� (�)

1Z
0

(1� u)��1 x��1 (xu)� xdu;
�
u =

t

x

�

=
1

� (�)
x�+�

1Z
0

u� (1� u)��1 du

=
1

� (�)
x�+�B (�+ 1; �) =

� (�+ 1)

� (�+ � + 1)
x�+�

elde edilir. Dolay¬s¬yla

D��x� =
� (�+ 1)

� (�+ � + 1)
x�+� ; � > 0; � > �1; x > 0 (38)

d¬r. Benzer olarak ��ci mertebeden k sabitinin kesirli integrali

D��k =
k

� (� + 1)
x� (39)
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d¬r. Özel olarak � = 1
2
ise

D� 1
2x0 =

� (1)

�
�
3
2

�x 1
2 = 2

r
x

�

D� 1
2x1 =

� (2)

�
�
5
2

�x 3
2 =

4

3

r
x3

�

D� 1
2x2 =

� (3)

�
�
7
2

�x 5
2 =

16

15

r
x5

�

yaz¬labilir.

Yukar¬daki örnekler genellikle kesirli integrallerin hesaplanmas¬n¬n kolay

oldu¼gu görülür. Ancak bu do¼gru de¼gildir. Gerçekten, baz¬kesirli integraller

üslü ifadeler, sinüs ve cosinüs gibi elementer fonksiyonlar bile büyük tran-

scendental fonksiyonlara yol açabilir. Şimdi bunlarla ilgili olarak aşa¼g¬daki

örnekleri verebiliriz.

a sabit olmak üzere f (t) = eat fonksiyonunu alal¬m. (30) tan¬m¬kulla-

narak,

D��eat =
1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 eaydy; � > 0 (40)

yaz¬l¬r. Burada x = t� y dönüşümü yap¬l¬rsa (40) ifadesi

D��eat =
eat

� (�)

tZ
0

x��1e�axdx; � > 0 (41)

olur. Aç¬kça, (41) ifadesi bir elementer fonksiyon de¼gildir. (28) ve (29)

Mellin-Ross fonksiyonlar¬cinsinden (41) ifadesi

D��eat = Et (�; a) = t
�E1;�+1 (at)

şeklinde yazabiliriz. Benzer olarak kesirli integrallerin tan¬m¬n¬n direk bir
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uygulamas¬yla baz¬de¼gi̧sken de¼gi̧stirmelerle, aşa¼g¬daki sonuçlar¬verebiliriz:

D�� cos (at) =
1

� (�)

tZ
0

y��1 cos [a (t� y)] dy = Ct (�; a) ;Re � > 0

D�� sin (at) =
1

� (�)

tZ
0

y��1 sin [a (t� y)] dy = St (�; a) ;Re � > 0

Özellikle, � = 1
2
al¬rsak

x =

r
2at

�
; c (x) =

xZ
0

cos t2dt ve s (x) =

xZ
0

sin t2dt

olmak üzere,

D� 1
2 eat = Et

�
1

2
; a

�
= a�

1
2 eatErf (at)

1
2

D� 1
2 cos (at) = Ct

�
1

2
; a

�
=

r
2

a
[c (x) cos (at)� s (x) sin (at)]

D� 1
2 sin (at) = St

�
1

2
; a

�
=

r
2

a
[c (x) sin (at)� s (x) cos (at)]

yaz¬l¬r. Baz¬durumlarda, di¼ger trigonometrik fonksiyonlar¬n kesirli integral-

lerin hesaplamas¬için basit trigonometrik özdeşlikler kullan¬l¬r. Örne¼gin,

cos (2x) = 2 cos2 x� 1 = 1� 2 sin2 x

için

D�� cos2 (at) =
t�

2� (� + 1)
+
1

2
Ct (�; 2a)

D�� sin2 (at) =
t�

2� (� + 1)
� 1
2
Ct (�; 2a)

yaz¬l¬r.

Daha çok kesirli integraller Riemann versiyonu

cD
��
x f (t) =

1

� (�)

tZ
c

(t� x)��1 f (x) dx
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ve Liouville versiyonuda

�1D
��
x f (t) =

1

� (�)

tZ
�1

(t� x)��1 f (x) dx

ile gösterilir. c = 0 için

0D
��
x f (t) =

1

� (�)

tZ
0

(t� x)��1 f (x) dx

ifadesine Riemann-Liouville kesirli integrali denir. � ve � skaler say¬lar¬için

D [�f (t) + �g (t)] = �Df (t) + �Dg (t)

oldu¼gu kolayca gösterilir. Benzer olarak kesirli integraller de lineerlik özelli¼gi

kolayca gösterilebilir.

n�tane integrali alarak

cD
�n
x f (t) =

xZ
c

dx1

x1Z
c

dx2

x2Z
c

dx3:::

xn�1Z
c

f (t) dt (42)

alal¬m. (42) deki f fonksiyonu x < b için [c; b] üzerinde sürekli oldu¼gunu

kabul edelim. (42) ifadesi Kn (x; t), n; x ve t nin bir fonksiyonu olan bir

çekirdek olmak üzere
xZ
c

Kn (x; t) f (t) dt (43)

şeklinde bir tek integral olarak yaz¬labilir. n tamsay¬ olmad¬¼g¬nda bile

Kn (x; t) anlaml¬fonksiyon olaca¼g¬n¬gösterece¼giz. Böylece, Re � > 0 tüm �

için cD
��
x f (t) i

cD
��
x f (t) =

xZ
c

K� (x; t) f (t) dt

şeklinde tan¬mlayaca¼g¬z.

Şimdi bunlar¬ ispatlamak için x < b olmak üzere G (x; t), [c; b] � [c; b]

üzerinde sürekli ise
xZ
c

dx1

x1Z
c

G (x; t) dt =

xZ
c

dt

xZ
t

G (x1; t) dx1
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yazabiliriz. Özel olarak G (x1; t) = f (t) ise

xZ
c

dx1

x1Z
c

f (t) dt =

xZ
c

f (t) dt

xZ
t

dx1

=

xZ
c

(x� t) f (t) dt

yaz¬l¬r. Böylece iki integral bir tek integrale dönüşmüş olur.

n = 3 ise bu durumda

cD
�3
x f (t) =

xZ
c

dx1

24 x1Z
c

(x1 � t) f (t) dt

35
olur. Benzer i̧slemler alt¬nda

cD
�3
x f (t) =

xZ
c

f (t) dt

xZ
t

(x1 � t) dx1

=

xZ
c

(x� t)2

2
f (t) dt

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla bu i̧slem n� kez uyguland¬¼g¬nda (42) ifadesi

Kn (x; t) =
(x� t)n�1

(n� 1)!

olmak üzere (43) indirgenmi̧s olacakt¬r. Böylece

cD
�n
x f (t) =

1

� (n)

xZ
c

(x� t)n�1 f (t) dt (44)

olarak yaz¬l¬r. (44) ifadesinin sa¼g taraf¬s¬f¬rdan büyük her n reel say¬s¬için

anlaml¬olaca¼g¬ndan ��ci mertebeden f nin kesirli integralini

cD
��
x f (t) =

1

� (�)

xZ
c

(x� t)��1 f (t) dt;Re � > 0

yazabiliriz.
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3.3 BAZI YEN·I KES·IRL·I ·INTEGRAL EŞ·ITS·IZL·IK-

LER·I

·Ilk olarak aşa¼g¬daki Cebysev fonksiyonel gözönüne alal¬m:

f ve g, [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir, sekronize iki fonksiyon yani her

x; y 2 [a; b] için (f(x)� f(y))(g(x)� g(y)) � 0 olsun. O halde

T (f; g) :=
1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx� 1

b� a

�Z b

a

f(x)dx

��
1

b� a

�Z b

a

g(x)dx

��
(45)

d¬r.

Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬yard¬m¬yla, f(t) = t� fonksiy-

onun kesirli integrali

J�t� =
� (�+ 1)

� (�+ �+ 1)
t�+�; � > 0; � > �1; t > 0 (46)

yaz¬l¬r.

Teorem 3.3.1 [0;1[ aral¬¼g¬nda f ve g iki senkronize fonksiyon olsun.

Her t > 0; � > 0 için aşa¼g¬daki eşitsizlik vard¬r:

J� (fg) (t) � � (�+ 1)

t�
J�f (t) J�g (t) (47)

·Ispat. [0;1[ aral¬¼g¬nda f ve g senkroize fonksiyonlar olsun. Her � > 0; � >

0 için

(f(�)� f(�))(g(�)� g(�)) � 0 (48)

oldu¼gunu biliyoruz. Bu nedenle

f(�)g(�) + f(�)g(�) � f(�)g(�) + f(�)g(�) (49)

yaz¬l¬r. Şimdi (49)eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬ (t��)
��1

�(�)
; � 2 (0; t) çarparsak

(t� �)��1

� (�)
f(�)g(�) +

(t� �)��1

� (�)
f(�)g(�) (50)

� (t� �)��1

� (�)
f(�)g(�) +

(t� �)��1

� (�)
f(�)g(�)
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olur. Buradan da (50) de (0; t) aral¬¼g¬üzerinde � ya göre integral al¬rsak,

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)g(�)d� + 1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)g(�)d�(51)

� 1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)g(�)d� + 1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)g(�)d�

bulunur. Sonuç olarak,

J� (fg) (t) + f(�)g(�)
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 d� (52)

� g(�)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)d� + f(�)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g(�)d�

elde edilir. Böylece biz aşa¼g¬daki ifadeyi yazabiliriz,

J� (fg) (t) + f(�)g(�)J� (1) � g(�)J� (f) (t) + f(�)J� (g) (t) (53)

O halde (53) in her iki taraf¬n¬ (t��)
��1

�(�)
; � 2 (0; t) ile çarparsak,

(t� �)��1

� (�)
J� (fg) (t) +

(t� �)��1

� (�)
f(�)g(�)J� (1) (54)

� (t� �)��1

� (�)
g(�)J� (f) (t) +

(t� �)��1

� (�)
f(�)J� (g) (t)

olur. Buradan da (54) ifadesine (0; t) aral¬¼g¬üzerinde � ya göre integral

al¬rsak,

J� (fg) (t)

Z t

0

(t� �)��1

� (�)
d�+

J� (1)

� (�)

Z t

0

f(�)g(�) (t� �)��1 d� (55)

� J� (f) (t)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g(�)d�+ J
� (g) (t)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)d�

bulunur. Dolay¬s¬yla

J� (fg) (t) � 1

J� (1)
J� (f) (t) J� (g) (t) (56)

elde edilmi̧s olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.2 f ve g , [0;1[ aral¬¼g¬nda integrallenebilir iki fonksiyon

olsun. Her t > 0; � > 0; � > 0 için,

t�

� (�+ 1)
J� (fg) (t) +

t�

� (� + 1)
J� (fg) (t) (57)

� J� (f) (t) J� (g) (t) + J� (f) (t) J� (g) (t)
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d¬r.

·Ispat.Yukar¬daki teoremin ispat¬ndaki gibi benzer argümanlar kullan¬larak

aşa¼g¬daki ifadeyi yazabiliriz.

(t� �)��1

� (�)
J� (fg) (t) + J� (1)

(t� �)��1

� (�)
f(�)g(�) (58)

� (t� �)��1

� (�)
g(�)J� (f) (t) +

(t� �)��1

� (�)
f(�)J� (g) (t) :

Burada (58) ifadesine (0; t) aral¬¼g¬üzerinde � ya göre integral al¬rsak,

J� (fg) (t)

Z t

0

(t� �)��1

� (�)
d�+

J� (1)

� (�)

Z t

0

f(�)g(�) (t� �)��1 d� (59)

� J� (f) (t)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g(�)d�+ J
� (g) (t)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)d�

elde edilir.

Uyar¬. (47) ve (57) eşitsizlikleri, fonksiyonlar [0;1[ aral¬¼g¬üzerinde

senkronize fonksiyonlar olmad¬¼g¬nda geçerli de¼gildir. ((f(x)� f(y))(g(x)�

g(y)) � 0, her x; y 2 [0;1[)

Uyar¬. (57) de � = � alarak, (47) elde ederiz.

Teorem 3.3.3 fi=1;:::;n , her n de¼geri için [0;1[ aral¬¼g¬üzerinde pozitif

artan fonksiyonlar olsun. Her t > 0; � > o için

J�

 
nY
i=1

fi

!
(t) � (J� (1))1�n

nY
i=1

J�fi (t) (60)

d¬r.

·Ispat. Bu teoremi ispatlamak için tümevar¬m yöntemini kullanal¬m.

Aç¬kt¬r ki n = 1 için J� (f1) (t) � J� (f1) (t) eşitsizli¼gi her t > 0, � > 0

vard¬r. (47) de n = 2 için uygularsak aşa¼g¬daki eşitsizzli¼gi elde ederiz:

J� (f1f2) (t) � (J� (1))�1 J� (f1) (t) J� (f2) (t) ; t > 0; � > 0:

Şimdi varsayal¬m ki (tümevar¬m gere¼gi)

J�

 
n�1Y
i=1

fi

!
(t) � (J� (1))2�n

n�1Y
i=1

J�fi (t) ; t > 0; � > 0 (61)
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d¬r. fi=1;:::;n her n de¼geri için pozitif artan fonksiyonlar oldu¼gundan ,

 
n�1Y
i=1

fi

!
(t)

de artan fonksiyondur. Dolay¬s¬yla (47) de fonksiyonlar
n�1Y
i=1

fi = g , fn=f

olarak uygulayabiliriz, yani

J�

 
nY
i=1

fi

!
(t) = J� (fg) (t) � (J� (1))�1 J�

 
n�1Y
i=1

fi

!
(t) J� (fn) (t) (62)

olur. Böylece, (61) dikkate al¬narak aşa¼g¬daki ifade elde edilir :

J�

 
nY
i=1

fi

!
(t) � (J� (1))�1 (J� (1))2�n

 
n�1Y
i=1

J�fi

!
(t) J� (fn) (t) (63)

Buda ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.4 f ve g , [o;+1[ aral¬¼g¬nda iki fonksiyon olsun öyleki f

artan, g türevlenebilir ve � reel say¬s¬mevcut olsun. m := inft�0 g�(t) olmak

üzere her t > 0; � > 0 için

J� (fg) (t) � (J� (1))�1 J� (f) (t) J� (g) (t)� mt

�+ 1
J� (f) (t) +mJ� (tf (t))

(64)

d¬r.

·Ispat. h (t) := g (t)�mt fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu h fonksiyonunun

türevlenebilir ve [o;+1[ aral¬¼g¬nda artan oldu¼gu aç¬kt¬r. (47) i kulanarak

biz aşa¼g¬daki ifadeyi yazabiliriz:

J� ((g �mt) f (t)) � (J� (1))�1 J� (f) (t) (J�g (t)�mJ�(t)) (65)

� (J� (1))�1 J� (f) (t) J�g (t)�
m
�
(J� (1))�1 t�+1

�
� (�+ 2)

J� (f) (t)

� (J� (1))�1 J� (f) (t) J�g (t)� m� (�+ 1) t
� (�+ 2)

J� (f) (t)

� (J� (1))�1 J� (f) (t) J�g (t)� mt

�+ 1
J� (f) (t) :

Bundan dolay¬,

J� (fg) (t) � (J� (1))�1 J� (f) (t) J� (g) (t)� mt

�+ 1
J� (f) (t)+mJ� (tf (t)) t > 0; � > 0

(66)
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yaz¬l¬r. Böylece teorem kan¬tlanm¬̧s olur.

Sonuç. f ve g, [o;+1[ aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s iki fonksiyon olsun.

(A) f azalan, g türevlenebilir ve reel bir � say¬s¬mevcut olsun. M :=

supt�0 g�(t) olmak üzere her t > 0; � > 0 için aşa¼g¬daki ifade yaz¬l¬r:

J� (fg) (t) � (J� (1))�1 J� (f) (t) J� (g) (t)� Mt

�+ 1
J� (f) (t)+MJ� (tf (t))

(67)

(B) f ve g türevlenebilir iki fonksiyon ve m1: := inft�0 f�(x), m2 :=

inft�0 g�(t) olmak üzere aşa¼g¬daki ifade yaz¬l¬r.

J� (fg) (t)�m1J
�tg (t)�m2J

�tf (t) +m1m2J
�t2 (68)

� (J� (1))�1
�
J� (f) (t) J� (g) (t)�m1J

�tJ�g (t)�m2J
�tJ�f (t) +m1m2 (J

�t)2
�
:

(C) f ve g türevlenebilir iki fonksiyon ve M1 := supt�0 f�(t), M2 :=

supt�0 g�(t) olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlik verilir.

J� (fg) (t)�M1J
�tg (t)�M2J

�tf (t) +M1M2J
�t2 (69)

� (J� (1))�1
�
J� (f) (t) J� (g) (t)�M1J

�tJ�g (t)�M2J
�tJ�f (t) +M1M2 (J

�t)2
�

·Ispat. (A) (47) de f ve G(t) := g(t)�m2t olarak al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

(B) (47) de F ve G fonksiyonlar¬, F (t) := f(t)�m1t, G(t) := g(t)�m2t

olarak al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

(C) (47) de F (t) := f(t)�M1t, G(t) := g(t)�M2t olarak al¬n¬rsa ispat

tamamlan¬r.
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4 BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1 k- KES·IRL·I ·INTEGRAL·I

Kesirli integral ve uygulamalar¬son y¬llarda ki çal¬̧smalar önemli bir oranda

art¬̧s göstermi̧stir. Kesirli integralin bilinen formlar¬ için oldukça yo¼gun

çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. Kesirli integral hesaplamalar ile ilgili geli̧smeleri

gözönüne alarak aşa¼g¬daki s¬ralamay¬ verelim. � 2 R parametresi için

Riemann-Liouville kesirli integrali

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 f(t)dt; � > 0; x > a;

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu integral n 2 N içinZ x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)n�1 f(t)dt;

Cauchy integral formülü yard¬m¬yla elde edilir. Hadamard kesirli integrali,

Hadamard taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r:

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

�
log

x

t

���1
f(t)

dt

t
; � > 0; x > a;

ve bu integral de n 2 N içinZ x

a

dt1
t1

Z t1

a

dt2
t2
:::

Z tn�1

a

f(tn)

tn
dtn =

1

�(�)

1

�(�)

Z x

a

�
log

x

t

�n�1
f(t)

dt

t

yard¬m¬yla yaz¬l¬r. Katugampola, Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli

integralinin bir genelleştirmesini � 2 N için,Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)n�1 f(t)dt;

d¬r. � reel oldu¼gunda

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 f(t)dt

yukar¬daki form verilir.

Mubeen ve Habibullah taraf¬ndan Riemann-Liouville tipi kesirli integrali

için aşa¼g¬da k-kesirli intregrali verilmi̧stir.
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kJ
�f(x) =

1

k�k(�)

Z x

0

(x� t)
�
k
�1 f(t)dt; � > 0; x > 0:

Dikkat edilirse, k ! 1 olarak limit al¬n¬rsa, k-kesirli integrali klasik Riemann-

Liouville kesirli integraline dönüşür.

4.2 k-R·IEMANN-L·IOUV·ILLEKES·IRL·I ·INTEGRAL

Burada yukar¬da verilen k-Rimann-Liouville kesirli integralini belli koşullar

alt¬nda aşa¼g¬da verelim. � negatif olmayan reel bir say¬olsun. f ,I 0 = (0;1)

üzerinde parçal¬sürekli ve I = [0;1] aral¬¼g¬herhangi bir sonlu alt aral¬k

üzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda t > 0 için

kJ
�
a f(x) =

1

k�k(�)

Z x

a

(x� t)
�
k
�1 f(t)dt; x > a: (70)

k-Riemann-Liouville kesirli integrali için aşa¼g¬daki sonuçlar¬verelim.

Teorem 4.2.1 f 2 L1[a; b]; a > 0 olsun: O halde kJ�a f(x) hemen hemen

her yerde [a; b] üzerinde tan¬ml¬ve kJ�a f(x) 2 L1[a; b] d¬r.
·Ispat. Bir P dönüşümü tan¬mlayal¬m P : � := [a; b] � [a; b] ! R ,

P1(x; t) =
h
(x� t)

�
k
�1
i
+
; ve P = P+ + P�

P+(x; t) =

8<: (x� t)
�
k
�1 ; a � t � x � b

0 ; a � x � t � b:

Böylece, � üzerinde P ölçülebilir oldu¼gundanZ b

a

P (x; t)dt =

Z x

a

P (x; t)dt =

Z x

a

(x� t)
�
k
�1 dt =

k

�
(x� a)

�
k :

Buradan daZ b

a

�Z b

a

P (x; t) jf(x)j dt
�
dx =

Z b

a

jf(x)j
�Z b

a

P (x; t)dt

�
dx

=
k

�

Z b

a

(x� a)
�
k jf(x)j dx

� k

�
(b� a)

�
k

Z b

a

jf(x)j dx = k

�
(b� a)

�
k kf(x)kL1[a;b] <1:
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yaz¬l¬r. Tonelli teoreminde, � üzerinde Q : �! R olacak şekilde Q(x; t) :=

P (x; t)f(x) integrallenebilir oldu¼gu verilmi̧stir. Fubini�s teoreminde t 2

[a; b] için, [a; b] üzerinde
R b
a
P (x; t)f(x)dx integrallenebilir fonksiyondur. Bun-

dan dolay¬, kJ�a f(x), [a; b] üzerinde integrallenebilirdir.

Şimdi k-Riemann-Liouville kesirli integral yar¬ grubunun özelliklerini

verelim.

Teorem 4.2.2 � > 1; k > 0 ve f 2 L1 [a; b] olsun. kJ�a f 2 C [a; b] d¬r.
·Ispat.�

k
= 1 içi ispat aç¬kt¬r. O halde �

k
6= 1 oldu¼gunu varsayal¬m.

x; y 2 [a; b], x � y ve x! y olsun. O halde

jkJ�a f (x)�k J�a f (y)j

=
1

k�k (�)

����Z x

a

(x� t)
�
k
�1 f (t) dt�

Z y

a

(y � t)
�
k
�1 f (t) dt

����
=

1

k�k (�)

����Z x

a

(x� t)
�
k
�1 f (t) dt�

Z y

x

(y � t)
�
k
�1 f (t) dt�

Z x

a

(y � t)
�
k
�1 f (t) dt

����
� 1

k�k (�)

�Z x

a

���(x� t)�k�1 � (y � t)�k�1��� jf (t)j dt+ Z y

x

(y � t)
�
k
�1 jf (t)j dt

�
� 1

k�k (�)

�Z x

a

���(x� t)�k�1 � (y � t)�k�1��� jf (t)j dt+ (y � x)�k�1 kf (t)kL1[a;b]�
d¬r. Burada x! y için (x� t)

�
k
�1 ! (y � t)

�
k
�1 olaca¼g¬ndan���(x� t)�k�1 � (y � t)�k�1���! 0

vard¬r. Bundan dolay¬���(x� t)�k�1 � (y � t)�k�1��� � 2 (b� a)�k�1
eşitsizli¼gi sa¼glar. Bu nedenle, bask¬n yak¬nsama teoremini elde ederiz. x!

y kabülünden,
���(x� t)�k�1 � (y � t)�k�1���! 0 ve kJ�a f 2 C [a; b] d¬r.

Şimdi biz k-Riemann-Liouville kesirli integralinin yar¬group özelli¼gini

aşa¼g¬daki şekilde verelim.

Teorem 4.2.3 f , I da sürekli ve �; � > 0; a > 0 şartlar¬sa¼glas¬n. Her

x için,

kJ
�
a

�
kJ

�
a f(x)

�
= kJ

�+�
a f(x) = kJ

�
a [ kJ

�
a f(x)] : k > 0
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d¬r.

·Ispat k-kesirli integrali ve Dirichlet�s formülü kullan¬larak

kJ
�
a

�
kJ

�
a f(x)

�
=

1

k�k (�)

Z x

a

(x� t)
�
k
�1 J�a f(t)dt (71)

=
1

k�k (�)

Z x

a

(x� t)
�
k
�1
�

1

k�k (�)

Z t

0

(t� �)
�
k
�1 f (�) d�

�
dt

=
1

k2�k (�) �k (�)

Z x

a

f (�)

�Z x

�

(x� t)
�
k
�1 (t� �)

�
k
�1 dt

�
d�

yaz¬l¬r. Son integralde de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa, y = (t� �) = (x� �) ;Z x

�

(x� t)
�
k
�1 (t� �)

�
k
�1 dt = (x� �)

�+�
k
�1
Z 1

0

(1� y)�k�1y
�
k
�1dy(72)

= (x� �)
�+�
k
�1 kBk(�; �);

olur. k-beta fonksiyonu ile (71) ve (72) ifadelerinden

kJ
�
a

�
kJ

�
a f(x)

�
=

(1)1�
�+�
k

k�k(�+ �)

Z x

a

(x� �)
�+�
k
�1 f(�)d�

= kJ
�+�
a f(x):

olur. Buda ispat¬tamamlar.

Teorem 4.2.4. �; � > 0; a > 0 olsun. Bu durumda

kJ
�
a ((x� a)

�
k
�1) =

�k(�)

�k(�+ �)
(x� a)

�+�
k
�1 ; k > 0 (73)

d¬r.

·Ispat k-kesirli integral tan¬m¬n¬n yard¬m¬yla, y = (x� t) = (x� a) dönüşümü

yap¬l¬rsa

kJ
�
a ((x� a)

�
k
�1) =

(1)1�
�
k

k�k(�)

Z x

a

(x� t)
�
k
�1 (t� a)

�+�
k
�1 dt

=
(1)�

�
k (x� a)

�+�
k
�1

k�k(�)

Z 1

0

(1� y)�k�1y
�
k
�1dy

=
(x� a)

�+�
k
�1

�
k�k(�)

Bk(�; �)
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elde edilir.

Uyar¬1: (73) den k ! 1 için limit al¬n¬rsa

J�a ((x� a)
��1) =

�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1 :

d¬r.

Sonuç: �; � > 0 için

kJ
�
a (1) =

1
�
k�k(�+ k)

(x� a)
�
k
�2 : (74)

d¬r.

Uyar¬2: (74) de k ! 1 için aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

J�a (1) =
1

�(�+ 1)
(x� a)��2 :

4.3 BAZI YEN·I k-R·IEMANN-L·IOUV·ILLEKES·IRL·I

·INTEGRAL EŞ·ITS·IZL·IKLER·I

Chebeyshev-Grüss tipli eşitsizlikler, k- kesirli integral yard¬m¬yla aşa¼g¬daki

gibi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. f; g fonksiyonlar¬ [0;1) üzerinde tan¬ml¬ senkronize

fonksiyonlar olsun. Bu durumda her t > a � 0; � > 0; � > 0 olmak üzere

kJ
�
a fg(t) �

1

J�a (1)
kJ

�
a f(t) kJ

�
a g(t) (75)

kJ
�
a fg(t) kJ

�
a (1) + kJ

�
a fg(t) kJ

�
a (1) � kJ

�
a f(t) kJ

�
a g(t) + kJ

�
a g(t) kJ

�
a f(t):

(76)

d¬r.

·Ispat f ve g fonksiyonlar¬[0;1) üzerinde tan¬ml¬senkronize fonksiyon

olduklar¬için her x; y � 0 olmak üzere

(f (x)� f(y)) (g (x)� g(y)) � 0:
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d¬r. Yani,

f (x) g (x) + f (y) g (y) � f (x) g (y) + f (y) g (x) (77)

d¬r. (77) de her iki taraf¬ 1
k�k(�)

(t� x)
�
k
�1 ile çarparsak ,(a; t) aral¬¼g¬nda x�

e göre integral al¬n¬rsa,

(1)1�
�
k

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (x) g (x) dx

+
(1)1�

�
k

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (y) g (y) dx

� (1)1�
�
k

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 xf (x) g (y) dx

+
(1)1�

�
k

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (y) g (x) dx

kJ
�
a fg(t) + f (y) g (y) kJ

�
a (1) � g (y) kJ

�
a f(t) + f (y) kJ

�
a g(t): (78)

elde edilir. (78) de her iki taraf¬ 1
k�k(�)

(t� y)
�
k
�1çarpasak ve (a; t) aral¬¼g¬nda

y�e göre integral al¬nd¬¼g¬nda,

kJ
�
a fg(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 dy

+ kJ
�
a (1)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) g (y) dy

� kJ
�
a f(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 g(y)dy

+ kJ
�
a g(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) dy;

d¬r.

kJ
�
a fg(t) �

1

J�a (1)
kJ

�
a f(t) kJ

�
a g(t)
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ve ilk eşitsizlik kan¬tlanm¬̧st¬r.

(78) de her iki taraf¬ 1
k�k(�)

(t� y)
�
k
�1 ile çarpasak ve (a; t) aral¬¼g¬nda y�e

göre integral al¬nd¬¼g¬nda,

kJ
�
a fg(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 dy

+ kJ
�
a (1)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) g (y) dy

� kJ
�
a f(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 g(y)dy

+ kJ
�
a g(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) dy;

d¬r. Buradanda

kJ
�
a fg(t) kJ

�
a (1) + kJ

�
a fg(t) kJ

�
a (1) � kJ

�
a f(t) kJ

�
a g(t) + kJ

�
a g(t) kJ

�
a f(t)

olup ikinci eşitsizlik kan¬tlanm¬̧s olur. Bu da ispat¬tamamlar..

Teorem 4.3.2. f; g , [0;1) üzerinde sekronize fonksiyonlar ve h � 0

olsun. t > a � 0; � > 0; � > 0 için

1

�k(� + k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a fgh(t)

+
1

�k(�+ k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a fgh(t)

� kJ
�
a fh(t) kJ

�
a g(t) + kJ

�
a gh(t) kJ

�
a f(t)� kJ

�
a h(t) kJ

�
a fg(t)� kJ

�
a fg(t) kJ

�
a h(t)

+ kJ
�
a f(t) kJ

�
a gh(t) + kJ

�
a g(t) kJ

�
a fh(t):

d¬r.
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·Ispat. f ve g, [0;1) üzerinde senkronize fonksiyonlar ve h � 0 oldu¼gu

için her x; y � 0 olmak üzere

(f (x)� f(y)) (g (x)� g(y)) (h (x) + h (y)) � 0:

yaz¬l¬r. Yukar¬daki ifadeyi açarsak,

f (x) g (x)h (x) + f (y) g (y)h (y) (79)

� f (x) g (y)h (x) + f (y) g (x)h (x)� f (y) g (y)h (x)

�f (x) g (x)h (y) + f (x) g (y)h (y) + f (y) g (x)h (y) :

elde edilir. (79) de her iki taraf¬ 1
k�k(�)

(t� x)
�
k
�1 ile çarp¬p ve (a; t) ar-

al¬¼g¬nda x�e göre integral al¬n¬rsa,

1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (x) g (x)h (x) dx

+f (y) g (y)h (y)
1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 dx

� g (y)
1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (x)h (x) dx

+f (y)
1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 g (x)h (x) dx

�f (y) g (y) 1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 h (x) dx

�h (y) 1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (x) g (x) dx

+g (y)h (y)
1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 f (x) dx

+f (y)h (y)
1

k�k(�)

Z t

a

(t� x)
�
k
�1 g (x) dx:
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d¬r. Yani,

kJ
�
a fgh(t) + f (y) g (y)h(y) kJ

�
a (1) (80)

� g (y) kJ
�
a fh(t) + f (y) kJ

�
a gh(t)� f (y) g (y) kJ

�
a h(t)� h(y) kJ�a fg(t)

+g (y)h (y) kJ
�
a f(t) + f (y)h (y) kJ

�
a g(t)

elde edilir. (80) de her iki taraf 1
k�k(�)

(t� y)
�
k
�1 ile çarp¬l¬p ve (a; t) ar-

al¬¼g¬nda y�e göre integral al¬n¬rsa,

kJ
�
a fgh(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 dy

+kJ
�
a (1)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) g (y)h(y)dy

� kJ
�
a fh(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 g (y) dy

+ kJ
�
a gh(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) dy

� kJ
�
a h(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y) g (y) dy

� kJ
�
a fg(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 h(y)dy

+ kJ
�
a f(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 g (y)h (y) dy

+ kJ
�
a g(t)

1

k�k(�)

Z t

a

(t� y)
�
k
�1 f (y)h (y) dy:
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d¬r. Buradan da

kJ
�
a fgh(t)kJ

�
a (1) +k J

�
a (1)kJ

�
a fgh(t) � kJ

�
a fh(t) kJ

�
a g(t) + kJ

�
a gh(t) kJ

�
a f(t)

� kJ
�
a h(t) kJ

�
a fg(t)� kJ

�
a fg(t) kJ

�
a h(t)

+ kJ
�
a f(t) kJ

�
a gh(t) + kJ

�
a g(t) kJ

�
a fh(t)

elde edilir.

Sonuç. f; g ,[0;1) üzerinde senkronize ve h � 0 olsun. Her t > a �

0; � > 0, için

1

�k (�+ k)
(t� �)

�
k
�2

k J�a fgh(t)

� kJ
�
a fh(t)kJ

�
a g(t) +k J

�
a gh(t)kJ

�
a f(t)�k J�a h(t)kJ�a fg(t)

d¬r.

Teorem 4.3.3. f; g ve h , [0;1) aral¬¼g¬nda üç monoton fonksiyon olsun.

Yani, her x; y 2 [a; t]

(f (x)� f(y)) (g (x)� g(y)) (h (x)� h (y)) � 0

şart¬sa¼glans¬n, her t > a � 0; � > 0; � > 0 olmak üzere,

1

�k(� + k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a fgh(t)

� 1
�
k�k(�+ k)

(t� a)
�
k
�2

kJ
�
a fgh(t)

� kJ
�
a fh(t) kJ

�
a g(t) + kJ

�
a gh(t) kJ

�
a f(t)� kJ

�
a h(t) kJ

�
a fg(t) + kJ

�
a fg(t) kJ

�
a h(t)

�kJ�a f(t) kJ�a gh(t)� kJ
�
a g(t) kJ

�
a fh(t):

d¬r.
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·Ispat. Teorem 4.3.2. nin ispat¬yla benzerdir.

Teorem 4.3.4. f ve g , [0;1) üzerinde iki fonksiyon olsun. Her

t > a � 0; � > 0; � > 0 olmak üzere k-kesirli integrali için

1

�k(� + k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a f

2(t) (81)

+
1

�k(�+ k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a g

2(t)

� 2 kJ
�
a f(t) kJ

�
a g(t)

ve

kJ
�
a f

2(t) kJ
�
a g

2(t) + kJ
�
a f

2(t) kJ
�
a g

2(t) � 2 kJ
�
a fg(t) kJ

�
a fg(t) (82)

d¬r.

·Ispat ·Ispat için,

(f(x)� g(y))2 � 0

eşitsizli¼gini kullanal¬m. Bu durumda ,

f 2(x) + g2(y) � 2f(x)g(y) (83)

d¬r. (83) da her iki taraf¬ 1
k�k(�)

(t� x)
�
k
�1 ve 1

k�k(�)
(t� y)

�
k
�1 ile çarp¬p

, (a; t) aral¬¼g¬nda x ve y�e görne integral al¬n¬rsa, (81) elde edilir. Di¼ger

yandan,

(f(x)g(y)� f(y)g(x))2 � 0

ifadesi için yukar¬daki şartlara uygun uygulamalar yap¬l¬rsa (82) elde edilir.

Sonuç. f ve g , [0;1) aral¬¼g¬nda iki fonksiyon olsun. Her t > a �

0; � > 0 olmak üzere k-kesirli integrali için aşa¼g¬daki eşitsilikler sa¼glan¬l¬r.

1

�k(�+ k)
(t� a)

�
k
�2 �

kJ
�
a f

2(t) + kJ
�
a g

2(t)
�

� 2 kJ
�
a f(t) kJ

�
a g(t)

kJ
�
a f

2(t) kJ
�
a g

2(t) � [kJ
�
a fg(t)]

2 :
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Teorem 4.3.5 f : R! R şeklinde tan¬ml¬ve

�f(x) =

Z x

a

tsf(t)dt; x > a � 0

olsun. Bu durumda � � k > 0 için

kJ
�
a f(x) =

1

k
kJ

��k
a

�f(x)

d¬r.

·Ispat. k-kesirli integrali tan¬m¬yard¬m¬yla ve Dirichlet�s formülü kul-

lan¬l¬rsa,

kJ
�
a
�f(x) =

1

k�k(�)

Z x

a

(x� t)
�
k
�1
Z t

a

f(u)dudt

=
1

k�k(�)

Z x

a

f(u)

Z x

u

(x� t)
�
k
�1 dtdu

=
1

�k(�+ k)

Z x

a

(x� u)
�
k uf(u)du

= k kJ
�+k
a f(x):

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki gibi Cauchy-Buniakovsky-Schwarz eşitsizli¼gini verelim.

Lemma. f; g; h : [a; b] ! [0;1) , a < b sürekli fonksiyonlar olsun. Bu

durumda�Z b

a

gm(t)hr(t)f(t)dt

��Z b

a

gn(t)hs(t)f(t)dt

�
�
�Z b

a

g
m+n
2 (t)h

r+s
2 (t)f(t)dt

�2
(84)

d¬r.

·Ispat.

Z b

a

24pgm(t)hr(t)f(t)
sZ b

a

gn(t)hs(t)f(t)dt�
p
gn(t)hs(t)f(t)

sZ b

a

gm(t)hr(t)f(t)dt

352 dt � 0
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Z b

a

24 gm(t)hr(t)f(t) R ba gn(t)hs(t)f(t)dt+ gn(t)hs(t)f(t) R ba gm(t)hr(t)f(t)dt
�2gm+n2 (t)h r+s

2 (t)f(t)
qR b

a
gm(t)hr(t)f(t)dt

qR b
a
gn(t)hs(t)f(t)dt

35 dt � 0
oldu¼gu aç¬kt¬r ve ayr¬ca

2

�Z b

a

gm(t)hr(t)f(t)dt

��Z b

a

gn(t)hs(t)f(t)dt

�
� 2

�Z b

a

g
m+n
2 (t)h

r+s
2 (t)f(t)dt

�sZ b

a

gm(t)hr(t)f(t)dt

sZ b

a

gn(t)hs(t)f(t)dt

Bu istenen eşitsizli¼gi verir.

Teorem 4.3.6. f 2 L1 [a; b] olsun. Bu durumda her k;m; n; r; s > 0 ve

� > 1 için �
kJ

m(�k�1)+1
a f r (x)

��
kJ

n(�k�1)+1
a f s (x)

�
(85)

�
�
kJ

m+n
2 (

�
k
�1)+1

a f
r+s
2 (x)

�2
·Ispat. (84)da g (t) = (x� t)

�
k
�1, f (t) = 1

k�k(�)
ve h (t) = f (t) olarak

alal¬m.�
1

k�k (�)

Z x

a

(x� t)m(
�
k
�1) f r (t) dt

��
1

k�k (�)

Z x

a

(x� t)n(
�
k
�1) f s (t) dt

�
�

�
1

k�k (�)

Z x

a

(x� t)
m+n
2 (

�
k
�1) f

r+s
2 (t) dt

�2
Yaz¬larak (85) elde edilir.

Uyar¬. (85)de k = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir.

�
Jm(��1)+1a f r (x)

� �
kJ

n(��1)+1
a f s (x)

�
�

�
kJ

m+n
2
(��1)+1

a f
r+s
2 (x)

�2
d¬r.
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5 SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Tezin son k¬sm¬nda Riemann Liouville kesirli integralin bir genelleşmesi olan

k-Riemann Liouville kesirli integrali verilerek baz¬ temel özellikler verim-

i̧stir. Daha sonra, k-Riemann Liouville kesirli integrali baz¬yeni eşitsizlik-

ler elde edilmi̧stir. Literatürde mevcut olan bir çok integral eşitsizlikleri

için de k-Riemann Liouville kesirli integrali kullan¬larak yeniden elde etmek

mümkündür.
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1. Dördüncü bölümde ele alınan k-Riemann Liouville kesirli integraller ile ilgili çalışma “On 

the k-Rieman-Liouville fractional integral and applications” başlığı altında, British Journal of 

Mathematics and Computer Science, dergisinde (2014), kabul edilmiştir. 
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