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OZET

RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLi INTEGRALLER iCiN
GENELLESTIRILMIS INTEGRAL ESITSIZLIKLERI UZERINE

Hatice FILiZ
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yuksek Lisans Tezi
Danisman: Do¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Aralik 2013, 41 sayfa

Kesirli analiz teorisi son on yildir ciddi bir gelisme gosterdigi ¢ok iyi bilinmektedir.
Kesirli integral ve tirevler, reel nesnel ve islemlerin matematiksel modellemesinin
yeterince sagladigmmi  gosteriyor. Dolayisiyla, kesirli diferansiyel denklemlerin
calisilmas1 daha ¢ok kesirli tipteki esitsizliklerin gelismesine ihtiya¢ vardir. Bu tezin
amaci1 kesirli integraller yardimiyla Ostrowski esitsizliginin bazi yeni versiyonu
verilecektir. Bu nedenle, bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Riemann-
Liouville Fractional integrallerinin nasil olustugu agiklanmustir. Ikinci boliimde,
calismamiz icin gerekli olan tamim ve temel teoremler verildi. Ugiincii bdliimde,
Riemann-Liouville Fractional integralleri’nin elde edilisi ve bu konu hakkindaki ¢6ziim
yontemleri  agiklanmistir.  DOrdinct  bélimde, Riemann-Liouville  Fractional
integrallerinde Montogomery 6zdesliklerinin genellestirilmesi gerceklestirilmistir.

Anahtar sozcukler: Riemann-Liouville Fractional Integralleri, Ostrowski Esitsizligi,
Holder Esitsizligi, Konveks fonksiyonlar.



ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR RIEMANN-
LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRALS

Hatice FILiZ
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2013, 41 pages

The theory of fractional calculus has known an intensive development over the last few
decades. It is shown that derivatives and integrals of fractional type provide an adequate
mathematical modelling of real objects and processes. Therefore, the study of fractional
differential equations need more developmental of inequalities of fractional type. In the
purpose of the present thesis is to establish some new forms of the inequality of
Ostrowski via fractional integrals. Therefore, this thesis consists of four chapters;
Riemann-Liouville Fractional integrals were described, including how they appear in
the first chapter. Definition and basic theorems that are necessary for our study were
explained in the second part. The derivation of the Riemann-Liouville Fractional
integrals and solution methods on this topic were discussed in the third chapter. We use
the Riemann-Liouville fractional integrals to establish several new inequalities for some
differantiable mappings that are connected with the celebrated Ostrowski type integral
inequality in fourth chapter.

Keywords: Riemann-Liouville Fractional Integrals, Ostrowski Inequality, Holder’s
Inequality, Convex Functions



EXTENDED ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR RIEMANN-
LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRALS

Hatice FILiZ
Duzce University
Graduade School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2013, 41 pages

1. INTRODUCTION:

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, there is information about how
the concepts of fractional integral and fractional derivative are consist and how it
evolves. In the second chapter, there is definitions and the basic theorems have been
mentioned which is necessary in this work. The third chapter is about obtaining the
fractional integrals and fractional derivatives and the solution methods about them. In
the fourth chapter is divided into the implementation of the fractional integrals for

Ostrowski-Gruss type inequality.
2. MATERIAL AND METHODS:

Recently, several generalizations of the Ostrowski integral inequality for mappings of

bounded variation and for Lipschitzian, monotonic, absolutely continuous and N -times
differentiable mappings with error estimates for some special means and for some
numerical quadrature rules are considered by many authors. For recent results and

generalizations concerning Ostrowski's inequality see the references therein.
3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Fractional integrals have used for problems of estimating the time and currents which is
formed by rain and snowmelts in Frat river basin and also for financial mathematics.
These are some examples of fractional integrals in applied field. In this study, we obtain

new Ostrowski-Gruss type inequality by using fractional integrals.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

We give a generalized Montogomery identities for the Riemann-Liouville fractional
integrals. We also use this Montogomery identities to establish some new Ostrowski

type integral inequalities.



1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yi1linda Archimedes'in iinlii degerini hesaplamasina kadar uzanan
basit ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte yer almasi 19. ylizyil sonu 20.
yuzyil basint bulmaktadir. Konvekslik kavrami ilk olarak Hermite tarafindan EKim
1881'de elde edilen bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yayinlanmasiyla
ortaya ¢ikmustir. Hadamard'in 1893 yilindaki calismasinda konvekslige rastlansa da
konveks fonksiyonlarin sistematik olarak calisilmas: 1905-1906 yillarinda J.L.W.V.

Jensen ile baglar.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman,
Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecaric ve Fink gibi matematikc¢iler Konveks Fonksiyonlar ile
Esitsizlikler Teorisi'ni bir arada inceleyerek cesitli kitaplar yazmislardir. Bu tir
esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma 1934'te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan Inequalities adl kitaptir (Hardy et al. 1952). ikinci ¢alisma ise E.F. Beckenbach
ve R. Bellman tarafindan 1961'de yazilan 1934-1960 yillar: arasinda elde edilen yeni
esitsizliklerin sonuglarint igeren ve yine Inequalities adi verilen kitaptir. Bunu
Mitrinovié¢'in 1970 yilinda yayinladig: ve ilk iki kitapta bulunmayan farkl: konulara da
yer verdigi Analytic Inequalities isimli kitab1 takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler iceren ilk kaynak ise Convex Functions: Inequalities basligiyla 1987
yilinda Pecari¢ tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira Inequalities
Involving Functions and Their Integrals and Derivatives (Mitrinovi¢ et al. 1991),
Classical and New Inequalities in Analysis (Mitrinovi¢ et al. 1993), Mathematical
Inequalities (Pachpatte 2005) ve Convex Functions and Their Applications (Niculescu

and Perssons 2006) literatlirde mevcut olan diger kaynaklardir.

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iliskili olan Esitsizlik Teorisi ise C.F. Gauss, A.L.
Cauchy ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamistir. 19.-20. yy'da bulunan esitsizliklerin
bir kistm konveks fonksiyonlarla iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir.
Bunlarin en o6nemlileri 1981 yilinda Hermite tarafindan elde edilen, bu tezdeki
calismalarin da temelini olusturacak olan Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda
Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi

ile ilgili caligmalarin biyik bir kissim S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000



yilinda yazilmis olan Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and
Applications isimli kitapta; Ostrowski esitsizligi ile ilgili ¢caligmalarin biyik bir kisim
da S.S. Dragomir ve Themistocles M. Rassias tarafindan 2002 yilinda yazilmis olan
Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical Integration isimli Kitapta bir
araya getirilmigtir. Konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler iizerine calisan diger
matematikciler Ravi Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, Roberts
and Varberg, N.S. Barnett, M.E. Ozdemir, U.S. Krmac, H. Yildirim, M.Z. Sarikaya, N.

Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen ve P. Cerone seklinde siralanabilir.

Kesirli tirev ve kesirli integral kavramlar ilk olarak Liouville tarafindan duyuruldu.
Kesirli tirev ve kesirli integral kavram tlrev ve integrallerin sadece tamsayilar igin
varmidir sorusundan yola cikilarak ortaya cikti. Euler kesirli turevi ele aldi. 17.
yuzyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir ¢ok
matematik¢inin, kesirli mertebe i¢in diferansiyel ve integrasyonun genellestirilmesine
dayanan Oncl ¢alismalariyla gelismeye baslanmistir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve
integrasyon kavramlar, tamsay: mertebeli tlrev ve n -kath integralleri birlestiren ve

genellestiren kavramlardir.

Uygulamal alanlarda kesirli tirev ve kesirli integral kavramlar hakkinda bircok calisma
olmasina ragmen herhangi bir monografi yayinlanmamistir. Bunun tzerine S.G. Samko
ile A.A. Kilbas ve O.l. Marichev tarafindan bu bosluk doldurulmustur. Kesirli tiirev ve

kesirli integral kavramlar ile genis kapsamli bir monografi yayinlanmastir.

Kesirli diferansiyel teorisi ¢esitli madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsay1 mertebeli tlrevlerle
karsilagtirildigr zaman, kesirli tirevler icin 6nemli bir avantajdir. Kesirli tirevlerin bu
avantaji  nesnelerin  mekanik ve elektriksel  Ozelliklerinin  matematiksel
modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger

bir cok alanda kullanilmaktadir.

Bu c¢alismada kesirli tiirev kavrami ile konveks fonksiyonlar kavramlarin birlikte ele
alarak calismamizin son kismini olusturacak olan genellestirilmis bazi integral
esitsizlikleri elde edildi. . ilk olarak sonuglarin elde edilmesi icin klasik olarak bilinen
Montgomery 6zdesligini biz daha genel hali kesirli integraller igin elde ederek bazi
onemli sonuglar elde edildi. Son olarak da farkli bir ispat yontemiyle kesirli integraller

i¢cin Ostrowski esitsizligini elde ettik.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz i¢in gerekli olan tamim, teorem, bazi esitlikler ve temel

Ozellikler verilecektir. Gerekli goriilenler i¢in ispatlar yapilarak birer 6rnek verilecektir.
Tamim 2.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doéniisiimlere fonksiyonel denir.

Tamim 2.2. Fonksiyonlar cilimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren doniisiime

operator denir.
Tanmm 2.3. (Gamma Fonksiyonu) n>0 icin
r(n)=f"e ™ u"du

ile tanimlanir. Bu integral n>0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi énemli

ozelliklerini soyle siralayabiliriz.

i.l'(n+ 1) = nl'(n) = n! @)

()= 7

ii. ;"< dx = T(p)F(1 — p) = 0<p<1

sin pT
iv. 22"~1r ()T (n + %) = \al(2n).

Tammim 2.4. (Konveks Fonksiyon) f :[a,b]cR—>R konveks fonksiyon ise
x,ye[a,b] ve /16[0,1] icin agagidaki esitsizlik saglanir:

f (X + (L= 2)y) < A (X)+ (L= A) T (y)

Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri:

i. k tane fonksiyon R" — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k

f(x)=Ya;f;(k)a; >0:(j=123...k)
j=1

fonksiyonu da konvekstir.
ii. g :R" >R konkavve S={x:g(x)>0} olsun. f :S—>R, f(X)=ﬁX)

olmak tizere f, S* de konvekstir.



iii. g :R—R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h :R" — R konveks olsun.

Bu takdirde; f :R"—R,  f(x)=(goh)(x) olarak tammlanan f  bileske
fonksiyonu da konvekstir.

iv. g :R™—>R konveks ve h, h(x)=Ax+B formunda h :R" —R konveks
olmak Uzere (Burada A uygun matristir.)

f(x)=g(h(x))

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

v. f ve g J_ konveksise f(x)+g(x) de J_ konvekstir.

vi. f, I 'de J_ konveksve g, | de J_ konveks ise bu takdirde f(x)g(x)

de I=1 ~1 de J_ konvekstir.
Tamim 25. f : Lfab] olsun. J:f ve Jf Riemann-Liouville integralleri
a>0 ile a>0 icintammladigimizda,
1 x a-1
Jif(X)=——| (x-t)" " f(t)dt, x>a
100 = [ -7
ve

f(x)_% (t—x)"f()dt, x<b

dir. T(a) bir Gamma fonksiyonuve J° f(x)=J f(x)=f(x) dur.

Tanmm 2.6. (Beta Fonksiyonu) m,n >0 icin
1
jx'“ *1-x)""d
0

biciminde tanimlanan S fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Tamm 2.7. V bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki 6nermeler
dogruise, V kiimesi K cismi Ustiinde bir vektor uzay: dir, denir.

(1) Her u,veV igin, u+v tammhdir ve u+veV dir. Sézle ifade ettigimizde,
V  kiimesi toplama iglemine gore kapalidir.
(V1) VvV  kimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir islem

tanimlanmistir ve (V,+) degismeli gruptur.

(2) Her u,v,weV igin, (U+Vv)+w=u+(v+w) dir. Sozle ifade ettigimizde, V

kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.



(3) [30eV,(VueVigin,u+0=uveO+u=u)] dir. Sozle ifade ettigimizde, V
kiimesinde toplama igleminin etkisiz (birim) eleman vardir. Bu etkisiz eleman 0
simgesi ile gosterdik.

(4) Her ueV igin, V kimesinde —u e ile gosterilen ve
u+(-u)=0ve(-u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u eleman vardir. Sozle ifade ettigimizde, V kilimesindeki
her bir u elemanin toplamaya gore tersi vardir. U nuntersi —u ile gosterilmistir.

(5) Her uyveV igin, U+V=V+U tir. Sozle ifade ettigimizde, V kimesinde

toplama igleminin degisme 6zelligi vardir.

(V2) KxV —V(au)—au biciminde, adina skalerle ¢arpma islemi denilen bir
fonksiyon tamimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki onermeleri dogrular:

(@) Her aeK, her uveV igin, a(u+v)=au-+av.
(b) Her a,beK, her ueV icin, (a+b)u=au+bu.

(C) K nin ¢arpmaya gore birim eleman 1 olduguna gére, V nin her eleman igin,
lu=u drr.

(d) Her a,beK, her ueV igin, (ab)u=a(bu)

Tamm 2.8. V, reel say1 cismi Ustiinde vektor uzay ise, bu vektor uzayina reel
vektor uzay: denir. V, karmasik say:1 cismi Ustiinde vektor uzay: ise bu durumda
V ye kompleks vektbr uzay: denir.

Tanim 2.9. Q, =[a,b] Q,=[c,d] —w<a<b<w, -w<c<d<ow ve f(x,y)
Q, xQ, Uzerinde tamml1 olsun. Bu durumda,

j.dxj. f(x,y)dy = j.dyj. f(x,y)dx

seklindeki esitlige Dirichlet  formdlt denir.

Tamim 2.10. (Mutlak Sureklilik) 1 =R, f : 1 =R bir fonksiyon ve (x,,y,) sonlu
bir aralik olsun. Bu durumda, ¢ >0 icinenazbir 6 >0 vardir dyle ki,

Zk:|yk —X| <5:>Zk:|f(yk)— f(x ) <e

dir.

Tamm 2.11. x,yeR, icin |x+y|<|x+|y| seklindeki esitsizlige Uggen esitsizligi
denir.



Tamm 2.12. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu) f , [a,b] araliginda strekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

j' f(x)dx

b

<[[f(x}dx (a<b)

a

esitsizligi gecerlidir.

Tamim 2.13. E Olgulebilir bir kiime olmak Uzere f bu kiime tUzerinde taniml ve reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi i¢in f(X) >K olan xeE
degerlerin kiimesi dlciilebilirse f fonksiyonuna Olgiilebilir fonksiyon denir.

Tanim 2.14. <R, f : I >R bir fonksiyon ve Vvxel igin |f(x)<K olacak

sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna Sunwli  fonksiyon denir.

Tanm 2.15. 1< p <o olmak zere

1

LP =L, = f:(ﬂf(x]pde <o ||f||w:U|f(x)pdep normuna gére bir
E

E
Banach uzayidir.

Ostrowski Esitsizligi: f : 1 [0, w)— R, 1°' de diferansiyellenebilir bir doniisiim
olsun. f elL[ab] olacak sekilde | sinirli olsun. Burada a<b ve abel dir.
Eger ‘f '(XXSM ise

‘f(x)—ikfj f(u)du

b—aa

(b-ay

sM(b—a)E+—(x_a5b)Z}

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde Ostrowski Esitsizligi olarak bilinir.

Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak,
a2 a<t<x

P(xt)=4"2

A {t—b x<t<b

b-a’

Peano g¢ekirdegi yardimiyla Montgomery §zdesligi olarak bilinen

fx)= =

D e T

f@)dt+ [P0 f (ot

ifadesi elde edilebilir. Burada ‘f'(tj<|v| kullanilirsa,

10



‘f(x)—é? ft)ot

a

< T|Pl(x,t]‘f ()t

< %ﬁ(t —a)dt +i(b—t)dt}
_ z(b'vla)[(x—a)2+(b—x)2]

elde edilir. Boylece

2
(X—a)2+(b—x)2=(x_a_+b+a%b_aj +(b_a%b+a_+b_x

(-5 o255
{25 A2

2 2
2 2

=

4

kullanilarak ispat tamamlanmis olur.

11
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3. MATERYAL VE YONTEM

Fractional kalkiiliis’ln ortaya ¢ikisi 1695 yilinda Leibniz’in f(x) = x lineer
fonksiyonun n. dereceden tlrevinde (%), n:% icin tlrev olabilir mi sorusunu

sormasiyla baslamigtir. Leibnizden sonra Fourier, Euler, Laplace gibi matematikcilerde
bu konuyla ugrasmaya baslamislardir ve bu konuyla ilgili bir¢ok tanim gelistirilmistir.
Bu tanimlamalar Riemann-Liouville ve Grunwald-Letnikov tanimlaridir. Fractional
Calculus’un anlasilmasi i¢in Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Laplace doniistimii

ve Mittag-Leffler fonksiyonu 6nemli bir rol oynamaktadir.
Gamma fonksiyonu,
n>0 icin F(n)=foooe‘” u" ldu (D

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi 6nemli

ozelliklerini soyle siralayabiliriz.

i.l'(n+ 1) = nl'(n) = n! 2

i.T(3) =V

o xP
Hi. J, de—F(p)F(l—p)— 0<p<1

sin pT

iv. 22011 (n)T (n + %) = \al(2n).

IMerh FuneSion Appreximation: Previded by MATLAB

]V
L

w

Iy
=

ra

=]

M M M i
o 1 2 k] 4 B
o

Sekil 3.1. Gamma fonksiyonunun grafigi.
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Sekil 1’de Gamma fonksiyonunun sifir civarindaki durumu géziikmektedir. Negatif tam

say1 degerleri i¢in gamma fonksiyonu sonsuza gider. Tam say1 olmayan degerler igin ise

tanimlanmamustir.
et
D, (t) = 3

Gamma fonksiyonunu kullanarak, @(t) yi tamimlayabiliriz ki Fractional integralin

alternatif formlarinin gosterilmesi i¢in oldukca faydalidir.

Beta fonksiyonu,

= (Y1 _ 0 \p=1,,0-1(; =L@ (@ _
B(P.a):= f; (1 —wPuf™ldu=r = = BA,p),  P.AE Ry ©
olarak tanimlanir ve Euler integrali olarak bilinir. Beta fonksiyonu Fractional kalkuliste
Oonemli bir yere sahiptir. Cozliimii ¢oklu gamma fonksiyonlar1 ile degil bunun yaninda

pek c¢ok fonksiyonun Ozellikle Mittag-Lefler fonksiyonu ve t® nin polinomlariyla

benzer karakteristik formlar1 paylasir.
Laplace doniistimii kompakt diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan 6nemli bir
yontemdir.

o]

Lvan=j?”W®m=f@) ©

0

(5) ile tanimlhi Laplace doniisiimiinde f(t) fonksiyonu yakinsak integraldir. eS¢

azaldiginda f(t) 'nin azalmas1 miimkiin degildir.

f@©)*g(t):= ff(t—T)g(T)dT= g f(t) (6)
0

t’nin tanim kiimesinde iki fonksiyonun yakinsakligini ¢6zmek zordur. s’nin tanim

kiimesindeki basit bir fonksiyon (7)’deki Laplace ile daha kolayca sonuglanir.

L{F®) * g} = F(9)3(s) )

(8) de f(t)fonksiyonunun n tamsayi degerlerindeki tiirevlerinin Laplace doniistimleri

LN} = s"f(s) = ZRZg s fIO(0) = s™f(s) — ER=g s*F KD (0) (8)

13



seklinde verilir.

Mittag-Leffler fonksiyon Fractional calculusta siklikla kullanilir. Mittag-Leffler
fonksiyonu diferansiyel denklemlerin tamsayr olmayan degerlerinin ¢dziimiinde

ozellikle kullanilir. @ > 0 igin

E,(z) = kzzom €))

tanimlanir ve @ = 1 i¢in istel fonksiyon i¢in ayni yonliidiir. « > 0 ve f > 0 degerleri

icin daha genel olarak

Eup(z) = ;m (10)

olarak tanimlanir.

The: Mittag=LeMear Function for different o, f= 1
T T T

5
. )
E,(x)
— Egm
3 E,x)=
al
1 BT =
—
- Rt
Zao
ik
=2k
1
b
=5 a
=50 40 0 -0 -10 ] ]

Sekil 3.2. a, f = 1 icin Mittag-Lefler fonksiyonunun grafigi.

Bir fonksiyonun tekrarlanan integralinin geleneksel agilimindan Fractional integrali elde

edilebilir. Bu yaklagim Riemann-Liouville yaklasimi olarak bilinir ve

[ j FAT ==, f (t — D" f(T)dT (11)
0 0
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olarak yazilabilir. Yukaridaki formiil gosteriyor Ki f(t) fonksiyonunun n. dereceden
integrali icin Cauchy’e atifta bulunur. Bu formiiliin kisaltilmis bir temsili igin J™

operatori kullanilir ve

1 t
f (t — Ty™* F(T)dT (12)

T (@) = fu(t) = ——
(n 1)!0

olarak yazilir. Siklikla /™ yerine D™™ de kullanilabilir. Tekrarlayan integral
fonksiyonlarinin ayn1 formiilasyonlar1 kullanildiklarinda i¢ degiskeni olarak
gorulebilirler. Ozellikle ¢oklu operatdrler kullamldiginda D~" kullaniminda hata
olabilir. (11) de direkt kullanildig1 zaman n tamsay1 olarak sinirlandirilir. Ilk kisitlama
fonksiyonelin kullanimidir ki tamsayr olmayan degerlerde anlamsizdir. Buna karsin
gamma fonksiyonu biitiin reel degerler igin faktoriyelin analitik genislemesidir ve (2) de
faktoriyelin yerinde kullanilir. Sonu¢ olarak gamma fonksiyonu esitligi yerine

konuldugunda V a € R, igin (12) yi

t
1
(@) = fr(t) === | t = D*f(DdT 13

JEf(6) = fo(t) F(a)f( nN*“f() (13)

0
seklinde genisletilebilir. Fractional integral formiilii 6nemli 6zellikler tasir. Ik olarak
a =0da
JI’f@®) =f(® (14)
dir. Integral tanimindan ve Cauchy tekrarlanan integral denkleminden
JY™ == gt nme N (15)
Jejf =P = JF]*  a,B €N (16)

dir. f(t) bir causal (kompakt nedene sahip olsun) fonksiyonu olsun dyle kit < 0 da
sifir olsun. Bu kuralin sonucu uygun olmasina ragmen bu durumun uygunlugu o6zellikle

(16) da gosterilen 6zelligin igerigine uygundur. Bu etki £(0) = £,,(0) = £,(0) = 0 dur.

@, fonksiyonunu Riemann-Liouville integraline yerlestirirsek,

t
et (t—DE™

= Dy () * f(t) =
) I'(o)

%=t

f(D) (17)
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olur. t,, t <0 icin fonksiyonun sifir oldugunu gosterir. Sonugta (17) nedensel

fonksiyon olarak adlandirilir. (6) da verilen Laplace konvulasyon tanimi yardimiyla

JEf@) = @q(t) * f(O)

1

_ _ n-—1
= F(a)of(t "1 f(T)dT (18)

yazilir. Burada Riemann-Liouville Fractional integrelinin Laplace dontisiimiinii
bulacagiz. (17) de iki terim olan @, ve f(t) nin konvulasyonunu gosterdik. t%~1

Laplace doniistimii
L{t* 1} =T(a)s™¢ (19)

dir. Boylece (17) de gosterilen @, fractional integralin konvulasyon iligkisi ve (6) da
gosterilen konvulasyonun Laplace doniisiimii Fractional integralin Laplece doniisiimii

ise
L{J*} =S5"f(s) (20)
olarak bulunur.

Fractional turevlerde Riemann-Liouville fonksiyonun tekrarlanan integrallerin agilimi
ile baslar. Tiirev i¢inde benzer yaklasimlar tekrarlanabilir. a = % , a € R, oldugunda

diferansiyellenebildigini diigiinelim. Simdi m tamsayisi segelim oyle ki m—1 < a <
m olsun. O halde, ¢6ziim igin iki metot vardir. Birinci metot asagidaki grafik 3 de

gosterilmistir.

Differentiation Integration

(a)

Comea =7

Sekil 3.3. Sag-el kuralinin grafikal gosterimi.
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Bunun agiklamas basittir. m bir tamsay1 olsun. ilk adim (a) gegisini tamamlamak olsun.
f(t) fonksiyonunun integrali m —a =.7 sekilde a = 2.3 dur. Ikinci olarak
m=3(operator(b)) ile f,(t) fonksiyonunu diferansiyelleyelim. Sonug¢ olarak a ’'nin

diferansiyellenebildigi bitirmis olduk. Bunun tamami (21) de verilmistir.

(dm 1 ; £(T) )
= dT|, m—-—1<a<m

m I

g/ ®,  a=m )

Sag-el kurali olarak tanimlanan ikinci metot Sekil 4 de gosterilmistir.

Differentiation Integration
3 2 1
f f f fi(t) i 1 l‘2 l‘3

(b)

Sekil 3.4. Sol-el kuralinin grafikal gosterimi.

Sag-el kurali (a) ve (b) operasyonlarini kullanarak ayni sonucu elde etmeye calisir.

Bunun matematiksel sonucu asagidaki denklemde gosterilmistir.

1 [ e
I'm-—a) ) (t — T)at+tl-m

dm

k dt—mf(t), a=m )

dT, m—-—1l1<a<m

DIf(t) = (22)

Ikinci tanim sag-el kurali olarak burada tanimlanmasina ragmen Caputo tarafindan

formiile edilmistir ve genel olarak Caputo Fractional Turevi olarak isimlendirilir.

Fractional tiirevler i¢in sag el kurali sol el kuralindan siirlayicidir. Simdi de Riemann-

Liouville Fractional integrallerin simirlamalarini gorelim. Onceden bahsedildigi gibi
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causel fonksiyonu f(t) ye ihtiya¢ duyulur. t < 0 de kaybolur. Sol-el kurali i¢in t nin
baslangi¢ fonksiyonu bu durumu sagladiginda @ > 0 in biitiin tam sayilar1 ig¢in
gereklidir. Buna ragmen sag-el kurali igin m degerindeki f(t) fonksiyonunun
farklilasmasi sadece £(0) = 0 yapmaz f( = @ _ £0™ =0 olur.

Matematik diinyasinda sag-el kuralinin bu kirilganlhi§i zayiflatilabilinir. Herhangi biri
sag-el kurali neden gereklidir sorusunu sorabilir. Bu sorunun cevabi diferansiyel
denklemlerin tam say1 olmayan degerlerini ¢oziildiigli zaman bu sorularin cevabi gelir.
Matematiksel mantikta uygun baslangi¢ sartlarmin verildigi bu problemin ¢dziimiinde
sol-el kuralin1 kullanmak miimkiindiir. Bu oldugu zaman, buna karsin tamsay1 olmayan
diferansiyel denklemlerin Fractional ¢6ziimleri i¢in baslangi¢ sartlar1 gereklidir. Ayrica
sol-el kurali kullanilarak bir sabitin Fractional tiirevi sifir degildir ve

D*C = Ct—_“ (23)

['(1-a)

sol-el kurali tizerindeki sag-el kurali gosterimi basittir. Fractional integrallerin 6zellikler
alt basghginda Fractional integrallerin Laplace doniisiimlerini gosterdik. Bu tanimi
kullanarak sol-el kurali Fractional tiirevlerin Laplace donisiimiinii benzer sekilde

bulabiliriz. Bu formun Fractional tiirevleri asagidaki gibi yazilabilir.
DEf(t) =g™(®), g =J""f(t) m—1<a<m (24)

(8) de kullanilan o6zellik ve Fractional integrallerin Laplace doniisim tanimlari

kullanilarak,
LD (O} = smg(s) — Y skg™mKD(0) =s%f(s) = Y skDERDf(0)  (25)

seklinde buluruz. Burada anlasilir ki tim k dan n-1 terimleri i¢in istenilen baslangig¢

sartlar1 gereklidir. Sol-el kurali i¢in asagidaki sekilde tiirevleri yazarak baslayalim.

DEf(t) =)™ *g(t), g®)=f"™(), m-1<a<m (26)
(20) deki Laplace doniisiimiinden sonra

m—1

LDIf()} = s~ g(s) = s*f(s) - Z s*k1F09(0) (27)

k=0
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olur. Bu formilasyonda f(t) nin tirevinde a degeri goziikmez fakat tercihen carpani
gorindr, sol-el kurali i¢in bolgenin disindadir. Boylece tamsayr deger tiirevleri
baslangic sartt olarak kullanilir ve sonunda fizikse veriler ve goézlemler araciligiyla

kolayca yorumlanir.

Riemann-Liouville yaklasiminin disinda Grunwald-Letnikov formiliizasyonu probleme

tiirevlenen taraftan yaklasir. Bunun igin tiirevin temel tanimindan baglayalim.

ooy o SO+ h) = f(x)
f'@) = lim - (28)
dir. Bu formiilii tekrar uyguladigimizda ikinci tlrevi bulabiliriz.
" T f’(x+h)—f’(X)
f) = Jim h
BRT h,—-0 2 h,-0 2
- r}ir—l?o h, (29)
h nin ayn1 degerleri se¢ilerek 6rnegin h = hy = h,, ifadesi yazildiginda
+ 2h) -2 +h) + f(x
i) = gy L2 =2 ) )

n. tirev icin yukaridaki islem asagidaki toplam iginde gdsterilebilir. Tlrevin n

tekrarlarini temsil etmek igin d™ operatdriini kullanirsak
n
dnf(x) = 1imiz D™ () £~ mh) 31)
h—0 A" m
m=0

yazilir. Bu ifade a« € R olan n degerleri i¢in tamsayr olmayan degerler igin

genellestirilebilir ki binomial katsayr standart faktoriyelde ~Gamma fonksiyonu
kullananildiginda anlagilir. Ayrica toplamin {ist limiti t_Ta olarak sonsuza gider.(t ve

sirastyla diferansiyelin st ve alt limitidir.) BOylece Grunwald-Letnikov fractional

tlrevinin genel formuna soldan yaklagimi

FNa+1)
m!T(a —m+1)

t_Ta
1
df () = lim>m ) (~)™ f(x — mh) (32)
m=0
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kabul edilir ki Fractional integral igin aynen Riemann-Liouville tanimindaki gibi
Fractional tiirevler tanimlamak i¢in kullanilabilir. Grunwald-Letnikov trevinin
yukaridaki formu Fractional integrallerin alternatif taniminda kullanim ig¢in

degistirilebilir. Bu formun en dogal degisimi negatif « i¢in Grunwald-Letnikov tlrevini

gbzden gecirmektir. Eger formu (_1:) e dondiiriirsek faktoriyel ile agiklanamaz.

() —n(—n—1)(-n— 2)(;: ~3)(—n—-m+1) 33)
Bu (") form tekrar
(1) = oy n(n+ 1+ 2)(7;; 3)..(n+m—1)

= (—1)"1% (34)

sekilde yazilabilir. Yukaridaki faktoriyel ifadesi Gamma fonksiyonu kullanildiginda
negatif degerler igin genellestirilebilir, bylece

I'(a +m)
m
()= O™ et (35)
yukaridaki denklem kullanildiginda -« igin (32) yi tekrar yazabiliriz ve boylece

Grunwald-Letnikov Fractional integraline soldan yaklagilir.

t—a

['(a+m)

d%f(x) = }li_rg h“ r@m

f (x —mh) (36)
Bu nokta Grunwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tarafindan onerilen Fractional
calculus’un iki formiilii gosterilmistir. Fractional integral ve turevler icin Riemann-
Liouville tanim1 goreceli basit fonksiyonlar i¢in analitik ¢dziimler bulunmasini saglar.
Bunun tersi olarak Grunwald-Letnikov tanimi niimerik degerlendirmeler i¢in kolayca

kullanilir.
Fractional integral esitliginin birinci formu

u(T)
F(a) (-1

—dT=f(t), 0<a<1 (37)
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olarak tanimlanir. Bu esitlik ayrica sdyle de yazilabilir:

Jou@®) = f(©) (38)

Bu tiiriin ¢6ziimii basittir ve sdyle yazilir.

u(t) = D*f (o) (39)

Sol-el kuralindaki i¢ degiskenli bu durumda fractional tiirev igin Caputo veya sag-el
kurali  kullanilabilir, buna karsin su  vurgulanabilir ki  her durumda
D&J*f(t) hesaplanamaz.

Gergekte asagida gosterilecektir ki Laplace doniistimiiniin kullanilmasiyla ¢0zimine
ulagilacaktir, sag-el kurali (37) yi ¢6zmek i¢in kullanildiginda arta kalan terim ortaya

cikar.

Laplace yardimiyla, birinci gesit integral denklemleri asagidaki sekilde farz edilmistir.

JuE) = BuE) * ut) = LIPL) +u(®)} = 2 (40)
Cebirsel olarak, (40) da ki denklemin sonucundan asagidaki sonuglar
i(s) = s°f(s) > s [ff”] (41)
veya
~ 1 . 0
5(8) = STF(5) = g [575) ~ FO)] + L (42)
olarak yazilabilir. (41) ifadesinden zaman alanina geri ¢evrildiginde
_ 1 d f

v =ra-pa , =T at

=f® (43)

elde ederiz ki sol-el kurali denkleminin ¢éziimiine esittir. (42) ifadesinden de sonug

elde edebilmek icin benzer olarak asagidaki sekilde ters cevrilebilir.
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1t
O=ra—o ), - T

-

= FO+ 1O = (44)

Bu sonucun ilk elementi sag-el kuralidir fakat 6nceden bahsedildigi gibi sifir degerinde

fonksiyonun degerine bagli olarak arta kalan degerini kapsamalidir.
Ikinci gesit integral denklemleri (45) de gosterilmistir.

u(t) + — f 2D = 0 = (Y = O (45)
I['a) ), (t—=T)~@

(45) deki ¢dzlim ise soyle bulunur:
u(®) = (1= Y90 = (1 - 2(—1)“/“”) G

= f©) + (Z(—A)"cpan> 90 (46)
n=1

(9) denklemini kullanarak sunu gosterebiliriz:

o (—At)k

Ba (=A%) = T(ak + 1)
k=0

(47)

(47) nin ilk tirevi alindiginda E, (—At%) genislemasinde ilk terim elenir ve (46) daki

form elde edilir. Boylece ikinci turiin integral denklemlerinin ¢6ziimii sdyle yazilir:

d
u®) = f(O + - [Eo(=AtD)] * f(6) (48)

Ayni ¢oziim Laplace doniisiimleri kullanilarak ulasilabilir. (45) in Laplace doniisiinii

alarak baglayalim.

A ~
L{A + DU®) = LIF©) = |1+ 2| 26s) = ) (49)

(49) daki denklem pek cok yolla tekrar diizenlenebilir fakat 6zellikle (48) de gosterilen

sonuca ulastirir.
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a-1

a(s) [Ssa o ]ﬂs) +f(5) (50)
(50) deki denklem normal fonksiyon alanina geri ¢evrilecektir. Bunu yapmak igin (51)
de verilen Mittag-Lefler fonksiyonunun bir 6zel formunun Laplace donsiimiiniin

kavranilmasi gereklidir.

a-—-1

L{Eq(=At%)} = (D

s+ A

(8) de verilen iliski araciligiyla su aciktir ki (50) deki sol-el kuralindaki parantezler
arasinda ne oldugu (51) deki sol-el kuralinin ilk tiirevini basitge Laplace dontistimiidiir.
Ornegin,

a-—1

LED ) =s—— -1 (52)

s¥+ A

(6) da verilen Laplace konvoliisyonunun tanimindan kolaylikla (50) nin nasil ters olarak

(48) ide ayn1 sonucu verdigi kolaylikla goriiliir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI iCIN
GENELLESTIRILMIiS INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
f:la,b] = R fonksiyonu (a, b) Uzerinde diferansiyellenebilir ve f':[a, b] = R tlrevi

(a, b) tizerinde simurl yani, ||[f'|| = sup
te(a,b)

f'(t)| < oo ise her x € [a, b] igin

1 b 1 (x_a;—b)
f(x)—mff(t)dt < Z"'W (b —a)lf'lle

dir. Bu esitsizlikteki % sabiti ise en iyi olasi sabittir. Buradaki esitsizlik literaturde

Ostrowski esitsizligi olarak adlandirilir.

Son zamanlarda Ostrowski integral esitliklerinin bazi genellestirmeleri, sinirlt
varyosyanlarin gosterilmesi ve Lipschitz, baz1 6zel ortalamalar i¢in hata tahminlerini
iceren monotonik ve 6zelliklede surekli ve n-kez diferansiyellenebilir fonksiyonlar igin
ve bazi niimerik alan hesabi kurallar1 i¢in pek ¢ok yazar tarafindan yeni sonuglar
verilmistir. Son yillarda bu tip esitsizlikler pek ¢ok arastirmaci tarafindan calisilmakta
ve bu tip esitsizliklerin pek c¢ok varyasyonlart ve uzantilar1 ve genellemeleri ¢ok

sayidaki bilimsel makalede mevcuttur. (Dragomir ve ark., 1999; Sarikaya 2010)

Ostrowski esitsizliginin basit bir ispati asagida belirlenmistir. Eger f:[a,b] - R
fonksiyonu (a,b) Uzerinde f' tirevlenebilir ve f’de [a,b] de integrallenebilirse,

Montgomery 6zdesligi

1 b b
fo0 =5 r@de+ [ A@or©d &

elde edilir. Burada P, (x, t) Peano ¢ekirdegi olup asagidaki sekilde tanimlanir:

t—a

P ast<x
, x<t<b

b—a

Burada (1) ifadesi kullanilarak Ostrowski esitsizligi kolayca hesaplanabilir. Simdi

caligmalarimizda kullanacagimiz Riemann-Liouville tanimini yeniden hatirlatalim.
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Tamm 4.1.1. f € L;[a,b] olsun.a > 0 vea > 0 ile 7+ f veJi~f sirasiyla sag ve sol

Riemann-Liouville kesirli integralleri
X
Jarf () = Lf(x — ) f(H)dt, x>a
a F(a) )
a

b
1
£ = f (t— 0% f(O)dt,  x<b

ile tammlidir. Burada I'(a) = [, e ™u®'du ve J+f(x) =J5-f(x) = f(x) du.
a = 1 olarak alirsak Fractional kesirli integral bilinen integral olur. Fractional calculus
teorisi son 30 yildan fazladir yogun bir gelisme gosterdigi bilinmektedir. Gosterilmistir
ki Fractional tipli integralleri ve turevleri reel nesneler ve sureclerin matematiksel
modellemesinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Sonu¢ olarak, Fractional diferansiyel
denklemlerin calismasi1 Fractional tipli esitsizliklerinin gelisimine daha fazla imkan
saglar. Asagida Fractional integrallerle Ostrowski esitsizliginin baz1 yeni formlarini

olusturmasi amaglanmistir.

Anastassio ve arkadaslar1 (2009), Sarikaya ve Oginmez (2012) c¢alismalarinda
Riemann-Liouville Fractional integrallerini kullanarak, Ostrowski tipili esitsizlikleri
elde etmek i¢in asagidaki genellesmis Montgomeri 6zdesligini elde etmislerdir:

r — - l
£ =22 (b — a)'"&f (b) — J& (P, D)F(B)) + JE (P26, DIF (D)), @21 (2)

burada fractionaller i¢in Peono ¢ekirdegi

t_
Lh-0rU(@), a<t<x
_)Jb—a
PZ(xlt)_ t_b
m(b — x)l‘“l“(a), x<t<bh

olarak tanimlanmuistir.
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Tezin bu kisminda yukarida s6z edilen (2) 6zdesliginin daha genel bir hali verilerek bu
giine kadar yapilan tiim g¢alismalarin daha genel bir halini verecegiz. Kolaylik olsun

diye bu kisim boyunca
A
[t—a—z(x—a)], ast<x
Kl(x)t): A
[t—b+§(b—x)], x<t<h,

! t A ]b I-ar <t<
T a a 2(x a)| (b —x) (a), a< X

KZ(th)= 1 /1 a
th—b+2(b—x)](b—x) Ma), x<t<b,
p
Py t—a+2(x—a)](b—x)1“F(a) as<t<x
h(x,t) =
—[b—t+&(b—x)](b—x)l‘“F(a), x<t<b
—a 2

tanimlamalarini kullanacagiz.

Lemma 4.1.1. f:IcR->R a,b€el(a<b) ile I° lzerinde diferansiyellenebilir

fonksiyon olsun. a>1, 0<A1<1 ve f'€L,[a b] fractional integraller igin

Montgomery 6zdesligini genellestirilmesi:

(1- —)f(X) J&(K2(x, b)f' (b)) + g M(@)Jqfb) — J& (Ko (x, b)f (b))

-7 A — @) (- a)(b — x)* " f(a) )

dir.
Ispat. Ispat1 yapmak igin K, (x, t) ¢ekirdegi ilk olarak kullanalim Dolayisiyla, Riemann-

Liouville kesirli integrali tanim1 yardimiyla,
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b
M(@)Je(Ky Go ) (B)) = f (b — 7 K, (x, O (b)dt
_ f(b _ pe-t (t —a- % (x — a)) Fi(0)dt

b
A
+ f(b —t)ot (t —b+ E(b - x)) f'(t)dt
X
yazilir. Simdi burada ilk olarak, sagdaki integrale kismi integrasyon uygularsak,

P(@JE (K G D) = - 07 (e —a =2 - ) £ (o)

1 A
+ (M-t (t—b+§(b—x)) f (1)

b
X

~ -0t - (@~ )b - 2 (t —a-tx- a))] F(Odt
~ -0t~ (@~ )b - )2 (t —b+i0- x))] F(D)dt
=b-0 -1 -Hf@W +3 b - (x - A)f (@) + (b — 1) (1 - Hf (x)

b b
- j(b — ) ()dt + (a—1) f(b —)* 2K, (x, t) f(t)dt

A A
=S - 0 - f @+ (1-5) (-0 b - Df @
b b
- J(b —D)* f(O)dt + (a — 1) J(b —)* 2K, (x, ) f(t)dt

elde edilir. Yukaridaki ifade de f(x) yalmiz birakilarak K,(x,t) nin tanimin

kullanirsak,
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(b- x) F(a)

A-Df ) = J& (K G, bYF ()

(b -0 T(a) [

s | -0

(b —x)% (a — 1)F(a -1)

f (b — 02K, (x, Of (Ddt

b—a I'(a
A gy =) —x)""
50 2@
(b— x)

= J& (K2 Ge, b)f' (b)) + = T(@)JEf (b)

2
—J& (K, (x, b)f (D)) — (b —a)* - a)(b - 0)*f(a)

olacak sekilde elde ederiz. Bu da istedigimiz Montgomery 06zdesliginin bir

genellestirmesidir.

Not 4.1.1. (3) 6zdesliginde « = 1 ve 1 = 0 olarak alirsak (3) ozdesligi (1) klasik

montgomery 6zdesligine dontisiir.

Not 4.1.2. (3) 6zdesliginde A =0 alinirsa (2) ile verilen fractional montgomery

0zdesligine doniisiir.
Sonu¢ 4.1.1. Lemma 4.1.1’in kosullar1 altinda A = 1 olarak alinirsa,

2(b x)

F) = 278(K, (e, bYF' (b)) + 22221 (a)j @ £ (b)

—2J§ (K2 (x, b)f (b)) = (b — a)* 2 (x — a) (b — x)*"*f (@)

olur. Benzer olarak 0 < A < 1 durumlari igin bir ¢ok 6zellik yazabiliriz.
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Teorem 4.1.1. f:[a,b] » R fonksiyonu (a,b) uUzerinde diferansiyellenebilir ve
f'€Lila,b] ,a<bve0<A<1olsun. Eger her x € [a,b] ve a = 1 i¢in |f'(x)| <

M ise Fractional Ostrowski esitsizligi

_ 1-«a
‘(1 D e - 2 @y o) + 15 (Ko P )

A
+5 (b —-a)* (- a)(b - x)*"'f(a)

M
< ey A @

dir. Burada A(x) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

Alx) =

b— 2a a+1

} (5)

T'(a)(b _;)1—0{ {(b _ )@ lZ(b —a)+ Alx —a) _ b—a

Z(b_x)_(b—a)+/1(x—a;b)

_ a
+(b=-x) a+1 a

Ispat. Lemma 4.1.1 yardimiyla

_ 1-a
1 ——)f( )—¥F( )& f(b) + J& (Ko (x, b)f (b))

+ 200 - 02 - )b - 0 (@

b
- f (b — 71 K, (x, O f (£)dt ©)

M i a-1
gmaf(b—t) K, (x, £)]dt

M i a—1
< m!(b —t)* th(x,t) dt

yazilir. Dolayisiyla, son integali asagidaki sekilde hesaplayalim:
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b
1 -1
e af (b — D)% h(x, £) dt

_ 1-«a x
=% f(b—t)“‘1<t—a+%(x—a)>dt

b
+f(b—t)“_1(b—t+%(b—x)>dt

G b J2—a)+A(x—a) b-a
"~ b-—a (b=a) I 2a Ca+1
2(h — (b—a)+ 1 x—a+b
+ (b —x)“ Er+1x)_ a( 2 ) (7)

olur. Buradan da (7) ifadesini (6) da yerine yazarsak, (4) ile belirtilen Ostrowski

esitsizligini elde etmis oluruz.

Not 4.1.3. Teorem 4.1.1 de A = 0 alirsak, Anastassiou ve arkadaslar1 (2009) tarafindan
elde edilen Teorem 4.1.1°i verir. Boylece, bizim sonuglarimiz Anastassiou ve

arkadaglarinin sonuglarinin bir genellestirilmisidir.

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1 in kosullari altinda A = 1 olarak alirsak,

1 b —x)1®
26 - 2 @y + 15 (Ko ) B))

+2 (b= )2 x — )b~ D/ (@)

M 1-a a—-1
< m{(b —x)7b—-a)* 2(b—a)+ ala+ 1)(x —a)]
(b —x) b b
+ - [B3a(a+b—2x) — (b — a)]} (8)
verilir.
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Not 4.1.4. (8) esitsizliginde & = 1 olarak alirsak,

b
b-f)+ x-f@ 1
20— a) NC —a)ff“)‘“

(b —x)
(b—a)

SM{(b—2a+x)+ (2a+b—3x)}

olur.

Teorem 4.1.2. f:[a,b] » R fonksiyonu (a,b) Uzerinde diferansiyellenebilir, f' €

Lila,b] ,a<b,0 <A< 1vea = 1olsun. Eger [a, b] Uzerinde |f'|?, g = 1 konveks

ise

(b—x)@
b—a

A
(1=2)f () - L(@J&f(b) +J& (Ko (e, b)f (b))

A
+5 (b -a)* (- a)(b -0 f(a)

1

1 1
< 7y (4 U @1BG) +1F )1 ©

dir. Burada A(x), (5) de tanimlandig1 gibi B(x) ve C(x) ise

I b—x)« 2(b — Alx — b —
s T - [0 A 2o

_T@b-x)"* J2(b—a)+A(x—a) (b-a 1
€@ = (b — a)? {(b—a) [ 20(a +1) _(a+1_a+2>l

z(b_x)_Z(b—a)+A(x—a;b)

a+2 a+1

+ (b _ x)a+1

ve

+2(b—x)“+1< : (b—x) )

a+1 (a+2)(b-a)

) a+b (b—-x) !
—(b—-x) ((b—a)+/1<x— 2 ))((b—a)(“*'l)_E)}

seklinde tanimlidir.

31



Ispat. Lemma 4.1.1 yardimyla,

(1——)f()—( _)

F(@)J&f(b) +J& (K, (x, b)f (b))

+35 (b - ) (x—a)(b -0 f(a)

f (b — 02K, (x, O)f ' (t)dt

F(a)

_ -2
(a)f(b * K (x, O1f' (®)]de

1 3 a—2 '
< @af(b — 0% 2h(x, OIf (D) ]dt

yazilir. Holder esitsizliginden ve |f'|? nin konveksligini kullanarak,

1 ‘ a—-1 !
= f (b — O h(x, O)If'(D)]de

1
q

< %(j(b — )% th(x, t)dt <J(b —t)* Th(x, )|f’ (t)lth>

b b
@ (f (b~ " h(x, t>df> (f O -0 (=g
_
, 1
< %( j (b — )% h(x, t)dt)

bb a1, b—t g, t—a TS
x| [0 =0 60— 1F @I + g I Bl

Q|

1
q
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:ﬁ (ff(b — ) th(x, t)dt)l_q

1

"( )q b "(b) 7 p q
x (Ll 26 - 0@ hex,0de + L2 70 - 0% - @) b ) dt)
yazilir. Simdi son ifadedeki integrali hesaplayalim.

I/’
b

b
_a)a|q f(b _ D% h(x, 0)dt = B(x) 1)

ve benzer olarak,

b
f(b —t)*(t — a) h(x, t)dt
a

=1F B9 (b - % hx, O3de — LOL 125 — 5y h(x, )dt = C(x) (12)

alabiliriz. Buradan da (10) ifadesinde (11) ve (12) sonuglari yerlerine yazilirsa (9)

esitligi elde edilmis olur.
Not 4.1.3. Teorem 4.1.2 nin varsayimlar altinda, A= 1 olarak alinirsa,

1 (b —x)t~@ 9
Ef(x) —fx) - ﬁ[‘(cx)]gf(b) +J& (K, (x, b)f (b))

1
+5(b -2 (x - )b~ )@
<—1 (A4 ( ))1_%0 "(@)9B1(x) + |f' (D)€, ( ))%
=T(a) 11X f'(a 1X f 11X

yazilir. Burada A; (x), B;(x) ve C;(x) fonksiyonlar1 da asagidaki sekilde olur.

F'(a)(b —x)t~« HL2h—a)+(a+Dx—a)
4 =—3 =% {(b - 2a(a+ 1)
Ja—-Db-a)+(a—x)—(x—a—b)
(=% ala+1) }'
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_T@b-x)"* w1 b~ +(@+2)(x—a)
B == oy {(b_“) T Za@ D@+
a1 @b —a)+2(a+1)(@a—x)—(x—a—Db)
+ (- (a+1D(a+2) }'
F(a)(b—x)t~¢ ]2 —a)(b—a)+ (x—a) 1
G = (b —a)? {(b_ @) I 2a(a+1) * (a + 2)]

b-—x)+(ax+2)(x—a)
(a+2)(b—a)

a a+b (b—x) 1
—(b=0 <(b_“)+("_ 2 ))((b—a)(aH)_E)}'

+2(b — a)**

4.2. FRACTIONAL INTEGRALLER iCIN OSTROWSKI TiPLi
ESITSIZLIKLER

Tezin bu kisminda fractional integraller i¢in Ostrowski esitsizliginin daha genel bir

halini farkli bir ispat yontemi ile verecegiz.

Teorem 4.2.1. f:[a,b] > R (zerinde (a,b) diferansiyellenebilir ve her x €
[a,b] ve a > 0 icin |f'(x)| < M olsun. O zaman, Ostrowski tipli fractional esitsizligi

her t € [a, b] icin

(b-0+({t-a)" Ma+1) a a
- SO U B +IEf(@)]
< M a+1 b a+1 "
L (G Chal i (13)
dir.

Ispat. t € [a, b] icin

(b — )%+ (t — a)® M(a+ 1)

oo O G VB +IEf(@)]
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t

1 t
-Gz |00 o)dvx

b x
- [ e -y oavs (14)

f v — @)*f (Ndy + f (b - y)*f' ()dy

olarak yazalim. Modulusun 6zellikleri kullanarak ve her x € [a, b] icin |[f'(x)| < M

kullanirsak,
(b—t)“+(t—a)“ [la+1), o
) f(@) - - V& F(D) +JEf ()]
t b
<=M f(y —a)%dy + f(b - y)“dy]
— M a+1 b a+1
= —= [t =™ + (b -]
elde edilir.

Not 4.2.1. (13) igcinde a = 1 alirsak, Ostrowski esitsizligi

2

t_a+b
- %Jr( (b—i)z)

f(e

seklinde olur.

Teorem 4.2.2. f:[a,b] > R fonksiyonu (a, b) de diferansiyellenebilir, %+§ =1 ile

a >0 vep > 1 olsun. O zaman, Ostrowski tipli factional esitsizligi:

(-4 - Ta+1)
G- O VEr® +IEf @]
1 O_"l-l O_’+l
< —— |~ DU e + B = O N lppen|  15)
(aq + 14

dir. Burada ||. ||, [¢,¢] NOrmu
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1
p

t
TN f f Oy
a

dir.

Ispat. Teoremin ispati igin Teorem 4.2.2 iginde (14) ifadesini alir ve Holder esitsizligi

kullanilirsa,

(b—t)“+(t—a)“ [(a+1)
) f@) - —a)

Jef ) +JEf (@]

1

S{ flf’(y)lpdy f(y—a)“qdy
| \a a

b > 2
f ' O)IPdy f (b —y)¥dy
t a }

1 1 1
= ——— [~ @ Wy + &= O Mg
(aq +1)4

olacak sekilde elde edilir.
Not 4.2.2. (15) igcinde a = 1 olarak alinirsa,

1 1+ 1+
s—1 t—a) Uf'llpaeg + B =0 alf e
(g +1)4

seklinde Ostrowski tipli integral esitsizliine dondigiir.
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5. SONUC VE ONERILER

Lemma 4.1.1 de elde edilen (3) 6zdesligi kullanilarak bazi1 Ostrowski tipli fractional
integral esitsizlikleri elde edildi. Bulgular ve Tartisma baglig1 altindaki birinci boliim
olan Riemann-Liouville kesirli integralleri igin genellestirilmis integral esitsizlikleri
bashig: altinda yayma gonderilmistir. Ikinci boliim olan fractional integralleri igin
Ostrowski tipli esitsizlikler basligi altinda Vietnam Journal of Mathematics adli dergide
kabul edilmistir.

Dolayistyla, ayn1 6zdeslik yardimiyla literatiirde bilinen bazi1 6zel konveks fonksiyonlar,
s-konveks, h-konveks, v-konveks, vy -konveks vb. igin bir ¢cok yeni Ostrowski tipli
fractional integral esitsizlikleri elde edilebilir. Burada acik problem olarak ilgili

okuyuculara birakiyoruz.
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