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OZET

BAZI FARK DiZi UZAYLARI UZERINDE MATRIiS DONUSUMLERI

Merve ILKHAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Emrah Evren KARA
Aralik 2014, 60 sayfa

Bu tez ¢alismasinda yeni bir fark matrisi olan T = (t,,;,) matrisi, her n € N igin t, > 0
ve (t,) € c\c, olmak iizere her n, k € N icin

tn ) k=n
1
thx = il k=n-1
n
0 , 0<k<n-—1lyadak>n

seklinde tanimlanmistir. Daha sonra T matrisi kullanilarak 1 < p < oo igin £,,(T), ¢o(T')
ve ¢(T) dizi uzaylar olusturulmustur. Bu uzaylar ile ilgili baz1 teoremler ve kapsama
bagintilar1 verilmistir. Ayrica bu uzaylarin o-,3-,y- dualleri belirlenmis ve Schauder
bazlar1 bulunmustur. Son olarak bu uzaylar ile bazi klasik dizi uzaylar1 arasindaki matris
dontisiimlerinin siniflar1 karakterize edilmistir.

Anahtar sozciikler: Dizi uzaylari, Matris doniistimleri, Schauder bazi, a-,3-,y- dualleri



ABSTRACT

MATRIX TRANSFORMATIONS ON SOME DIFFERENCE SEQUENCE
SPACES

Merve ILKHAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
December 2014, 60 pages

In this study, a new band matrix T = (t,;,) was defined as

t, k=n
1
tnk: -, k=n-1
tn
0 , 0<k<n—1lork>n

for all n,k € N, where t,, > 0 for all n € N and (t,,) € c\c,. Later, by using the matrix
T, the sequence spaces ¢, (T), co(T) and c(T) were constructed for 1 < p < co. Some
theorems and inclusion relations related to these spaces were given. Also, a-,3-,y- duals
of these spaces were determined and their Schauder basis were found. Finally, classes of
matrix mappings between these spaces and some classical sequence spaces were
characterized.

Keywords: Matrix transformations, Schauder basis, Sequence spaces, o-,3-,y- duals



EXTENDED ABSTRACT

MATRIX TRANSFORMATIONS ON SOME DIFFERENCE SEQUENCE
SPACES

Merve ILKHAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
December 2014, 60 pages

1. INTRODUCTION:

Since the most general linear transformation between two sequence spaces is given by
an infinite matrix, matrix transformations between sequence spaces are important. In the
literature, many new sequence spaces were defined by using infinite matrices, especially
infinite triangle matrices and some topological and geometrical properties of these
spaces were examined.

This study is composed of five chapters. The first chapter is an introductory about the
whole thesis. In the second chapter, some basic definitions and theorems are given. The
third and the fourth chapters are the original parts of the thesis. In the last chapter, some
special cases of sequence spaces defined in the third and the fourth chapters are given.

Also, some suggestions are made about subjects which can be studied on these spaces.

2. MATERIAL AND METHODS:

Firstly, we examined some papers in the literature related to new sequence spaces
constructed by means of the matrix domain of a special triangle. We investigated what
kind of properties concerning these new sequence spaces were studied by authors. After
that, we determined which of these properties can be carried to our new sequence spaces

constructed by a new band matrix.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

The following results are obtained:



e New sequence spaces £,(T) (1 < p < ), ¢o(T) and ¢(T) are constructed.

e Some inclusion relations related to these new spaces are examined.

e o-,3-,y- duals of these spaces are determined.

e Schauder basis of these spaces are established.

e The classes of matrix mappings from the spaces £,(T) (1 < p < ), co(T)
and c(T) to the sequence spaces ¥4, Cy, C, £, CSg, CS, bs are characterized.

e Also, the classes of matrix mappings from the spaces ¥4,cy,c,£x to the
sequence spaces £, (T) (1 < p < ), ¢o(T) and c(T) are characterized.

e The norm of bounded and linear operators defined from the spaces

£,(T) (1 < p < ), ¢o(T) and c(T) to the spaces €1, 4, is given.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

The main purpose of this study is to introduce the sequence spaces £,(T) (1 < p < ),
¢o(T) and c¢(T) which are the matrix domains of the band matrix T in the absolutely
p-summable, null and convergent sequence spaces ¥, ¢y and c, respectively. The
subject of this thesis is a study of which is considered to make in the branch of

Functional Analysis.



1. GIRIS

A= (ay) (n,k=0,1,2..) satir ve siitun sayis1 sonsuz olan kompleks terimli bir
matris olsun. w tiim kompleks terimli dizilerin uzay1 olmak iizere X,Y ile w uzayinin
herhangi iki alt climlesi olan dizi uzaylar1 gosterilsin. w uzaymin her bir alt ciimlesi C

kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayr oldugundan her x = (x;) € X dizisi

Xo

Qoo Qo1 Qo2 Aok X
A0 Q11 Aq2 A1k X1
Ao Q1 Qp Ay X
Ax = . .2
Ano Ani an2 Ank x.k
-~ 00 —_
Z Aok Xk
k=0
(o]
aooxo + alel + aozxz + -+ aokxk + .- Z alkxk
A10Xp T A11X1 + A12Xy + o+ AqpXp + -+ k=0
— azo.XO + alel + azzxz + + azkxk + — ®
: Z Ay Xk
ApoXg T Ap1 X1 + ApaXy + oo+ AugXy + - prr
Ll
Z AniXk
k=0

elde edilir. Her n € N i¢in Y.p_, anxX, serisinin yakinsak oldugu kabul edilir. Her
n € N i¢in Y37, GnrXx = Y, olmak tizere y = (y,,) dizisi Y dizi uzaymm bir elemant
ise A matrisine X dizi uzayindan Y dizi uzayina bir matris doniisiimii denir. Bu doniistim

lineer bir doniisiimdyir.

Literatiirde 6zel tiggensel matrisler alinarak ¢esitli yeni dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bu



uzaylar iizerindeki matris déniisiimlerinin siniflar1 karakterize edilmistir. Ornegin;

Kizmaz [1] A fark matrisini kullanarak fark dizi uzaylari olan
co(d) = {x = (xx) € w: (xx — x_1) € Co},
c(d) = {x = (x¢) € w: (x — x¢_1) € c}

veE

goo(A) = {X = (xk) € w: (xk - xk—l) € {)oo}

uzaylarin1 tanimlamistir. Bu uzaylar literatiirde bilinen ilk fark dizi uzaylaridir. Ayrica
Kizmaz [1] bu uzaylar lizerindeki bazi matris doniisiimlerini de incelemistir. Daha sonra
cesitli fark matrisleri kullanilarak bircok yeni fark dizi uzaylari tanimlanmis ve bu

uzaylar iizerindeki matris doniisiimlerinin tagimasi gereken sartlar belirlenmistir.

Bu tez calismasinin amaci yeni bir fark matrisi olan T matrisini tanimlayip bu matris
yardmiyla 1<p<oo olmak iizere €,(T),€x(T),co(T)vec(T) uzaylarmi
olusturmaktir. ilk olarak bu uzaylar arasindaki bazi kapsama bagmtilar1 verilecek ve bu
uzaylarin dualleri belirlenecektir. Daha sonra bu uzaylar iizerinde tanimlanan matris

doniisiimlerinin baz1 siniflar1 karakterize edilecektir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
Bu boliimde ¢alisma igin gerekli olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.1 L bos olmayan bir ciimle ve [F, reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye [F lizerinde lineer uzay (veya vektor uzayi) denir:
L, + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl) Her x,y € L i¢cin x + y € L dir (kapalilik 6zelligi).

G2)Her x,y € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir (birlesme 6zelligi).

G3) Her x € L i¢in x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardir (6zdes eleman

varligi).

G4) Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardir (ters

elemanin varligy).

G5) Her x,y € Licin x + y = y + x dir (degisme 6zelligi).
x,y €L vea,f €I olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:
L1) a.x € L dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).
L2)a.(x+y) = a.x + a.ydir.

L3) (a+ B).x = a.x + B.x dir.

L4) (aB).x = a.(B.x) dir.

L5) 1.x = x dir. (Burada 1, [F nin birim elemanidir) [2].
Tamim 2.1.2 Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d:X xX > R, U{0}, (x,y)—>d(x,y)



dontistimii verilsin. Eger bu d doniisiimii Vx,y,z € X i¢in
MDd(x,y) =0 x =y;

M2) d(x,y) = d(y,x);

M3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,v) (liggen esitsizligi)

Ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir ve bu

durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir [3].

Tamim 2.1.3 Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite sahipse,

bu (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay adi verilir [3].

Tamm 2.1.4 X, bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
I-1:X = Ry U {0}, x— |lxll

doniigimii Vx,y € X ve Va € F icin

N ||x]| =0 x =0,

N2) [lax|| = lalllxII,

N3) llx + yll < llxIl + [yl (tiggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adini alir ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine bir

normlu vektor uzayi adi verilir [3].

Tamm 2.1.5 Bir (X, |I. ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir noktaya

yakinsiyorsa, bu (X, |I. II) normlu uzaymna tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir

[4].
Tamim 2.1.6 F = R veya C olmak iizere X bir vektdr uzay1 olsun.
(.. XxX->F

dontisimii agsagidaki 6zelliklere sahip ise (.,.) ye X ilizerinde bir i¢ ¢arpim, (X,(.,.))

ikilisine de i¢ carpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1) denir.



[1)Her x € X icin (x,x) > 0ve {(x,x) =0 & x = 6,
[2) Her x,y € X icin (x,y) = (y, x) (kompleks eslenik),
I3) Her x,y € X ve a € Ficin {ax, y) = a(x,y),
[4)Her x,y,z € X icin (x + y, z) = {(x,z) + (y, z) [3].
Tamim 2.1.7 (X,(.,.)) biri¢ ¢arpim uzay1 ve x € X olsun. x vektdriiniin normu
llxll = (x, x)*/2 (2.1)
olarak tanimlanir [3].

Onerme 2.1.1 (Paralelkenar Kurah) (X,{.,.)) bir i¢c carpim uzayi iizerindeki (2.1)

normu her x,y € X i¢in

llx + 112 + llx — 112 = 2(Ixl1* + Iy 1) (2.2)
esitligini saglar [3].

Teorem 2.1.1 (X, [I. [[) normlu uzaymin bir i¢ ¢arpim uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Vx,y € X vektorleri i¢in paralelkenar kuralinin saglanmasidir [3].

Tamim 2.1.8 Bir (X,(.,.)) i¢ carpim uzay1 (2.1) normuna gére tam ise, yani (X, (.,.))
icindeki her Cauchy dizisi yakinsaksa, bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay: denir [3].

Ornek 2.1.1 (£, Hilbert uzay1) Y'2,|x;|? yakinsak olmak iizere reel veya kompleks

x = (x;) = (x4, x3, ...) dizilerinin ¢, ciimlesi lineer uzaydir. x, y € ¥, olmak iizere

(x,y) = i XY

i=1

olarak tanimlanirsa bu seri yakinsak ve £, bir i¢ ¢arpim uzayidir. I¢ ¢arpim normu

o 1/2
el = G, x)/2 = (ZW)
i=1

olmak tuizere bu normdan elde edilen



o) 1/2
dCey) =l = yll, = (2|xi —yi|2>
i=1

norm metrigine gore ¥, tamdir. Dolayisiyla €, bir Hilbert uzayidir.

1 < p < o olmasi halinde

£y = {x = (x5, )1 ) [P < o0,x; € F}
i=1

ciimlesinde x in normu
o0 1/p
Ixll, = <2|xi|p>
i=1

olarak tanimlanirsa €, Banach uzayidir. Ancak p # 2 olmasi halinde £, Hilbert uzay1

degildir [2].

Tanmm 2.1.9 n € N icin u, ler herhangi sayilar olsun. u;.u, ...u, ... seklindeki bir

¢arpima bir sonsuz ¢arpim denir ve bu

00
n=1

seklinde gosterilir.

Boyle bir ¢arpimin anlamli olabilmesi icin hicbir carpanin sifir olmamasi gerekir, aksi
taktirde, diger terimler ne olursa olsun, ¢arpimin degeri sifir olur. Ayrica sonsuz bir
carpimda, bir yerden sonraki biitlin terimlerin mutlak deger bakimindan, birden kiigiik

sabit bir sayidan kii¢iik kalmasi1 yine ¢arpimin sifir olmasini gerektirir [5].

Tanmm 2.1.10 [[;-; u,, = uy.U,. U3 ... sonsuz ¢arpiminda bir yerden itibaren, 6rnegin

n > k i¢in higbir ¢arpan sifir degilse, ve bu yerden sonraki

Pn = Ug+1-Ug+2 - Un, (n>k)

kismi ¢arpimlari n — oo i¢in sifirdan farkli sonlu bir degere yaklasiyorlarsa

10



sonsuz ¢arpimi yakinsaktir denir.
Yakinsak sonsuz bir ¢garpimda genel terim daima 1 e yaklasir [5].

Teorem 2.1.2 Pozitif terimli bir [[;-;(1 + a,) sonsuz ¢arpiminin yakinsak olmast i¢in

gerek ve yeter sart ),;,—; a, serisinin yakinsak olmasidir [5].
Tanimm 2.1.11 F = R veya F = C olmak iizere

w={x=(0y) €Ew: x:N->TF,k - x;, = (x)}
kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

(), W) = O + i) ve (4, (x)) = (Axy)

ikili iglemleri ile [F lizerinde bir vektor uzayidir. @ nin herhangi bir alt vektor uzayima

bir dizi uzayi denir [6].

Ornek 2.1.2

l, = {x = (x) € w:sup |xi| < oo},
keN
c= {x = (xy) € w: (x) yakinsak yani Il(im X mevcut },

co={x=(xk)6w: Il{iigoxk=0},

€p={x=(xk)6a): Z|xk|1’<oo}, 1<p<x
k=0

bs = {x = (xp) € w: (Z xk> € fw},

k=0

cs = {x = (x) € w: (Z xk> € c},

k=0

11



cSp = {x = (x) € w: (2 xk> € CO}

k=0
uzaylar birer dizi uzayidirlar [6].

Tez galismasi boyunca aksi belirtilmedikge, £, uzayindan soz edildiginde 1 <p <
oldugu anlagilacak ve g ile de p nin eslenigi gosterilecektir. Yani p = 1 ise g = o ve
1<p<wiseq=p/(p—1)dir. Ayrica F ile N nin biitiin sonlu alt kiimelerinin ailesi

gosterilecektir.

Tamim 2.1.12 A bir lineer topolojik uzay olsun. Vi € N icin p;(x) = x; seklinde
tanimlanan p;: 4 — C doniisiimii siirekliyse A ya bir K-uzay1 denir. Tam lineer metrik bir

K-uzayma bir FK-uzay1, normlu FK-uzayima da bir BK-uzay1 denir [7].

Ornek 2.1.3 w uzayr d(x,y) = Y, #}i’iw metrigine gore bir FK-uzayidir [8].

Ornek 2.1.4 £, c ve cy uzaylart || x llo= Sup, ¢y |%x| normuna gore, 1 < p < o igin

tpuzayrda |l x ll,= (Xxso |xk|p)1/ P normuna gore birer BK-uzayidirlar [9].

Tanmm 2.1.13 L ve L' aym bir F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T:L — L'

operatorii her x,y € L ve her a € F i¢in
T(x+y)=T(kx)+T(y)veT(ax) = aT(x)
sartlarini sagliyorsa T ye lineer operator denir [10].

Teorem 2.1.3 BK-uzaylari arasinda tanimlanan lineer doniisiimler siireklidirler [11].
Tanim 2.1.14 X ve Y normlu uzaylar, T: X — Y lineer bir operator olsun. Her x € X icin
IT Ol < cllxll

olacak sekilde ¢ > 0 reel sayis1 varsa T ye smurli lineer operator denir [10].

X ve Y iki Banach uzayr ise B(X,Y) ile X den Y ye tanimhi tim smirli lineer

operatorlerin kiimesi gosterilecektir.

12



Tamm 2.1.15 X ve Y normlu uzaylar, T: X = Y lineer bir operator olsun.

B IT ()] _
IT|| = sup w:x eEX,x#0;=sup{lIT)|:x €X|x|| <1}

olmak iizere ||T|| ye T operatoriiniin normu denir [10].
Tamm 2.1.16 T: X — Y lineer operatorii verilsin.

CekT = {x € X: T(x) = 0}
kiimesine T operatdriiniin sifir uzay1 veya c¢ekirdegi denir [10].

Lemma 2.1.1 T lineer operatoriiniin bire-bir olmasi i¢in gerek ve yeter sart CekT = {6}

olmasidir [10].

Tanmm 2.1.17 X normlu uzayindan Y normlu uzayina lineer bir izometrik izomorfizm,

normu koruyan yani her x € X i¢in

ITCOlly = llxllx

olan bire-bir ve orten T:X — Y lineer operatoriidiir. Bu durumda X ve Y uzaylara

lineer izomorfiktirler denir ve X = Y ile gosterilir [10].

Tamim 2.1.18 A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. k > n
olan Vn,k € N i¢in a,;, = 0 ise A = (a,,) matrisine alt iggensel matris denir. k < n

olan Vn, k € N i¢in a,;,, = 0 ise A = (a,,) matrisine iist tiggensel matris denir [11].

Teorem 2.1.4 A = (a,;) alt iicgensel matris olsun. Her n € N icin a,, # 0 ise A
matrisinin alt iggensel tek bir sol tersi vardir ve bu durumda kosegen elemanlart 1/a,,,

dir [11].

Tanim 2.1.19 A ve u iki dizi uzay1 ve A = (a,y) reel ya da kompleks sayilarin sonsuz
bir matrisi olsun. Her bir n € N i¢in A, (x) = Y3 Ak Xk yakinsak ise Ax = (4,(x))
yazilir. Eger x = (x;) € 1 iken Ax = (4,,(x)) € p ise o zaman A ya A dizi uzayindan p
dizi uzayma bir matris doniisiimiidiir denir ve bu durum A: A = u olarak gosterilir. Ax

dizisine de x in A-doniisiimii denir.
(A4, ) ile A: A — p seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi gosterilecektir [12].
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Tanim 2.1.20 A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi olsun.
vn=0,12,.. igin Ap(x) = X0 @nkXx mevcut ve lim,_ ., A,(x)=1€C ise
x = (x,) dizisine [ sayisi i¢in A-toplanabilirdir denir. Bu durum x in A-limiti [ dir diye

ifade edilir ve A — lim,,_,,, x,, = [ olarak gosterilir [9].

Asagida bazi matris siniflariin karakterize edilmesi i¢in gerekli sartlar verilmistir.

sup ) |an|? < oo, (2.3)
neN =0
Her bir k € N i¢in lim a,; mevcut, (2.4)
n-—-oo
Her bir k € N icin lim a,; =0, (2.5)
n—-oo
o q
sup Z | < oo, (2.6)
ker k=0 Inex
oo P
supz z Akl < oo, (2.7)
ker n=0 lkeK
sup |a,| < oo, (2.8)
n,keN
sup ) |al? < oo, (2.9)
keN
n=0
lim Zlankl = z |lim ank|, (2.10)
n—>oo n—>oo
k=0 k=0
lim Z|ank| —0, 2.11)
n—->oo
k=0
lim a,, mevcut, (2.12)
n—->oo
k=0
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lim anr = 0. (2.13)
n—-oo

k=0

Lemma 2.1.2 1 < p < o olsun.

(i) A= (ay) € (fp, foo) & (2.3) sartinin saglanmasidir.

(ii) A= (ay) € (é’p, c) < (2.3) ve (2.4) sartlarinin saglanmasidir.

(iii)) A= (ay) € (é’p, co) < (2.3) ve (2.5) sartlarinin saglanmasidir.

(iv) A=(ay)E (é’p,{’l) & (2.6) sartinin saglanmasidir.

v) A = (ay) € (£1,1) < (2.8) sartinin saglanmasidir.

(vi) A= (ay) € (41,¢) & (2.4) ve (2.8) sartlarinin saglanmasidir.

(vii) A = (an) € (41, ¢c9) & (2.5) ve (2.8) sartlarinin saglanmasidir.
(viii) A = (ay) € (41,%1) © p = 1 alinarak (2.9) sartinin saglanmasidir.
(ix) A= (an) € Puw ?w) & q =1 alinarak (2.3) sartinin saglanmasidir.
(x) A= (ay) € ({xn,c) & (2.4) ve (2.10) sartlarmin saglanmasidir.
xi) A= (an) € (o, o) & (2.5) ve (2.11) sartlarinin saglanmasidir.
xii) A = (anpk) € (o, ?1) © q = 1 alinarak (2.6) sartinin saglanmasidir.

[13,14].
Lemma 2.1.3 1 < p < o olsun.

(i) A= (ay) € (i’m,{’p) = (c, {’p) = (co,{’p) & (2.7) sartinin saglanmasidir.
(ii) A= (ay) € (i’l,i’p) & (2.9) sartinin saglanmasidir.
(i) A= (ay) € (c,?x) = (cy,fx) & q = 1 alinarak (2.3) sartinin

saglanmasidir.
[13,14].
Lemma 2.1.4

() A = (ay) € (co, o) © q = 1 alinarak (2.3) ve (2.5) sartlarinin
saglanmasidir.
(i) A= (ay) € (cyc) © q =1 alinarak (2.3) ve (2.4) sartlarinin

saglanmasidir.
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(iii) A = (ay) € (¢,¢cy) © q = 1 alinarak (2.3), (2.5) ve (2.13) sartlarinin
saglanmasidir.
(iv) A= (ay) € (¢c,c) © q = 1 alinarak (2.3), (2.4) ve (2.12) sartlarinin

saglanmasidir.
[13,14].
Asagida bazi liggensel matrislerin tanimlar1 verilmistir.

Tamim 2.1.21 Vn, k € N i¢in

AD _{(—1)”"‘ : n-1<k<n
nk 0 , 0<k<n-1yadak>n

seklinde tanimlanan A = (Asllk) ) matrisine fark matrisi denir [7].

Tanim 2.1.22 Vn, k € N i¢in

m
_1\n—k _
AEZZ) _ {( 1 (n _ k) , max{O,n—m}<k<n
0 , 0<k<max{0,n—m}yadak >n

seklinde tanimlanan A(™ = (Agz)) matrisine m. mertebeden fark matrisi denir [7].

Tanmim 2.1.23 Vn, k € N i¢in

ro, k=n
bp(r,s) = {s , k=n-1 (r,s € R\{0})
0 , 0<k<n-—1lyadak>n

seklinde tanimlanan B(r,s) = (bnk (r, s)) matrisine genellestirilmis fark matrisi denir

[7].

Tamim 2.1.24 # = (1;,) ve § = (s,) pozitif reel sayilarin yakinsak birer dizisi olsun.
vn, k € N icin
o, k=n

bnk(f',§)= Sn k=n-1
0 , 0<k<n-—1lyadak>n

16



seklinde tamimlanan B(#,§) = (bnk (7, §)) matrisine dizisel genellestirilmis fark matrisi

denir [15].

Tamm 2.1.25 Vn, k € N icin

ro, k=n
s k=n-1

bpe(r,s,t) =9, K —n—2 (r,s,t € R\{0})
0 » 0<k<n-—2yadak>n

seklinde tanimlanan B(r,s,t) = (bnk(r, s, t)) matrisine genellestirilmis Uglii fark

matrisi denir [16].

Tamim 2.1.26 f,,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere Vn, k € N icin

fn+1
- , k=n-1
) fa
fnk= fn
-— k=n
fn+1
0 , 0<k<n-—1yadak>n

seklinde tanimlanan F = (f,,;) matrisine Fibonacci fark matrisi denir [17].

Tanim 2.1.27 Vn, k € Nicin

1
, 0<
an={n+1
0 , k>n

seklinde tanimlanan C; = (c,;) matrisine 1. mertebeden Cesaro ortalamasi denir [18].

Tanim 2.1.28 r € R olsun. Vn, k € N i¢in

n _ n—k.,.k
e;kz{(k)(l v krk  0<k<n
0 , k>n

seklinde tanimlanan E” = (e;;,) matrisine r. mertebeden Euler ortalamasi denir [19].

Tanim 2.1.29 Her k € N i¢in u, # 0 olmak iizere tim u = (uy) dizilerinin kiimesi U

olsun. u = (u), v = (vi) € U olmak iizere Vn, k € N i¢in
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_{unvk , 0<k<n
Inke =1 0 , k>n

seklinde tanimlanan G (u, v) = (gy,) matrisine genellestirilmis agirlikli ortalama denir

[7].

Tanim 2.1.30 A" = (aj,;,) matrisi herhangi bir sabit r € R ve Vn, k € N i¢in

147k 0<k<
aye={sr » 0=k=m
0 , k>n

seklinde tanimlanan matristir [7].

Tanimm 2.1.30 t, > 0 olmak iizere t = (t;) negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve

her n € N icin

olsun. Bu durumda Vn, k € N i¢in

Tk T,
0o , k>n

t
. _{—" , 0<k<n,

seklinde tanimlanan R? = (r,?k) matrisine t = (t;) dizisiyle iliskili Riesz ortalamasi

denir [7].

Tamim 2.1.31 A bir dizi uzay1 olmak {izere bir A sonsuz matrisinin A uzayindaki matris

etki alan1 (domain) olan A4 kiimesi
Ay =1{x = (x;) € w: Ax € 1}
olarak tanimlanir [7].

Literatiirde, iicgensel bir A sonsuz matrisinin bilinen A dizi uzayindaki matris etki alani
olan A, uzay1 kullanilarak bir¢ok yeni dizi uzayr tanimlanmistir. Asagidaki tabloda

bunlardan bazilar1 gosterilmistir.
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Cizelge 2.1. Cesitli Ucgensel Matrislerin Matris Etki Alanlari.

A A N Kaynak
£y (1<p <) . P 18]
Cos €t oo R1 (N, @)o, (N, @), (N, @)oo 1201
€0, €, oo A Co(A), (D), £oo(A) 1]
Co, € G(u,v) (€0)G(uwy € (u) (211
€5, €0,C ¥ oo B(r,s) Z;p, 20,6, P [22]
€0, G, tp G(u,v) Z(u,v; ¢o), Z(u,v; €), Z(u, v; £p) [23]
o € Cy Co, C [24]
Co, C ET el el [25]
£, (1 <p <) ET er,el, [26,27]
Co, C AT al, al [28]
tp(1=p =) AT ap, ab, [29]
£y, (1 <p < ) A bu, [30,31]
£,(0<p<1) A b, [32]
C0,€ 4 Am £ (A™), c(A™Y, 2., (A™) [33,34]
€0, C, oo A Co(AT™), c(AT™), £, (AT™) [35]
25, (1 <p < ) A £,(A™) [36]
Co, C A 2, c? [37]
£, (1 <p < ) A 24, 0% [38]

Tamm 2.1.32 2 dizi uzaymin A%, AP ve A7 ile gosterilen a-, B ve y —dualleri sirasiyla,
A% ={z=(z) € w:Vx = (x3) € Aigin xz = (x3,2;,) € 41},
M ={z=(z,) € w:Vx = (x,) € Licinxz = (x},2;,) € cs}

ve
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A ={z=(z,) €w:Vx = (x) € Aiginxz = (x,z;) € bs}
seklinde tanimlidir [7].
Ornek 2.1.51 < p < o olsun.

0% = ¢ = c§ = £, 48 = £, 0% = 4,

= =cf =0,0) =40, 40 =4,
dir [7].

Teorem 2.1.5 Her n,k € N icin U = (uy;) iicgensel matrisinin tersi V = (v,,;) olsun

ve a = (a;) € w olmak iizere C = (cyy) matrisi

0 , k>n
seklinde tanimlansin. Bu durumda, A bir dizi uzay1 olmak iizere
()F ={a = (a,) € w:C € (4,0)},
(Ay)" ={a = (ar) € w:C € (4,4c)}
dir [39].
Tanmim 2.1.33 (A, [I. [I) normlu bir uzay ve (b,), A da bir dizi olsun. Eger her x € A i¢in

o )
X = Yoo Anby, yani,

lim =0

m—oo

m
X — Z a, b,
n=0

olacak sekilde (a,,) skalerlerinin tek bir dizisi varsa (b,,) dizisine A i¢in bir Schauder

bazi denir [7].

Tanmm 2.1.34 A bir dizi uzay1 olsun. Her x = (x,) € A ve her n € N i¢in |y, | < |x,|
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iken y = (y,,) € A oluyorsa A dizi uzayina solid uzay denir [40].

co uzayi solid uzaydir fakat ¢ uzayi solid uzay degildir. Gergekten, (nTﬂ) € c ve her

n € Ni¢in [(—=1D)"| < |n7+1| fakat ((—1)™) € c dir.
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3. £,(T) FARK DIiZi UZAYI

Bu boliimde yeni bir fark matrisi olan T matrisi tanimlanacak ve bu matris yardimiyla
yeni fark dizi uzaylan olan £,(T) (1 <p < ) ve £, (T) uzaylar olusturulacaktir.
Ayrica bu uzaylar ile ilgili baz1 kapsama bagmtilar1 verilecektir. 1 < p < oo igin £, (T)
uzaymin a-, f ve y —dualleri belirlenecek ve ardindan 1 < p < o i¢in Schauder bazi
olusturulacaktir. Son olarak bu uzaylarla iligkili bazi matris doniisiimleri karakterize
edilecek ve bu uzaylar iizerinde tanimli bir sinirli lineer operatoriin normu bulunacaktir.

Aksi belirtilmedikge boliim boyunca 1 < p < oo olarak alinacaktir.

Tammm 3.1 Vvn €N icin t, >0 ve t = (t,) € c\cy olsun. T = (t,,) fark matrisi

vn, k € N igin
t, k=n
1
tTLk= -, k=n-1
tn
0 , 0<k<n-—1yadak>n

seklinde tanimlanan bir matristir.

T fark matrisinin T~ = (g ) ters matrisi Vn, k € N icin

n
"
_ t_z ) 0<k<n
Ink j=kj
0 , k>n

seklindedir.

Tamim 3.2 T fark matrisi kullanilarak £, (T) ve £ (T) fark dizi uzaylan

4
< oo

1
thXn — t_ Xn-1
n

2,(T) = {x = () €w: Y
n=0

ve
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1
LX, — Z Xn-1

e

2.(T) = {x = (x,) € w:sup

neN
seklinde tanimlanir.

Ayrica tanim 2.1.31 kullamlarak £,,(T) ve £ (T) dizi uzaylari
£,(T) = (fp)T, (1<p<©)vele(T) = (e)r
seklinde tekrar tanimlanabilir.
£, (T) uzay
0,(F)={x=(x) e w:Fx e ¢,}
ve
bv, = {x = (x,) € w: AVx € £,}

uzaylarindan daha genel ve daha kapsamlidir. Ciinkii Vnn € N icin (t,) = (f—”) alinirsa

fn+1
T=F ve (t,) = (1,11,..) almsa T = AD elde edilir. Dolayisiyla £,(T) uzay:

4p (ﬁ ) ve bvy, uzaylarini igerir.

Aksi belirtilmedikge x = (x,,) dizisinin T-doniistim dizisi y = (y,,) ile gosterilecektir.

Yani Vn € N icin

1
N >

Yo =Ta(x) = fnZn g, mr o = 1 3.1
toxo , h=

olarak alinacaktir.

Teorem 3.1 1 < p < oo olsun. £,(T) uzay1

P 1/p
| T, (x)|? , 1Ssp<o
”X”gp(T) = ”Tx“fp = <1;) "

sup| T, (x)] » P=®

neN
normu ile bir Banach uzayidir.
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Ispat: Oncelikle norm sartlarinin saglandig1 gosterilecektir.

N1) ||x||{;p(T) = 0 olsun. O halde ||Tx||{)p =0 ve || ”gp bir norm oldugundan Tx = 6

dir. T ti¢cgensel oldugundan Teorem 2.1.4 den tersi vardir. Bu yiizden x = 6 dir. Diger

taraftan x = 6 ise ||x|| ey =0 oldugu agiktir.
N2) a € F ve x € £,,(T) olsun. Bu durumda,

laxlly, ) = IT@)lle, = IaT G, = lallIT@lle, = lallxlle,m
olur.
N3) x,y € €,(T) igin

x +ylleyimy = ITCe+ e, = 1Tx + Tl
< ITxllz, + 1Y llg, = lxlle,ry + 1712y

olup iicgen esitsizligi saglanir.
Dolayisiyla 1 < p < oo igin (£, (T), |l. || ¢,(r)) ikilisi bir normlu uzaydir.

Bu uzayin bir Banach uzay1 oldugunu gostermek igin (x,), £,(T) uzayinda bir Cauchy

dizisi ve her n € N i¢in y, = Tx,, olsun. O halde (y,), £, uzayinda bir dizidir. Ayrica
”xn - xm”{’p(T) = ”T(xn - xm)”{’p = ”Txn - Txm”{’p = ”:Vn - Ym”{’p

olup (¥»), ¥p uzaynda bir Cauchy dizidir. (€, ||.l,) bir Banach uzay1 oldugundan

lim,,_,, y, = y olacak sekilde y € £, vardir. x = T~1y olsun. Boylece
lim [|lx, — xlle,¢ry = im IT (e = 0, = lim [|Tx, — Tx|le, = lim ||y, — ylle, =0
n—oo n—oo n—oo n—oo

dir. Bu ise x € £,,(T) olmak lizere lim,,_,o, X, = x oldugunu gosterir. Dolayisiyla £, (T)

uzay1 bir Banach uzayidir.

Teorem 3.2 1 < p < o i¢in £,(T) uzay1 £, uzaymna lineer olarak izomorfiktir, yani

£,(T) = £, dir.
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Ispat: 1 <p < 0 icin £, (T) ve £}, uzaylari arasinda bire-bir, 6rten ve normu koruyan

lineer bir doniisiimiin mevcut oldugu gosterilmelidir. T doniisiimii £,(T) den £, ye

x >y = Tx = (T,(x)) seklinde tamimlansimn. O halde her x € £,(T) i¢cin Tx =y € £,
dir. Bu sekilde tanimlanan T doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir. Ayrica, Tx = 6 iken

x = 0 oldugundan Lemma 2.1.1 e gére T doniistimii bire-birdir.
1<p<oiginy = (y,) € £, olsun ve x = (x,) dizisi Vn € N i¢in
n
1
Xn = z 1_[t_2 tk Yk (3.2)
k=0 \ j=k J

olarak tanimlansin. (3.1) ve (3.2) kullanilarak Vn € N i¢in

n n n-1 /n-1
1 1 1 1
Tn(x) =lpXn — T Xp-1 = tnz l_[_z Ve —— = |tk

th L 1t} t, L 1 ¢!
k=0 \ j=k J k=0 \ j=k
n n-1 n n-1 /n-1

1 1 1

=tn 1_[ 2 tnyn+tnz 1_[_2 thk__z = |tV
L 1t th t
j=n J k=0 \ j=k k=0 \ j=k

=Yn

elde edilir. Bu ise Tx =y demektir. y € £, oldugundan Tx € ¢,, olur. Boylece her bir

y € ¢, icin Tx = y olacak sekilde x € £,,(T) vardir. Dolayisiyla T értendir.
1<p < oveherx € £,(T) icin ||x||fp(T) = IITxllfp oldugundan
Iylle, = ITxlle, = llxlle,

dir. O halde T doniisiimii normu korur ve boylece bir izometrik izomorfizmdir. Bu da

ispat1 tamamlar.

p # 2 durumunda €, uzaymnin bir Hilbert uzay: olmadigi Ornek 2.1.1 de gosterilmistir.

Simdi, benzer sonug £, (T) uzay: igin de verilecektir.

Teorem 3.3 p # 2 durumunda €, (T) uzay1 bir i¢ garpim uzay1 degildir. Boylece, p # 2
i¢in £,,(T) bir Hilbert uzay1 degildir.

25



Ispat: £,(T) uzaymin ||xll,,) = ITxll,, normu ile bir Banach uzayr oldugu

Teorem 3.1 den dolay1 agiktir. Ayrica bu norm her x € £,(T) i¢in
xlle,cry = (%) oy = (T, Tx)y/? = || Tx|l,
seklinde elde edilebilir. Boylece £, (T) bir Hilbert uzayidir.

Simdi u = (u,,) ve v = (v,,) dizileri

1
— , n=0
to
U, = 1T 1 (neN)
t+—) - , n=1
(1 to/ 4 Ltz
ve
1
— , n=0
to
Uy = 1\ T 1 (neN)
—t +—> - , n=21
( Pt/ e

seklinde tanimlansin. Bu dizilerin T-doniisiim dizileri
Tu = (1,1,0,0,...) ve Tv = (1,-1,0,0, ...)
dir. Ayrica p # 2 igin
e+ vl12 ey + e = vlI3 oy = 8 2 4(22/2) = 2 ([l gy + V12 1)

olur. Bu ise Paralelkenar kuralinin saglanmadigini gosterir. Dolayisiyla bu norm bir i¢
carpim tarafindan elde edilemez. Boylece p # 2 durumunda ¢, (T) bir Banach uzayidir

fakat bir Hilbert uzay: degildir.

3.1. KAPSAMA BAGINTILARI

Bu boliimde £, (T) (1 < p < %) uzayi ile ilgili baz1 kapsama bagintilar verilecektir.

Teorem 3.1.1 1 < p < q < w i¢in #,,(T) < £,(T) kapsamasi kesin olarak saglanur.
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Ispat: 1 <p < q < oo olsun. x € €p(T) ise Tx € £, dir. £, € £, oldugundan aym
zamanda Tx € ¢, dir. Boylece x € £,(T) dir. Dolayisiyla €,(T) c £4(T) elde edilir.
Bu kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in ¢, uzayinda olup ¢, uzayinda olmayan
bir y = (y,) dizisi verilsin. Yani y € £,\#, olsun (£, c £, kapsamasi kesin olarak
saglandig1 i¢in boyle bir y = (y,,) dizisi vardir). x = (x,) dizisi (3.2) deki gibi
tanimlansin. Bu durumda vVn € N i¢in T,,(x) = y,, dir. Dolayisiyla Tx = y dir. Ayrica
y € £4\?, oldugundan Tx € £,\¢, dir. O halde x dizisi ¢, (T) uzayindadir fakat €, (T)

uzayinda degildir. Bu ise £, (T) < £,(T) kapsamasinin kesin oldugunu gosterir.
Teorem 3.1.2. 1 < p < oo i¢in £,(T) € £, (T) kapsamasi kesin olarak saglanir.

Ispat: x € p,(T) ise Tx€t, ve ¥, c{, oldugundan Tx € £, dir. Bdylece
X € £ (T) olur. O halde £,(T) € € (T) kapsamasi saglanir. Bu kapsamanin kesin

olarak saglandigini gérmek i¢in u = (u,,) dizisi Vn € N i¢in

n n
K 1
w =0 0] |
k=0 i=k *

seklinde tanimlansin. Bu durumda Vn € N i¢in

n n 1 1 n-1 n—-1 1
T =t ) (D] |z-2) 04| |5
| 12 ¢, t:
k=0 i=k ! k=0 i=k !
n n—1 n n—-1 n—-1
. 1 . 1 1 . 1
=t,(—1) tnl_[t—_z‘HnZ(—l) tkl_[t—;—t— (=D "ty Z
i=n L k=0 i=k L " k=0 i=k L
n-1 n n—-1
K 1 1 1
=0+ ) Dl ] [z [5)= o7
\ ti t, 1 ti
k=0 i=k i=k

olup ((—1)™) € £,,\f, dir. Bu ise Tu € £,\f, olmasi demektir. Dolayisiyla
u € £ (T)\£,(T) olup £,,(T) < £, (T) kapsamasi kesin olarak saglanr.

Teorem 3.1.3 1 < p < w igin ¢, < £,,(T) kapsamasi kesin olarak saglanir.

Ispat: 1 < p < o olmak iizere ¥, € €p(T) kapsamasinin saglandigini gostermek igin
her x € £, igin IIxII{zp(T) < M||x|| ¢, olacak sekilde bir M >0 reel sayisinin

varoldugunu gostermek yeterlidir.
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x €4, ve 1<p < oo olsun. (t,) € c\co oldugundan (tl) € c\cy dir. Bu durumda,

vn € Nigint, < K ve tl < L olacak sekilde K, L > 0 sayilar1 vardir. Bdylece

0 1/p ) 1 p 1/p
“x”#p('l‘) = (ZlTn(x)|p> = <2 tnXn _t_xn—l >
n
n=0

n=0

veE

1
sup |tnxn - axn—1| <(K +1) ”xllfoo

X1l ¢y = sup| T, ()| =
neN neN

elde edilir. M = K + L olarak alinirsa istenilen M > 0 reel sayist bulunmus olur. Bu

kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin asagidaki ti¢ farkli durum incelenecektir.

i) Yn€Nicin 0 <¢t, <1ise;
X = ( . %2) olsun. 1/t; > 1 oldugundan  x € ¢, dir. Fakat
i ‘n=1

Tx = (t,0,0,..) € £, olup x € £,(T) dir. Vi€ N igin t; = /ﬁ< 1 olsun. Bu

durumda tl_zz 1 +% olup 2?21% serisi 1raksak oldugundan Teorem 2.1.2 den Hfilti_z

sonsuz c¢arpimi da 1raksaktir. Boylece x € ¢, dir. Diger taraftan Tx € £, olup

X € €4 (T) dir.
ii) vn € N i¢in t,, = 1 ise;
Bu durumda herhangi bir x = (x;,) dizisinin T-doniisiim dizisinin terimleri Vn € N i¢in
T(x) = xp — X1

seklindedir. x = (1,1,1,..) olarak almirsa x € ¢, fakat Tx = (1,0,0,..) € ¢,
oldugundan x € €, (T) dir.
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x=(Mm+1) olsun. Bu dizi ¢, uzayinda degildir fakat Tx = (1,1,1,..) € £,
oldugundan x € ¢,(T) dir.

iii) vn € N igin t,, > 1 ise;

vn=>1 igin t, = nTH >1 ve p=1 olsun. Bu durumda x = (ﬁ) &P, ve
1 . .
Tx = (n(n+1)) € ¢, dir. O halde x € £,(T) dir.

vn>1 igin t, = nTH >1 iken x = (n) se¢ilsin. Bu durumda x & ¢, fakat

Tx = (222) € £, olup x € £,,(T) dir.

n

Sonug olarak, her bir durumda 1<p <o icin x € £,(T)\¥, dizisi mevcuttur.

Dolayisiyla 1 < p < o i¢in £, € £,,(T) kapsamasi kesin olarak saglanir.
Teorem 3.1.4 £, ve £,(T) uzaylari birbirini kapsamaz.

Ispat: Bu teoremi ispat etmek icin u € p(T)\fw ve v € £,,\€p(T) olacak sekilde u

ve v dizilerinin mevcut oldugunu gostermek yeterlidir.
Vi € Nigint; = ’HLI olmak tizere u =( ?:1%2) olsun. Bu durumda u & ¢, olup
Tu = (ty,0,0, ...) € ¢, dir. Dolayisiyla u € £,,(T) dir.
v =((—=1") € 4, igin Tv = (T, (v)) dizisi
tO , h= 0

Tn(v) = (—1)”<tn+ti> , nz1 MEN)

n

seklindedir. Vn € N i¢in |(—1)” (tn + ti)| > 1 oldugundan Y o|T,(v)|P serisi

iraksaktir. O halde v € £,,(T) dir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3.2. £,(T) UZAYININ @-, B—,y —DUALLERI VE SCHAUDER BAZI

Oncelikle 1 < p < o icin €, (T) uzaymin a-dualinin belirlenmesinde kullanilacak olan

bir lemma ispat edilecektir.

Lemma 3.2.1 a = (a,) € w olsun ve B = (b,;,) matrisi B, = a,T,; ! olarak yani

vn, k € Nicin

seklinde tanimlansin. Bu durumda 1 < p < o0 icin a € (fp (T))a olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart B € (fp, fl) olmasidir.
Ispat: x = (x,) € w dizisinin T-doniisim dizisi y olsun. Vn €N icin
anXn = anTn_l(Y) = Bn(y)

olur. Bu esitlikten dolayr x € £,,(T) iken ax = (anx,) € £; olmasi ancak ve ancak
y € £, iken By € £; olmasi ile saglanir. Bu ise a € (fp(T))a olmasi i¢in gerek ve

yeter sartin B € ({’p, {’1) oldugunu gosterir.

Sonuc¢ 3.2.1 dl, 022, 623, 624, 625 ve 626 kiimeleri

q

o]

3

~ t
d, =1a = (ay) € w: sup Z g a,| <o,

KeF t?
k=0 |nek \ j=k

o0 J

o t

d, =<a = (ay) € w: herbir k € N igin Z | |t—§ a; mevcut ¢,
j=k \i=k

n J o | o
A : tr tk
i-fe-coeo 3B (112)e] -5 (112)e] <<
. . . x.
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©o n
. (%
ds = a=(ak)6w:supz | |—2 a,| < oo
keN L Lt;
n=0 j=k
ve
n j
R ty
de = a=(ak)Ew:supz ||—2 aj| < oo
nkeN |4 L 1¢;
j=k \ i=k

olarak tanimlansin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) 1 < p < ooicin (£,(T))" = dy ve (£,(T))% = ds dir.

Mil<p<o dgn  (L,M) =d,ndy. P =dynd, ve
(£,(T))# = d, ndy dur.

(©) 1< p < oicin (£,(T))" = ds ve (£,(T))" = d dr.

Ispat: Bu sonucun ispati Lemma 2.1.2, Teorem 2.1.5 ve Lemma 3.2.1 kullanilarak

kolaylikla goriiliir.

Asagidaki teoremde ¢, (T') uzayinin Schauder bazi verilmektedir.

Teorem 3.2.1 Her sabit k € N icin ¢®) € £,(T) dizisi

n

L
— , n=>k
(c(k))n = [}[ t? (n €N) (3.3)
0 , n<k

seklinde tanimlansin. Bu durumda (c(k)) dizisi €,(T) uzaymm bir bazidir ve her

x € £,(T)

x= Y Tp(x)c® (3.4)
; "

seklinde tek bir gosterime sahiptir.

ispat T(c®) €€, ve (3.3) den T(c™®) =e® oldugundan her bir k €N icin

c® € ¢£,(T) dir.
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x € £,(T) ve Ym € N igin

m
(M) — Z T (x)c®
k=0

olsun. Bu durumda

T(™) = Y T@T(E®) =Y T0)e®
k=0 k=0

ve boylece

olur. € > 0 i¢in bir my € N sayis1

> P s(3)

olacak sekilde vardir. Bu durumda her m > my i¢in

1/p

o0 1/p o0
e =2, =( D |Tn(x)|p> <[ D m@r| =3<e

n=m+1 n=m0+1

elde edilir. Bu ise limm_,oo”x—x(m)” =0 oldugunu gosterir. Boylece

2p(T)

x =¥ T (x)c® seklindedir.

Bu gosterimin tek oldugunu gostermek igin x = Y5> o i (x)c®  olsun. £,(T) den

¥, ye tanimhi T' lineer dontisimi Teorem 2.1.3 den dolay siirekli oldugundan

To() = ) weTa(c®) = ) 1@ = () (n €N
k=0 k=0

olur. Dolayisiyla x dizisinin (3.4) deki gosterimi tektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.3.£,(T) UZAYI UZERINDE BAZI MATRiS DONUSUMLERI

Bu bolimde, 1<p<oo icin A€ {¥1,cpCtx} ve u€{f,f-} olmak iizere
(¢,(T), 1), (4,4, (T)) siuflar karakterize edilecektir ve B(£,(T), u(S)) sinifina ait bir

matris operatoriin normu verilecektir. Burada S matrisi s = (s,) dizisi ile verilen fark

matrisidir.

Boliim boyunca kisalilk olmasi bakimindan verilen bir A = (a,;) matrisi igin

a(n, k) = Yj-o aj gosterimi kullanilacaktr.

Ik olarak 1 < p < oo olmak iizere €, (T) uzaymdan ¢4, ¢y, ¢, ¥, uzaylarina tanimh

matris doniisiimlerini karakterize etmek icin kullanilacak olan bir teorem verilecektir.

Teorem 33.1 1<p<o ve A keyfi bir dizi uzayr olsun. Bu durumda

A= (ay) € (fp (T), 1) olmast icin gerek ve yeter sart Ym,n, k € N igin

i ﬁ - 0<k< (e
(m) _ a , <k<m _ K
dnk _— ]:k =i tlz nj ve dnk — Z Ht_z an]
j=k \ i=k
0 , k>m

olmak tizere Vm € N i¢in

D = () € (¢,,c) (3.5)

D = (du) € (¢5,1) (3.6)

olmasidir.

Ispat: Teoremin ispatinda Kiris¢i ve Basar [22] tarafindan verilen ispat yontemi
kullanilacaktir. A = (an) € (€,(T),A) ve x = (x;) € £,(T) olsun. (3.2) den

vn,m € N i¢in

m m k k m m ]
t; tr
Qo= ) ane ) [ [ )y =2 2| | [ 57 e
k=0 k=0 j=0 \i=j ! k=0j=k \i=k °
m
= Ay =D ) (3.7)
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elde edilir. Ax mevcut oldugundan her m € N igin D™ matrisi (fp, c) smifina aittir.
(3.7) de m — oo alindiginda Ax = Dy olur. Buise D € (fp,/l) sonucunu verir.

Tersine (3.5) ve (3.6) saglansmn ve herhangi bir x € £,,(T) verilsin. O zaman her bir

n €N ig¢in (dnk)keN€€B dir. Bu ise (3.5) ile birlikte Vn €N igin
p ¢

B
A, = (an)ken € ({’p (T)) oldugunu gosterir. Boylece Ax mevcuttur. (3.7) de m — o

alinirsa Ax = Dy olur. Dolayisiyla A € ({’p (T), 1) dir.

Asagidaki teoremler Lemma 2.1.2 ve Teorem 3.3.1 kullanilarak elde edilir.
Teorem 3.3.2

(i) A = (ay) € (£,(T), %) olmasi igin gerek ve yeter sart

Jlilrio dg,?) mevcut (Vn, k € N), (3.8)
sup |dp| < (3.9
n,keN
ve
sup |dp ™| < 0 (vn €N) (3.10)
m,keN
olmasidir.

(ii) A = (a,) € (£1(T), c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.9), (3.10)

sartlarinin saglanmasi ve
lim d,,, =d;, (Vk € N) (3.11)
n—->oo

olmasidir.

(iii)) A = (ay) € (£1(T), cy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.9), (3.10)

sartlarinin saglanmasi ve

lim d,, = 0 (Vk € N) (3.12)
n—>0oo
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olmasidir.
(iv) A= (ay) € (#,(T),£,) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.10)

sartlarinin saglanmasi ve

sup ) |dyx| < o (3.13)

n=0

olmasidir.

Teorem 3.3.3 1 < p < oo olsun.

1)) A= (ay) € (fp (7), foo) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) sartinin

saglanmasi ve

supZ|dnk(m)|q < oo, (3.14)
meN
k=0
sup ) |dpl|? < (3.15)
neN

k=0

olmasidir.

(i) A= (aw) € (¢,(T),c) olmast igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11), (3.14)
ve (3.15) sartlarinin saglanmasidir.

(i) A= (ay)E ({’p (7), CO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.12), (3.14)
ve (3.15) sartlarinin saglanmasidir.

(iv) A= (ay)E (i’p (7), {’1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.14)

sartlarinin saglanmasi ve

o

q
< o (3.16)

Z dnk

NeN

sup

NeF
k=0

olmasidir.
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Teorem 3.3.4
(i) A = (ay) € (£(T), %) olmasi icin gerek ve yeter sart (3.8), g = 1

alindiginda (3.15) sartlarinin saglanmasi ve

her birn € Nigin lim Z|dnk(m)| = Z|dnk| (3.17)
m—-oo

olmasidir.

(i) A= (ay) € (£«(T),c) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11), (3.17)

sartlarinin saglanmasi ve

lim > [dyel = ) [did (3.18)
k=0 k

=0
olmasidir.
(iii) A= (ank) € (Px(T),cy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12), (3.17)

sartlarinin saglanmasi ve

lim ZIdnkI —0 (3.19)
" k=0

olmasidir.

(iv) A= (an) € (£x(T),£,) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.17)

sartlarinin saglanmasi ve

2,0

neN kexK

sup
N,KEF

< oo (3.20)

olmasidir.

Asagidaki sonuglar Teorem 3.3.2-Teorem 3.3.4 den elde edilir.
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Sonug 3.3.1

(i) A = (ay,) € (£,(T), csy) olmast igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.9), (3.10)
ve (3.12) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(i) A= (ay) € (£,(T),cs) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.9), (3.10)
ve (3.11) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(iii) A = (ay) € (1(T), bs) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.9) ve (3.10)

sartlarinin a,, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

Sonug¢ 3.3.2 1 < p < oo olsun.

(i) A= (ay) € ({’p (1), CSO) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12), (3.14)
ve (3.15) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(ii) A= (ay) € ({’p (T), CS) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11), (3.14)
ve (3.15) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(i) A= (ay)E ({’p (7), bs) olmast i¢in gerek ve yeter sart (3.8), (3.14) ve

(3.15) sartlarinin a,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.
Sonug 3.3.3

(i) A = (ay,) € ((T), csy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12),
(3.17) ve (3.19) sartlariin a,, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(ii) A = (ay,) € (£(T), cs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11), (3.17)
ve (3.18) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

(iii) A = (ay) € (£ (T), bs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), g = 1 i¢in

(3.15) ve (3.17) sartlarinin a,,, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

Simdi, 1 < p < % olmak iizere ¥4, ¢y, ¢, £« uzaylarindan £,(T) uzayina tanimli matris

doniisiimleri karakterize edilecektir.

Teorem 3.3.5 A = (a,,;) matrisi verilsin ve B = (b, ) matrisi Vn, k € N i¢in
1
by = _t_an—l,k t+ thank (3.21)

n

seklinde tanimlansin. A herhangi bir dizi uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere
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A€ ()l, ty (T)) olmasi icin gerek ve yeter sart B € (A, fp) olmasidir.

Ispat: x = (x;,) € A olsun. (3.21) esitligi kullanilarak ¥n, m € N icin

m m 1
Z buixy = 2 (‘ t_an—l,k + thank )xk
k=0 k=0 n

elde edilir. Bu son esitlikte m — oo alindiginda (B,,(x)) = (T,,(Ax)) olur. Boylece

1 < p < o olmak iizere x € A igin Ax € €,(T) & Bx € £, dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Asagidaki teoremler Lemma 2.1.2 (v), Lemma 2.1.3 ve Teorem 3.3.8 kullanilarak elde

edilir.

Teorem 3.3.6 A = (a,;) ve B = (b,,) sonsuz matrisleri Teorem 3.3.8 de verilen

iliskili matrisler olsun. 1 < p < oo i¢in:

(i) A= (ay) € (foo,fp(T)) = (c, {’p(T)) = (co,fp(T)) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

oo

p
< oo (3.22)

Z bnk

nekK

sup

KeF
k=0

olmasidir.

(i) A=(ay)E ({’1, 4, (T)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[ee)

sup ) [bygl? < o0 (3.23)
keN =0

olmasidir.

Teorem 3.3.7 A = (a,x) ve B = (by,) matrisleri Teorem 3.3.8 de verilen iliskili

matrisler olsun. Bu durumda:

(i) A= (ay) € (P, ?1(T)) = (c,2.(T)) = (co,£1(T)) olmasi igin gerek ve
yeter sart p = 1 alindiginda (3.22) sartinin saglanmasidir.

(ii)) A= (anx) € (£1,21(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart p = 1 alindiginda
(3.23) sartinin saglanmasidir.
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Teorem 3.3.8 A = (a,;) ve B = (b,,) matrisleri Teorem 3.3.8 de verilen iliskili

matrisler olsun. Bu durumda:

(i) A= (an) € Buwtw(T)) = (c,25(T)) = (cp, £ (T)) olmas igin gerek ve

yeter sart

sup Ibnkl <o

eN
el =0

olmasidir.
(ii)) A= (ap) € (41,25(T)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup |by| <
n,keN

olmasidir.

Simdi, 1 < p < oo ve u € {#1,%,} olmak izere %(fp (T), u(S)) siifina ait bir matrisin

normu verilecektir. Bunun i¢in dncelikle asagidaki lemma verilecektir.

Lemma 3.3.1

@) A= (ay) € 523({?1,,800) ise

sup |a,| , p = lise
n,keN
Al = 1lAll (e, e.) = =
(£ ec) sup ) lankl? , 1<p<oise
neN
k=0
dir.
(i) A= (amw) € B(£p,t,)ise
sup ) |ankl , p = 1lise
keN £
lAl=1lAllg, =1 ;
sup Zank , 1<p<oise
KEF
k=0 InekK
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dir [4,8].

Teorem 3.3.9 T ve S, t = (t,) ve s = (s,) dizileri ile verilen iki fark matrisi olsun. Bu
durumda:

(i) 1 < p < oo olmak iizere A = (a,) € %(ﬁp(T),foo(S)) ise
Al = 1Al (2, (7,20005))
00 J
( tk 1 .
sup z 1—[ > (snanj — —an_l,j) , p = lise
n,keN =k \i=kc tl n
= o | [ J q
tk 1 .
sup Z 1_[—2 (snanj ——an_l_j) , 1<p<omwise
k”EN =0 |i=k \i=k ti Sn
dir.
(i) A= (aw) € B(£,(T),£,(S)) ise
Al = ”A”({’p(T),{’l(s))
o | w J
( % 1 .
supz Z Ht_z (snan] an_l_j> , p = lise
keN =0 7= \i=k ¢ n
= 0 w [ J q
% 1 .
sup Z z 1_[ 2 (snam an—1,) , 1<p<oise
\ K€% 1=0 [nex =k \i=ik ¢ n
dir.

fspat: 1 <p < o icin Teorem 3.2 den T: £,(T) - £, bir izometrik izomorfizmdir.
B = SAT 1 olsun.

A
(T — u(®S)
T-17 Y
i B=SAT™1 K
Yukaridaki diyagramdan 1<p<w

ve ue€{f,f-} olmak iizere
”A”(fp(T),u(S)) = ||B||([p'”) oldugu goriiliir. 1 < p < oo olmak iizere Lemma 3.3.1 den
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1Bl e, ) = {”A”“”m”w) =t
({’pr#) ”A”({)p(T),fl(S)) . u= £1

elde edilir.
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4. co(T) VE ¢(T) FARK DiZi UZAYLARI

Bu boliimde T fark matrisi kullanilarak yeni fark dizi uzaylari olan ¢, (T) ve c(T)
uzaylar1 tanimlanacaktir. Ayrica bu wuzaylar ile ilgili bazi kapsama bagintilar
verilecektir. Daha sonra bu uzaylarin a-, f ve y —dualleri belirlenecek ve Schauder bazi
olusturulacaktir. Son olarak bu uzaylarla iligkili bazi matris doniisiimleri karakterize
edilecek ve bu uzaylar iizerinde tanimli bir sl lineer operatoriin  normu

hesaplanacaktir.

Tanim 4.1 ¢, (T) ve c(T) fark dizi uzaylar

(1) = {x = () € o lim (£, tixH) =0}

n

ve

1
c(T) = {x = (x,,) € w: lim (tnxn — t—xn_1> mevcuttur}
n—oo n

seklinde tanimlidir.

Ayrica Tanim 2.1.31 kullanilarak ¢, (T) ve c(T) dizi uzaylari
co(T) = (co)r ve ¢(T) = (c)r

seklinde tekrar tanimlanabilir.

Teorem 4.1 A € {c,, c} olsun. A(T) uzay1

1
llxllacry = IITxll g,y = SUPp |trXk — —Xk—1
keN tk

normlu ile bir Banach uzayidir.
Ispat: Oncelikle norm sartlarinin saglandig gosterilecektir.

N1) |[xllxry = 0 olsun. O halde ||Tx||,,, = 0 ve |||, bir norm oldugundan Tx = 6
dir. T tiggensel oldugundan Teorem 2.1.4 den tersi vardir. Bu ylizden x = 6 dir. Ayrica
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x = @ ise ||x]| ) = 0 oldugu agiktur.
N2) @ € F ve x € A(T) olsun. Bu durumda,
laxllary = IT(@)le,, = laT (lle,, = lallIT ey, = lalllxllacr)
olur.
N3) x,y € A(T) igin
Ix + yllaery = TG+ Wle,, = ITx + Tyll,,,
S WTxlleg, + WTYlley, = lxllacry + lyllacr
olup iicgen esitsizligi saglanir.
Norm sartlar1 saglandigindan A € {c,, c} i¢in (A(T), ||. || 1¢r)) bir normlu uzaydar.

Bu uzaym bir Banach uzay1 oldugunu gostermek i¢in (x,,), A(T) uzayinda bir Cauchy

dizisi ve her n € N i¢in y,, = Tx,, olsun. O halde (y,), 1 uzaymnda bir dizidir. Ayrica

”xn - xm”)L(T) = ”T(xn - xm)“#oo = ”Txn - Txm”{’co = ”)/n - Ym”&o

olup (), A uzaynda bir Cauchy dizisidir. (4, ||.l,,,) bir Banach uzay1 oldugundan
lim,,_, . y, = y olacak sekilde bir y € A vardir. x = T~y olsun. O halde

lim |, = *llagry = lim ITCen = 0lle,, = lim 1T, = Txlly,, = lim lly, = ylle,, = 0
dir. Buise, x € A(T) olmak tizere lim,,_,, X, = x oldugunu gosterir.

Teorem 4.2 A € {cy,c} olmak iizere A(T) fark dizi uzay1 A uzayma lineer olarak

izomorfiktir, yani A(T) = A dir.

Ispat: A € {c,,c} olmak iizere A(T) ve A uzaylar1 arasinda bire-bir, 6rten ve normu
koruyan lineer bir doniisiimiin mevcut oldugu gosterilmelidir. T doniisiimi A(T) den
A ya x> y=Tx=(Ty(x)) seklinde tammlansin. O halde her x € A(T) igin
Tx =y € A dir. Bu sekilde tanimlanan T doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir. Ayrica

Tx = 0 iken x = 0 oldugundan Lemma 2.1.1 e gore T doniistimii bire-birdir.
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y = (3,) € Aolsun. (3.1) ve (3.2) kullanilarak Vn € N icin

n n n-1 /n-1
1 1 1 1
Th(X) = tyxy ——Xxp_q = tnE | | = |tV — = |tk
th L 1t t, [ 1t
k=0 \ j=k k=0 \ j=k
n n-1/ n n-1 /n-1
1 1 1 1
=t [ [5)oom+ 0 ) (] |7 )oere— = |t
L 1 L 1t tn L 15
j=nJ k=0 \ j=k J k=0 \ j=k I

=n

elde edilir. Bu ise Tx =y demektir. y € A oldugundan Tx € A olur. Boylece her bir
y € Aigin Tx = y olacak sekilde x € A(T) vardir. Dolayisiyla T rtendir.

Her x € A(T) igin ||x||x¢ry = [ITx||,,, oldugundan

Iylle, = ITxllee, = llxllacr)

dir. O halde T doniisiimii normu korur ve boylece bir izometrik izomorfizmdir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3 c(T) uzay1 solid degildir.

ispat: x = (x,) = (1 + Zﬁzl( [ %)) ve v =(y,) = ((—1)™) dizileri verilsin.
vn € N icin |y,| < |x,| dir. Tx = (ty, t1, ty, ...) € ¢ oldugundan x € c(T) dir. Fakat
Ty = ((tn + i) (—1)”) ¢ ¢ oldugundan y & c(T) dir. Dolayistyla c(T) uzay1 solid
degildir.

Teorem 4.4 inf, oy t,, < 1ise cy(T) uzay: solid degildir.

Ispat: t, <1 ve (z) = (1,1,%, ...,%, ) olmak iizere x = < h=0 <H?=kti?) tkzk)

olsun. Tx = (%) € ¢y oldugundan x € ¢y (T) dir. Ayrica y = (y,) = ((=1)™) € ¢, (T)

ve Vn € N i¢in |y, | < [x,]| dir. Dolayisiyla cy(T) uzayi solid degildir.

Ote yandan, inf,cy t,, > 1ise ¢y = co(T) ve ¢ solid oldugundan cq(T) uzayr solittir.

44



4.1. KAPSAMA BAGINTILARI
Bu boliimde ¢y (T) ve c(T) uzaylar ile ilgili bazi kapsama bagintilar1 verilecektir.
Teorem 4.1.1 ¢, (T) < c(T) kapsamasi kesin olarak saglanir.

Ispat: x € cy(T) olsun. O halde Tx € ¢, dir. Ayrica ¢, € ¢ oldugundan Tx € ¢ yani
x € c(T) dir. Dolayistyla ¢y (T) < ¢(T) dir.

co C ¢ kapsamasi kesin oldugundan y € c\c, olacak sekilde bir y = (y,,) dizisi vardir.
x = (x,) dizisi Vn € N igin (3.2) deki gibi tanimlansin. Boylece T,(x) =y yani
Tx =y dir. y € c\c,y oldugundan Tx € c\c, olur. Sonug olarak x € c(T)\cy(T) olup
co(T) < c(T) kapsamasi kesindir.

Teorem 4.1.2 A € {c,, c} olsun.

()  infueyty, > 1 ise A = A(T) dir.

(ii) inf, ey £, < 1ise A € A(T) kapsamasi kesindir.

Ispat: A € {c,, c} olsun. (t,), (ti) € c\c oldugundan T = (t,;) matrisi

[0e]

1
sup ) |tuk| <sup—+ supt, < o,

nenN neN neN
k=0 n

her bir k € Nicin lim t,;, =0,
n—oo
: : 1
lim thr = lim t, — lim — mevcuttur
n—oo

n—oo n-oo t
k=0 n

sartlarin1 saglar. Boylece T € (4, 4) dir. O halde her x € A i¢in Tx € A dir. Dolayisiyla
x € A(T) dir. Buise A € A(T) oldugunu gosterir.

(i) inf, ey t;, > 1 olsun. Bu durumda sup,ey Ypeolgnk| < oo dir. Gergekten de

1

> < 1 oldugundan

infren ty
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sup ) |gnl
nENk=0
to o t1 b t1 %) to tq
=SS oot anstazt 2 Ee 2+2 2
nen (t2/t2t2  t2t2t2t2 22t Ut t2 tR .t
t
+ +—’;}
th

< 1 1 1 + 1 1 1 4 1
oen \inft,, " inft,, “inft, \t?ts = t3
+1 . ! + ! + 41
"inft, \t2 .. t2 0 t2 ..t
_ ! 1 ! +1 ! + ! +1 ! + !
_inftnilég "\t? "\t#t2  t3 TN 2 tE .t

+...+1),...}
> (L) - (L) <
(o]
1nftn neN inft2) | inft, inft2

k=0 k=0

dir. Ayrica T™! = (gy,;) ters matrisi
n
. - : Ly
her bir k € N i¢in lim g,; = lim | | =0
n—oo n-—co | t?

0o n

i < ()
noew £ Ink = inft,, R inft2

sartlarin1 saglar. Boylece T~ € (4,4) dir. x € A(T) ve y = Tx € A olsun. T~ € (4, 1)
oldugundan x =T 'y € 2 dir. Bu ise A(T) € A oldugunu gosterir. Sonug olarak
inf,en t, > 1 ise A = A(T) dir.

(iii) VvVne€eNigint, <1olsun.x = ( . 2) & cg dizisi i¢in

Tx = (ty,0,0,...) Ecy dir. O halde x € ¢y(T) dir. Sonug¢ olarak inf,cyt, <1 ise

co € ¢o(T) kapsamasi kesindir.

Teorem 4.1.3 inf,cyt, <1 ise A€ {cyc} icin ¢, ve A(T) uzaylari birbirini

kapsamaz.
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Ispat: x = (x,,) = ((=1)™) € £, \c dizisi i¢in

1 1
i (= ) = i (1) 1)
n—-oo tn n-oo tn

mevcut olmadigindan Tx yakinsak degil yani Tx € c dir. O halde x & c(T) dir.

vneN i¢gin  t, <1 olsun. x= (1 + Z§=1< o %2)) dizisi  i¢in

Tx = (to, t1,ts, ...) € ¢ oldugundan x € ¢(T) dir. Kabulden dolay1 tiz = 1 oldugundan

x & £, dir.

Ayrica inf, ey t, > 1ise ¢ = ¢(T) oldugundan ¢(T) € £, olur.

4.2. co(T), c(T) UZAYLARININ a-, B—,y —-DUALLERI VE SCHAUDER BAZI

Oncelikle A € {c, c} i¢in A(T) uzaymin a-dualinin belirlenmesinde kullanilacak olan

bir lemma verilecektir.

Lemma 4.2.1 a = (a,) € w olsun ve B = (by,) matrisi B, = a,T; ! olarak yani

vn, k € Nigin

nk —

b _{angnk , 0<k<n
seklinde tamimlansin. Bu durumda A € {c,, c} olmak iizere a € (A(T))* olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart B € (4, ¢,) olmasidir.

Ispat: A € {cy,c} ve x = (x,,) € w dizisinin T-déniisiim dizisi y olsun. ¥n € N igin

ApnXp = anTn_l(y) = Bn(y)

olur. O halde x € A(T) iken ax = (a,x,) € ¥; olmasi ancak ve ancak y € 1 iken
By € £; olmasi ile saglanir. Bu ise a € (A(T))® olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

B € (4,%;) oldugunu gosterir.

Sonuc 4.2.1 d4, d,, d; ve d, kiimeleri
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d; ={a = (ay) € w: sup ay| < oo,

~.

1l S
=~

o~ | o+
\‘le
v

=
I

(=}
S
m
=

d, =<{a = (a;) € w: sup aj| < oo,

&
1l
o
~.
I
&
I
&

-
e
N~——

m
Z
S
1=
M

n j
t
d; =<a = (ay) € w: herbir k € Nigin lim 2 nt—’; ; mevcuttur
n—->0oo
j=k \i=k !
ve
n o n j ¢
d, = {a = (ay) € w: her bir k € N igin lim z z l_[t_g ; mevcuttur
n—-oo

k=0j=k \i=k °

olarak tanimlansin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) (co(T)* = c(T)* = d, dir.
(b) (co(T))? = d, nds ve (c(T))? =d,nd; Nnd, dir.
() (co(T))Y = c(T)" = d, dir.

spat: Bu sonucun ispati p = 1 alindiginda Lemma 2.1.3 iin (i) ve (iii) kisimlari,
Lemma 2.1.4 iin (ii) ve (iv) kisimlari, Teorem 2.1.5 ve Lemma 4.2.1 kullanilarak

kolaylikla goriiliir.
Asagidaki teoremde A € {c,, c} i¢in A(T) uzaymin Schauder bazi verilmektedir.

Teorem 4.2.1 A € {c,, c} olsun. Her sabit k € N icin ¢®) € A(T) dizisi

n

%
— , n=k
(c(k))n = Lkl th (n€eN)

0 , n<k

seklinde tanimlansin. Bu durumda (c(k)) dizisi A(T) uzaymin bir bazidir ve her

x € A(T)
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x = Z Ty (x)c®

k=0
seklinde tek bir gosterime sahiptir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.2.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

4.3. ¢o(T) ve c(T) UZAYLARI UZERINDE BAZI MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde, A € {cqy,c} ve 1 € {#1,¢, ¢, ¢} olmak iizere (A(T),n) ve (n,A(T))
smiflart  karakterize edilecektir. Ayrica B(A(T),n(S)) smifina ait bir matris
operatdriiniin normu  bulunacaktir. Burada S matrisi s = (s,) dizisi ile verilen fark

matrisidir.

Boliim boyunca kisalik olmasi bakimindan verilen bir A = (a,;) matrisi igin

a(n k) = 2?:0 a;j gosterimi kullanilacaktir.

Ik olarak A € {c,, c} olmak iizere A(T) uzaymndan #;, ¢y, ¢, o, uzaylarina tanimli matris

doniisiimlerini karakterize etmek ic¢in kullanilacak bir teorem verilecektir.

Teorem 4.3.1 A€ {cy,c} ve u keyfi bir dizi uzayr olsun. Bu durumda

A = (ay) € (A(T), u) olmast igin gerek ve yeter sart Vm, n, k € N i¢in

n J ,
Z ¥ 0<kc< (T t
m _ —la,; , 0<k<m _ K
i =12\ L) ve du=) (] |5 )en
j=k \ i=k . L 1¢;
0 k>m Jee Ak

olmak iizere Vm € N icin
DM = (dgp) e (A ¢)
D= (dnk) € ()’l .u)
olmasidir.

Ispat: Bu teoremin ispat: Teorem 3.3.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Asagidaki teoremler p =1 alindiginda Lemma 2.1.3 iin (i) ve (iii) kisimlari,
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Lemma 2.1.4 ve Teorem 4.3.1 kullanilarak elde edilir.
Teorem 4.3.2

(i) A = (ay) € (co(T), %) olmast igin gerek ve yeter sart (13) ve g = 1
alindiginda (3.14), (3.15) sartlarinin saglanmasidir.

(ii)) A= (an) € (co(T), c) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), 3.11) veq = 1
alindiginda (3.14), (3.15) sartlarinin saglanmasidir.

(iii) A = (an) € (co(T), cy) olmast igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12) ve
q = 1 alindiginda (3.14), (3.15) sartlarinin saglanmasidir.

(iv) A = (an) € (co(T),#,) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) ve g = 1
alindiginda (3.14), (3.16) sartlarinin saglanmasidir.

Teorem 4.3.3

(i) A = (ay) € (c(T), %) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), g = 1
alindiginda (3.14), (3.15) sartlarinin saglanmasi ve

oo

herbirn € Nigin lim Y d,;, ™ mevcut (4.1)

m—oo

k=0
olmasidir.
(ii) A= (an) € (c(T),c) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11),q =1
alindiginda (3.14), (3.15) ve (4.1) sartlarinin saglanmasi ve

o

lim dy, mevcut (4.2)

n—oo

k=0
olmasidir.

(i) A = (ay) € (c(T), cy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11),qg = 1
alindiginda (3.14), (3.15) ve (4.1) sartlarinin saglanmasi ve

lim ) d, =0 (4.3)

n-oo
k=0

olmasidir.
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(iv) A = (ay) € (c(T),4,) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), g = 1
alindiginda (3.14), (3.16) ve (4.1) sartlarinin saglanmasidir.

Asagidaki sonuglar Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3 den elde edilir.
Sonuc¢ 4.3.1

(i) A = (ayy) € (co(T), csy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12) ve
q = 1i¢in (3.14), (3.15) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.
(ii) A = (ayy) € (co(T), cs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11) ve
q = 1i¢in (3.14), (3.15) sartlarinin a,,;, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.
(iii) A = (anx) € (co(T), bs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) ve ¢ = 1 i¢in

(3.14), (3.15) sartlarinin a,,, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.
Sonuc 4.3.2

(i) A = (ayy) € (c(T),csy) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.12), g = 1
icin (3.14), (3.15) ve (4.1), (4.3) sartlarmin a,; yerine a(n,k) alindiginda
saglanmasidir.

(ii) A = (a,y) € (c(T), cs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8), (3.11), g = 1
icin (3.14), (3.15) ve (4.1), (4.2) sartlarmin a,; yerine a(n,k) alindiginda
saglanmasidir.

(iii) A = (ay) € (c(T), bs) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) ve ¢ = 1 i¢in

(3.14), (3.15) ve (4.1) sartlarinin a,, yerine a(n, k) alindiginda saglanmasidir.

Simdi, A € {co, c} olmak iizere ¥4, ¢y, c,?s uzaylarindan A(T) uzayna tanimli matris

doniisiimleri karakterize edilecektir.

Teorem 4.3.4 A = (a,,;) matrisi verilsin ve B = (b, ) matrisi Vn, k € N i¢in

1
buk = — t_an—l,k T+ thank
n

seklinde tanimlansin. u herhangi bir dizi uzay1 ve A € {c,, c} olmak iizere A € (u, A(T))

olmasi igin gerek ve yeter sart B € (u, A) olmasidir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.5 in ispatina benzer sekilde yaplir.
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Asagidaki teoremler Lemma 2.1.2 nin (vi), (vii), (x) ve (xi) kisimlari, Lemma 2.1.4 ve

Teorem 4.3.4 kullanilarak elde edilir.

Teorem 4.3.5 A = (a,;) ve B = (by,,) matrisleri Teorem 4.3.4 de verilen iliskili

matrisler olsun. Bu durumda:
(i) A = (ay,) € (£, co(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart

her bir k € Nigin lim b,;, = 0 (4.4)
n—-oo

veE

lim ) byl =0 (4.5)
" k=0

olmasidir.

(ii) A = (au) € (c,co(T)) olmast igin gerek ve yeter sart (4.4) sartinin

saglanmasi ve

sup ) |by| < oo, (4.6)
neN =0
lim Y by =0 (4.7)
n—->oo
k=0

olmasidir.

(iii) A = (ank) € (cg, co(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.4) ve (4.6)
sartlarinin saglanmasidir.
(iv) A = (an) € (41, ¢o(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.4) sartinin

saglanmasi ve

sup |bp| <oo (4.8)
n,keN

olmasidir.

Teorem 4.3.6 A = (a,;) ve B = (by,) matrisleri Teorem 4.3.4 de verilen iligkili
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matrisler olsun. Bu durumda:

(i) A = (ay,) € (£, c(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart

her bir k € Nigin lim b,;, mevcut (4.9)
n—->0oo
ve
lim Z|bnk| - 2 | 1im b (4.10)
n—oo n—oo
k=0 k=0
olmasidir.

(ii) A = (ay) € (c,c(T)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.4) ve (4.9)

sartlarinin saglanmasi ve

(0]

lim b, mevcut (4.11)

n—-oo
k=0

olmasidir.

(iii) A = (anx) € (co, c(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.4) ve (4.9)
sartlarinin saglanmasidir.
(iv) A = (an) € (¢4, ¢(T)) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.8) ve (4.9)

sartlarinin saglanmasidir.

Simdi, A € {cg,c} ve n € {£1,¢p, ¢, ¢} olmak iizere B(A(T),n(S)) sinifina ait bir

matrisin normu verilecektir. Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki lemma verilecektir.
Lemma 4.3.1 A € {c, c} olsun. Bu durumda:

() A= (ay) € B(LEw) =B 0) = B4, ) ise

11l = 4ll gy = HAllacey = 5up > lanil
neN =0

dir.
(ii) A = (ay,) € B, 4,) ise
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lAllre) = = sup Z

=0

neK

dir [4,8].

Teorem 4.3.7 T ve S, t = (t,) ve s = (s,) dizileri ile verilen iki fark matrisi ve

A € {cy, c} olsun. Bu durumda:

) A= (an) € BAT),£x(5)) = BAT), c(5)) = BAT), co(S)) ise

g

k \ i=k

o)

Al acr),0cs)) = supz
k=0 ]

~ |~
~n| =

1
Snan] —Qp- 1,j

n

Ms

dir.

() A= (aw) € BAT), £ (S)) ise

oo

j
t
lAllacr,ensy = SUPZ 2 Z 1_[t

=0 |n€K j= i=k

=

1
SpQnj — S_ Ap-1,j

n

N

dir.

Ispat: A€ {cy,c} icin Teorem 4.2 den T:A(T) — A bir izometrik izomorfizmdir.
B = SAT 1 olsun.

Emm—
B=SAT1

Yukaridaki  diyagramdan A € {cq,c} ve 1€ {f,cpCfx} olmak iizere

NAllacrynesyy = 1Bl oldugu goriiliir. A € {co, ¢} olmak iizere Lemma 4.3.1 den

I1Bllae) = IBllac) = IBllaco) = sup E | e
ne
k=0

o | o J

ty 1
S I3 (115 o)
neN t; Sn

k=0|j=k \i=k
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ve

1Bl = supZ

=0

[ee]

J
zz ntk ( 1 )
= Ssu - SpnQni — —Apn_1i
Keg tlz nlnj Sn n—1,j

=0 |n€ekK j= i=k

S b

nekK

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boéliimde, tez c¢alismasinin orijinal kismi olan iigiincii ve dordiincii boliimde

tanimlanan dizi uzaylarinin 6zel durumlar1 verilecek ve bazi 6nerilerde bulunulacaktir.
Sonug 5.1 £,,(T) uzaymda p = 1 ve (t,) = (1,1,1,...) alinirsa bv uzay: elde edilir.

Sonug 5.2 1 < p < o olmak iizere £,(T) uzaymda (t,) = (1,1,1,...) alimrsa [30,31]

nolu ¢aligmalarda tanimlanan bv, uzay: elde edilir.

Sonug 5.3 ¢(T), ¢(T), € (T) uzaylarinda (t,) = (1,1,1, ...) alinirsa sirasiyla [1] nolu
caligmada tanimlanan cy(A), c(A), €« (A) uzaylar elde edilir.

fn

n+1

alinirsa

Sonu¢ 5.4 1 < p < oo olmak iizere €,(T) uzayinda her n € N i¢in ¢, =

[17] nolu ¢alismada tanimlanan ¢, (F" ) uzayi elde edilir.

Sonug 5.5 ¢y (T) ve ¢(T) uzaylarinda her n € N igin t, = ff—” alinirsa sirasiyla [41]
n+1

nolu ¢alismada tanimlanan ¢, (17" ) ve c(ﬁ' ) uzaylar1 elde edilir.

Oneri 5.1 €,(T),co(T), c(T) uzaylarinda tanimlanan matris doniisiimlerinin non-

kompaktlik Hausdorff 6l¢iisiiniin ¢alisilmasi acgik bir problemdir.

Oneri 5.2 £, (T) uzay lizerinde rotund ozelligi, Kadec-Klee 6zelligi, (f)-0zelligi gibi

Banach uzaylarina ait geometrik 6zelliklerinin ¢aligilmasi agik bir problemdir.
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